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Este libro te lo dedico a ti.

Adéntrate en el mundo y descubre
como resolver con el dlgebra lineal
algunas de las necesidades mds
importantes de nuestra sociedad actual.

Quien obra puede equivocarse,
pero quien no hace nada ya estd equivocado.

Santa Teresa de Avila

Lo que oyes lo olvidas, lo que ves lo recuerdas, lo que haces lo aprendes.

Proverbio chino

El que sents ho oblides, el que veus ho recordes, el que fas ho aprens.

Proverbi xinés

I hear and I forget, I see and I remember, I do and I understand.

Chinese proverb
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Introduccion

En 2015, se aprobo la Agenda 2030 para el Desarrollo Sostenible con el fin transformar
el mundo, y se fijaron 17 Objetivos para el Desarrollo Sostenible. Uno de los objetivos
el 4, establece en su meta 4.7 ([33]) que “todos los estudiantes adquieran los conoci-
mientos y las habilidades necesarios para promover el desarrollo sostenible, incluyendo
la educacidn, la ciudadania global y la diversidad cultural”. Para colaborar en este obje-
tivo, planteamos este texto, que presenta diferentes tareas contextualizadas orientadas a
profundizar y ampliar la materia relativa a la asignatura dlgebra lineal sino la que hacen

referencia a los Objetivos de Desarrollo Sostenible.

4 \ W, € DE DESARROLLO
(@) OBIETIVOSISii2
\w 17 OBJETIVOS PARA TRANSFORMAR NUESTRO MUNDO

3 SALUD EDUCACION IGUALDAD
YBIENESTAR

DECALIDAD DEGENERO
TRABAJO DECENTE

9 INDUSTRIA, 1 U REDUCCION DELAS
Y CRECIMIENTO INNOVAGIONE DESIGUALDADES
ECONOMICO INFRAESTRUCTURA

1 FIN
DELAPOBREZA

1 ACCION 14 VIDA 1 PAZ, JUSTICIA
PORELCLIMA SUBMARINA EBNSTITUD[DN[S
SOLIDAS

17 ALIANZAS PARA
LOGRAR
L0S OBJETIVOS

Fig. 1

Objetivos de Desarrollo
Sostenible.

Fuente: ONU.

AGUALIMPIA
YSANEAMIENTO

u

12 PRODUCCION
YCONSUMO
RESPONSABLES

QO

@
OBJETIVO'S

DE DESARROLLO
SOSTENIBLE

La universidad ha de ser protagonista y ejercer una funcion bdsica en la aplicacion del
Programa 2030 para el Desarrollo Sostenible. Esta debe abanderar el logro de una educa-
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Fig. 2
Matrices.
Fuente [11].

cion de calidad, y contribuir a la formacién de ciudadanos responsables, comprometidos
con el desarrollo sostenible local y global. De forma progresiva, las universidades y
otras instituciones de educacién superior han ido incorporando valores y précticas de
desarrollo sostenible en sus actividades bdsicas de ensefianza e investigacion, y también
de gestion.

El objetivo de este texto es sensibilizar, desarrollar y trabajar, desde el dlgebra lineal,
aspectos vinculados al desarrollo sostenible. Para ello, se han preparado proyectos de
distinta dificultad y de distinto tiempo de ejecucidn, que se resuelven utilizando el 4l-
gebra lineal y en que se enfatizan en distintos aspectos de los Objetivos del Desarrollo
Sostenible (ODS).

Utilizando la herramienta del aprendizaje basado en proyectos (PBL), a partir de ca-
sos précticos, las competencias transversales relacionadas con los temas globales de los
ODS, pueden ser explicadas y evaluadas en asignaturas correspondientes a enseflanzas
cientifico-técnicas.

Bajo este escenario, vamos a poner nuestro granito de arena en los ODS a través del
dlgebra lineal.

++++++:
+++++++“‘+
b L7 5 T
++++++ + 3
+++"++ + 4
[+++++ * 44 % 5
+++1.+ * 44
-

Este libro estd organizado por capitulos que se corresponden a cada uno de los ODS.
En cada uno de ellos, se presentan dos proyectos que se pueden resolver a partir de
los distintos programas docentes correspondientes a la asignatura Algebra lineal que se
imparte en escuelas de ingenierfa y facultades de ciencias. Los proyectos presentados
pretenden analizar en profundidad los problemas que conlleva llevar a cabo los distintos
objetivos de los ODS. Cabe decir también que algunos de los proyectos permiten pro-
fundizar en mds de un objetivo de los ODS, si bien se ahonda en el objetivo del capitulo
correspondiente.

No todos los proyectos tienen la misma dificultad, por lo cual el profesor debe marcar
el plan de trabajo: algunos de ellos se pueden resolver en el aula en una sesién de clase,
mientras que otros precisan de mds tiempo. También algunos de ellos se pueden resolver
a partir de las primeras sesiones del curso y otros requieren avanzar en la asignatura.
Estos proyectos pueden resolverse de forma individual, aunque se sugiere el: grupal
para fomentar asf el trabajo colaborativo y cooperativo.
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Fig. 3
Lluvia de ideas.
Fuente: Emprendices.
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Objetivo 1. Fin de la pobreza
Poner fin a la pobreza en todas
sus formas en todo el mundo

1.1. Introduccion

Los indices de pobreza extrema se han reducido a la mitad desde 1990. A pesar de ser
un logro importante, 1 de cada 5 personas de las regiones en vias de desarrollo atn vive
con menos de 1,25 ddlares al dfa, y hay millones de personas que ganan poco mds de
esta cantidad diaria, y a ello aflade que hay muchas personas en riesgo de recaer en la
pobreza.'

La pobreza no solo implica la falta de ingresos y recursos para garantizar unos medios de
vida sostenibles. Se manifiesta, entre otros factores en el hambre y la malnutricidn, el ac-
ceso limitado a la educacion y a otros servicios bdsicos, la discriminacion y la exclusion
sociales, y la falta de participacion en la adopcidn de decisiones. El crecimiento econd-
mico debe ser inclusivo con el fin de crear empleos sostenibles y promover la igualdad.'

Las limitaciones econdmicas que afectan a las personas que viven en el umbral de la
pobreza hacen que se vean sometidas a situaciones terribles de hambre, insalubridad,
falta de educacidn, trabajo digno, etc. Este fendmeno se agudiza en los paises con limita-
ciones econdmico-financieras que impiden combatir este problema fundamental, lo cual
hace que nos veamos enfrentados con un problema de migracion permanente hacia otros
paises, con la idea de encontrar un trabajo que les permita obtener los ingresos suficientes
para su subsistencia y la de su familia ([21]).

La migracion es un derecho humano y su motivacion inicial no deberfa ser principalmente

la pobreza. El fendmeno de la migracion debe regularse de manera sostenible con el fin
de permitir el desarrollo pleno de la persona en contextos sociales favorables ([21]).

! http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/poverty/
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Fig. 1.1

Migracion.

Fotografia: Universidad
Anghuac. México.

Fig. 1.2

Los microcréditos como
instrumento financiero al
servicio del desarrollo.
Fotografia: P. Arrambide.

El Banco Grameen cuyo nombre procede de la palabra gram que significa “rural”o “pue-
blo”en el idioma sdnscrito, y galardonado con el Premio Nobel de la Paz, es una insti-
tucion microfinanciera y un banco de desarrollo comunitario. Se fundé en Bangladés,
y se caracteriza por conceder microcréditos a las personas de clase baja sin pedir una
garantfa a cambio.

La préctica del microcrédito se ha extendido a escala mundial como una herramienta
para la erradicacién de la pobreza.

Seguin Manos Unidas, potenciar el acceso de las mujeres a los recursos y al crédito es
una de las lineas de trabajo mds importantes para erradicar la pobreza ([6]).
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1.2. Proyecto 1

Desde la década de los afios noventa, la movilidad territorial en Espafia sigue un patrén de
comportamiento subordinado al fendmeno suburbano y al de los desplazamientos inter-
urbanos. La importancia de este fendmeno social es tal que resulta de interés modelizarlo
para conocer su comportamiento dindmico e interno.

El propdsito de este trabajo es, suponiendo una cierta homogeneidad temporal, analizar
el fenomeno de la movilidad territorial en Espaiia. Para ello, consideraremos la delimita-
cion territorial propuesta por el Instituto Nacional de Estadistica (INE), que clasifica los
municipios espafioles en seis categorias, en funcion del nimero de habitantes. La primera
categoria hace referencia a municipios con una poblacion inferior a los 10.001 habitantes
y que, segun el INE, constituyen dreas rurales; la segunda, con una poblacion de 10.001 a
20.000 habitantes, la tercera, con una poblacion de 20.001 a 50.000 habitantes, la cuarta,
con una poblacién de 50.001 a 100.000 habitantes, la quinta, con una poblacién de mds
de 100.000 habitantes, y la sexta las capitales de provincia, que son consideradas dreas
urbanas.

Designando X (k), k =0,1,2,... la dindmica de la movilidad territorial de una poblacién
cuyos estados se corresponden con las seis categorias de municipios descritas.

Es decir, X (k) define el estado en que una poblacidn se localiza en un instante discreto de
tiempo k. La relacion entre X (k) y X (k+ 1), bajo el supuesto de homogeneidad temporal,
viene caracterizada por una matriz de transiciéon P = (p;;), donde p;; es la probabilidad
de emigrar a una poblacién j desde una poblacion i entre dos instantes de tiempo conse-
cutivos.

A partir de los datos de emigracion del INE de dos periodos consecutivos (de 2003 a
2004 y de 2004 a 2005), se han obtenido (v. [17]) los valores siguientes de p;;:

1 2 3 4 5 6
1 Menos de 10.001 hab. 0,278 0,121 0,134 0,083 0,070 0,314
De 10.001 a 20.000 hab. 0,244 0,136 0,152 0,100 0,080 0,288
De 20.001 a 50.000 hab. 0,218 0,122 0,156 0,110 0,078 0,316
De 50.001 a 100.000 hab. 0,203 0,118 0,171 0,121 0,080 0,307
Mids de 100.000 hab. 0,204 0,111 0,137 0,093 0,121 0,334
Capitales de provincia 0,288 0,128 0,178 0,113 0,102 0,191

AN | B W

De la anterior matriz de transicién homogénea, es posible obtener una proyeccion de las
probabilidades de transicion para un periodo posterior o bien la distribucion de equilibrio
de la cadena.
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1.2.1. Pasos que dar
Paso 0

— Introduccidn a la temdtica: Relacion entre pobreza y migracion.

Paso 1

— Descripcion matricial de la dindmica de la poblacion.

— (Es posible obtener una proyeccidn de las probabilidades de transicién para un perio-
do posterior?

Paso 2

— Determinacidn, en su caso, de la distribucion de equilibrio.

Paso 3

— Valoracion del resultado teniendo en cuenta el contexto.

1.3. Proyecto 2

En la actualidad, los servicios microfinancieros han resultado ser una practica muy ren-
table y, contrariamente a lo que se crefa sobre el elevado riesgo de impago de créditos,
su recuperacion es muy alta [30]. En este trabajo, pretendemos analizar este riesgo.

Para calificar el riesgo de un crédito, no basta con considerar la probabilidad de impago,
sino que es necesario analizar las transiciones por las cuales pasan los pagos de los
créditos.

Empezamos dando a cada crédito una cierta calificacion. Para este estudio, suponemos
clases o estados A, B, C, D, E, F' y G, definidos de la forma siguiente:

A: El estado de un crédito cuyo importe exigible a fecha fija es pagado en su totalidad
y con un rango de atraso de 0 a 7 dias después de la fecha de pago acordada.

B: El estado de un crédito cuyo importe exigible a fecha fija es liquidado en su tota-
lidad y con un rango de atraso de 8 a 30 dias después de la fecha en que se debid
realizar el pago.

C: El estado de un crédito cuyo importe exigible a fecha fija es pagado en su totalidad
y con un rango de atraso de 31 a 60 dias después de la fecha en que se debio realizar
el pago.

D: el estado de un crédito cuyo importe exigible a fecha fija es pagado en su totalidad
y con un rango de atraso de 61 a 90 dias después de la fecha en que se debid realizar
el pago.
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E: El estado de un crédito cuyo importe exigible a fecha fija es pagado en su totalidad
y con un rango de atraso de 91 a 120 dfas después de la fecha en que se debid
realizar el pago.

F: El estado de un crédito cuyo importe exigible a fecha fija es pagado en su totalidad
y con un rango de atraso de 121 dfas o mds.

G: El crédito es cancelado.

La evolucion de las calificaciones para créditos pendientes de amortizar se puede mode-
lar mediante un sistema dindmico discreto, que se mueve mensualmente a través de las
diferentes situaciones en que se encuentra el pago.

Por ejemplo, una cuenta que este mes estd “al corriente de pago”(estado A), estard tam-
bién “al corriente de pago” el proximo mes si se efectiia un pago en el rango de atraso de
0 a 7 dias; estard en los “30 dfas de demora”(estado B) si no se ha realizado el pago, y, en
caso de haberse realizado el ultimo pago, este estard en el estado G de crédito cancelado.
Obsérvese que no se puede pasar del estado A al C, D, E o F en un mes, sino que debe
progresar de un mes a otro.

1.3.1. Pasos que dar

Paso 0
— Introduccion a la temadtica: ;Cémo ayudan los microcréditos a combatir la pobreza?

Paso 1

Suponiendo que las probabilidades pyy de pasar del estado Y al estado X son: Pyy = 0,95,
Py = 0,04, P4 = 0,01, Pyg = 0,15, Pgg = 0,75, Pep = 0,07, Pgp = 0,03, Pyc = 0,05,
Pec =0,75, Poc = 0,15, Pc = 0,05, Pcp = 0,1, Pop = 0,8, Pep =0,1, Pep = 0,8, Prp =0,2,
Prr =0,1, Prr=0,9, P = 1 y el resto cero.

— Escribir la matriz de transicion de estados.

Paso 2

— (Por qué el modelo es una cadena de Markov absorbente?

Paso 3

— Si el estado inicial P(0) es estar al corriente de pago, ;cudl es la distribucién de pro-
babilidad de morosidad al cabo de 24 meses?

Paso 4

— Valorar el resultado teniendo en cuenta el contexto.

— Analizar las consecuencias del mal uso del microcrédito (tarjetas de crédito).
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Objetivo 2: Hambre cero

Poner fin al hambre,

lograr la seguridad alimentaria

y la mejora de la nutricion

Y promover la agricultura sostenible

2.1. Introduccion

Una meta para 2030 del objetivo 2 es poner fin al hambre y asegurar el acceso de todas
las personas, en particular de los pobres y de las personas en situaciones vulnerables,
incluidos los lactantes, a una alimentacion sana, nutritiva y suficiente.

Una gestion sostenible de la agricultura, la silvicultura y las piscifactorias puede asegurar
el suministro de alimentos nutritivos para todos y generar ingresos decentes, al tiempo
que se apoya el desarrollo de las gentes del campo y la proteccion del medio ambiente.

Es necesaria una profunda reforma del sistema mundial de la agricultura y la alimen-
tacion si queremos alimentar a los 925 millones de personas hambrientas que existen
actualmente y a los dos mil millones mds de personas que vivirdn en el afio 2050.

La acuicultura se presenta como una solucion al hambre. En el dmbito de la cooperacidn,
existen proyectos con participacidn espafiola en paises en vias de desarrollo donde se
aplicarfa el conocido proverbio chino: “Si un hombre tiene hambre, no le des un pez
enséiale a pescar.”

2 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/hunger/
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Las organizaciones implicadas en estos proyectos ven en la piscicultura una salida pa-
ra garantizar el abastecimiento de pescado, a la vez que una fuente de ingresos a las

pequefias comunidades.

Fig. 2.2

Piscifactoria.
Fotografia: All you need
is Biology.

2.2. Proyecto 1

Un reto al que tenemos que afrontar es conseguir que el mundo produzca suficiente
comida para alimentar adecuadamente a todos sus habitantes. Tenemos que lograr que
la pesca sea mds productiva y sostenible por ejemplo mediante, piscifactorias, pero se
debe controlar la produccion para que, en efecto, sea sostenible. Proponemos pues, en
este proyecto, estudiar si se puede controlar dicha produccién.
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En una piscifactorfa, se cria una especie particular de salmon. Estos peces estdn clasifi-
cados segtn tres clases de edad y la tasa de supervivencia de los salmones en edad de
primera y segunda clase es de 0,53 (en tanto por 1)e indeterminada a en la tercera clase.
También se asume que cada hembra en la segunda clase de edad produce cuatro crias
hembras y un nimero indeterminado 3 de crias en la tercera clase de edad. La otra clase
de edad no produce crias. Supongamos que se han introducido en el sistema 1.200 sal-
mones hembras en cada una de las tres clases de edad y que, al afio siguiente, hay 10.800,
636y 264 salmones hembra en cada una de las clases.

2.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién a la temdtica: ;Como puede una piscifactoria ayudar a combatir el ham-
bre del mundo?

Paso 1
— Determinar los valores de los pardmetros a y 8 en funcién de los datos considerados.

Paso 2

Se pretende que, en el primer afio, la poblacién de salmones en cada una de las clases de
edad sea de 9.000, 530 y 220, respectivamente.

— (Cudntos salmones se tendrian que haber introducido en cada una de las clases?

Paso 3

— (Es sostenible esta piscifactoria? Razona la respuesta teniendo en cuenta el contexto.

2.3. Proyecto 2

En 2017, los pafses del cuerno de Africa han padecido una fuerte hambruna que, segtin la
ACNUR,? posiblemente sea peor que la de 2011. Segin la misma fuente, miles de nifios
y madres lactantes se encontraban en estado de desnutricion aguda.

A través de las ayudas internacionales, se ha conseguido reunir cinco toneladas de arroz
y lentejas, y cuatro de carne seca.

Téngase en cuenta que cada uno de estos alimentos contiene grasa, proteina y carbohi-
dratos, en las proporciones siguientes:

— Cada 100 gramos de arroz contienen 0,8 gramos de grasa, 7 gramos de proteina y 80

gramos de carbohidratos.

3 https://eacnur.org/es

27



% ﬁlgebro lineal en la educacion para el desarrollo sostenible

28

Fotografia: Archivo del

— Cada 100 gramos de carne contienen 25 gramos de grasa, 17 gramos de proteina y
0,1 gramos de carbohidratos.

— Cada 100 gramos de lentejas contienen 2 gramos de grasa, 22 gramos de proteina y
62,5 gramos de carbohidratos.

Y que los requisitos minimos diarios de grasa, proteina y carbohidratos que se deben
obtener con estos alimentos para una racién de comida media por persona son de 20
gramos de grasa, 25 gramos de proteina y 50 gramos de carbohidratos.

2.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién a la problemadtica de la hambruna.

Paso 1

— (Cuadntas unidades de alimento se deben consumir para satisfacer estos requisitos?
(1 unidad de alimento = 100 gramos)

Paso 2

— Si en la zona se encuentran 250.000 personas, ;durante cudntos dfas podrdn ser ali-
mentadas?

Paso 3

— Valorar el resultado teniendo en cuenta el contexto.









Objetivo 3: Salud y bienestar
Garantizar una vida sana

y promover el bienestar

para todos en todas las edades

3.1. Introduccion

Para lograr el desarrollo sostenible, es fundamental garantizar una vida saludable y pro-
mover el bienestar para todos en cualquier edad. Se han realizado grandes progresos en
relacién con el aumento de la esperanza de vida y la reduccion de algunas de las cau-
sas de muerte mds comunes relacionadas con la mortalidad infantil y materna. Se han
logrado grandes avances en el acceso al agua limpia y al saneamiento, asi como en la
reduccidén de la malaria, la tuberculosis, la poliomielitis y la propagacion del VIH/SIDA.
Sin embargo, se necesitan muchas mds iniciativas para erradicar por completo una am-
plia gama de enfermedades y hacer frente a numerosas y variadas cuestiones persistentes
y emergentes, relativas a la salud.*

Asumir los principios del desarrollo sostenible en el campo de la sanidad supone tener
en cuenta también la gestion racional de los recursos de los centros hospitalarios.

Tener en cuenta el desarrollo sostenible en el marco de la sanidad no ha de suponer

necesariamente cambios en los modelos sanitarios pero si cambios en la estrategia para
que la salud sea igual, solidaria, equitativa, universal, gratuita y participativa ([4]).

4 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/health/



% ﬁlgebro lineal en la educacion para el desarrollo sostenible

Fig. 3.1
Yemen, brote de célera
2017.

Fotografia: Archivos de la
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Fig. 3.2

Pacientes en los pasillos.
Fotografia: El Pais,
13.02.08.

3.2. Proyecto 1

En un determinado servicio de un centro hospitalario, los pacientes tras ser interveni-
dos quirdrgicamente, pasan a la sala de recuperacion (estado S1), donde se sabe que la
probabilidad de permanecer en ella es del 40 %, la de ir a casa (estado C) es del 30 %
y, por estudios anteriores, se conoce que hay un 20 % de pacientes que pueden pasar a
la sala de terapia intermedia (estado S2) por complicaciones o por la propia patologia
del paciente, y un 10 % pasar a terapia intensiva (estado S3) por los mismos problemas.
Los pacientes que estdn en la sala intermedia o permanecen en ella o tienen una proba-
bilidad de un 10% de pasar a la sala de recuperacién y un 20 % de pasar a la sala de
terapia intensiva. Finalmente, los pacientes de la sala terapia intensiva tienen un 70 % de
permanecer en ella, un 20 % de pasar a la sala de terapia intermedia y hay un 10% de
probabilidades de morir (estado M).

Se trata de analizar la dindmica de ocupacion de las salas con el objetivo de optimizar el
uso de los recursos disponibles y hacer asi mds sostenible el hospital.
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3.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introducciodn a la temdtica: Breve descripcién de la problemdtica de la utilizacién de
las camas en los hospitales.

Paso 1

— Describir matricialmente la evolucion de la ocupacidn de las salas.

— Si un paciente estd en la sala de terapia intensiva, jcudl es la probabilidad de que al
cuarto dia ya esté en casa?

Paso 2

— Explicar con todo detalle la informacidn del dlgebra lineal necesaria para la resolucién
del sistema dindmico planteado, asi como:

a) Analizar el tipo de matriz que describe el sistema.
b) Calcular las potencias de una matriz en funcién del tipo de matriz.
c) Determinar los valores propios.

d) Dar la solucidn del sistema con las probabilidades dadas.

Paso 3

— Evaluar los resultados teniendo en cuenta el contexto.

3.3. Proyecto 2

Se denomina epidemia una enfermedad que se propaga durante un periodo de tiempo en
una determinada zona geogrdfica y que afecta simultdneamente a gran parte de la pobla-
cion. Cuando la epidemia se expande por varios paises, se transforma en una pandemia.
Ha habido grandes pandemias a lo largo de la historia.

Por otra parte, cuando la epidemia se mantiene en una misma zona durante un periodo
prolongado de tiempo, se convierte en una endemia como, por ejemplo, el caso de la
malaria en varios paises africanos.

El andlisis de los datos puede ayudar a prever la expansion de la epidemia permitiendo
poner en marcha medidas de control y contencién de la misma ([10]).

Desde comienzos de los afios ochenta, el sida se ha convertido en una de las mayores
pandemias de nuestra época, por lo cual el conocimiento de la evolucién en el tiempo
de la epidemia es un objetivo prioritario con el fin de establecer unas politicas sanitarias
adecuadas ([24)).
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Fig. 3.3

El triunfo de la muerte
de Brueghel el Viejo.
Fuente: Museo del
Prado.

En este proyecto, se pretende analizar la evolucion de la epidemia de VIH-SIDA en el
tiempo, modelando mediante una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto, con
tiempos de observacion anuales.

3.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la temdtica de las epidemias.

Paso 1

Se definen los cuatro estados del proceso siguientes:

1. Susceptible de ser infectado.
2. Infectado por VIH.
3. Enfermo de sida.

4. Muerto como consecuencia de la enfermedad.
Se supone que una persona que estd en un estado, o se queda en el mismo estado o pasa al
siguiente, eso es una persona susceptible de estar infectada no puede pasar directamente

al estado enferma de sida ni al estado muerto, y una persona infectada no puede volver
a estar en el estado de susceptible ser infecada.

— Dibujar el grafo con las posibles transiciones entre estados.
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Paso 2

En las epidemias humanas, la matriz de transicién suele obtenerse a partir de los datos
de poblacion, incidencia, prevalencia y mortalidad publicados en los registros oficiales.

Se designa p;; la probabilidad de que una persona que estd en el estado i pase al j al afio
siguiente, y se Supone que, a partir de los datos de los registros, la tasa de contagio de una
persona susceptible de ser contagiada es p;, = 0,000064, la tasa de personas con VIH y
que pasan a tener sida es p,; = 0,006432 y la tasa de personas con sida que mueren al
afio siguiente es de ps, = 0,0082.

— Escribir la matriz de transicion de estados.

Paso 3

— Calculo la probabilidad de que un sujeto actualmente susceptible de ser infectado pue-
da estar infectado dentro de dos afios.

Paso 4

— Andlisis de la evolucién de la epidemia en el tiempo.

Paso 5

— Valoracion teniendo en cuenta el contexto.
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Objetivo 4: Educacion de calidad
Garantizar una educacion inclusiva, equitativa
y de calidad y promover oportunidades de
aprendizaje durante toda la vida para todos

4.1. Introduccion

La educacidn es la clave para poder alcanzar otros objetivos de desarrollo sostenible
(ODS). Cuando las personas logran acceder a una educacién de calidad, pueden escapar
del ciclo de la pobreza. Por consiguiente, la educacién contribuye a reducir las desigual-
dades y a conseguir la igualdad de género. También empodera a las personas de todo el
mundo para que lleven una vida mds saludable y sostenible. La educacién es también fun-
damental para fomentar la tolerancia entre las personas, y contribuye a crear sociedades
mds pacificas.

i)

Fig. 4.1
Escuela.

Fotografia: Archivos de la

UNMEER.
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Una meta de este objetivo para el afio 2030 es aumentar considerablemente el nimero
de jovenes y adultos que tengan las competencias necesarias, en particular técnicas y
profesionales, para acceder al empleo, el trabajo decente y el emprendimiento.’

El abandono escolar en cualquier etapa académica es un problema global que afecta la
calidad de la educacidn, ademds de los costes sociales y econémicos que conlleva. Por
este motivo, muchos paises dedican recursos a estudiar de dicho fendmeno.

Para poder reducir la desercion, es importante conocer el comportamiento de esta deser-
cion desde diferentes Gpticas.

El tiempo de permanencia de un estudiante en el sistema educativo no estd sincronizado
con su avance académico, pues al final de cada periodo cursado tiene tres posibilidades:
avanzar al siguiente curso, permanecer en el mismo curso o retirarse del sistema edu-
cativo. Este tipo de comportamiento hace que una buena aproximacion a su evolucion
pueda realizarse mediante el dlgebra lineal (v. [29]).

Otra de las metas del objetivo 4 de los ODS es construir y adecuar instalaciones educati-
vas que tengan en cuenta las necesidades de los nifios y las personas con discapacidad y
las diferencias de género, y que ofrezcan entornos de aprendizaje seguros, no violentos,
inclusivos y eficaces para todos.!

Para los nifios con discapacidad o movilidad reducida, la escuela puede convertirse en un
mundo infranqueable sencillamente por falta de ascensores, rampas de acceso o bafios
adaptados, lo cual provoca exclusién o desercion escolar.

Una forma de eliminar las barreras es asegurar que en las escuelas hay rampas y ascen-
sores para el desplazamiento de las personas con movilidad reducida.

4.2. Proyecto 1

En una escuela de ingenieria, se ha analizado una muestra de las ocho series completas
de los estudiantes correspondientes a los ocho cuatrimestres que dura la titulacién del
grado, durante siete afios, identificados a partir de primer cuatrimestre del primer afio
analizado y hasta el segundo cuatrimestre del tultimo de estos afios. Para el estudio,
se ha tenido en cuenta la informacion socioafectiva, socioecondmica, demogrdfica y
académica que tiene almacenada la institucion.

En el estudio, se analiza el flujo del estudiante en la escuela desde que se matricula por
primera vez, teniendo en cuenta las tres posibilidades siguientes después de cursar el
cuatrimestre:

1. que el estudiante abandone los estudios del centro, lo cual se considera como una
desercion

5 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/education/
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2. que el estudiante suspenda el cuatrimestre y decida repetirlo; entonces sigue en la
escuela

3. que el estudiante apruebe su cuatrimestre y pase al cuatrimestre siguiente,

y asi sucesivamente, hasta que se gradie o abandone la escuela.

4.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién a la temadtica sobre la educacion de calidad.

Paso 1

Téngase en cuenta que el grado tiene cuatro cursos con dos cuatrimestres cada uno y
pasamos a tener die posibles estados (o situaciones del alumno), que denominamos C|,
C,, C3, Cy, Cs, Cg, G4, Cg, Gy D, donde C; indica el cuatrimestre en que se encuentra el
alumno, G que se ha graduado, y D que ha desertado.

— Realizar el diagrama de estados.

Se denomina p; ;, (i = 1,2...,8,G,D, j=1,2...,8,G,D) la posibilidad de que el estado
i avance al estado j.

— Encontrar la matriz de transicion de estados.

Paso 2

Teniendo en cuenta todos los factores, durante todos los afios en que se ha realizado el
estudio, se han obtenido las probabilidades siguientes: p;; =0,17, p;, =0,72, p1p =0,11,
P22 = 0,17, pp3 = 0,73, pop = 0,1, p33 = 0,16, p34 = 0,72, p3p = 0,12, psy = 0,14, pss =
0,75, psp = 0,11, pss = 0,14, pss = 0,78, psp = 0,08 pss = 0,12, ps; = 0,81, pep = 0,07

P77 =0,09, p7s = 0,86, p7p = 0,05 pgg = 0,12, psg = 0,8, psp =0,08, ppp = pec =1y
el resto cero.

— (Cudl es probabilidad de que un alumno acabe la carrera en cuatro anos (ochos cuatri-
mestres)?

Paso 3

En las mismas condiciones que el paso 2:

— (Cudl es el tiempo de permanencia de una persona desde que se matricula por primera
vez a la universidad hasta que se gradda?

Paso 4

Analizar el resultado en el contexto del objetivo 4 de desarrollo sostenible.
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Fig. 4.2

Partes del modelo
dindmico del ascensor.
(a) Circuito equivalente
del motor DC.

(b) Dinamica de las
partes rotativas del
sistema.

(c) Fuerzas que actuan
sobre la cabina del
ascensor.

Fuente: [27].

Fig. 4.3
La trayectoria deseada.
Fuente: [27].

4.3. Proyecto 2

Consideramos un ascensor impulsado por un motor DC, que dispone de un eje, una polea
y una cabina que transporta cargas (v. figura 4.2).

Rotor  Reductora i/—
) J, e o
+ ¥ + ® "(
N Polea "
m : | Part et 'n, T
k,é | Parte ra;<
I a me
B - Parte lenta ~+Cabina
i ¢' meg
@) (b) girando a = n>1|() l

El voltaje u aplicado al ascensor se puede relacionar (una vez linealizado) con la posicién
vertical y de la cabina de la forma siguiente:

y=cay+autc (1.1)

donde k; es la constante del par, J, es la inercia del rotor, J, es la inercia de la reductora
reducida al eje del motor, n > 1 es el factor de reduccién, J,, es la inercia del conjunto
eje-polea, T es la tensidn del cable, r es el radio de la polea y

kik,p>  rkn o m’g

TR ,szJT—R,Caf A s

Ccp =

Jr =n*(Jg+J,) +Jop +mr.

Se trata de estudiar el control del ascensor con carga variable para que este siga la tra-
yectoria periddica de la figura 4.3.

/

] -~ 27N,
7N K \
0,45 k-~ ;
0,25 \\\ /// \\\/
0,05 s —

Tiempo ¢ (s)

Trayectoria deseada 3, (m)

Esta trayectoria simula el transporte de cargas entre dos pisos. Cuando el ascensor llega
a uno de los pisos, se detiene durante unos segundos para cargar o descargar. Se trata de
asegurar que el tiempo en que el ascensor estd detenido es suficiente para que puedan
entrar o salir con facilidad las personas con movilidad reducida.
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4.3.1. Pasos que dar
Paso 0

— Introduccidn a la problemadtica de accesibilidad en los centros escolares.

Paso 1
— Linealizar la ecuacion (4.1).

Paso 2

Considerar los valores R =21,5Q, k, = 0,0212V -rad ' -s, k; = 0,0212N-m- A1, J, =
4,2-10""kg-m?, J,=0,4- 10 7kg-m*, n= 62,J,,=287,584- 10%kg-m?, 7 =0,0425m,
m. = 0,18kg.

— Resolver la ecuacion homogénea asociada a (4.1).

Paso 3

— Determinar # de manera que la solucidn siga la trayectoria deseada.

Paso 4

— Valorar el resultado.
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Objetivo 5: Igualdad de género
Lograr la igualdad entre los géneros
Yy empoderar a todas las mujeres y las ninas

5.1. Introduccion

La igualdad entre los géneros no es solo un derecho humano fundamental, sino la base
necesaria para conseguir un mundo pacifico, préspero y sostenible.®

Las mujeres y las nifias representan la mitad de la poblacion mundial y por tanto, también,
la mitad de su potencial. Sin embargo, la desigualdad de género persiste hoy en todo el
mundo y provoca el estancamiento del progreso social.”

Fig. 5.1
Mujeres haciendo cola
para votar en las

' M LIJ éresal e Stnagar
m andoq | Fuente: [26].

Q:\

En una iniciativa para aumentar la representacion politica de la mujer, la India modificé
su Constitucion en 1993 para reservar a las mujeres una tercera parte de los cargos en

6 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/gender-equality/

7 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/wp-content/uploads/sites/3/ 2016/10/5_Spanish_Why_it_Mat
ters.pdf
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todos los niveles del gobierno local. Ello hizo aumentar la participacién de mujeres en
los gobiernos locales que pas6é de menos del 5% en 1992 a cerca del 40 % en 2005.
Esta exposicion obligatoria a que hubiera mujeres lideres ayudo a los votantes a que
comprendiesen que las mujeres pueden ser lideres competentes [26].

5.2. Proyecto 1

En un determinado pafs hay cuatro partidos politicos principales: A, B, C, D. El partido B
lleva en su programa que, si llega al gobierno, la mitad de sus ministros serdn mujeres, y
el partido D, que al menos lo serdn la cuarta parte. Los otros dos partidos no especifican
nada al respecto.

Supongamos que se registran los resultados de la eleccion al Parlamento cada cuatro
afios mediante un vector x € R*:

porcentaje de poblacién que vota A
porcentaje de poblacién que vota B
porcentaje de poblacién que vota C
porcentaje de poblacién que vota D

y que el resultado de la eleccién depende solamente de los resultados de la eleccion
anterior.

Se han realizado sondeos y se ha observado que el 60 % de personas que votan A votarian
lo mismo la préxima vez, el 20 % votaria B, el 10 % votarfa C y el 10 % votaria D. El
60 % de personas que votan B votarfan B la proxima vez, el 15% votaria A, otro 5%
votarfa C' y el 20 % votaria D, el 40 % de personas que votan C volverian a votar C, el
20 % votaria A, el 30 % votaria B y el 10 % votaria D y, por ultimo, el 60 % de personas
que votan D volverfan a votar D, el 20 % votaria A, el 10 % votaria B y el 10 % votaria D.

5.2.1. Pasos que dar

Paso 0

Introduccion a la problematica de la igualdad de género.

Paso 1

Si los porcentajes de transicion de una votacion a la siguiente permanecen constantes
durante muchos afios:

— Describir matricialmente la evolucion de las votaciones.

— Determinar el resultado probable para las elecciones siguientes y para las elecciones
sucesivas.
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Paso 2

— Determinar los valores propios de la matriz hallada en el paso 1.

— Hallar el vector propio positivo correspondiente al radio espectral.

Paso 3

Supdngase que los resultados de una eleccion han sido

0,40
0,35
0,15
0,10

Xo =

— Determinar el resultado probable para la eleccion siguiente.

— (Cudl es la probabilidad de que haya mujeres en el gobierno la préxima legislatura?

Paso 4

Valorar el resultado teniendo en cuenta el contexto.

5.3. Proyecto 2

En el afio 2008, la participacién laboral femenina en Chile se habia convertido en un
tema importante a debatir, debido a su bajo nivel que no pasaba del 39 %, ademds de la
amplia brecha salarial de género, en que las mujeres recibian, por término medio, el 77 %
del salario que percibian los hombres.

Estos hechos cobraron una mayor significacién cuando el Informe anual del Foro Eco-
némico Mundial plantea que el bajo nivel de participacion laboral femenina era uno de
los principales factores que situaban Chile en los tultimos lugares en el ranking mundial
de competitividad. En ese momento, se planted la hipétesis de que el trabajo a tiempo
parcial podia ser un recurso importante para aumentar la participacion laboral de las mu-
jeres. De todos modos, se necesita hacer un estudio de viabilidad econémica que tenga
en cuenta, ademds, aspectos culturales, y adaptar las leyes, en su caso ([28]).

Fig. 5.2
Trabajo precario.
Fotografia: Google.
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En este proyecto, se trata de realizar un andlisis de la dindmica de la participacion labo-
ral. Para ello, se clasifica la poblacidn activa en cuatro posibles estados S = {1,2,3,4},
en que s = 1 corresponde a la inactividad, eso es, personas de 15 afos o mds de edad
que no participan del mercado laboral; s = 2 corresponde a estar desempleado (estar
en las listas de desempleo); s = 3 corresponde a tener trabajo a tiempo parcial, y s =4
corresponde a estar trabajando a tiempo completo.

Denominamos X (¢) la variable aleatoria que indica el estado en que una persona se
encuentra en tiempo ¢, y este estado solo depende del estado del tiempo ¢ — 1 anterior.

5.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la temdtica de las brechas salariales por cuestion de género.

Paso 1

Después de haber recogido datos, se ha encontrado que la probabilidad de que una per-
sona que estd inactiva en el tiempo ¢ lo siga estando en el tiempo 7+ 1 es del 0,713,
de que estando desocupada pase a estar inactiva es de 0,255, de que estando trabajando
a tiempo parcial pase a estar inactiva es del 0,253 y que de jornada completa pase a
inactiva es de 0,124.

Que de inactiva pase a desocupada es del 0,056, que siga desocupada es del 0,087, que
pase a trabajar a tiempo parcial es del 0,035 y a trabajar a jornada completa del 0,048.

Que una persona inactiva pase a trabajar a tiempo parcial del 0,060 que de desocupado
a trabajar a tiempo parcial del 0,134, que siga trabajando a tiempo parcial, del 0,020 y
que pase a tiempo completo del 0,104.

Y, finalmente, si una persona estd inactiva, tiene un 0,171 de probabilidades de pasar a
trabajar a tiempo completo; si estd desocupada la probabilidad de pasar a tiempo com-
pleto es del 0,524, si estd trabajando a tiempo parcial, la probabilidad de pasar a tiempo
completo es del 0,537 y de mantenerse a tiempo completo, del 0,724.

— Escribir la matriz de transicidn de estados.

Paso 2

— Determinar el estado estacionario.

Paso 3

Suponiendo que una mujer estd inactiva en el momento ¢:

— (Qué probabilidad tiene de que en el tiempo 7 + 4 esté trabajando a tiempo parcial?

— (Y atiempo completo?



Objetivo 5: Igualdad de género %

Paso 4

— Valorar el resultado teniendo en cuenta el contexto.
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Objetivo 6: Agua limpia y saneamiento
Garantizar la disponibilidad de agua

y su gestion sostenible

y el saneamiento para todos

6.1. Introduccion

Los problemas actuales de sequia nos llevan a recordar la sentencia de Leornardo da
Vinci (v. figura 6.1): “El agua es la fuerza motriz de toda la naturaleza.”

El agua potable se acaba y los gobiernos han de encaminar sus politicas ambientales
y econdmicas hacia una mejor gestion del agua. Por ejemplo, uno de los sectores en
que mds agua se gasta, la agricultura, presenta un alto porcentaje de deficiencia en la
administracién de la misma.®

Una de las metas del objetivo 6 de desarrollo sostenible para 2030 es lograr el acceso
universal y equitativo al agua potable a un precio asequible para todos.

8 http://www.enbuenasmanos.com/el-agua-potable-se-acaba

Fig. 6.1

Autorretrato de Da Vinci.

Fuente: Google.
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Fig. 6.2
Somalia, abril de 2016.
Fotografia: Archivos de

Aun siendo optimistas sobre el aumento de la productividad agricola, de la eficacia del
riego y de la expansion del regadio, se estima que en los paises en vias de desarrollo
en 2030 la agricultura de regadio necesitard un 14 % mds de agua. Ello requerird una
capacidad de embalse adicional de unos 220 km®. Ademds, es necesario reemplazar la
capacidad que se pierde por la sedimentacion de los embalses. También ha de reem-
plazarse el agua que se sobreexplota en los acuiferos. En los préximos treinta afos, se
necesitaran alrededor de 2.180 km® de capacidad de embalse, sin tener en cuenta las
pérdidas por evaporacion, que aumentardn al incrementarse la superficie de embalse.

laONU. @&

Fig. 6.3
Presa de Asuan.
Fuente: NASA.

Las obras necesarias equivalen a construir una nueva presa de Asudn cada afio.

Es poco probable que en los préximos treinta afios se construyan las obras necesarias
para disponer de esta capacidad de embalsamiento adicional, por razones tanto econo-
micas, como ambientales y sociales (Departamento de Desarrollo Sostenible de la FAO).




Objetivo 6: Agua limpia y saneamiento %

Desde la perspectiva de la salud, el tratamiento de las aguas residuales generadas por
la poblacion y las industrias de una determinada zona urbana es de suma importancia
para asegurar un crecimiento estable de la misma. Ademads, es necesario asegurar que las
aguas residuales generadas son tratadas hasta niveles que no afecten el medio ambiente
en que son vertidas, para garantizar que este crecimiento urbano se lleva a cabo de forma
sostenible.

Fig. 6.4
Desagie pluvial.
Fuente: Ciudadano Sur.

Fig. 6.5
Depuradora bioldgica
para aguas negras.

Fuente: Hidrologia
N\ R\ : ~Z[1\ >4 Sostenible.

www.hidrologiasostenible.com

6.2. Proyecto 1

En un determinado pafs, se plantea construir un embalse para regular la cuenca de uno de
sus rios con el objetivo de satisfacer las necesidades de agua para regadio. La capacidad
mdxima del embalse previsto serd de 5.000.000 m?, eso es, de 5 unidades de agua (1
unidad de agua = 1.000.000 m?).

Antes de proceder a la construccion, seria deseable tener alguna idea sobre la efectividad
del embalse a largo plazo.
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Por ello, se ha llevado a cabo un estudio sobre los volimenes semanales de agua apor-
tados por el rio, y se ha encontrado que pueden aproximarse a través de la siguiente
distribucion de probabilidad discreta:

Aportacion semanal en unidades de agua 2 3 4 5 6

Probabilidad 02 04 02 0,1 0,1

Se considera que, para satisfacer el riego, se requerird el consumo de 2 unidades de agua
por semana pero, para mantener los estdndares de calidad del agua para otros usos, se
deberd dejar salir al menos 1 unidad de agua mds por semana. Por tanto, el objetivo
semanal serd dejar salir 3 unidades de agua. Si el estado del embalse (nivel del embalse)
mds la aportacién de agua del rio son inferiores a esta cantidad, se deberd dejar salir
menos agua, ello incidird en los regadios. Si el embalse estd lleno, cualquier exceso serd
vertido por los aliviadores. El nivel minimo admitido del embalse (estado minimo) no
podrd ser inferior a una unidad de agua.

6.2.1. Pasos que dar
Paso 0

— Introduccién a la temdtica: Breve descripcion de la problemadtica del agua.

Paso 1

— Describir, mediante una ecuacién matricial del tipo p(k+ 1) = Ap(k), la transicién
semanal de unidades de agua probables, detallando el qué, el como, el porqué y el
para qué.

Paso 2

a) Indicar el término general de la sucesion vectorial definida per recurrencia obtenida
en el paso 1. Es decir, expresar p(k) en funcién de p(0) y demostrar la veracidad de
la expresion hallada.

b) Suponiendo que la primera semana partimos de una situacién en que hay embalsadas
tres unidades de agua, ¢cudl es la probabilidad de que dos semanas después se halle
al minimo?

¢) Valoracidn critica del resultado dentro del contexto del trabajo.

Paso 3

— Obtener los valores y los vectores propios de la matriz A.

— Utilizar los cdlculos obtenidos para calcular la situacién del embalse a la semana,
k= 10.



Objetivo 6: Agua limpia Yy saneamiento %

Paso 4

— Estudio y andlisis de la estabilidad y la sostenibilidad.

a) Interpretar las componentes “normalizadas" del vector propio de valor propio mayor.

b) Estudiar el comportamiento asintdtico del sistema. ;Es sostenible el embalse?

Paso 5

Por problemas de filtracion, el agua puede llegar al embalse contaminada, por lo que se
ha de colocar una depuradora haciendo que entre menos agua al embalse.

Debido a ello, los volimenes semanales de agua que aporta el rio se aproximan a la
distribucion siguiente:

Aportacion semanal en unidades de agua 1 2 3 4 5 6

Probabilidad 0,1 0,18 038 0,18 0,08 0,08

— (Es sostenible el embalse en estas condiciones?

6.3. Proyecto 2

En una determinada urbanizacion, se planea instalar tres depdsitos cilindricos interconec-
tados para tratar el agua y conseguir que esté en condiciones dptimas para el consumo.

En este proyecto, se trata de estudiar si es posible controlar el nivel de agua de los tres
depdsitos.

Consideremos tres depdsitos cilindricos interconectados como los de la figura 6.6:

Fig. 6.6
Depésitos de agua.
Fuente: Elaboracion
propia.

de didmetros, respectivamente, d;, ds, d,, y niveles de agua variables x; (k), x3(k) y x,(k)
dependientes del periodo de tiempo k. Supongamos, ademds, que la cantidad u; (k) de
entrada de agua del exterior por el depésito 1 y la cantidad u, (k) de salida de agua por el
dep6sito 2 se pueden controlar con un par de bombas.

Es sabido que los niveles tienden espontdneamente a equilibrarse, siendo la velocidad de

circulacién del agua directamente proporcional a la diferencia de niveles e inversamente
proporcional a la pérdida de carga® de las conexiones entre los depésitos.

9 Recuérdese que la pérdida de carga en una tuberfa es la pérdida de presion que se produce en un fluido debida
a la friccién de las particulas del fluido entre si y contra las paredes de la tuberia que las conduce.
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Fig. 6.7

Depositos de recogida de
agua de lluvia.

Fuente:
elhuertoenlaciudad.word
press.com.

- Collstion Area
e i G

Se trata de estudiar si se puede conseguir que los depdsitos tengan los niveles de agua
que deseemos.

6.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion al tema de manera que se dé respuesta a las dos preguntas siguientes:
a) ¢La mala calidad del agua repercute en la salud?

b) (Estdn relacionados la salud y el desarrollo sostenible?

Paso 1

Supongamos que las mediciones de los niveles las realizamos por periodos de tiempo k
iguales.

— Describir el control de los niveles de agua en funcién del periodo de tiempo mediante
un sistema de ecuaciones “de control” de la forma:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)

donde:

detallando el qué, el como, el porqué y para qué.

Paso 2

a) Indicar el término general de la sucesidn vectorial definida por recurrencia obtenida
en el paso 1. Es decir, expresar X (k) en funcién de X (0) y de la cantidad de agua que
entra en cada periodo de tiempo.

b) Se sabe que las alturas de los depdsitos son todas de una unidad, que los didmetros

1
de los depdsitos sond) =d; = —= id, =

NG

interconexiones son p; = p, =0,5.

y que las pérdidas de carga en las

V2
NeNz:
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Supdngase que inicialmente los depdsitos estdn vacios.

i) Estudiar si, empleando solo la primera bomba, podemos conseguir que en el
periodo de tiempo k = 3 se haya llenado el depdsito nimero 2, y hayan quedado
vacios los otros.

ii) (Qué cantidad de agua ha entrado en cada periodo de tiempo?
¢) Valoracion critica del resultado dentro del contexto del trabajo.

Paso 3

Suponiendo que inicialmente los depdsitos estdn llenos:

— Estudiar en cudntos periodos de tiempo se vaciardn si la bomba de entrada estd cerrada
y abierta la de salida.

Paso 4

Supongamos ahora que las cantidades u; de agua que entra y u, de agua que sale son las
mismas en cada perfodo de tiempo (u; (k) = u;(0), ua(k) = u,(0), para todo k > 0).

— Supongamos que los depdsitos tienen ciertos niveles de agua. ;Es posible fijar las
unidades u; y u, de entrada y salida de agua, de manera que se mantengan estos niveles
de agua (es decir, definan un punto de equilibrio)? ;Cudles deben ser estos niveles de
aguay cudles serdn las unidades de entrada y salida de agua?

Paso 5

— En un sistema cualquiera del tipo x(k + 1) = Ax(k) + Bu (u constante), ;qué condicio-
nes deben cumplirse para poder encontrar un punto de equilibrio? ; En qué condiciones
es tinico? Describirlo con todo detalle.

— Sea cudl sea la condicion inicial, ;podemos siempre llegar a esta situacion estable?
Describirlo con todo detalle.

— Aplicar el estudio al caso que nos ocupa.

— Realizar una valoracién critica del resultado dentro del contexto del trabajo.
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Objetivo 7: Energia asequible
Yy no contaminante

Garantizar el acceso a una energia asequible,
sequra, sostenible y moderna para todos

7.1. Introduccion

La energfa es bdsica para casi todos los grandes desafios y oportunidades a que se enfren-
ta el mundo actualmente. Ya sea para los empleos, la seguridad, el cambio climadtico, la
produccién de alimentos, o para aumentar los ingresos, el acceso a la energfa es esencial

para todos.

Fig. 7.1
Aerogeneradores.
Fotografia: Archivos de la
~ ONU.

57



% ﬁlgebro lineal en la educacion para el desarrollo sostenible

58

Fig. 7.2

Rosa de los vientos.
Fuente:
Compass_rose_simple.
Svg.

La energia sostenible es una oportunidad que transforma vidas, economias y el planeta.

El secretario general de las Naciones Unidas Ban Ki-moon impulsa la iniciativa Ener-
gia sostenible para todos para asegurar el acceso universal a los servicios de energia
modernos, mejorar el rendimiento y aumentar el uso de fuentes renovables. '

El viento es una fuente considerable de energfa al tiempo que contribuye significativa-
mente a los procesos de intercambio térmico entre la superficie de la Tierra y la atmds-
fera.

La energia edlica es uno de los recursos energéticos mds antiguos explotados por el ser
humano, y hoy por hoy es la energfa mds desarrollada y eficiente de todas las energfas
renovables.

7.2. Proyecto 1

Para valorar si un lugar de la Tierra es idéneo para la instalacion de aerogeneradores, pri-
mero se deben conocer las caracteristicas climato-estadisticas, que pueden estudiadarse
teniendo en cuenta la velocidad del viento y las mediciones de direccién que pueden ser
recogidas mediante estaciones meteoroldgicas.

El viento puede soplar en la misma direccién durante un tiempo relativamente largo.
Entonces, de repente aparecen cambios de una direccion a otra; sigue soplando en la
nueva direccion hasta un nuevo cambio, y asf sucesivamente. La secuencia resultante de
datos de la direccién del viento consta, pues, de series de tiempo de estados estables y
cambios bruscos entre ellos. Estos estados dependen de la fuerza del viento, que puede
tomar todas las direcciones de la veleta. La velocidad y la direccion del viento son un
tanto errdticas y persistentes. Esto significa que las variaciones del viento en el tiempo
se pueden describir mediante cadenas de Markov.

Este trabajo se propone analizar las probabilidades de cambio de una direccion a otra
del viento a partir de una muestra observada de direcciones del viento en un lugar deter-
minado. De acuerdo con la divisién en ocho sectores de los puntos cardinales (v. figura
7.2):

10" http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/energy/



Objetivo 7: Energia asequible y no contaminante %

clasificamos las direcciones del viento en ocho estados:
{N,NE, E, SE, S, SO, O, NO}.

Se han realizado mediciones en un lugar de la Tierra, y se puede suponer que los datos
(basados en los estudios de Martha Cecilia Palafox Duarte [25]) de direcciones del viento
obtenidos pueden modelizarse mediante una cadena de Markov. Designamos p;; la pro-
babilidad de que el viento tome la direccion i si en el estado anterior tiene la direccidn ;.
Una aproximacidn de la variacién de la direccion del viento viene dada por la matriz de
transferencia siguiente:

0,541 0,3604 0,261 0,18 0,12 0,16 037 0,36
0,311 044 0281 0,11 0,070 0,057 0,13 0,206
0,061 0,11 0,27 0,102 0,031 0,023 0,06 0,033
0,034 0,041 0,083 0311 0,22 0,034 0,02 0,236
0,021 0,0264 0,06 0,181 0,323 0,256 0,1 0,066
0,011 0,007 0,03 0081 0,06 0,27 0,12 0

0,008 0,0062 0,01 0,035 0,07 0,12 0,14 0,033
0,013 0,009 0,005 0 0,006 0,08 0,06 0,066

7.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la tematica de las energfas renovables.

Paso 1

— (Cudl es la probabilidad de que el viento permanezca en la direccién Norte (N) si se
encuentra en esa misma direccién?

— Si en el momento actual el viento tiene direccién Sur, ;cudl es la probabilidad de que
el viento tome la direccién NO al cabo de dos periodos de tiempo?

Paso 2

— Determinar los valores propios del sistema, utilizando, si es preciso, algtin software
matematico.

— Determinar, en caso de que exista, la distribucidn estacionaria.

Paso 3

(Es iddoneo este lugar para instalar aerogeneradores? Razona la respuesta.
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Fig. 7.3

Torre de turbina de
viento.

Fuente: [14].

Fig. 7.4

Secciones de la torre de

turbina de viento.
Fuente: [14].

7.3. Proyecto 2

Una de las principales formas de producir energia renovable y eficiente de conversion
de la energia cinética del viento en energia eléctrica es la extraccion de energifa a partir
del viento, mediante aerogeneradores ([3], [14]).

El dafio mds grave que pueden sufrir las turbinas edlicas es la rotura estructural de las
torres de los aerogeneradores. Estos dafios pueden ser causados por el ser humano, por
un viento fuerte o una tormenta (entre otras posibilidades), que golpea la estructura
y pudedan inducir vibraciones estructurales tanto en la torre como en las palas. Este
proyecto tiene como objetivo disefiar un modelo simplificado de la torre de la turbina que
permita analizar su estabilidad a partir de los esfuerzos de flexion forzados por el viento.

Las torres de las turbinas edlicas estdn (normalmente) construidas en acero y su estructu-
ra puede ser vista como una viga-columna en voladizo, con un didmetro variable, consi-
derando los esfuerzos de flexion y torsidén que recibe, desde el punto de vista estructural,
y su estabilidad puede estudiarse modeldndolas como sistemas hamiltonianos ([13]).

1

La modelizacion de la estructura de una torre de turbina de viento puede simplificarse si
dicha torre es vista como una viga en columna cuyo didmetro varfa de forma lineal y es
seccionada en etapas de espesor variable, sujeta a una fuerza axial P.




Objetivo 7: Energia asequible y no contaminante %

7.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introducciodn a la temadtica de las energias renovables.

Paso 1

Cuando se divide la columna en un nimero de elementos, se puede suponer que la fuerza
axial, las cargas de viento y los mddulos de las secciones son constantes con respecto
a z en cada elemento, por lo cual la torre puede ser modelada mediante la ecuacion

diferencial siguiente:
aty 9%y
El— +P—
* dz2

P —

donde ET es la rigidez a flexidn, y(z) es la desviacién en el plano yz y ¢ es la carga
transversal.

— Linealiza dicha ecuacién modelizando la torre mediante un sistema lineal del tipo
X =AX +B.

Paso 2
Supdngase que se han hecho tres secciones.

— Da la solucion para cada una de las secciones.

Para el andlisis, se consideran los pardmetros siguientes:

i) P =11,000 x 9,81 que representa el peso de la géndola soportado por la torre.
ii) E=210,000N/ mm? correspondiente al material de acero.

iil) 5 =2,197x10% 1, =2,185 x 10°%, y I, = 2,195 x 10°, como el valor de la inercia
de las secciones de la torre que son analizadas. (Son diferentes, ya que el didmetro
de la torre no es constante.)

Paso 3

— Calcula los valores propios de la matriz del sistema, para cada una de las secciones.

— Estudia la estabilidad de la torre.

Paso 4

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.
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Objetivo 8: Trabajo decente

y crecimiento economico

Promover el crecimiento economico sostenido,
inclusivo Y sostenible, el empleo pleno

y productivo y el trabajo decente para todos

8.1. Introduccion

La falta reiterada de oportunidades de trabajo decente, la inversion insuficiente y el bajo
consumo producen una degradacion del contrato social bdsico subyacente en las socie-
dades democrdticas: el derecho de todos a compartir el progreso. La creacién de empleos
de calidad sigue siendo un gran reto para muchas economias.''

Para crear trabajo decente, es imprescindible que las politicas econdmicas y sociales de
los paises se concentren en la creacién de empleo.

T http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/economic-growth/

Fig. 8.1

Objetivo 8.
Fotografia: archivo
ODS.CR.
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Fig. 8.2
Crecimiento econémico.
Fuente: Expansion.

El trabajo decente sintetiza las aspiraciones de las personas durante su vida laboral. Sig-
nifica la oportunidad de acceder a un empleo productivo que genere un ingreso justo, la
seguridad en el lugar de trabajo y la proteccion social para las familias, mejores pers-
pectivas de desarrollo personal y de integracion social, libertad para que los individuos
expresen sus opiniones, se organicen y participen en las decisiones que afectan sus vidas,
y la igualdad de oportunidades y de trato para todos, mujeres y hombres. '

Para conseguir el desarrollo econémico sostenible, las sociedades deben crear las con-
diciones necesarias para que las personas accedan a empleos de calidad, estimulando la
economia sin perjudicar el medio ambiente. También es preciso que haya oportunidades
laborales para toda la poblacion en edad de trabajar, con unas condiciones de trabajo
decentes.'

Hay un amplio consenso entre los economistas de que, para generar crecimiento eco-
némico, es necesaria la inversidn, al tiempo que esta inversion estd relacionada con la
determinacién de empleo.

8.2. Proyecto 1

El modelo Insumo Producto, basado en el modelo de Leontief, permite estudiar la inter-
dependencia existente entre las actividades econdmicas y ofrecer una descripcion deta-
llada de la ruta que siguen los bienes y servicios hasta llegar a la demanda final. De esta
forma, se puede describir la estructura de una economfa e identificar los efectos afiadi-
dos y sectoriales generados por variaciones en los componentes de la demanda final y
del valor afiadido. El modelo permite ajustar la interdependencia entre los sectores que
componen la economia mediante ecuaciones lineales, cuyos coeficientes representan las
caracteristicas estructurales de la economia ([22]).

12 http://www.oit.org/global/topics/decent-work/lang—es/index.htm



Objetivo 8: Trabajo decente y crecimiento econdémico %

Fig. 8.3

Conjunto de
comunicacion global
“transperfecto”.

Fuente:
transperfectconnect.com.

Todo ello indica la gran utilidad del modelo Insumo Producto porque, a través de la
matriz inversa de Leontief, es posible calcular los efectos generados en toda la economia
debido a cambios en cualquiera de los elementos exdgenos del modelo, como el consumo
de los hogares, el gasto del gobierno o las exportaciones en uno o mds sectores.

8.2.1. Pasos que dar
Paso 0

— Introduccidn a la problematica del trabajo decente.

Paso 1

Supongamos que hay n sectores econdmicos, cuya produccién puede venderse como
productos intermedios a otros sectores y como productos finales.

Designamos x; el valor de la produccidn x, del sector i, x;; el valor de la produccion que
el sector i le vende al sector j, C; al valor de la produccién del sector i que se vende a los
hogares, I; el valor de la produccién que el sector i vende como bien de inversién (forma-
cion bruta de capital), G; el valor de la produccion que el sector i le vende al gobierno, E;
al valor de la produccion que el sector i exporta al resto del mundo, afladiendo las ventas
de productos intermedios y las ventas de productos finales.

— Obtén la produccién total x;.

Paso 2

Aceptando la hipétesis de proporcionalidad estricta del modelo, se tiene que el nivel de
produccion que el sector i le vende al sector j es una proporcion constante del nivel de
produccién del sector j. Es decir, se tiene que x;; = g;;x;,1 <i<n,1 < j<n.

(a;; recibe el nombre de coeficiente de insumo del producto del sector i en el sector j.)

— Interpreta el coeficiente a;;.
— Expresa la produccién x = (xi,...,x,)" de la forma x = Ax+y.

— Obtén la produccion.
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Paso 3

En este paso, se trata de estudiar la estimacién de la produccién y el empleo a partir de
la demanda.

El procedimiento para calcular el nimero de empleos se puede realizar del modo si-
guiente:

Consideramos la matriz inversa de Leontief por la matriz diagonal de la demanda final:

X = (X;;) = (I—A)'diag (y1,...,y,)

— ¢ Qué permite identificar esta matriz?

Paso 4

Designamos w; el coeficiente de remuneracion salarial del sector i y s; el salario medio
del sector i.

— (Cudl es la remuneracidn de los asalariados del sector i producida por la demanda del
sector j?

— ¢Cudl es el nimero medio de plazas de trabajo N;; del sector i asociados a la demanda
del sector j?

— A partir de la matriz N, obtén el total de empleos generados en toda la economia por
la demanda en el sector j para cada j.

Paso 5

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.

8.3. Proyecto 2

En este proyecto, veremos que las ecuaciones en diferencias lineales son una herramienta
muy ttil para el andlisis de muchos fenémenos econdmicos que, por naturaleza, tienen
un cardcter dindmico discreto en el tiempo.

En una economfia determinada la evolucién de la tasa de crecimiento del producto x y la
tasa de crecimiento de la inversidn i viene expresada de la manera siguiente:

x(k+1) :%x(k)ﬁ—gi(k)
i(k+1) —l—l()x(k)+§i(k)



Objetivo 8: Trabajo decente y crecimiento econdémico %

8.3.1. Pasos que dar

Paso 0

Introduccién a la tematica.
Paso 1
— Reduccion del sistema a una ecuacion en diferencias.

Paso 2

Si en el periodo k = 0 la tasa de crecimiento del producto ha sido de un 3% y la tasa de
crecimiento de la inversion ha alcanzado el 5 %:

— (Cudl es la secuencia de crecimiento de la produccién de esta economia?

— (Cudl es la secuencia de la inversidn realizada en esta economia?

Paso 3

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.
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Objetivo 9: Industriq, innovacion
e infraestructura
Construir infraestructuras resilientes,

promover la industrializacion inclusiva
y sostenible, y fomentar la innovacion

9.1. Introduccion

Las inversiones en infraestructuras (transporte, riego, energfa y tecnologfa de la infor-
macion y la comunicacion) son fundamentales para lograr el desarrollo sostenible y em-
poderar a las comunidades en numerosos paises. Desde hace tiempo, se reconoce que,
para conseguir un incremento de la productividad y de los ingresos, y mejoras en los
resultados sanitarios y educativos, se necesitan inversiones en infraestructuras.

El ritmo de crecimiento y urbanizacién también estd generando la necesidad de contar
con nuevas inversiones en infraestructuras sostenibles, que permitan a las ciudades ser
mds resistentes al cambio climdtico e impulsar el crecimiento econémico y la estabilidad
social.

Ademads de la financiacion gubernamental y la asistencia oficial para el desarrollo, se
estd promoviendo la financiacion del sector privado para los paises que necesitan apoyo
financiero, tecnolégico y técnico."

Planificar inversiones publicas en infraestructuras representa un problema debido a la
gran variedad de consideraciones y factores que deben tenerse en cuenta en la ejecucion
de los estudios o la construccién de cada una de las posibles obras. Se plantea asf el pro-
blema inicial que se debe afrontar: asignar recursos econdémicos, generalmente escasos,
a una diversidad de posibilidades de accidn para obtener los objetivos deseados.

13 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/infrastructure/
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9.2. Proyecto 1

Supongamos que el ayuntamiento de una ciudad ha de decidir si instala un polideportivo
y se han presentado tres proyectos. Se trata de comparar las tres alternativas para ayudar
a la toma de decision.

Para decidir sobre en qué infraestructura se va a invertir, se debe hacer previamente una
comparacion entre las distintas alternativas. Para comparar elementos, se deben reali-
zar mediciones que permitan aplicar los criterios de comparacion para poder establecer
preferencias entre ellos. Las unidades de medicion de cada uno de los elementos que
participan en un proceso de decision suelen ser diferentes (peso, distancia, tiempo por
ejemplo), por lo cual es necesario transformar estas unidades en una unidad definida que
permita relacionar todas las medidas.

Pero encontrar esos “pesos” no es tarea fdcil. Entre otros cometidos, estd el de com-
parar al mismo tiempo todas las alternativas entre si para establecer cada uno de esos
pesos. Esta tarea practicamente inasequible, pero si es posible realizar comparaciones
“paritarias”entre ellas, es decir, de dos en dos.

Los principales criterios que hay que tener en cuenta para asignar pesos son:

a) Politicas municipales: tipo de deporte (de competicion, formativo, recreativo), ge-
neracién de empleo (temporal, fijo), poblacién beneficiaria (nivel de desarrollo hu-
mano, situacion de vulnerabilidad).

b) Criterios técnicos: calidad técnica de los proyectos presentados.

c) Criterios econdmicos: beneficiarios directos e indirectos, costo anual equivalente por
usuario, programacion de la inversion.



Objetivo q: Industriq, innovacion e infraestructura %

9.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién a la temdtica sobre la inversion publica en infraestructuras.

Paso 1

— ¢(Si el resultado de las comparaciones paritarias realizadas para el criterio “generacion
de empleo”, se escribiese en forma matricial, qué forma tendria esta matriz?

- Siap=2,a3=4Yy a; =35 donde g;; representa la importancia relativa entre la
alternativa i y la j, escribe la matriz de las comparaciones paritarias para este caso.

— Dibuja el grafo correspondiente.

— La prioridad se define como la intensidad del recorrido y es el producto de las intensi-
dades de los arcos del recorrido. Determina la intensidad de preferencia del nodo 1 con
respecto del nodo 1, considerando los efectos de segundo orden de los demds nodos.

— La intensidad de preferencia entre la alternativa i y la j, considerando los efectos de
orden k, es el elemento ij de la matriz A*.

Paso 2

— Obtén el vector propio normalizado (vector de probabilidad) de valor propio mdximo
de la matriz obtenida en el paso 1.

— Interpreta el resultado.

9.3. Proyecto 2

El gobierno de un determinado pafs se estd planteando invertir en la compra de nuevos
trenes para su red de cercanias, con el fin de aumentar su cadencia y evitar el exceso de
pasajeros en horas punta, que a veces llega a superar la carga mdxima permitida.

Una vez en funcionamiento, estos trenes deberdn mantener una cierta distancia para evitar
el colapso de trenes en las estaciones. Esto hace necesario estudiar la dindmica de estos

trenes.

Fig. 9.2
Transporte publico.
Fuente: Google.
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Fig. 9.3
Representacion de un
sistema de multiples
vehiculos.

Fuente: [12].

En este proyecto, se trata de analizar la dindmica del problema de mantener una distancia
predeterminada entre vehiculos adyacentes. Para ello, consideremos cuatro vehiculos
como los de la figura 9.3, que se mueven en un mismo carril y en la misma direccion, y
sean y;, v;, m; y u; la posicion, la velocidad, masa y fuerza aplicada correspondiente al
vehiculo i. Sea k el coeficiente de friccion viscosa (el mismo para cada vehiculo).

./ Y . T My . T
Yy ¢ [ Y ¢ R\ i ) Uy o [
- —) [ —) F—— [ —
m m m. m
y, Ma y, '3 v, 2 i 1

9.3.1. Pasos que dar

Paso 0
— Introduccion a la tematica.

Paso 1

Recordando las leyes de la mecdnica

vi = Y

kV,’ + m,-\'/,-

u;

y, con el propdsito de mantener una distancia /i, entre vehiculos contiguos y mantenien-
do en lo posible una misma velocidad v, para cada vehiculo:

— Modela el problema mediante un sistema dindmico de la forma:
X = AX + Bu

cuyas variables de estado sean las tres distancias entre los vehiculos y las cuatro ve-
locidades, y las variables de entrada, las cuatro fuerzas aplicadas a cada vehiculo.

Paso 2

— Calcula los valores propios del sistema.

— Calcula los valores propios para el caso en que los cuatro vehiculos sean idénticos y
vayan a la misma velocidad.

Paso 3

— Estudia la controlabilidad del sistema.

— Haz simulaciones dando valores a las variables.
Paso 4

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.









Objetivo 10: Reduccion

de las desigualdades
Reducir la desigualdad entre
los paises Y dentro de ellos

10.1. Introduccion

La comunidad internacional ha realizado grandes avances para sacar a las personas de
la pobreza. Las naciones mds vulnerables, los paises menos adelantados, los paises en
vias desarrollo desarrollo sin litoral y los pequefios estados insulares contindan avan-
zando en la reduccion de la pobreza. Sin embargo, siguen existiendo desigualdades y
grandes disparidades en el acceso a los servicios sanitarios y educativos, y a otros bienes

o

14 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/inequality/

Fig. 10.1
Desigualdades.
Fuente: El Confidencial.
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Fig. 10.2

Brecha salarial.
Fuente:
igualdadmissem.
wordpress.com.

Las diferencias entre riqueza y la pobreza no son solo de dinero. La falta de acceso a
unos servicios bdsicos de calidad, como el agua, el saneamiento, la salud, la educacién,
la gestion de residuos y el transporte, hace que se agrande la brecha existente.

Cada vez mds paises estdn de acuerdo en que el crecimiento econdmico no basta para
reducir la pobreza, a menos que sea inclusivo y tenga en cuenta las tres dimensiones del
desarrollo sostenible: econdmica, social y ambiental.

Una de las metas del objetivo 10 de desarrollo sostenible es adoptar politicas fiscales,
salariales y de proteccién social, y lograr progresivamente una mayor igualdad."

Un factor que puede ayudar a conseguir una mayor igualdad entre las personas es inten-
tar de reducir de la brecha salarial. Para ello, es necesario conocer el mercado laboral.

El mecanismo del mercado de trabajo estd condicionado por las regulaciones de las
instituciones gubernamentales que establecen las normas de la contratacidn de los traba-
jadores, y estas pueden estimular o restringir la utilizacién y la movilidad de los factores
intervinientes. En la contratacion, se pacta el salario y este estd relacionado con la pro-
ductividad del puesto de trabajo.

En un entorno ideal en que se pudieran distinguir las diferencias de productividad de los
factores en el mercado de trabajo, se pagaria un solo precio por unidad de productividad
de dicho factor y, por tanto, la desigualdad salarial solo reflejarfa las diferencias de
productividad del trabajo ([19]).

Desgraciadamente, se estd lejos de este entorno ideal y la discriminacion salarial en algu-
nas empresas se realiza de forma sutil e indirecta, de manera que, con un mismo sueldo
base, se adjudican complementos o se reconocen retribuciones distintas a empleos que,
aunque tienen la misma productividad, se le asigna una categoria diferente. Estas discri-
minaciones, que hay que combuatir, son dificiles de detectar incluso por inspectores de
trabajo.

15 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/inequality/



Objetivo 10: Reduccion de las desigualdades %

10.2. Proyecto 1
La renta nacional Y (n) de un pafs en un periodo n determinado puede escribirse como:
Y(n) =C(n)+1(n) +G(n)

donde C(n) indica los gastos de consumo para la compra de bienes de consumo, /(n) la
inversién privada inducida para la compra de bienes de capital y G(n) el gasto guberna-
mental, donde n se mide en afios.

Haciendo las suposiciones siguientes, que son ampliamente aceptadas por los economis-
tas:

a) El gasto de consumo C(n) es proporcional al ingreso nacional Y (n — 1) del afio ante-
rior n — 1, es decir, C(n) = a¥ (n— 1), donde a > 0 se llama comtnmente la propen-
sion marginal a consumir.

b) La inversién privada inducida I(n) es proporcional al aumento del consumo C(n) —
C(n—1), es decir, I(n) = (C(n) —C(n—1)), donde 8 > 0 es la relacién de propor-
cionalidad.

c¢) El gasto gubernamental G(n) es constante a lo largo de los afios y podemos elegir las
unidades de tal manera que G(n) = 1.

10.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la problemadtica sobre la reduccidon de las desigualdades.
Paso 1

Partiendo de las condiciones dadas:

— Obtén una ecuacion en diferencias que describa el ingreso nacional del pais.

Paso 2

— Determina, si existe, el punto de equilibrio.
— (Bajo qué condiciones el punto de equilibrio es (asintdticamente) estable?

— (Bajo qué condiciones el ingreso nacional oscila en torno al punto de equilibrio?

Paso 3

1
Suponiendo que o = 2 yp=1

— Resuelve la ecuacion obtenida en el paso 1.
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Paso 4

Supongamos ahora que el gasto gubernamental G(n) no es constante, sino que es pro-
porcional al ingreso nacional del periodo correspondiente al de hace dos afios, es decir,
G(n)=yY(n—2),con0 <y < 1.

— Obtén una ecuacion en diferencias que describa el ingreso nacional del pais para este
caso.

— Encuentra condiciones para la estabilidad y las oscilaciones de las soluciones.

Paso 5

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.

10.3. Proyecto 2

En este trabajo, se trata de estudiar la productividad de una pequefia economfa. Para ello,
suponemos que esta economia estd dividida en tres sectores:

1) Manufacturas
ii) Materias primas

iii) Servicios

10.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién al problema de la brecha salarial.

Paso 1

En dicha economia, por cada unidad de produccién de manufactura se requieren 0,10
unidades de otras empresas de este sector, 0,30 unidades del sector de las materias pri-
mas y 0,30 unidades de servicios. Por cada unidad de produccién en materias primas,
se necesitan 0,20 unidades de otras materias primas, 0,50 de manufacturados y 0,15
de servicios. Finalmente, por cada unidad de produccién del sector de los servicios, se
necesitan 0,70 de manufacturados y 0,10 de materias primas.

— Construye la matriz de consumo.

— Determina qué demandas intermedias se crean si se plantea producir 100 unidades de
materias primas.



Objetivo 10: Reduccion de las desigualdades %

Paso 2

— Determina los niveles de produccion que se necesitan para satisfacer una demanda
final de 20 unidades para el sector de las materias primas y sin demanda final para los
otros sectores.

— Determina los niveles de produccion que se necesitan para satisfacer una demanda
final de 20 unidades para manufacturados y sin demanda final para los otros sectores.

— Determina los niveles de produccion que se necesitan para satisfacer una demanda final
de 20 unidades para el sector de las materias primas, 20 unidades de manufacturados
y 10 unidades del sector de los servicios.

Paso 3

La productividad de una economia es una medida de lo bien que se han combinado y uti-
lizado los recursos para cumplir los resultados especificos deseados. Matemadticamente,
se describe como la relacién entre la produccion y el insumo:

L. roduccién
Productividad = pi
insumo

— Determina la productividad de esta economia.

Paso4

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.
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Objetivo 11: Civudades

y comunidades sostenibles

Lograr que las civdades y los asentamientos
humanos sean inclusivos, seguros,
resilientes y sostenibles

11.1. Introduccion

Son muchos los problemas para mantener que las ciudades sigan creando empleos y
prosperidad sin ejercer presion sobre la Tierra y los recursos. Los problemas comunes de
las ciudades son la congestion, la falta de fondos para prestar servicios bdsicos, la escasez
de vivienda adecuada y el deterioro de las infraestructuras.

Fig. 11.1
Construccion de
ciudades sostenibles.
Fuente: FCINA.
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Fig. 11.2

Flujo de trafico a través
de un bloque
determinado de calles.
Fuente: ILAS.

La mitad de la humanidad vive actualmente en ciudades. Dado que para la mayoria de
las personas el futuro serd urbano, las soluciones a algunos de los principales problemas
a que se enfrentan los seres humanos, como la pobreza, el cambio climdtico, la asistencia
sanitaria y la educacién, deben encontrarse en la vida de la ciudad.'®

Una meta del objetivo nimero 11 de desarrollo sostenible es proporcionar acceso a sis-
temas de transporte seguros, asequibles, accesibles y sostenibles para todos, y mejorar
la seguridad vial, en particular mediante la ampliacion del transporte publico, prestando
especial atencidn a las necesidades de las personas en situacion de vulnerabilidad, las
mujeres, los nifios, las personas con discapacidad y las personas mayores.'’?

11.2. Proyecto 1

Para hacer mds sostenible la ciudad, el ayuntamiento pretende regular el trdfico y encarga
un estudio sobre la red de tréfico de la ciudad.

El diagrama 11.2 representa el flujo de trafico a través de un bloque determinado de
calles. (Los nimeros son los flujos medios de entrada y salida de la red en las horas de
trdfico mdximo).'8

400
A x y C 600
800 B
% z
W t
600 1200
F E D
400 400

11.2.1. Pasos que dar

Paso 0

Introduccién a la construccion de ciudades sostenibles.

Paso 1

— Utilizando la primera ley de Kirchhoff, escribe el sistema de ecuaciones que determi-
na el flujo de coches en una interseccion.

16 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/wp-content/uploads/sites/3/2016/10/11_Spanish_Why_it_
Matters.pdf

17" http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/cities/

18 http://aix 1.uottawa.ca/~jkhoury/networks.htm



Objetivo 1. Ciudades y comunidades sostenibles %

— Resuelve el sistema de ecuaciones.

— Dala solucidn para el caso en que w = 300 y # = 1,300 (vehiculos por hora).

Paso 2

Supongamos ahora que las calles de A a By de B a C deben cerrarse al trafico debido a
una reparacion de las cafierfas.

— (Cdémo se puede redirigir el trdfico?

Paso 3

Valora los resultados teniendo en cuenta el objetivo 11 de desarrollo sostenible.

11.3. Proyecto 2

En muchas ciudades, para hacerlas mds sostenibles y pensadas para el ciudadano, estdn
implementando servicios de alquiler de bicicletas de tipo “Bicing", para fomentar una
movilidad mds sostenible y reducir la contaminacién y el ruido.

El ayuntamiento de una ciudad ha decidido poner en funcionamiento un sistema de Bi-
cing y, por la forma de la ciudad, acuerda ubicar las estaciones de alquiler en tres puntos
de la misma, un punto en el centro (con la etiqueta C), un punto en el extremo Este
(etiquetada como FE) y un punto en el extremo Oeste (etiquetada como O). El ayunta-
miento también crea un servicio de agencia de reponedores y reparadores para asegurar
el servicio en los tres puntos. Durante la prueba piloto, se ha observado lo siguiente:

1. De las bicicletas que se recogen en el punto C, el 30 % se devuelven en el mismo
centro de la ciudad, el 30 % se devuelven en el punto E y el 40 %, en el O.

2. De las bicicletas que se recogen en el punto E, el 40 % se devuelven en el centro de
la ciudad, el 40 % en el mismo punto E y el 20 % se devuelven en el punto O.

3. De las bicicletas que se recogen en el punto O, el 50 % se entregan en el centro de la
ciudad, el 30 % se entregan en punto E y el 20 % se entregan en el mismo punto O.

Después de devolver una bicicleta en un punto determinado, esta se queda en ese punto
para volver a ser alquilada. De esta manera, la ubicacion de una bicicleta se determina
solo por su ubicacion anterior.

Para simplificar el problema, suponemos que cada una de las personas que alquilan una
bicicleta la devuelve al cabo de 30 minutos.

11.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién al transporte ptiblico sostenible.
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Paso 1

Considerando que un estado es la ubicacion de una bicicleta en el sistema en un momen-
to determinado k:

— Escribe la matriz de transicion de estados.

Paso 2

— Si una bicicleta se encuentra en el punto O, ;cudl es la probabilidad de que se encuen-
tre en el punto E al cabo de una hora?

— Demuestra que, al final del dfa, la probabilidad de la ubicacién de una bicicleta no
depende del punto donde se encontraba inicialmente.

— (Cudles son las probabilidades de que se encuentre en cada uno de los puntos?

Paso 3

El ayuntamiento desea que, a primera hora del dfa, haya la misma cantidad de bicicletas
en cada uno de los puntos.

— (Cdémo debe organizar el equipo de reponedores para optimizar la tarea?

Paso 4

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.









Objetivo 12: Produccion

Yy consumo responsables
Garantizar modalidades de consumo
y produccion sostenibles

12.1. Introduccion

El objetivo del consumo y la produccidn sostenibles es hacer mds y mejores cosas con
menos recursos, incrementando las ganancias netas de bienestar de las actividades econo-
micas mediante la reduccidn del uso de los recursos, de la degradacion y de la contamina-
cion durante todo el ciclo de vida, logrando al mismo tiempo una mejor calidad de vida.
En ese proceso participan distintos stakeholders, entre ellos empresas, consumidores,
responsables de la formulacion de las politicas, investigadores, cientificos, minoristas,
medios de comunicacién y organismos de cooperacién para el desarrollo."

El crecimiento econémico conlleva una destacada transformacion en la movilidad de las
personas y las mercancias, especialmente en lo que se refiere a su impacto sobre otras
dreas de la infraestructura bdsica. En concreto, en las sociedades emergentes, la demanda
creciente de movilidad en términos de desplazamientos de personas y de logistica de
carga plantea nuevos retos y costos, debidos al aumento de la demanda de energfa, de
los servicios de comunicaciones y de la provision de agua ([20]), lo cual deriva de una
mayor demanda de infraestructuras de transporte.

Uno de los retos que se presentan es la optimizacién de la logistica del transporte de
mercancias y el cambio del tipo de distribucion.

19" http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/sustainable-consumption-production/
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Fig. 12.1

Distribucién sostenible.
Fuente: Il Congreso
Nacional de Movilidad.

Fig. 12.2
Pan.
Fotografia: TS Media.

No hay que olvidar los sectores productivos agricola y ganadero, ya que tienen una
gran importancia por su cardcter socioecondmico; sin embargo, el desarrollo de estas
economias se ve afectado por grandes fluctuaciones en los precios, debidas por una
parte a los ciclos de produccidn, a problemas referentes al clima y al crecimiento de la
poblacion, entre otros. Es importante pues, profundizar en los modelos econémicos que
analizan la evolucidn de los precios.

12.2. Proyecto 1

Tres panaderias con capacidades de produccion de 5.000, 7.000 y 9.000 panes diarios
deben abastecer a cinco poblados cuyas demandas son de 2.000, 6.000, 8.000, 4.000 y
1.000 panes diarios.

En momentos puntuales, pueden aumentar la produccién con un méaximo de 500 panes
mds cada panaderia.

Debido a las diferentes distancias entre las tres panaderias y los cinco poblados, los cos-
tes de transporte varian en funcién de qué panaderia hace el envio y cudl es la poblacion

de destino.

En este proyecto, se plantea estudiar cémo minimizar este coste.
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12.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la tematica.

Paso 1

Descripcion matricial de cinco posibles formas de envio de los panes

Pobl. 1 Pobl.2 Pobl.3 Pobl.4 Pobl. 5

Pan. 1
Pan. 2

Pan. 3

Paso 2

Si el coste de expedicion de 1 pan desde la panaderia i, (i = 1,2,3) hasta el poblado j,
(j=1,2,3,4,5) es el elemento (i, j) de la matriz de coste, expresada en la moneda local:

0,70 0,30 0,20 0,40 0,20
0,60 0,50 0,80 0,30 0,40
0,30 0,20 0,50 0,70 0,10

— (Cudntos panes se tendrdn que enviar cada dia desde cada panaderia a cada pueblo
para satisfacer sus demandas al menor coste?

— (Cudl es este menor coste del transporte?

— (Cudl es el coste por panaderia?

Paso 3

El pueblo 1 celebra una fiesta a la cual se espera que acudan e personas de otros lugares,
por lo cual para este dia solicita 400 panes mds.

— (Cdémo se repartirdn la produccion las tres panaderias, para que el coste del transporte
siga siendo el menor posible?

Paso 4

— Valoracion del resultado teniendo en cuenta el contexto del ejercicio.

12.3. Proyecto 2

Se pretenden explicar las fluctuaciones que se producen en los precios de los mercados
agricolas y ganaderos, cuya produccién no es instantdnea ni continua, debido a que su
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produccién exige un periodo de duracion. En este tipo de economias, la decisién de
produccién se debe adoptar en el periodo anterior al de la venta y se debe confiar en que
el precio verifica alguna relacién con los precios de los afios anteriores.*

12.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la tematica.

Paso 1

Suponiendo que deciden de que el precio p(#) se va a mantener en el préximo periodo
y suponiendo también que la oferta y la demanda son funciones lineales del precio del
producto:

— Formula matemdticamente las funciones de oferta y demanda.

— Deduce del apartado anterior, una ecuacion en diferencias dependiente del tiempo,
que describa el equilibrio de mercado.

— Resuelve dicha ecuacion y analizala.

Paso 2

Supongamos ahora que el precio esperado p(¢) para la oferta no depende solamente
del precio de la temporada anterior, sino que consideran como precio esperado para sus
producciones la media de las cuatro tltimas temporadas.

— Formula matemdticamente las funciones de oferta y demanda.

— Deduce del apartado anterior, una ecuacion en diferencias dependiente del tiempo,
que describa el equilibrio de mercado.

— Resuelve dicha ecuacion y analizala.

Paso 3

— Valorar el resultado desde el punto de vista econémico.

20" https://jcmoreno.webs.ull.es/Analisis/Modelo %20de %20la %20telarana.pdf
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Objetivo 13: Accion por el clima
Rdoptar medidas urgentes para combatir
el cambio climatico y sus efectos

13.1. Introduccion

El cambio climdtico afecta todos los pafses de todos los continentes. Tiene un impacto
negativo en la economia nacional y en la vida de las personas, de las comunidades y de
los paises. En el futuro sus consecuencias todavia serdn peores.

Entre las metas a conseguir estd incorporar medidas relativas al cambio climdtico en las
politicas, las estrategias y los planes nacionales. Las politicas necesarias no solamente se
deben adoptar a escala nacional, sino que también a escala local: los ayuntamientos deben
responder al reto del cambio climdtico tomando medidas, por ejemplo, con relacién a la
emision de gases contaminantes.

Fig. 13.1

¢ Qué puedes hacer tu
contra el cambio
climatico?

Fuente: A. Isan.
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Fig. 13.2

Circulacién densa en
Madrid, afio 2016.
Fotografia: enerTIC.

13.2. Proyecto 1

En una determinada ciudad, se liberan diariamente gases contaminantes a la atmosfera
que proceden mayoritariamente de los poligonos industriales que hay a su alrededor y
por el uso de vehiculos. Las autoridades locales se han propuesto analizar la calidad del
aire en funcion de la concentracion de gases contaminantes que contiene, con el fin de
poder regular la emision de dichos gases y asi mejorarla.

Para ello, se distinguen tres situaciones o estados: normal 7, de preemergencia p y de
emergencia e.

El estado de alerta depende del niimero de vehiculos y del nimero de fébricas que estdn
en funcionamiento, que, contabilizando los gases que emiten, pueden equipararsea una
determinada cantidad de vehiculos, considerando que el nimero total de vehiculos es x.

Si un dfa el nimero de vehiculos que circulan es y, y el estado de alerta es normal,
la probabilidad de que al dia siguiente siga siendo normal es de 1 — f(y) y f(y) es la
probabilidad de que sea preemergente. Si el estado era premergente, la probabilidad de
que al dia siguiente sea normal es de 1 — f(y) y de que sea emergente, de f(y). La
funcidén f(y) es estrictamente creciente, con f(0) =0y f(1) = 1.

En funcidn del estado de alerta, el ayuntamiento toma las medidas siguientes:

— En un dia de premergencia, prohibe circular (1 — a)x vehiculos.

— En un dia de emergencia, prohibe circular (1 — 3)x con § < a vehiculos.

Supongamos, pues, que cada dia circula solo la cantidad de vehiculos permitido.

13.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién al cambio climadtico.

Paso 1

— Dibujar el diagrama de estados.

— Modelar matricialmente la evolucion de la alerta.
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Paso 2

Supongamos que estamos en nuestra ciudad y disponemos de vehiculo:

— Por término medio, ;cudntos dfas al afio podremos usarlo?

Paso 3

Por cada vehiculo que deja de funcionar la produccion disminuye en z euros. Por cada dia
que la ciudad estd en estado preemergente o emergente, una persona empeora su salud.

— ¢(Qué valores de a y 3 se deben tomar para minimizar los dafios?

Paso 4

— Valoracién del ejercicio con relacion al objetivo 13 de desarrollo sostenible.

13.3. Proyecto 2

En 1979, se celebré en Ginebra la I Conferencia Mundial sobre el Clima. Por primera
vez se considerd que el cambio climdtico era una amenaza real para el planeta. La con-
ferencia adopt6 una declaracidn que incitaba a los gobiernos a prever y evitar posibles
cambios en el clima provocados por el hombre. El cambio climdtico es un cambio en la
distribucion estadistica de las pautas meteoroldgicas durante un periodo prolongado de
tiempo. Las causas del cambio climdtico son muy complejas y ello explica que haya una
gran diversidad de opiniones al respecto y sea dificil hallar puntos comunes para tratar de
revertir este proceso, cuyas consecuencias pueden ser devastadoras para el planeta ([5]).

Para buscar estos puntos en comtun, es conveniente disponer de simulaciones matematicas
que permitan, a partir de datos meteoroldgicos recogidos a lo largo de un periodo de
tiempo, simular su evolucion y poder predecir los datos para dentro de un cierto tiempo.

En este proyecto, se pretende ver que, a partir de unos datos tomados previamente, se
puede simular la temperatura de la Tierra utilizando sistemas lineales ([1]).

Mapa del calentamiento
global proyectado con el

Prediccion de Calentamiento Global Fig. 133

S o [ modelo climatico
""" e 5 S - HadCM3.

. S @ \ Fuente:
cambioclimaticoglobal.co

Aumento de la temperatura (°C)
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Fig. 13.4

Crafica de temperaturas.
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Fuente [1].

13.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la problemadtica del calentamiento global.

Paso 1

Se supone un sistema dindmico lineal discreto de la forma:

(o) = (5 ) ()

Y =(x 0) <xl)+d(k)

X2

con una condicién inicial dada por una distribucion de probabilidad a priori normal para
el vector de estados de dimension 2, en kK = 0.

A partir de las desviaciones de las temperaturas dadas en tablas de anomalias medias
globales anuales (DTs), procedentes de las estaciones meteoroldgicas, recogidos desde
1900 por la NASA (http://data.giss.nasa.gov/gistemp), se pueden calcular las estimacio-
nes de mdxima verosimilitud de las varianzas de las perturbaciones y se obtiene:

Desviaciones, grados Celsius

1900 1920 1940 1960 1980 2000

Tiempo

d =001146983
by =0,001078437
b, = 0,000002273492

Supongamos que el estado inicial es (0,66242538,0,01507321).
— Determinar los estados x(1), x(2), x(10).

— (Cudl es la prediccion de desviacidn de temperaturas para dentro de diez afios?

Paso 2

— Valorar el resultado teniendo en cuenta el contexto de los ODS.









Objetivo 14: Vida submarina

Conservar Yy utilizar en forma sostenible

los océanos, los mares Y los recursos marinos
para el desarrollo sostenible

14.1. Introduccion

Los océanos del mundo, su temperatura, quimica, corrientes y vida mueven sistemas
mundiales que hacen que la Tierra sea habitable para la humanidad.

El calentamiento del mar y el aumento de la acidez del agua marina han provocado
el estancamiento del crecimiento de los arrecifes de coral, lo cual pone en peligro las
especies que viven en este ecosistema.

Considerando el rol que los arrecifes de coral juegan en los ecosistemas marinos, es
imprescindible dedicar esfuerzos para monitorizar y preservar su salud.

Asimismo los corales pueden utilizarse como geoindicadores de cambios ambientales en
los océanos y zonas proximas a las costas. La capacidad casi perfecta de datacion de
las colonias de corales, junto con sus abundantes trazadores geoquimicos y su resolu-
cion temporal subanual, los han convertido en uno de los mds ricos registros y archivos
ambientales naturales ([31]).

Fig. 14.1
Acropora.
Fuente: Google.
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Una de las metas del objetivo 14 para 2020 es reglamentar eficazmente la explotacion
pesqueray poner fin a la pesca excesiva, a la pesca ilegal no declarada y no reglamentada
y a las practicas pesqueras destructivas, y aplicar planes de gestion con fundamento
cientifico a fin de restablecer las poblaciones de peces en el plazo mds breve posible,
para alcanzar al menos unos niveles que les permitan obtener el mdximo rendimiento
sostenible, de acuerdo con sus caracteristicas bioldgicas.!

14.2. Proyecto 1

Una colonia de coral de 30 cm de didmetro, que crece a una tasa media de 1 cm/afio, su-
ministra de 20 a 25 afios de informacién de linea de base, mientras que colonias masivas
de 3 a 6 metros de altura pueden proporcionar datos histdricos sobre amplias extensiones
de océano, que no se podrian obtener de otra manera.

En este proyecto se trata de analizar, mediante un modelo matematico, el crecimiento de
una colonia de corales.

Para ello, clasificamos los corales por tamafios y consideramos tres clases: pequefos,
medianos y grandes.

14.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Breve introduccion a la afectacion del cambio climatico sobre la vida submarina.

Paso 1

Designamos:

1) Ppps Pmm> Dgg 1as probabilidades de que una colonia de tamafio pequefio p, mediano
my grande g permanezca en la misma clase de tamafo.

i) ppm> Pmg» las probabilidades de que una colonia crezca y pase al tamafio siguiente.

iil) Pgms Pep> Pmp 1a posibilidad de que parte de la colonia pueda fragmentarse y pasar
de grande mediana, de grande a pequefia o bien de mediana a pequefia.

V) fops fmp» fop indican la fecundidad de cada clase de colonia.

— Escribir la matriz de transicion para un modelo que describa el crecimiento de una
colonia de corales.

Paso 2

Supongamos que se han tomado datos de una hipotética colonia de coral y se ha obtenido
que ppp = 0975’ Pmp = 0,25, Pep = 0,159 Ppm = 09159 Pmm = 0985’ Pegm = 0925’ Pmg = 0,20,

21 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/oceans/
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DPee = 0,70, fpp =2, fiup =3y fop = 3, donde las medidas estdn tomadas en unidades de
mil.
— Escribir la matriz de transicién para este caso particular.

— Buscar los valores y los vectores propios del sistema.

Paso 3

— Probar que la poblacion tiene un tipo de crecimiento exponencial.

— (Existe una distribucion estable de etapas?

Paso 4

— Valorar el resultado teniendo en cuenta el contexto de los ODS.

14.3. Proyecto 2

Es importante debatir con investigadores y administradores de recursos marinos y con el
organismo maritimo apropiado, para coordinar de las politicas maritimas acerca de las
metodologias cuantitativas, enfocadas en situaciones de escasez de datos, para evaluar el
impacto de la pesca sobre ciertas poblaciones de peces y los riesgos poblacionales re-
sultantes, a fin de identificar de manera rdpida y oportuna las especies mds susceptibles
a explotacién y que deberian ser objeto de atencién. Es preciso disponer de metodolo-
gias demograficas ttiles para evaluar los riesgos poblacionales de ciertas especies de las
cuales se dispone de pocos datos.

Fig. 14.2
Atun de aleta amarilla.
Fotografia: Wikipedia.

Una metodologia que ha cobrado un cierto interés desde finales del siglo pasado para
el estudio de la dindmica poblacional de especies con escasez de datos es el andlisis
demogrifico, en particular las tablas de vida y los modelos matriciales estructurados
por edad. Con este estudio, se pretende averiguar la probabilidad de que el tamafio de
la poblacién disminuya por debajo de un nivel previamente fijado (punto de referencia
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bioldgico), que puede ser la biomasa total, la biomasa reproductora, el nimero total de
animales, el nimero de reclutas, el nimero de nacimientos o alguna otra cantidad que
refleje informacion sobre la abundancia de la poblacion antes de la pesca. Si el andlisis
da como resultado que después de la pesca el indicador cae por debajo del punto de
referencia dentro de un periodo de tiempo especificado, se deberdn tomar medidas para
que la explotacidn sea sostenible.

Se trata de analizar el caso de la pesca de attin de aleta amarilla en el Pacifico oriental

([32D).

14.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Breve introduccion al impacto de la pesca sobre la vida submarina.

Paso 1

El modelo que utilizar es un modelo densodependiente desarrollado por Jensen [18],
basado en la forma discreta de la ecuacion logistica utilizando la matriz de Leslie. Este
modelo ha sido aplicado a poblaciones estructuradas por edad para determinar niveles
de explotacion éptimos, es decir, de maximo rendimiento sostenible y esfuerzo optimo.

El modelo tiene la estructura siguiente:
N(k+1)=N(k)+D(N)(LI)N(k), con D(N) = (KN)/K

donde N (k) y N(k+ 1) son los vectores de la estructura de edad en el tiempo k; D(N) es
una funcién densodependiente, K es la capacidad de carga ambiental y N es la suma de
elementos de N(k), I es la matriz identidad y L es la matriz de Leslie, que contiene los
pardmetros siguientes:

— F, (ndmero de hijas por hembra adulta de cada clase de edad x),

— P, (probabilidad de sobrevivir y pasar a la siguiente clase de edad relacionada con la
mortalidad natural y por pesca), y

— S, (probabilidad de sobrevivir y permanecer en la misma clase de edad).

En funcién de la cantidad de organismos, se estructura la poblacion de atunes en seis gru-
pos de edades O, 7, I1, 111, 1V y V, definidas teniendo en cuenta las relaciones longitud-
peso y longitud-edad.

— Escribir la matriz de Leslie.

Paso 2

Se considera que la estructura de edad inicial utilizada fue (en miles de organismos):
59,866 de edad 0, 19,247 de edad I, 5,016 de edad /1, 537 de edad /11, 27 de edad IV y
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15 de edad V. El peso medio de cada clase de edad es 14,2, 9,82, 31,75, 64,18,97,55 y
124,97 kg, dando un total de 472.037,3 t de biomasa total.

El valor de la capacidad de carga ambiental K asignado para la poblacidn de atin de aleta
amarilla, considerando una distribucion uniforme, es un valor aleatorio del intervalo de
variacion de 540,000 4+ 150,000 t.

La probabilidad de supervivencia basada en la mortalidad natural y por pescaes P, =0,8.
La probabilidad de sobrevivir y permanecer en la misma clase de edad se considera so-
lamente para la tltima clase de edad. Es decir, se supone que la clase de edad V contiene
a los organismos de edad V y posteriores: S, = 0,3. En lugar del nimero de hijas, se
contabiliza el reclutamiento, por lo cual no es necesario considerar que la matriz de Les-
lie usualmente sélo funciona para la porcién femenina de la poblacién. El reclutamiento
total es de 120 t, repartidos de forma homogénea en las edades fértiles.

— Estudiar la evolucién de N (k).

Paso 3

— Valorar el resultado teniendo en cuenta el contexto.
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Objetivo 15: Vida en

los ecosistemas terrestres

Gestionar de forma sostenible los bosques,
luchar contra la desertificacion,

detener e invertir la degradacion de las tierras
y frenar la pérdida de biodiversidad

15.1. Introduccion

El 30 % de la superficie terrestre estd cubierta por bosques y estos, ademads de proporcio-
nar seguridad alimentaria y refugio, son fundamentales para combatir el cambio climati-
co, pues protegen la diversidad bioldgica y las viviendas de la poblacién indigena. Cada
afio desaparecen 13 millones de hectdreas de bosques y la degradacion persistente de las
zonas dridas ha provocado la desertificacién de 3.600 millones de hectdreas.”

De las 8.300 razas de animales que se conocen, el 8 % estin compuestas por especies
extinguidas y el 22 %, por especies en peligro de extincion.

Las aves migratorias se enfrentan a numerosas amenazas en su trayecto de larga distancia.
El Programa de las Naciones Unidas para el Medio Ambiente (PNUMA) destacd, con
motivo del Dia Mundial dedicado a estas aves, que algunas especies se estdn reduciendo
a un ritmo sin precedentes debido a la pérdida de su hdbitat.”

22 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/biodiversity/

23 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/2017/05/la-poblacion-de-aves-migratorias-esta-descendien-
do-drasticamente/
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Fig. 15.1

Aves migratorias
amenazadas.
Fotografia: Mark
Andersor.

Fig. 15.2

Buitres. La cronica verde.
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Fotografia: C. Palacio.

15.2. Proyecto 1

Para desarrollar sistemas automaticos de deteccion de aves en los aecrogeneradores de los
parques edlicos con el fin de evitar que colisionen con sus aspas, es necesario conocer
el comportamiento poblacional de las aves.

En este proyecto, se trata de disefiar un modelo matematico con el cual se puedan ha-
cer estimaciones del comportamiento poblacional de los tipos de aves, en particular del
buitre comtn. Este modelo también puede servir para realizar estudios de impacto am-
biental sobre la ubicacion mds idénea de los parques edlicos.

15.2.1. Pasos que dar
Paso 0
— Introduccion a la temdtica sobre la gestion sostenible de los ecosistemas terrestres.

Paso 1

Describir la dindmica de la poblacion objeto de estudio, estructurada por edades sobre
la base de las tres hipétesis siguientes:
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— Laedad x es una variable continua a partir de 0, subdividida en clases de edad discretas,
de 0 a s: 1a clase de edad, por tanto, corresponde al conjunto de individuos cuya edad
satisface i — 1 <x <iparai=1,2,...s.

— El tiempo es una variable discreta. Denotamos por ¢ el paso de tiempo.

— El paso de tiempo es exactamente igual a la duracion de cada clase de edad, lo cual
significa que, en el paso de ¢ a 7 + 1, todos los individuos van de la clase i a la clase
i+1.

El ciclo de vida se puede esquematizar mediante la representacion de cada clase de edad
por un nodo y la transferencia de individuos de una clase a otra, por una flecha. Entonces,
obtenemos un grafo como el de la figura 15.3, que contiene s (por ejemplo 3) clases de
edad.

Las clases de edad 1, 2 y 3 se reproducen proporcionando individuos de la clase 1; El
paso de los afios hace que los individuos avancen una clase, y la clase 3 es la edad mdxima
de los individuos.

Fig. 15.3
Ciclo de la vida.
Fuente propia.

Con cardcter general, y para simplificar, podemos suponer que la poblacién estd integrada
enteramente por hembras. (En realidad, para la mayoria de las especies, la cantidad de
machos es practicamente la misma que la de hembras.)

Teniendo en cuenta la probabilidad de que un individuo sobreviva de la clase i a la clase
i+ 1,y el nimero de hijos que sobreviven de cada clase aportando individuos de la clase
1:

— Escribe la variacion de poblacion estructurada por edades, en términos de un siste-

ma del tipo n(r + 1) = An(t), donde n(t) = (n,(¢),...,n,(r))" y n;(r) es el ndmero de
individuos de clase i en el tiempo ?.

Paso 2

— Obtén el término general de la sucesion vectorial definida por recurrencia, obtenida en
el paso 1.

Justifica cada uno de los pasos realizados.
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Paso 3

Consideremos el caso particular de la poblacién de buitre negro que habita en el Prepi-
rineo: la media de edad es de 30 afios y, teniendo en cuenta que empiezan a ser fértiles a
partir de los 5 afios, supondremos s = 6.

El promedio de hijas que tiene una hembra durante el tiempo que permanece en la clase
de orden i es a;, coni = 1,2,...s. La fraccion de hembras que estdn en la clase i que se
espera que sobrevivan y pasen a la clase de orden i+ 1 es b;,coni=1,2,...s— 1.

La distribucion de los buitres (hembras) en el tiempo ¢ = 3 es (1n;(3), 72(3), n3(3),n4(3),
ns(3).n6(3))-

— (Cudntos habfa el afio en que se inicid el estudio?
Datos para la resolucién numérica del caso de estudio:
i) (n1(3),n2(3),n3(3),n4(3),n5(3),n6(3)) = (84,34,49,1,4,4)

i) a=0,a=1,cs=1,a,=1,as=2,as =1

iii) by =09,b,=0,8,b;=0.8,b,=0,6, b5 =0,6

Paso 4

— Obtén los valores propios y utilizalos para calcular el nimero de buitres en el tiempo
t=10.

Paso 5

— Estudio y andlisis de la estabilidad.

— ¢(Se mantendrd la poblacion de buitres negros en el Prepirineo a lo largo del tiempo?

Paso 6

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.

15.3. Proyecto 2

Se conoce como modelo de Volterra-Lotka un modelo matematico que describe la lucha
constante por la supervivencia entre dos especies que viven en un mismo hdbitat, siendo
una de ellas el alimento de la otra. Se sabe que la especie depredadora se extinguiria si
no dispusiera de la presa y que las presas crecerfan sin la presencia de los depredadores.

Se pretende estudiar el caso en que la comunidad estd formada por unos depredadores
que son los biihos y unas presas que son las ratas de bosque. Se denota la poblacion de
buhos y ratas de bosque en el tiempo & por X (k) = (O(k),R(k)), donde k es el tiempo en
meses, O(k) es el nimero de buhos en la region estudiada y R(k) es el de ratas (medidas
en miles).
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Fig. 15.4
Buho alimentandose.
Fotografia: Buhopedia.

Si no hay ratas en el bosque, solo sobrevivirdn la mitad de los bihos cada mes, mientras
que sin bihos como depredadores, la poblacion de ratas aumentard en un 10 % cada mes.
En condiciones normales, cuando hay representantes de las dos especies, la depredacion
de los biihos hace aumentar cada mes su poblacion en un 40 % de la cantidad de ratas, y
hace disminuir la poblacion de ratas en un 10,4 % del nimero de biihos.

15.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccién al tema teniendo en cuenta los ODS.

Paso 1

— Modelizar la dindmica de la poblacién como sistema lineal discreto homogéneo.

Paso 2

— Determinar los valores propios de la matriz A hallada en el paso 1, asi como el vector
propio correspondiente al valor propio de mayor médulo.

Paso 3

— Determinar la evolucion de la poblacién a lo largo del tiempo si inicialmente hay 500
ratas y 20 buhos.

Paso 4

— Valorar el resultado teniendo en cuenta el objetivo de desarrollo sostenible.
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Objetivo 16: Paz, justicia

e instituciones solidas
Promover sociedades justas,
pacificas e inclusivas

16.1. Introduccion

El objetivo 16 de los ODS propuestos se centra en la promocion de sociedades pacificas
e inclusivas para el desarrollo sostenible, la provisién de acceso a la justicia para todos y
la construccidn de instituciones responsables y eficaces a todos los niveles.

Una de las metas de este objetivo es garantizar el acceso publico a la informacién y
proteger las libertades fundamentales, de conformidad con las leyes nacionales y los
acuerdos internacionales.

Para alentar el “dominio publico de la informacién” como “bien piblico comun”, las
autoridades deben adoptar politicas y directrices que faciliten el desarrollo de un dominio
publico potente, para hacer frente a las disparidades existentes y facilitar el acceso a las
redes mundiales de informacion.

Fig. 16.1

Paz y justicia.
Fotografia: Archivo de la
ONU.
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Fig. 16.2
Grafo dirigido.
Fuente: I. Moran [23].

Una de las metas del objetivo 16 de desarrollo sostenible es reducir significativamente
todas las formas de violencia y sus tasas de mortalidad en todo el mundo.**

El dlgebra lineal permite elaborar modelos que puede estimarse econométricamente con
el objetivo de elaborar instrumentos que sirvan como un procedimiento de alerta tem-
prana a la violencia.

16.2. Proyecto 1

Disefiar un buscador de informacidn en la red es un problema de ingenierfa matemadti-
ca. El primer paso es traducir el problema a un modelo matemdtico y, a continuacidn,
analizar el modelo e implementarlo. Con este proyecto, se pretende estudiar y analizar
la metodologia utilizada para el funcionamiento del buscador de Google.

Utilizando el dlgebra lineal, Google organiza las pdginas web, y las relaciona entre ellas
recopilando informacidén de cada una de ellas: las veces que el elemento buscado aparece
en la pdgina, la distancia en que aparece el mismo elemento repetido, si este aparece en
el titulo o simplemente aparece citado en el texto alguna vez, etc. Con esta informacidn,
es posible crear una “matriz”M = (m;;).

Definimos m;; como un indicador de si la pdgina j contiene un enlace que lleva a la
pdgina i, es decir, si se puede ir de j a i. El valor de este indicador m;; serd 1 si es posible
irde jai,y serd O en caso contrario.

16.2.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la temdtica de la informacion teniendo en cuenta el objetivo 16 de
desarrollo sostenible.

Paso 1

Consideremos que tenemos 7 pdginas web P, i = 1,...,7, cuyos indicadores vienen
representados con el grafo 16.2:

— Escribe la matriz M para este caso.

24 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/peace-justice/
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Paso 2
Se quiere determinar la importancia de cada una de las paginas teniendo en cuenta cudn-

tas paginas enlazan con ella y qué importancia tienen.

Definimos la importancia x; de la pagina P; de tal manera que es proporcional a la suma
de las importancias de las pdginas que enlazan con ella.

— Designando K la constante de proporcionalidad, escribe el sistema de ecuaciones lineal
que define la importancia de todas las paginas.

— Comprueba que el vector formado por las importancias es un vector propio de la matriz
M.

Paso 3

El modelo planteado no es determinista, ya que si en un momento determinado un busca-
dor estd visitando una pdgina no se puede afirmar qué pdgina estard visitando un instante
después, aunque si con qué probabilidad estard en cada una de las pdginas relacionadas.
Es decir, es un modelo probabilistico.

Ademas, el modelo es dindmico, ya que a la pagina siguiente que visita el buscador le
podemos aplicar el mismo razonamiento, y asi sucesivamente.

— Construye a partir de M una nueva matriz M’, de manera que tenga en cuenta estas
probabilidades.

— Determina la probabilidad de pasar de la pdgina P; a otra P, tras 5 instantes de tiempo.

Paso 4

A pesar de que la mayoria de paginas web son accesibles, hay un pequefio porcentaje que
no son accesibles desde este gran conjunto y que tampoco llevan a ninguna otra (paginas
sin salida). Una forma de tener en consideracién estas pdginas es afiadir una pequefia

1
probabilidad (1 — ¢)—, de manera que la matriz del nuevo sistema serd:
n

D1
M'=cM+(1—c)| = | (1 ... 1).
Pn
1
Considérese el sistema dindmico X (n+1) = M"X (n),conp; =...=p,=—yc=0,85
n

(el orden considerado por Google).

— Obtén la solucion estable del sistema.

Paso 5

— Valora el resultado en relacion con los ODS.
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Fig. 16.3
Violencia doméstica.
Fuente: Radio Claret
América.

16.3. Proyecto 2

Un tipo de violencia, desgraciadamente muy comun, es la doméstica, que es la violen-
cia ejercida dentro del nicleo familiar, sobre las personas que conviven bajo un mismo
techo. Ello obliga a poner en marcha planes encaminados a ayudar a gestionar de for-
ma sana los conflictos en general, y los familiares en particular para lograr reducir la
violencia.

vio[encia c[omésﬁca.

g @ un (]1'1{0 en
L P

Sl. GTI.Cl.C

No todos los paises disponen de sistemas de alerta previa para prevenir los actos de vio-
lencia doméstica y de género. Aristy Escuder en [2] presenta un modelo de transicion
basada en la teorfa de “cadenas de Markov”’para determinar la evolucién de la probabi-
lidad de distintos tipos de agresién en contra de la victima. Este estudio es de interés
porque pone de manifiesto que, por lo general, las victimas de un episodio de violencia
doméstica que deciden abandonar sus hogares retornan después de un plazo de tiempo
relativamente corto, lo cual incrementa la probabilidad de que sean atacadas nuevamente
con mayor dureza.

En este proyecto, se analiza este modelo utilizando datos simulados. Para ello empeza-
mos clasificando a los agresores en cuatro estados, segtin el tipo de agresién denunciada:

I Agresion psicoldgica
IT Agresion sexual
III Agresidn fisica

IV Homicidio

16.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la problemdtica de la violencia doméstica.

Paso 1

Supongamos que una persona que abusa psicoldgicamente de un familiar tiene un 83 %
de probabilidades de continuar haciéndolo durante el plazo que transcurre hasta la pro-
xima denuncia. Esa misma persona tieneun 9 % de probabilidades de que en la préxima
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denuncia sea acusada de haber abusado sexualmente a su pareja y un 7% de haberla
maltratado fisicamente. La probabilidad de que esa persona asesine a su pareja es de un
1 %.

Para el caso de una persona que abusa sexualmente de un familiar, se observa que la
probabilidad de que el préximo caso de denuncia sea un abuso fisico es del 14 %, que la
agreda psicoldgicamente es del 4 % y sexualmente del 3 % y que la asesine del 2 %.

Por su parte, una persona que agrede fisicamente a un familiar es probable que su si-
guiente agresion sea psicoldgica en un 1% de los casos, que sea sexual en un 3 %, que
vuelva a ser fisica en un 93 % y que la asesine un 3 %.

— Escribe la matriz de transicion de estados.

Paso 2

— (Qué probabilidad hay de que una persona que ha agredido psicolégicamente a un
familiar acabe asesindndolo a la tercera denuncia?

Paso 3

— Calcula los valores propios de la matriz.

— Detemina, en case de que exista, el vector estacionario.

Paso 4

— Valora el resultado teniendo en cuenta el contexto.
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Objetivo 17: Alianzas para

lograr los objetivos
Revitalizar la Alianza Mundial
para el Desarrollo Sostenible

17.1. Introduccion

Para que una agenda de desarrollo sostenible sea eficaz, se necesitan alianzas entre los
gobiernos, el sector privado y la sociedad civil. Estas alianzas inclusivas se construyen
sobre la base de principios y valores, una visién compartida y unos objetivos comunes,
que otorgan prioridad a las personas y al planeta, y son necesarias a nivel mundial, regio-
nal, nacional y local.

Una de las metas del objetivo 17 es ayudar a los paises en vias de desarrollo a lograr
la sostenibilidad de la deuda a largo plazo con politicas coordinadas, orientadas a fo-
mentar, financiar, mitigar y reestructurar la deuda, segtin proceda, y a hacer frente a la
deuda externa de los paises pobres muy endeudados a fin de reducir el endeudamiento
excesivo.”
Fig. 17.1
Objetivo 17.

Fuente: Archivo de la
ONU.

En la Cumbre de la Tierra celebrada en Rio de Janeiro en 1992, se aprobé el Programa
21, un plan mundial para el desarrollo sostenible; su capitulo 34 trata de la“Transferencia
de tecnologia ecoldgicamente racional, la cooperacion y el aumento de la capacidad”.

25 http://www.un.org/sustainabledevelopment/es/globalpartnerships/
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Fig. 17.2
Solvencia.
Fuente: Mutua de
Propietarios.

Este objetivo es una de la metas del objetivo 17 de desarrollo sostenible para 2030; tex-
tualmente, la meta 17.7 dice: “Promover el desarrollo de tecnologias ecolégicamente
racionales y su transferencia, divulgacion y difusion a los paises en vias de desarrollo
en condiciones favorables, incluso en condiciones concesionarias y preferenciales, se-
gtin lo convenido de mutuo acuerdo”. Una aportacién a este objetivo es cooperar en la
instalacion de redes eléctricas eficientes energéticamente.

17.2. Proyecto 1

La trayectoria de la deuda publica influye drdsticamente en las decisiones de un gobierno
en materia de ingresos y gastos. Una politica fiscal sostenible es aquella que genera una
secuencia de deuda y déficit tal que la condicién de valor presente de la restriccion
presupuestaria se cumple. En caso de no cumplirse, es imposible de sostener un déficit
creciente, lo que lleva a tener que hacer cambios en la politica fiscal.

Otro concepto importante es el de solvencia, que mide la capacidad que tiene un go-
bierno de generar, en el futuro, suficientes superdvits primarios que igualen, en términos
de valor presente, el saldo de la deuda publica ([16]).

El andlisis de sostenibilidad y solvencia fiscal se calcula a partir de la restriccion guber-
namental del presupuesto. En una economia cerrada, la forma mds simple de cdlculo de
la restriccion viene dada por la férmula ([16]):

B(k+1) = R(k)B(k) + D(k)

donde B(k) es el stock de deuda viva al final del periodo k, R(k) indica la tasa de in-
terés bruto entre el perfodo ky k+ 1, y D(k) el déficit primario (flujo de gastos menos
ingresos).

17.2.1. Pasos que dar

Paso 0

Introduccion a la tematica.
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Paso 1

— Determinacion de la restriccion en un horizonte a largo plazo.

Paso 2

— Deduccidn de la condicién que ha de verifcar B(t) para que el estado sea solvente.

Paso 3

— Valoracion del resultado teniendo en cuenta el contexto.

17.3. Proyecto 2

Pese a que numerosos proyectos de cooperacion internacional han contribuido a la mejo-
rar las redes eléctricas, en la actualidad se estd muy lejos de conseguir que la electricidad
llegue a todos los hogares. Asi pues, hay que seguir impulsando este tipo de proyectos.

El dlgebra lineal permite calcular, mediante sistemas de ecuaciones lineales, intensidades
de corrientes en los ramales de las redes eléctricas y las diferencias de voltajes entre
nodos, conociendo ciertos datos, tales como las fuerzas electromotrices y las resistencias.

En este proyecto, se trata de calcular las intensidades de una red eléctrica sencilla como
la de la figura 17.3.

17.3.1. Pasos que dar

Paso 0

— Introduccion a la problemadtica de la energfa eficiente.

Paso 1

— Aplica la ley de corrientes de Kirchhoff a los nodos 1, 2, 3, 4 de la red eléctrica de la
figura 17.3.

— Aplica la ley de tensiones de Kirchhoff y la ley de Ohm a las trayectorias 1, 2, 3 de la
red eléctrica de la figura 17.3.
@ 20V Fig. 17.3
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Paso 2

— Determina las intensidades I}, ...,/ de la red eléctrica mostrada en la figura 17.3.

Paso 3

— Valora los resultados teniendo en cuenta los ODS.
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Solucion al proyecto 1
del objetivo 6

En este anexo, mostramos la cronologia del plan de trabajo y la solucion para el proyecto
1 del objetivo 6.

Este proyecto estd pensado para que sea planteado en la primera semana de curso y se
vaya realizando a lo largo de todo el curso, a medida que se vaya introduciendo en clase
la base tedrica para realizarlo.

El método de evaluacién mediante ribricas ([7]) de autoevaluacion, evaluacion por pares
y evaluacion por parte del profesor es el mds adecuado para este tipo de ensefianza-
aprendizaje. Las rubricas han de estar disponibles para los alumnos al inicio del proyecto
para que sepan de qué y como serdn evaluados.

Una buena forma de presentar el proyecto es mediante el uso de e-portafolios ([8]), que
los estudiantes van elaborando para ir avanzando en el trabajo y hacerlo visible (al menos)
para el profesor y los compaiieros de clase, pues facilitan la evalucién del profesor y el
feedback correspondiente, asi como la evaluacion por pares.
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Plan de trabajo

Trabajo que realizar Fecha limite de realizacion = Observaciones

Paso 0 Segunda semana Evaluacién por pares

Paso 1 Cuarta semana Autoevaluacion
Autoevaluacion

Paso 2 Séptima semana Evaluacion por pares
Evaluacion

Paso 3 Novena semana Evaluacion por pares
Autoevaluacion

Paso 4 Undécima semana Evaluacion por pares
Evaluacion
Autoevaluacion

Paso 5 Décimocuarta semana Autoevaluacion
Evaluacion

Solucion

Paso 0

Aqui cada alumno puede expresar, justificindolo, cudl es para €l el verdadero problema
del agua. Se ha de valorar la coherencia.

Paso 1

Se debe hallar la matriz A = (p;;) que defina el sistema.
Designemos k la semana que estamos valorando, p;(k), i = 1,2,3,4,5 las unidades de
agua en la semana k y p;; la probabilidad de que, si en la semana k hay j unidades de

agua, en la siguiente haya i.

Se ha de calcular, pues, p;;: (mostramos solo algunos casos, el procedimiento es el mis-
mo para todos).

» Cdlculo de py;:

Si hay una unidad y entran dos (0,2 %) unidades, si salieran tres se quedaria vacio de
modo que solo salen 2 y se queda una.

Si entran tres unidades (0,4 %) 1 + 3 =4 salen tres y, por tanto, queda 4 —3 = 1.

Si entran mds unidades, en total quedaria mds de una unidad.

Luego| piy =0,2+04 =06}
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» Cdlculo de py»:
Si hay 2 y entran 2 (0,2 %), salen 34 —3 =1y queda 1.
Si hay 2 y entran 3 (0,2 %), salen 35 —3 =2 y quedan 2 > 1.

Si hay 2 y entran > 3, quedan > 1.

Luego .

» Cdlculo de py;:
Si hay 2 y entran < 4, salen 3 y quedanx <6 -3 =3 < 4.

Si hay 2 unidades y entran 5 (0,1 %) tenemos 2+ 5 = 7, pero salen 3, o sea, que quedan
7—-3=4.

Si hay 2 unidades y entran 6 y salen 3, quedan 8 —3 =5 > 4.

Luego .

» Cailculo de py;:

Si hay 3 unidades y entran 6, 643 = 9; si salen 3 quedan 9 —3 = 6 > 5 por lo cual salen
4yquedan9 —4 =5.

Si hay tres unidades y entran 5 (0,1 %), tenemos 3 + 5 = 8, pero salen 3, o sea, quedan
8§—-3=5>4.

Por otra parte, si hay 3 y entran 4 (0,2 %), tenemos 3 +4 = 7 pero salen 3, o sea quedan
7—-3=4.

Si hay 3 y entran menos de 4 unidades, al salir 3, las unidades que quedan son menos que
4.

Luego .

» Cailculo de pyy:

Si hay 4 unidades y entran 6 (0,1 %), tenemos 4 + 6 = 10, salen 3, 10 —3 =7 > 5, luego
salen 2 y quedan 5.

Si hay 4 unidades y entran 5 (0,1 %), tenemos 4 +5 =9, salen 3,9 —3 = 6 > 5 luego
salen 2 y quedan 5.

Si hay 4 y entran 4 (0,2 %), tenemos 4 +4 = 8,salen 3,8 —3 =5 > 4.

Si hay 4 y entran 3 unidades (0,4 %), tenemos 4 +3 =7 y salen 3,7 —3 =4.
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Si entran menos de 3 unidades, al salir 3 quedan menos de 4.

Luego .

» Cilculo de psy:

Si hay 4 y entran 2, tenemos 4+ 2 = 6, salen 3, quedan 6 —3 =3 < 5.

Si hay 4 y entran 3, tenemos 4+ 3 = 7, salen 3, quedan 4 < 5.

Si hay 4 y entran 4 (0,2 %), tenemos 4 + 4 = 8, salen 3, quedan 8 —3 = 5.

Si hay 4 y entran 5 (0,1 %), tenemos 4+ 5 = 9, si salen 3, quedan 9 —3 = 6 > 5, luego
salen 4 y quedan 5.

Si hay 4 y entran 6 (0,1 %), tenemos 4 + 6 = 10, si salen 3, quedan 10 —3 =7 > 5, luego
salen 5 y quedan 5.

Luego|ps; =0,2+0,14+0,1 =04

» Cilculo de pss:
Si hay 5 y entran 2, tenemos 5+ 2 =7, salen 3, quedan 7—3 =4 < 5.
Si hay 5 y entran 3 (0,4 %), tenemos 5 + 3 = 8, salen 3: quedan 5.

Si hay 5 y entran 4 (0,2 %), tenemos 5 +4 =9, si salen 3 quedan 9 —3 = 6 > 5, luego
salen 4 y quedan 5.

Si hay 5 y entran 5 (0,1 %), tenemos 5+ 5 = 10, si salen 3 quedan 10 —3 =7 > 5, luego
salen 5 y quedan 5.

Si hay 5 y entran 6 (0,1 %), tenemos 5+ 6 = 11, si salen 3 quedan 11 —3 =8 > 5, luego
salen 6 y quedan 5.

Luego| pss =0,4+0,2+0,140,1 =0,8|.

Se obtiene:
pi(k+1) 06 02 0 0 0\ /pi(k)
Pkt 1) 02 04 02 0 0 |[pk)
pslk+1) | =101 02 04 02 0 || ps(k)
pa(k+1) 0,1 0,1 02 04 02] | pa(k)
ps(k+1) 0 01 02 04 08/ \ps(k)
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Paso 2
a) De p(k+ 1) = Ap(k), tenemos:

p(1) =Ap(0)
p(2) =Ap(1)=A(Ap(0)) = A’p(0)
p(3) =Ap(2) =A(A’p(0)) = A’p(0)

Inductivamente, se tiene p(k) = A*p(0).
En efecto, comprobemos la induccion:
— Se cumple para k = 1.
— Supongamos que se cumple para k: p(k) = A*p(0).
Comprobemos, para k + 1:
plk+1) = Ap(k) = A(Ap(0)) = A" p(0).
b) Partiendo de:

06 02 0 0 O
02 04 02 0 O
A=101 02 04 02 0
0,1 0,1 02 04 02
0o 01 02 04 08

y teniendo en cuenta la condicién inicial:

0
0
p(0)=|1
0
0
tenemos:
04 02 004 0 0\ /0 0,04
022 024 016 004 0 |]o 0,16
(A)p0)=|0,16 02 024 016 004 |1]=]024
0,14 0,16 022 028 0240 0.22
008 02 034 052 072/ \0 0,34

Asf pues, la probabilidad de que esté al minimo es de 0,04 %.

¢) Cada alumno ha de hacer su valoracién en funcién de los pardmetros que considere.
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Paso 3

a) Utilizando software matemadtico, tenemos que los valores propios son:
A =1, A, =0,7685, A; =0,4552, A, =0,1129, A5 =0,2633

Observacion: Al ser A una matriz de Toeplitz, de antemano se sabe que los valores
propios son en médulo, menores o iguales que 1.

b) Teniendo en cuenta el apartado a, la situacion a la semana 10 la determina la potencia
10 de la matriz.

0,0553 0,0437 0,0302 0,0201 0,0147
0,0688 0,0593 10,0482 0,0395 0,0348
A" =[0,1166 0,1105 0,1033 0,0976 0,0944
0,2311 0,2349 0,2392 0,2425 0,2443
0,5281 0,5517 0,5791 0,6003 0,6119

Paso 4

Los puntos de equilibrio son los vectores propios normalizados (la suma de sus compo-
nentes es igual a 1) de valor propio 1.

En este caso, es unico y es (utilizando software matemadtico):
vy = (0,0194,0,0388,0,0971,0,2427,0,6020)

Este punto de equilibrio es estable, puesto que los demds valores propios son, en modulo,
inferiores a 1.

ll’{np(k) = ll’gl(?t’fvl + Asvy + Abvs + Akvy 4+ Akvs) = v
(v; son los vectores propios de valores propios A; respectivamente).

a) Las componentes del vector v, indican probabilidades.

b) El comportamiento asintético es la tendencia de las cantidades de agua embalsada.

A diferencia de la estabilidad, el concepto de sostenibilidad no estd definido matemadti-
camente, de modo que cada estudiante y teniendo en cuenta el contexto debe valorar si
la probabilidad de cantidad de agua en el embalse lo hace sostenible,y debe ponderarlo
con otros aspectos.
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Paso 5

Se debe repetir el proceso de los apartados 1, 3 y 4 anteriores, y aprovechar el resultado
2a para estos nuevos datos.

En este caso, la matriz A es:

0,66 028 0,1 0 0

0,18 038 0,18 0,1 0
A=10,08 0,18 0,38 0,18 0,1
0,08 0,08 0,18 0,38 0,18
0 0,08 0,16 034 0,72
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