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Per qué aquest Illibre? Suport a la transicio de la secundaria a la universitat. Sorgeix
de I’observacié de les dificultats d’una bona quantitat d’alumnes amb relacié al raona-
ment, la demostracid i la resolucié de problemes. S6n manifestes les dificultats creixents
del pas de la secundaria a la universitat, i molts de problemes sén comuns a amplies ca-
pes d’alumnes. L’entrada a la universitat suposa per a I’alumne una pujada en el nivell
d’abstracci6 i moltes vegades no sap com abordar la resolucié de problemes. Una de les
accions que es poden fer en relacié amb aquest problema és crear un material, com aquest
Ilibre, amb el qual pugui aprendre a resoldre problemes. Aquest material és ben necessari
0, com a minim, convenient per a ajudar I’alumne a obtenir millors resultats.

Es un llibre de suport per a assignatures de fonamentacié matematica a un nivell de
primer curs. S’hi han tingut en compte els interessos especifics de I’alumne que cursa
estudis d’informatica. S hi presenten:

a) resums teorics,
b) exemples i
c) problemes resolts,

amb ’objectiu d’ensenyar a resoldre problemes, i tot el que hi esta relacionat: la formalit-
zaci6 de I’enunciat, la comprensié de 1’enunciat, I’analisi de la metodologia de resolucid,
la resolucié propiament dita i la redaccio correcta de la resolucid, la discussié d’alterna-
tives en el metode de resolucid i, fins i tot, d’alternatives en 1’exposicié de la resolucid.
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Ensenyar a raonar, resoldre problemes i redactar-ne la resolucio. Estem interessats a
resoldre problemes de manera molt completa, i a analitzar de manera molt detallada tot
el que esta relacionat amb un problema. Volem fer émfasi en els diversos metodes, les
idees guia de resolucid, I’estructura demostrativa. L’objectiu €s ensenyar a resoldre’n,
a raonar, a demostrar, a plantejar estrategies de resolucid. Aixo significa que moltes
vegades s’hi intercalen molts de comentaris explicatius o de suggeriment, que esperem
que no hi facin gaire nosa. L’orientacid i la intencionalitat €és marcadament didactica.

Els objectius concrets de 1’obra sén:

a) presentar resums teorics (que emmarquin els problemes i els exemples) i una quanti-
tat notable d’exemples,

b) presentar amb detall la resolucié dels problemes més estandards (resolts),
¢) presentar models de resolucié d’exercicis segons les diverses tipologies possibles,

d) illustrar totes les metodologies de demostracié possibles (es procura presentar el
maxim de metodes possibles),

e) oferir consells i estratégies de resolucid,

f) insistir molt en la correccié formal i la bona formalitzacid, segons diferents graus
possibles,

2) insistir molt en les explicacions exhaustives, les bones argumentacions, amb diversos
nivells d’explicacions,

h) presentar diverses alternatives de redacci6 correctes,
i) presentar analisis de demostracions i de I’estructura demostrativa.

Quines qiiestions s’hi tracten. Aspectes importants son: la formalitzacio, el llenguatge
de proposicions i de predicats, el raonament en general, la demostracié (amb el metode
d’induccid), els conjunts i les relacions, les funcions (aplicacions) i 1’aritmetica “ele-
mental”. Aquesta obra intenta cobrir aquests aspectes. S’estructura en dos volums:

Volum 1: Formalitzacid, logica, raonament, demostracid i conjunts.

Volum 2: Funcions, relacions, aritmética elemental.

Resolucio per diversos métodes. Un mateix problema potser es resol per més d’un me-
tode, en un mateix lloc o bé en diverses localitzacions, per tal d’illlustrar les diferents
metodologies (per aixd, alguns enunciats es repeteixen). O, en cas que no es faci aixo
en totes la situacions en que sigui possible, se n’indicaran les possibilitats i se’'n donara la
idea.

Es possible que en algun problema el lector es pregunti si no seria millor resoldre’l per
un altre metode. Possiblement ja estigui fet aix{ en algun altre lloc del llibre. Cal tenir en
compte que potser es vol exposar, amb aquest problema, una determinada metodologia
de resolucid, encara que n’hi hagi d’altres d’aplicables. En aquesta circumstancia, estem
interessats tant a resoldre el problema com a presentar un metode de resolucid possible.

Un aspecte que cal remarcar és que la majoria de problemes corresponen a temes de poca
dificultat teécnica, cosa que ens permet concentrar-nos en els aspectes de metodologia
demostrativa i expositiva, que es poden aixi comprendre millor.



Barreja d’estils expositius. També en diverses parts de la publicacio es troben diversos
estils expositius, que van des de I’exposicié altament formalitzada, amb un us sistematic
de la formulacié en termes del llenguatge de predicats, fins a una exposicié més planera
en llenguatge natural, amb resolucions més verbalitzades o conversacionals, aproximaci-
ons totes igualment valides. El lector tamb€ trobara un cert nivell de repeticid, convenient
en un procés d’aprenentatge. Es fa un émfasi especial en la formalitzacid. Les resolucions
es donen amb un alt grau de detall.

Resolucio guiada. Es fa émfasi en les idees que guien o dirigeixen la resolucid. Les
preguntes que es van fent poden servir de guia per a avangar.

Redaccio de les resolucions. Hi ha eines diverses que poden ajudar a la tasca important
de redactar les resolucions. Vegeu, en particular, [ESQTRI] i [ESQTRI2], on s’analitzen
els errors més freqiients en la redaccié d’examens i es donen consells per tal d’evitar-los
i millorar-ne el redactat.

Origen dels enunciats. Molts dels enunciats dels problemes que es resolen sén propis.
Draltres sén molt generals o molt basics, absolutament estandards, gairebé de domini
general i, de fet, no es pot considerar que siguin de cap autor en particular (per exem-
ple, “demostreu per induccid la férmula de la suma dels n primers nombres naturals” o
“demostreu que la suma de dos nombres senars és parell”). S6n enunciats amb els quals
I’autor ha treballat al llarg de molts anys de docencia. Altres, molt pocs, provenen d’al-
gunes obres de la bibliografia (perd no la resolucid ni 1’exposicid, que sén propies de
I’autor); pel que fa als enunciats, considerin-se els autors citats per aquesta referéncia
gengrica, si €s el cas.

Ordenacio. Ates que aquest no és un llibre de teoria, els problemes i els temes no estan
ordenats necessariament ni per ordre cronologic d’aparicid a les explicacions teoriques
usuals ni per ordre de dificultat. Es possible que fins i tot un mateix enunciat es repeteixi
en diversos llocs, a cada un d’ells il'llustrant diferents metodologies o idees.

Ates que €s un llibre de problemes, no cal seguir I’ordre que s’hauria de mantenir en una
exposicid teorica, ja que tampoc no esta pensat per a fer-ne una lectura lineal de prin-
cipi a fi. De manera que, en qualsevol lloc, podem trobar una demostracié per induccié
(encara que hi hagi un capitol especific per a descriure el metode i per a ensenyar a fer
demostracions per induccio); el mateix podem dir, per exemple, de les demostracions per
casos o per reduccid a I’absurd, que es poden presentar en qualsevol lloc, a banda del
capitol dedicat a exposar els meétodes de demostracid. Ho facilita també el fet que alguns
problemes es puguin resoldre per més d’un metode. El lector anira llegint aqui i alla,
segons li interessi.

Un “bon consell” final. El lector ha d’entendre bé I’enunciat, eventualment revisar la
teoria corresponent si no entén de que parla, i intentar reexpressar, reescriure I’enunciat
i, eventualment, formalitzar-lo o expressar-lo de manera més formal (i hi poden haver
diverses modalitats).

Es recomana que no miri la resolucio fins després d’haver intentat resoldre I’apartat o la
quiestid; només ho ha de fer com a ultim recurs o, finalment, com a comprovacié de la
seva resposta. En cas que la llegeixi, €s un bon exercici mirar d’arribar-hi posteriorment

13
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pel seu propi compte i, en qualsevol cas, redactar-la completament a partir de “full en
blanc”.

Observacid final. El final d’exemple o de demostracié s’indica amb el simbol M .
Barcelona, 30 de juny de 2015 Joan Trias Pair6

Departament de Matematica Aplicada II
Universitat Politecnica de Catalunya









Preliminars i formules Utils

En aquest capitol s’estableixen notacions basiques i es veuen diverses propietats simples,
necessaries per a poder presentar exemples concrets de raonament i demostracié. Alguns
temes es tractaran amb detall més endavant (el de conjunts, per exemple).

1.1. Conjunts

Informalment, un conjunt A €s una colleccié d’objectes, els seus elements, sense re-
peticié i en queé I'ordre no importa. Per exemple, el conjunt de les lletres vocals €s
V ={a,e,i,o,u}. Els elements de V sén a,e,i,o,u; es diu de pertanyen a V, cosa que
denotem: a € V,...,u € V. Escrivim a € A si a és un element de A. S’expressa que un
objecte b no és element del conjunt A mitjangant b ¢ A. Podem descriure un conjunt
mitjancant propietats que en caracteritzin els seus elements, com per exemple {2,—2} =
{x|x és un nombre enter tal que |x| = 2}.

Es diu que el conjunt A €s subconjunt del conjunt B si tot element de A és de B. Notacio:
ACB.

1.2. Conjunts de nombres: nombres naturals, enters, racionals i reals
Conjunts importants sén els conjunts de nombres, per als quals se suposa ja un coneixe-
ment basic i intuitiu; els presentem sense gaire formalismes.

Indiquem la notaci6 habitual per als diversos conjunts de nombres.

Nombres naturals.

N={0,1,2,3,5,6,...}.

Observeu que considerem que 0 € N.
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Nombres enters.

z=A....,-2,-1,0,1,2,...} ={0,1,—1,2,-2,3,-3,...},
simetritzat del conjunts dels nombres naturals.
Denotem

Z* = {x€Z|x>0} (nombres enters no negatius)

Z*—{0} = {x€Z|x >0} (nombres enters positius)
Tenim que Z* = {m € Z|m > 0} = N.
EsNCZ.
Notacié: [n] ={1,2,3,---,n} ={k e N|]1 <k <n}.
Nombres racionals.

Q={;la,beZ,b#0}.

Podem considerar que tot nombre enter m €és també racional, ja que es pot reescriure
comm = % (identifiquem 3 amb 3.3 amb’T3, és adir,3 = %, -3 = ’73) ,iaixi Z C Q,
d’onNCZ CQ.

Si # > 0 (a,b tenen el mateix signe), sempre es pot reescriure de manera que a,b siguin

no negatius; en efecte, si a,b sén positius, ja esta; si a < 0,b < 0, escrivim % = :—Z

Exemples de nombres racionals:

2;73;§;0,3 = 13—0;0,33...(: %) (periode 3).

. . a c .. L.
Igualtat de dos nombres racionals. Es b = 7 si, 1 només si, ad = cb.

Fraccions irreductibles. Algunes fraccions poden simplificar-se. Per exemple,

2:2:3.7 237 2.7

2:3.5 3.5 5
I5_3:5_5
12 3 4

Es % = 4. Una fraccid racional § €s irreductible si ja no es pot simplificar, és a dir,

si a,b ja no tenen més divisors comuns diferents de +1; aixo equival a dir que a,b sén
primers entre si, €s a dir, mcd(a,b) = 1 (maxim comu divisor). Sempre es pot aconseguir
una reduccid a irreductible: dividint per med(a,b). Sid = mcd(a,b), és § = Z—j = Z—:, on
mcd(a’,b") = 1, de manera que, si convé, sempre podem considerar, d’entrada, que % és
irreductible, ja que, si no ho és, es pot realitzar el procés anterior.
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Posteriorment en veurem una aplicacié a la demostracié que V/2 no és racional, on, sense
perdua de generalitat, podrem suposar que un nombre racional s’expressa com a fraccié
irreductible i fer I’argumentacio a partir d’aquest fet.

Sén racionals els nombres naturals, els enters, les fraccions abans indicades i els nombres
decimals finits (amb desenvolupament finit) o els nombres amb desenvolupament decimal
infinit periodic.

1 15
E lel] 025=-; —. 1
xemple D
Denotem
Q" = {x€Q|x>0} (nombres racionals no negatius)

Qt—{0} = {x€Q|x>0} (nombres racionals positius)

(vegeu la definicid i la notaci6 de diferéncia de conjunts A — B al capitol posterior sobre
conjunts).

Nombres reals.

La notaci6 que utilitzem és R.

Conté els racionals i els irracionals (entre els quals 7, e, \/ilog2 3 i infinits més).

Els nombres irracionals corresponen als desenvolupaments decimals infinits no periodics.

Denotem
R* = {xeR| x>0} (nombres reals no negatius)
R* {0}

{x€R| x>0} (nombres reals positius)
Finalment, C denota el conjunt dels nombres complexos.
Els nombres complexos son de la forma a + bi, amb a,b nombres reals.

EsNCZCQCRCC.

La recta real. Un model grafic de representacié dels nombres reals, que resulta comode,
és el de la recta real, recta “continua”, on es representen, com a punts, nombres natu-
rals, enters, racionals i irracionals. També s’hi poden representar conjunts importants, els
intervals.
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Conjunts importants de la recta real: els intervals.
Sigui a,b € R. Definim els diversos conjunts segtients:
(a,b) = {x € Rla < x < b} (interval obert d’extrems a,b).
] = {x € Rla <x < b} (interval tancat d’extrems a,b).
] = {x € Rla <x < b} (interval semiobert-semitancat d’extrems a,b).

[a,b) = {x € R|la < x < b} (interval semitancat-semiobert d’extrems a, b).

[a,+») = {x e Rla <x} (semirecta tancada).
(a,4») = {x eRla < x} (semirecta oberta).
(—0,b] = {xeR|x < b} (semirecta tancada).

(—o,b) = {xeR|x < b} (semirecta oberta).

Els nombres irracionals no es poden representar a 1’ordinador de forma exacta mitjancant
un desenvolupament decimal, sin6 només amb aproximacions racionals, i encara amb
limitacions, dintre d’un rang prefixat (s en forma simbolica per a alguns: per exemple,
“\/2”, tot i que depenent del programa). El mateix pot passar amb els racionals; per
exemple, % es podria representar de forma simbdlica, perd no de forma decimal exacta
0,33333... (periodica), ja que aixo suposaria infinites xifres decimals. Fins i tot en el
cas de desenvolupament decimal finit, es poden presentar problemes si se sobrepassa
la capacitat prevista d’emmagatzemament. Pel que fa als enters, apareixen problemes
amb nombres molt grans; si la situacié ho requereix, aleshores s’ha de tractar de manera
especifica. Algunes aplicacions requereixen treballar amb nombres naturals molt grans,
com la criptografia.

1.3. Idees sobre implicacio, raonament, demostracio

Donem aqui una idea rapida i informal d’aquestes qliestions. Posteriorment, es deta-
llaran, completaran i rigoritzaran molts aspectes lligats al raonament i a la demostracio.
Aix0 és només per a presentar una idea intuitiva i connectar amb coneixements ja sabuts.

Recordem els simbols logics (connectives 1ogiques i quantificadors):

- (negacid, “no”)

A (conjuncio, “i”)

V' (disjuncid, “0”)

— (condicional, “si ..., aleshores ...”)

<+ (bicondicional, “si ..., i només si, ...”")
VvV (“peratot”)

3 (“existeix”)

Siguin A, B dues afirmacions.

A= B (Esdiu que “A implica B”). Que vol dir A = B?
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Exemples 1.2 Exemples d’afirmacions d’aquest tipus:

Exemple 1. Si n és un nombre enter parell, aleshores n° és un nombre parell.
Aqui é€s A = “n és un nombre enter parell”, B = “n” €s un nombre parell”.
Reformulacié: n és un nombre enter parell = n* €s un nombre parell. B

Exemple 2. Si n és un nombre enter senar, aleshores n*> s un nombre senar.
Aqui és A = “n és un nombre enter senar”, B = “n? és un nombre senar”.
Reformulacié: n és un nombre enter senar = n> és un nombre senar. l

Exemple 3. Si a,b s6n nombres enters i a és parell, aleshores ab €s parell.
Aqui és A = “a,b sén nombres enters i a €s parell”, B = “ab és parell”.
Reformulacio: (a,b sén nombres enters i a €s parell) = ab és parell.

Aqui A €s la hipotesi (premissa, antecedent) i B €s la tesi (conseqlient, conseqiiéncia).
Poden ser férmules complicades amb “i, o, no, si ..., aleshores ..., ... si, 1 només si, ...”,
és a dir, compostes. En aquest dltim exemple, A és A i A,, conjuncié de A; = “a,b so6n
nombres enters” i A, = “a és parell”.

Per a establir A = B (que A implica B), s’ha de provar o demostrar la veracitat del
condicional

“Si A, aleshores B”

En concret, i al efectes practics, cal veure que “si A és cert, aleshores B és cert”. Es a dir,
que no pot ser que A sigui cert i, en canvi, B sigui fals. O sigui, que de la veracitat de A se
segueix la veracitat de B. Hi ha més casos possibles de veritat-falsedat, pero ara no ens
interessen.

Observeu que no s’afirma que A €s cert (tot sol). Tampoc no s’afirma que B sigui cert (tot
sol). Només s’afirma la veracitat d’un condicional.

Exemples 1.3

Exemple 1. Vegem un exemple del que s’ha dit anteriorment, on, a més, A i B no tenen
cap relacid: 1 o=2=3.

En efecte, a part que podem donar un argument formal: 0(fals) — O(fals) “és cert”,
també podem donar una demostracio: 3 =2+ 1 r10=2.m

P . Hi Hi
Exemple 2. Més d’aquest tipus: 1 = 0 = 6 =2. Enefecte, 6 =5+1=254+0=5=
Hi Hi Hi

441 2440=4=3+1F34+0=3=24+1=2+4+0=2.1
Normalment, en els casos realment interessants, les afirmacions A i B estan relacionades.
Establir la veracitat de B a partir de la veracitat de A sol no ser obvi o immediat, sind
que calen una serie d’etapes en que es justifiqui 1’enunciat mitjancant argumentacions.
Aquest procés €s una demostracio 1 exigeix uns raonaments apropiats.

Els resultats demostrats es poden enunciar com a feoremes.
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Vegem un exemple de demostracio del resultat segiient:

2

Teorema 1.1 “Si n és un nombre enter parell, aleshores n* és un nombre parell”.

Estructura de 1’enunciat:

Hipotesi (A): n és un nombre enter parell.
Tesi (B): n* és un nombre parell.

Idea basica de la demostracio. El problema principal €s expressar de forma operativa la
propietat de ser parell (vegeu el capitol segiient). Un nombre enter és parell si, i només
si, és multiple de 2, s a dir, es pot escriure de la forma 2k per a un nombre enter k
adequat. Cal veure que n* també es pot escriure d’aquesta forma.

Demostracié. Vegem uns quants estils expositius per demostrar-ho.
Comentari: és un esquema demostratiu directe.

Exposicio 1. Escrivim una colleccié d’afirmacions encadenades, que son els passos de
la demostracio; s’entén que cada pas implica el segtient (€s a dir, se’n deriva el segtient):

P; : n ésun nombre enter parell (observacid: és A).

P, : existeix un nombre enter k tal que n = 2k (definicié de nombre parell) [aqui s’ aplica
la hipotesi].

P; : existeix un nombre enter k tal que n> = (2k)?* (elevar al quadrat, “aproximant-nos
aixi a B”).

P, : existeix un nombre enter k tal que n> = 4k> = 2(2k?) (reescriptura, fent aparéixer un
factor 2, derivant cap al que ens interessa, que €s escriure el nombre com a parell).

Ps : existeix un nombre enter k' tal que n*> = 2k’ (observacio: escollint X' = 2k, nombre
enter; €s una reescriptura com a nombre parell).

P : n? és un nombre enter parell (observacid: és B).

L’esquema demostratiu és: Py = P, = P = P, = Ps = P, ésadir, A= P, = P, =
P, = P; = B. En resum, P1 = P6, és adir, A = B.

Exposicio 2. O bé pot consistir a anar escrivint implicacions:

n és un nombre enter parell (observacio: és A)

4

existeix un nombre enter k tal que n = 2k (expressié d’un nombre parell)

4

existeix un nombre enter k tal que n® = (2k)? (substitucid)

4

existeix un nombre enter k tal que n® = 4k* = 2(2k*) (calculs)

4

existeix un nombre enter k' tal que n*> = 2k’ (observacid: escollint k' = 2k?, nombre enter)
3
2

n~ és un nombre enter parell (observacio: és B)
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Exposicio 3. O bé enllacant verbalment les linies anteriors:

n és un nombre enter parell (observacio: és A). Per tant,
existeix un nombre enter k tal que n = 2k, d’on

existeix un nombre enter k tal que n* = (2k)?, d’on

existeix un nombre enter k tal que n? = 4k* = 2(2k?) i, per tant,

existeix un nombre enter k' tal que n> = 2k’ (observacié: escollint ¥’ = 2k, nombre enter).
Finalment,

n* és un nombre enter parell (observacic: és B).

Potser, a la practica, en fariem una redaccié més informal. Podem fer redactats més verba-
litzats, menys formalitzats. Vegem un parell de versions en aquesta linia, d’entre moltes
variants possibles:

Variant 1 (exposicio 4): Sigui n un nombre enter parell. Aleshores, existeix un nombre
enter k tal que n = 2k. Atés que hem de veure que n? és parell, calculem 7? utilitzant
Pexpressié anterior, és a dir, n? = (2k)? = 4k*>. Hem de veure que n? és de la forma 2K/,
amb un nombre enter k' convenient. Expressant n> = 2(2k*) i prenent k' = 2k*, nombre
enter, resulta n*> = 2k, que és parell.

Variant 2 (exposicio 5): Si n és un nombre enter parell, aleshores n = 2k per a algun
nombre enter k adequat. Per tant, n* = (2k)* = 4k* = 2(2k?). Considerant el nombre enter
k' = 2k?, tenim que n> = 2k’, amb k' enter convenient. En conseqiiéncia, n’ és parell, com
s’havia de veure.

Enunciats incomplets
Els resultats no sempre s’enuncien explicitament en la forma A = B.
Exemples 1.4

Exemple 1. Per exemple, “v/2 no és racional” no estd enunciat d’aquesta forma, basica-
ment perqué I’enunciat és incomplet, ja que no ens diu qué és /2. Moltes vegades es pot
reformular perque sigui complet. Per exemple, en aquest, cas podria ser:

“si x €s un nombre real positiu i x?> = 2, aleshores x no és racional”. ll

Exemple 2. Un altre exemple el tenim quan s’afirma, per a nombres reals qualssevol,
(x+y)? = x> +2xy+y°. El problema és que moltes vegades els enunciats s6n fragmen-
taris o incomplets i hi ha moltes coses implicites, que se suposen; en aquest cas, podria
reenunciar-se com: “si x i y sén nombres reals, aleshores (x+y)? = x*> +2xy+y*” i jael
tenim en forma de condicional. De fet, molts de resultats pressuposen una teoria general
(algebraica, geometrica) que no s’explicita, perd que es pot fer servir en el curs de la
demostraci6. H

Exemple 3. Un tercer exemple el trobem en resultats de geometria, que solen comportar
moltes definicions i teoria general implicites, que resultaria molt feixuc d’explicitar de
manera completa a I’enunciat. Si considerem el teorema de Pitagores, possiblement no
calgui incloure al propi enunciat la definicié de triangle rectangle, de catet, d’hipotenusa,
de longitud, que estan involucrades a I’enunciat:
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“si T és un triangle rectangle i a, b sén les longituds dels catets de T i ¢ és la longitud
de la hipotenusa de T, aleshores ¢ = a>+ b>. H

Sempre s’ha de procurar explicitar el maxim possible i evitar enunciats confusos o in-
complets; si convé, reformulant i formalitzant al maxim I’enunciat. Al capitol de llen-
guatge de predicats veurem molts exemples i idees per a la formalitzacid.

1.4. Operacions aritmetiques i ordre en R
1.4.1. Operacions en R

Enunciem com a teorema, per a fer-ne referéncia posteriorment, i per a sistematitzar, el
resum de les propietats de la suma i el producte en el conjunt dels nombres reals.

Teorema 1.2 Sigui R el conjunt dels nombres reals, amb les operacions usuals de
suma (+) i producte (-) ordinaris. Es compleixen les propietats segiients, per a tot x,y,z
nombres reals:

— Respecte de la suma,

[S1]: (x4+y)+z=x+ (y+2) (propietat associativa)

[S2]: x4+0=0+4x = x (existencia d’element neutre (el zero))

[S3]: x+ (—x) = (—x) +x = 0 (existéncia d’invers additiu (oposat) per a cada ele-
ment)

[S4]: x+y=y+x (propietat commutativa)

— Respecte del producte,

[P1]: (xy)z =x(yz) (propietat associativa)

[P2]: 1-x=x-1=x (existencia d’element neutre)

[P3]: x- % = % -x =1, x # 0 (existéncia d’invers multiplicatiu per a tot x no nul, el
reciproc % especificament)

[P4]: xy = yx (propietat commutativa-cos commutatiu)

— Relacio entre les dues operacions: distributivitat del producte respecte de la suma, és
a dir,

[DI1]: x(y+2z) =xy+yz.

Respecte d’aquestes operacions, (R, +,-) és un cos commutatiu. Respecte de 1I’operacid
suma, (R,+) és un grup commutatiu.

Observeu que “treure factor comu” en una suma no €s més que una aplicacié de la
propietat distributiva [D1]. Es generalitza a més de dos sumands:

xa+xb+xc+xd=x(a+b+c+d),
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aplicant la propietat associativa i la distributivitat per a dos sumands. O a n sumands:
xa, +xar+ - +xa;+ - +xa,_+xa, =x(a;+a,+---+a+---+a,_+a,)
(observeu la notacié de punts suspensius).

Veiem que les propietats anteriors també les t€ @Q; no, en canvi, Z. En el conjunt dels
nombres naturals, es compleixen les propietats S1, S2, S4, P1, P2, P4, D1 i no la resta;
en el conjunt dels nombres enters, es compleixen les propietats S1, S2, S3, S4, P1, P2,
P4, D1, ino P3.

. . s X 1 , . .
Notem quex—y =x+(—y), —x=(—1)xi 3 = 1 s6n formes de reescriptura convenients
en algunes ocasions. Per exemple, pot convenir escriure

(<28 = ((—1)-2)* = (=1)*2° obé (—1)a"* bt =a*(—b)".

També en resulta que la difereéncia i la divisio no sén propiament operacions, sind casos
particulars de les operacions de suma i producte.

Operacions i igualtat: Sumar i multiplicar membre a membre dues igualtats

Les propietats que s’indiquen a continuacid sén obvies, ben conegudes, pero les ressaltem
perque en el tema de les congruencies ens plantejarem si també sn certes les analogues,
enunciades substituint igualtat per congruencia. També s’expliciten per a us i referéncia.

Teorema 1.3 Per a nombres reals x,y,z,t,a qualssevol,

a) x=y=x+a=y+a

b) x=y=x—a=y—a

c) x=yz=t=>x+z=y+t,x—z=y—t
d) x=y=ax=ay

e) x=y,z2=1t=>x7=7yt

(de fet, la primera i la segona son casos particulars de la tercera i la quarta, un cas
particular de la cinquena).

Es a dir, podem sumar i multiplicar membre a membre dues igualtats i n’obtenim una
nova igualtat.

Demostracio. Es poden justificar pas a pas amb tot detall algunes de les propietats ba-
siques, amb la idea que el lector vegi I'is de les propietats i com s’utilitzen per de-
duir nous resultats. Per exemple, vegem com provar x =y = ax = ay. Hem de veu-
re, equivalentment, que ax — ay = 0; noteu que x = y equival a x —y = 0. Aleshores,
ax—ay=a(x—y) = a0 = 0. Més detallat:

ax—ay=ax+ (—ay) =ax+a(—y) =alx+(—y)) =a(x—y) =a0 =0.
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Vegem com demostrar

x=y _ c . x—y=0 v —
L=t } =Xz =yt o bé, equivalentment, . 1=0 } =xz—yt=0
En efecte, xz—yr =xz—xt +xt —yt = x(z—t) +t(x—y) =x0+10 = 0.

Algunes argumentacions poden adaptar-se posteriorment a congruéncies o al calcul ma-
tricial.

La demostracio de la resta d’afirmacions es deixa per al lector.
Observacio sobre [’enunciat. Vegem-ne algunes precisions notacionals.

Escrit d’una altra manera,

x=y
7=t

=Yy

}:chrzert =1 }éxzyf

Es pot generalitzar a un nombre qualsevol d’igualtats, €s a dir,

X1 =) X1 =)
Xi =Y éler"'ern:ler"'ern Xi =Y :>x1...xn:y1...yn
Xn = Yn Xn = Yn

Observacio. Cal interpretar la “coma” en enunciats com el segtient:
X=Yy,2=1=XZ=)t,

com a “i”, de manera que es podria reescriure:
X=yiz=t=xz=yt

1, per a evitar ambigiiitats,

(x=yz=1t)=>xz=xt

(x=yiz=t)=xz=y
o bé
“Six=yiz=t, aleshores xz = yt”

També cal interpretar com a conjuncio 1’enunciat anterior quan es presenta amb desple-
gament bidimensional. Aix{:

xX=y

xX=y . .

7=t }:>xz:yt €s 1 = XZ=yt
Z:
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Propietat de simplificacio (multiplicativa). Destaquem aquesta propietat pel seu interes
comparatiu amb el cas de les congruéncies.

Teorema 1.4 Six,y,a son nombres reals,
ax=ay,a%0=x=y.

Demostracié. Multipliquem els dos membres de la igualtat per i, que existeix perque
a # 0. En efecte:

ax=ay= 1(ax) = 1(ay) = Ca)x=(la)y=1-x=1-y=x=y

Es tendeix a pensar que sempre es pot simplificar, perd aixo no €s sempre aixi: per exem-
ple, en congruéncies o en el cas del producte matricial (vegeu la seccid posterior corres-
ponent). Si escrivim ax = ay, aixo equival a ax —ay = 0, €s a dir, per la distributivitat del
producte respecte de la suma, a(x —y) = 0. Si tenim la propietat bc =0,b #0 = ¢ =0,
podrem simplificar i deduir x —y = 0, és a dir, x = y. Observem com utilitzen amb cura
i explicitaci6 les propietats de les operacions, sobretot amb la idea de com procedir en

altres contextos, per exemple, en el de les operacions matricials.

En el conjunt dels nombres reals, tenim una estructura algebraica derivada de les dues
operacions de suma i producte, respecte de les quals tenim propietats que no sempre sén
certes en altres estructures algebraiques; n’esmentem algunes perque el costum en 1’ds
rutinari és tan gran que pot fer que la importancia passi desapercebuda pel lector.

ab=0= (a=00b=0)
Quantificada:
Va¥b(ab =0 — (a =0V b=0)) (si queda sobreentés que a,b € R).
De vegades, s’utilitza en aquestes formulacions:

(ab=0,a#0)=b=0
(ab=0,b#0)=a=0
(b#£0,a#0)=ab+#0

L’observacio que volem fer aqui és que aquesta propietat no €s certa per a altres tipus
d’objectes diferents dels nombres reals, com ara les matrius amb el producte matricial
usual. Pot passar que el producte de dues matrius sigui zero (€s a dir, la matriu zero),
amb totes dues no nulles. Vegeu la seccié d’aquest capitol dedicada a una revisio de les
operacions matricials.

També estem acostumats a la propietat commutativa en els reals (i, per tant, en els racio-
nals, enters i naturals). Perd no sempre es compleix en altres conjunts, com per exemple
el de les matrius amb el producte matricial o amb I’operaci6é de composicié de funci-
ons; aix0 no impedeix que algunes matrius puguin commutar o que, per a dues funcions
concretes, la composicio sigui commutativa.
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Per exemple, si considerem les funcions reals de variable real f(x) = x+ 1, g(x) = x?,
resulta que

(gof)(x) = g(f(x)) =glx+1) = (x+1)> =x>+2x+1,
(fog)lx) = f(g(x) = f(x*) = +1.
Existeixen valors x per als quals (f o g)(x) # (go f)(x). Per tant, és go f # fog.

1.4.2. Ordreen R

En el conjunt dels nombres reals tenim definida la relacié d’ordre habitual, que és un
ordre rotal, en el sentit que dos elements sempre sén comparables. Recordem les pro-
pietats basiques i les que el relacionen amb les operacions aritmetiques; aixo ultim €s
especialment important en manipulacio algebraica, de formules (la pregunta €s: com es
comporta I’ordre respecte de la suma i respecte del producte?):

Propietats: per a tot x,y,z,a,b € R, es satisfan les propietats reflexiva, transitiva i anti-
simeétrica:

a) x < x (reflexivitat)

b) Six <yiy <z, aleshores x < z (transitivitat)

c) Six <yiy <x,aleshores x =y (antisimetria)

Observacio important: de x <y i x < z no se’n deriva cap relacio entre z i y. En de-
terminats problemes de demostracio per induccid de propietats que son desigualtats ens
trobem molt sovint en la situacié segiient: tenim o demostrem a < b, pero ens cal arribar
a a < ¢; moltes vegades els esforcos es dediquem a provar que per a un d convenient és
b<did < c,sitenim sort! D’aquesta manera aconseguim el que volem: dea <b <d <c¢

resulta a < ¢, com voliem. Naturalment el problema radica en aquest pas intermedi. En
veurem exemples al capitol d’induccid.

Noteu que x < y significa x <yix #y;lanegaciddex <yésx>y;
Tenim també: six < yiy < z, aleshores x < z.

En relacié amb les operacions aritmetiques, vegem si es conserven les desigualtats:

Teorema 1.5 Siguin x,y,b nombres reals qualssevol. Aleshores

a) x <y=x+a < y+a(es manté ’orientacio de la desigualtat)

b) x <y=x—a<y—a(es manté ’orientacio de la desigualtat)

c) x<y,b>0= bx < by (es manté I’orientacio de la desigualtat)
d) x <y,b <0 = bx > by (s’inverteix ’orientacio de la desigualtat)

Vegem les variants amb desigualtats estrictes:

Teorema 1.6 Siguin x,y,b nombres reals. Aleshores

a) x<y=x+a<y+a (es manté l’orientacio de la desigualtat)

b) x <y=x—a<y—a/es manté [’orientacio de la desigualtat)
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c) x <y,b> 0= bx < by (es manté I’orientacio de la desigualtat)
d) x <y,b <0 = bx > by (s’inverteix ’orientacio de la desigualtat)

Hi ha, per tant, un bon comportament de les operacions aritmetiques respecte de les desi-
gualtats: es mantenen, tot i que poden canviat d’orientacid. Aplicant aquestes propietats
curosament i sistematica es poden fer manipulacions segures amb desigualtats.

Exemple 1.5 Per a nombres naturals a,b, proveu 0 < a < b = a*> < b*.

Multipliquem per a > 0 els dos membres de a < b. Resulta aa < ab, és a dir, a* < ab.
Multipliquem per b > 0 els dos membres de a < b. Resulta ab < bb, és a dir, ab < b>.

Per transitivitat, a> < b>. l
Una propietat més, en R:
Teorema 1.7 Sia,b son nombres reals, aleshores

a>0,b>0implica ab >0
a <0,b <0 implica ab >0
a <0,b>0implica ab <0

Demostracio. Vegem com podem demostrar, per exemple la primera, com a exercici
d’aplicacio de les propietats basiques anteriorment llistades:

Fem servir la propietat (3) del teorema anterior:
a>0,b > 0 implica ab > b -0 implica ab > 0.
També tenim:

Teorema 1.8

ab > 0 = a,b son del mateix signe (ambdds positius o ambdos negatius).

ab <0 = a,b son de signes diferents.
Meés formalitzadament, pero sense quantificar,

ab>0= ((a>0ib>0)o(a<0ib<0))
ab<0= ((a>0ib<0)o(a<0ib>0))

1.4.3. Valor absolut d’'un nombre real

Definicié 1.1 Six € R, es defineix el valor absolut de x com

I = x six>0
] —x six>0
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Observacio. La definici6 anterior €s per casos. Equivalentment, es pot definir mitjangcant
una férmula compacta:

| x |= max (x, —x)
Exemple 1.6
|3]=3 |-3]=3 [0[=0
| -3 |=—(-3)=3,jaque =3<0
| =3 |= max(—3,—(-3))) = max(—3,3)=3 W
Teorema 1.9 (Propietats basiques del valor absolut). Per a tof x,y € R,

a) | x|>0 (el valor absolut és sempre no negatiu)
b) | x|=0 si, i només si, x =0

o) |x+yl<|x|+]y]

d) [xyl=|xl[y]

També tenim:
|x|<ae —a<x<a.

|[x—L|l<e&s —e<x—L<esL—e<x<L+e.

1.4.4. Potenciacio

Siguina,b € R, n,meN.

Vegem que "™ = a"a"

(n+m) n m

Enefecte: a" =a ---a=a---a-a---a=ad"a
Exemple 1.7 3> =3%.31

Vegem que a™ = (a")™ = (a™)"

3
3
s(
G
§

Enefecte: (¢")" =a"---d"=a - a=a---a=a
Exemple 1.8 3% = (3*)" = (3*)* m
Observacié: en general, (a")" i a”") no coincideixen.

Exemple 1.9 (a*)’ =a°#a®) =d® (a#1)M
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Vegem que (ab)" = a"b"

En efecte: (ab)" = (ab) --- (ab) = (a--- a)(b --- b) = a"b" per la propietat commutativa
del producte en R.

Exemple 1.10 (—1)*5 = ((—1)-5) = (—5)‘ W

Com obtenir alternanca de signes:

(—1)t = 1 sikésparell
—1 sikéssenar

Aix{, per obtenir:

1,—1,1,—1,1,—1,... escrivim (—1)* (k>0).

—1,1,—1,1,—1,1,... escrivim (—=1)¥1  (k>0).
Exemples 1.11
Exemple 1. Si k > 1, obtindrem
1,—1,1,—1,1,—1,... amb (—1)*1o (=1)k1
Exemple 2. Obtindrem —2,2,—2,2,... amb (=2)K,k > 1,0bé (—1)2,k > 1.
Exemple 3. Com obtenir

1—2+3—4+5—6+...+(_1)n—1n?

Amb Y (—1)f k=Y (-1 k.
k=1 k=1

1.5. Algunes formules importants
Algunes formules utils

Vegem algunes formules ttils, que el lector ja coneix, com a recordatori. Farem la demos-
tracio detallada d’alguna d’elles només per fer evident quines propietats es fan servir; en
particular, depenen de la commutativitat del producte. I també es veuran com a practica
addicional de demostracions.

Teorema 1.10 (Igualtats importants). Si x,y son nombres reals qualssevol, aleshores
es compleix:

a) (x+y)* =x*+2xy+y
b) (x—y)*=x>—2xy+y’
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c) (x+y)(x—y)=x*—»
d) (x+y) =x +3x%y+3xy" 4y’

Demostracio (només de la primera)

Observi el lector I’estructura expositiva. Apliquem les propietats de les operacions suma
i producte en R.

(x+y)° = (x+y)(x+),
= x(x+y)+y(x+y), per distributivitat del producte respecte
de la sumaen R
= x> +xy+yx+y*), per distributivitat del producte respecte de la suma
= x>+ (xy+yx) +*, per associativitat de la suma
= x> +2xy+)y?%, per la propietat commutativa del producte

Analogament, es demostren les propietats b) i ¢). La propietat b també es pot obtenir a
partir de la a, ja que

(x=y)* = (x4 (=) =X +2x(=y) + (—y)* =" = 2xy + .

La férmula (x+y)* = x* 4+ 3x%y + 3xy* +* es pot deduir, si no es recorda, calculant
(x+y)* = (x+y)*(x+y). Per exemple, (n+1)* =n* +3n*>+3n+ 1.

Per a féormules de grau superior, en teoria podriem aplicar el mateix metode, per exem-
ple:

(x+y)” = (x+y)(x+y)(x+y)(x+y)(x+y)
(x4t = (x+y) @ +y) = (F +3y + 307 +y7) (x +y)

pero aixd esta molt exposat a errors, a part que resulta feixuc. A més, no €s aplicable
amb exponents genérics, com per exemple (a + b)>"+2.

Quan el grau és alt, és preferible utilitzar la formula del binomi de Newton (vegeu la sec-
cio corresponent en aquest capitol i el capitol posterior especific) per a obtenir aquests
desenvolupaments. Vegeu la notacié sumatoria en un capitol posterior dedicat a suma-
toris 1 técniques de sumacid.

Si x,y s6n nombres reals i n €s un nombre natural,
n n

(x+y)'= Z (Z) Hyh = Z (Z) x"*y* (intercanviant x, y),

k=0 k=0

on el nombre combinatori (:) es defineix com segueix a continuacio.
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El nombre combinatori (:) es defineix, de manera general, per a n > 0 com

(n)_ ﬁik), sin>00<k<n
k 0 sin>0;(k<00k>n)

amb j! :{ } 2 :ij; é (factorial de j, j nombre natural).

El nombre combinatori (}) s’anomena també coeficient binomial o nombre binomial
(apareix com a coeficient a la formula del binomi de Newton).

Vegem el teorema aplicat a algun dels exemples anteriors. Necessitarem alguns resultats:

Exemple 1.12

- () 0= 0
D+ (s -tz (s ()

Només cal substituir els valors a les igualtats segtients.

Exemple 1.13

Exemple 1. (x+y)* = ZZ: (Z) Ky k= (g) V+ (T)nyr <§)x2. [

k=0

= S
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Una propietat molt ttil és la seglient:

Teorema 1.11 (Igualtats importants). Si x,y sén nombres reals qualssevol, i n és un
nombre natural qualsevol, aleshores es compleix:

K _yn — (x _y)(xnfl +xn72y+xn73y2 P +xyn72 _’_ynfl)
Vegeu el capitol dedicat a aquesta férmula.
1.6. Factorial, nombres combinatoris i
formula del binomi de Newton

Factorial. Es defineix, per a totn > 0,n € N:

— factorial de n, n factorial

— notacio n!
com
. 1-2---n, sin>1
n! = .
1, sin=0
Aixi, 0! = 1.
Exemples 1.14

Exemple 1.6!=1-2-3-4-5-6.1
Exemple2.3'=1-2-3=6. 1

Es pot expressar en termes de “productoris’:

Hi:1-2-3---n=n! (n>1).
=1

Relacio recurrent per al factorial. Peran > 1,

nl=1---(n—n=(1---(n—1))n=(n—1)n.
m+D)!=1---(n=nn+1)=~1-n)(n+1)=nl(n+1).

Exemple1.15 6!=1-2-3-4-5-6=5!6.1

Podem definir la funcio recursiva:
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S’obté efectivament el factorial:

fO)=1=0!
f)=1-f0)=1=1!
f2)=2-f(1)=2-1=2!
f3)=3-f(2)=3-2-1=3!
f(4)=4-f3)=4-3-2.1=4!

1 aix{i successivament.
Nombres combinatoris. Recordem la definicid:

El nombre combinatori ('Z ) es defineix, de manera general, per a n > 0 com

(n)_ ﬁik), sin>00<k<n
k 0 sin>0;(k<0o0k>n)

Es pot reescriure de la forma segtient:

n n! n..n—1 n-2 n—j+1 n—k+1
(1) = s = DO (2,

El nombre combinatori (Z) s’anomena també coeficient binomial o nombre binomial

(apareix com a coeficient a la formula del binomi de Newton).

Suposem que n,k € N,n > k > 0. Aleshores, resulta:

Exemples 1.16
Exemple 1. ( 0 ) #io)!:—il.l
prempte2. () = ot = M =P
Exemple 3. ( g ) = 2!(nnl2)' [ |
Exemple 4. (nﬁ 1) B (n— 1)!(nni (n—1))! - (n ﬁ'1)! B ((’2_—11))':1 =
Exemple 5. (”) " m
n n!(n—n)!
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9 9! 9! 6!7-8-9 7-8-9
R ) e L

Segueixen ara algunes formules relacionades amb els nombres combinatoris o coefici-
ents binomials.

|
Recordem que ) = L, per a n,k naturals, amb n > k > 0, amb 0! = 1.
k kl(n—k)!

Hi ha unes propietats trivials: < 0) = < ) =1, ('1') = n, de comprovacié immediata.
n
Indiquem només uns resultats que poden ser titils (d’entre els molts possibles).

Teorema 1.12 (Simetria). Es compleix: (Z) = ( " k)'
n—

(-2 () -+ 0)- ()~ ()

Teorema 1.13 (Férmula recursiva). Es compleix: (Z) = (n . ) + <Z 1)_

Formula del binomi de Newton

Teorema 1.14 (Binomi de Newton). Per ax,y € R, n € N, es compleix:

(x+y)n _ Z <k>xkyn k
k=0

Exemple 1.17
5
RN WS

- GG G

1.7. Part entera

Mereix una secci6 especifica una funcié molt important per a la informatica, i especifi-
cament per a I’algorismica, la funcid part entera.

L’expressio part entera déna nom a dues funcions molt importants per a 1’algorismica,
concretament per a la formulacié d’algorismes i per a programacio; també té el seu
intereés en aritmetica i per a I’analisi d’algorismes en general.
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Definicions:

Part entera inferior o, simplement, part entera.

Definicié 1.2 Si x € R, la part entera inferior de x, que denotem per | x|, és I’enter més
gran que no supera x, és a dir

|x] = max{m € Z|m < x}

Exemple 1.18 |2,5] =2,|-2,5|=-3. 1
|x] és ’enter per al qual es compleix |x| <x < [x] + 1.

Altres maneres equivalents d’expressar la part entera (inferior):

— Si x és un nombre real, aleshores existeix un unic enter n tal que n < x <n-+1. Es
|x] =n.

— x = |x]| + & per a algun nombre real / tal que 0 < h < 1.
Exemple: 3,4 = |3,4] +0,4(|3,4] =3,h=0,4)
Exemple: —3,4=|—3,4] +0,6 (|—3,4] = —4,h=0,6)
La propietat anterior és util per a fer demostracions sobre la funcio part entera.

La part entera superior d’un nombre real x es denota [x] i es defineix:

Definicié 1.3 Si x € R, la part entera superior de x, que denotem per [x], és [’enter més
petit que supera o iguala x, és a dir:

[x] = min{m € Z|m > x}

Propietats:
Teorema 1.15 (Propietats de la part entera). Siguinx € Rin € Z.

a) x—1< |x] <x<|x]+1

b) |x| = x si, i només si, x és enter.

¢) |x+n]=|x]+n

d) x<y=|x] <|y]

e) x|+ ] <ty < |x]+ [y +1

f) Six>0iy<O0,aleshores |x||y| < |xy]
]

g) L;J = L%J (x nombre real, m nombre natural no nul)
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Teorema 1.16 Tor nombre real positiu esta comprés entre dues poténcies consecutives
de 2. Concretament: Sigui x un nombre real positiu. Aleshores existeix n natural tal que
2n S x S 2n+1.

Demostracio. Provarem que és cert i obtindrem una expressié de I’exponent n en funcié
de x.

La idea és imposar 2" < x < 2""! per veure quin pot ser el nombre 7 apropiat. Prenem
logaritmes en base 2:

nlog,2 <log,x < (n+1)log,2

n<log,x<n+1
Prenem n = |log, x|. Es compleix:

[log, x| <log,x < |log,x|+1
I, per tant, essent la funcié exponencial creixent:

pllogax] < plogor < pllomyal+1,
és a dir,
pllogx] <y < pllogar] 41

Aixi, doncs, n = |log, x|.

Exercici: Estudieu que es pot afirmar per a x < 0. Estudieu si es pot fer una afirmacid
similar per a potencies de 3.

Propietats de la part entera superior.

Teorema 1.17 Siguin x,y nombres reals i n un nombre enter.

a) |x| <[x]

b) [x]=—[—x]

¢) [x+n]=[x]+n

d) [x]=|x] <1

e) |x+y]—1<[x]+[y] < [x+y]

Vegem un parell d’exemples addicionals d’us de la funcid part entera:

Exemple 1.19 Una aplicacio de la funcio part entera per al calcul del nombre de xifres
d’un nombre natural n > 1. Si n és un nombre natural expressat en base 10, el nombre
de xifres és |log, n| + 1. Vegem-ne la justificacié. Suposem que n = aa;_; - - aag és
I’expressié decimal de n, amb a; # 0 i en qué les xifres satisfan 0 < a; <9, de manera
que n = a; 10" +a;_; 10! + .- +a,10 + a,. El nombre de xifres €s k+ 1. Vegem que
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k= |log,,n]. Reescrivim n = 10*(a; +a;_ 110~ +a, 1072 4---+a, 10~ * D 4.4 107%) =
10"(ak +0.a;_;+0.0a;_r+---+0.0---0ay) = ai.a;_, - - - a1ao Prenent logaritmes de base
10, resulta:

loglon =k+ logloak.ak,l a1 dy.

Sidenotem r = ay.a,_1---aap, és 1 <r <10 (1 < ay) i, per tant, 0 > log,,r < 1. Prenent
part entera, resulta:

[log,on| = |k+1loggar.ai1---ajap] = | k| =k.
Es valida una férmula analoga per a d’altres bases de numeracié. B
Exemple 1.20 Us de la funcid part entera per a expressar formalment una biparticié
d’una llista. En la descripcié d’algorismes recursius, es presenta sovint la necessitat de
descompondre una llista de n elements, L = [a,,--- ,a,] en dues subllistes del mateix
nombre d’elements (quan n és parell) o bé en el mateix nombre d’elements excepte, com
a maxim, un elements (cas en que n és senar). Com es pot expressar aix0 formalment, de

manera que es cobreixin ambdds casos? Una possibilitat €s utilitzar la funcio part entera:

Ll = [a1,~~- "ZH] iLz = [(ZL%JJA,"- ,n]..

n
2

1.8. Calcul matricial
1.8.1. El conjunt de les matrius n xm

Considerem el conjunt de les matrius M, ,, de n files i m columnes:

ap dp - dpj o dip
dzy dyp - dyj Tt dapy

A = (al/) - ai ap e aij . Aim ’
apy  dyp - dyj o A

ona;; € R. L’element a;; és el que ocupala filaiilacolumna j,on1<i<nil < j<m;

també es descriu la variaci6 dels indexs comi=1,--- ,n, j=1,--- ,m. En casos concrets,

potser convindra escriure a;; (per exemple, a;, 3. I encara: (@;j) i=1... 0 altres variants,
I j=1.m

com (a;;) 1zi<» .També s’anomenen coeficients de la matriu.
1<j<m

Exemple: Quin seria el terme de la fila 3, columna 5? ass

Si es vol fer émfasi en el fet que els escalars sén reals, s’indica M,,,(R). En el cas
particular que m = n, tenim les matrius quadrades d’ordre n, el conjunt de les quals
s’indica per M, o M, (R).

Les matrius poden servir per emmagatzemar dades (en distribucié matricial, bidimensi-

onal).
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1.8.2. Suma i producte per escalars

Definim les operacions de suma de matrius i de producte per escalars en el conjunt de
matrius anterior M, ,,. Es defineixen element a element. Per exemple, per a la suma, si
A = (a;;), B = (by;), es defineix la matriu suma C = A+ B com una nova matriu del
mateix tipus matriu C = (c;;) dient quin és el valor del terme genéric ¢;; en termes dels
coeficients de les altres dues.

Definici6 1.4 Suma matricial. C = A+ B: si A = (a;;), B= (b;;), es defineix la matriu
suma C = A+ B com la matriu C = (c,:,-) tal que és cij = a;;+b;, i=1,---,n; j=
1’ RN /7

Producte per escalars. D = AA: si A= (a;;), D= (d;j), ésd;j=Aa;;, i=1,---,n; j=
1,... LN

Teorema 1.18 Amb les operacions de suma i producte per escalars abans definides,
M, és un espai vectorial sobre R.

Demostracié. Es de rutina comprovar que, amb les operacions anteriors, de suma de
matrius i de producte per escalars, es compleixen les propietats que defineixen un espai
vectorial. En particular, la suma matricial és associativa i commutativa, €s a dir, A+ (B+
C)=(A+B)+CiA+B=B+A,;el zero additiu és la matriu que té totes les entrades o
posicions nulles; si A = (a;;), I’oposat sempre existeix i és —A = (—a;;). B

De vegades, també expressem els vectors X = (xy,...,x,) en forma matricial, com a
matriu o vector columna n x 1:

X1
X2

1.8.3. Producte matricial

A més de les operacions d’espai vectorial, definim una altra operacié entre matrius, que
poden ser de diferents espais vectorials de matrius.

Producte de matrius. Siguin A = (a;;) € M,,,, B= (b;;) € M, , (observeu que el nombre
de columnes de la primera (A) coincideix amb el nombre de files de la segona (B)). Defi-
nim el producte (en I’ordre indicat) AB com la matriu AB = (c¢;;) tal que ¢;; = >, _, auby;
(fila i de A, columna j de B). Quan el producte és possible, aleshores és associatiu, és a
dir, A(BC) = (AB)C i és distributiu respecte de la suma (per la dreta i per 1’esquerra), és
adir, A(BB+C)=AB+ACi (B+C)A=BA+CA.

Commutativitat? No es pot afirmar la commutativitat. Si n = m, podem multiplicar A, B
en els dos ordres, AB, BA; en general, no coincideixen, és a dir, el producte no és com-
mutatiu, llevat de casos especials. Vegeu un exemple de nocommutativitat:
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Exemple 1.21

Es clar que no és cert YAVB(AB = BA), és a dir, que és cert: JAGB(AB # BA).

Matriu identitat. Respecte del producte en M, (matrius quadrades d’ordre n), existeix la
identitat, anomenada matriu identitat, denotada per I, (o I, si n se sobrentén), és a dir, la
matriu 7 x n tal que Al = IA = A. Es la matriu formada per 1 a la diagonal principal i 0 a
la resta de posicions.

1 0 - 0 --- 0
O 1 -0 --- 0
I=1,= O 0 -1 --- 0
0 0 - 0 - 1

Matriu inversa. Una matriu A € M, (quadrada) es diu que és invertible si existeix A’ € M,
tal que AA’ = A’A = I. Si existeix, és tnica i es denota per A’ = A~!, de manera que
AAT' =ATA=1.
Exemple 1.22 Les matrius

cosf® —sinb

sinf  cosf
son invertibles. La inversa de la matriu anterior €s la matriu

cosf  sin6

—sin@ cos6
Aix0 es pot comprovar efectuant el producte matricial en els dos ordres i comprovant que
és la matriu identitat. Utilitzant la identitat sin’¢ + cos?¢ = 1, resulta:

cos@® —sin6 cos@ sinf@ \ (1 0
sinf  cosf —sinf cos® )\ 0

cos® sinf cos@ —sinf \ (1 0O -
—sinf cos6 sinf  cosf ~\ 0

Exemple 1.23 Les matrius de canvi d’escala, amb factors d’escala no nuls, son inverti-
bles (a,b,c no nuls):

—

—

a 0 0 100 100 100 a 0 0
0 b0 0 ; 0 |=(010]|=(010 0 b0 |M
00 ¢ 00 1 00 1 00 ! 00 ¢
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Pot passar que el producte de dues matrius no nulles sigui la matriu zero (un fenomen
nou, que no es déna en el conjunt dels nombres reals!), com a I’exemple segtient:

I -1 -1 1 0 0
(1 1 )(1 1)(0 0)'
Exemple 1.25 Les matrius anteriors ens donen exemples de matrius no invertibles. En
efecte, si tenim XY =0, amb X # 0, Y # 0, aleshores les matrius X, ¥ no poden tenir
inversa. Per exemple, si existis X', multiplicant per 1’esquerra resultaria X~ (XY) =

X'0=0,d’on 0=X"!1(XY) = (X"'X)Y =1Y =Y, cosa que és una contradiccid. Si
existis Y~!, aleshores multiplicariem per la dreta. ll

Exemple 1.24

Es facil veure que, si A, B s6n invertibles, també ho és ABiés (AB)~' =B 'A~'. En efec-
te, es comprova immediatament que (B~'A~")(AB) = (AB)(B~'A™") = I; per exemple,
per associativitat, (B~'A™")(AB) =B '(A"'A)B=B'IB=B'B=1.

També resulta immediat, per comprovacié multiplicant a dreta i esquerra, que, si A és
invertible, també ho és A~1 i (A™1)~! = A.

Transposada. Si A = (a;;), es defineix la transposada A” com la matriu obtinguda per
simetria respecte de la diagonal principal de A. Equivalentment, correspon a intercanviar
files per columnes. Si A” = (b;;), és b;; = a;;. Es rutinari comprovar que (A + B)” =
AT+ B", (AB)T =BTAT i (AT)T = A.









Preliminars:
divisibilitat elemental i paritat

Aquest capitol tracta de conceptes basics de divisibilitat en els enters per tal de poder
presentar exemples de poca complicacid técnica que siguin el vehicle expositiu de les
idees de raonament, formalitzacid i técniques demostratives.

2.1. Divisio6 entera (a Z)

Aquest €s un concepte que té sentit en els nombres enters.

Teorema 2.1 Siguin a, b nombres enters, on b > 0. Existeixen uns enters unics q, r tals
que a=>bq+ri0 <r <b.La descomposicio o expressio a = bq+r, amb la condicio
0 <r < b, és la divisio entera de a per b.

Tenim diverses expressions del mateix:

a és el dividend de la divisi6 entera de a per b (o de a entre b)

b n’és el divisor

g n’és el quocient

r n’és el residu (el residu de la divisié entera de a per b).
Aix{, doncs, si r és el residu de la divisi6 entera d’a per b, és 0 < r < b 0, equivalentment,
0<r<b-—1,ates que r € Z. O també: r € {0,1,--- ,b— 1}; també es pot expressar:
r=0vVr=1V---Vr=b—1.

Exemples 2.1 Diversos exemples de divisié entera o de nodivisio entera.

Exemple 1. 10=3-3+1,amba=10,b=3,c=3,r=1.1
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Exemple 2. (Exemples que no sén divisié entera). No sempre la descomposicio o ex-
pressio a = bq +r és divisié entera. Cal que es compleixi la condici6 sobre el residu. Per
exemple:

10=3-4-2=3-4+(-2),ona=10,b=3,r=—2, no és cap divisi6 entera.
10=3-2+4,ona=10,b=3,r =4, no és cap divisid entera.

Cal la segona condicid, sobre el residu, que no es satisfa en aquests exemples. ll
Exemple 3. a=—13,b=3

—13=3-(-4)+2 g=-5r=2.1
Exemple 4. No ho seria —13=3(—4)—1 1

La divisi6 entera es pot considerar, en general, per a qualsevol b # 0. Aleshores, cal fer
la modificacié segiient: a = bg +r, amb 0 < r < |b].

Si el residu és zero, €s a dir, a = bq, aleshores tenim una divisié entera exacta. També
diem que “a és multiple de b” (vegeu descripcid posterior).

En la resolucié de problemes, la consideracié dels valors que pot prendre el residu és
una base possible per a una demostracio per casos. Vegem-ne exemples.

Exemples 2.2

Exemple 1. En el cas de la divisid entera de a entre b = 2, sén possibles dos casos:

a=2q (r=0)

a=2q+1(r=1)
O bé:

Casl: r=0

Cas2: r=11

Exemple 2. En el cas de la divisi6 entera de a entre b = 3, sén possibles tres casos:

a = 3q (r=0)
a=3q+1(r=1)
a=3+2 (r=2)

O bé, a partir de a = 3¢g + r, tindriem:

Casl: r=0
Cas2: r=
Cas3: r=21
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Exemple 3. Per a a = n,b = 4, la divisi6 entera proporciona tots els casos possibles
relatius als residus de la divisi6 entera:

n=4q+r, 0<r<4, re€{0,1,2,3}

Per tant:
Casl: n=4q (r=0)
Cas2: n=4g+1 (r=1)
Cas3: n=4q9+2 (r=2)
Cas4: n=4q+3 (r=3)N

Exemple 2.3 Vegem com a exemple que:

“tot nombre enter o bé €s miiltiple de 3, o bé és multiple de 3 més 1, o bé és muiltiple de
3 menys 1”

Avancem ja que els miltiples de 3 sén de la forma 3g, amb g € Z (vegeu la seccid
segiient).

Sigui n un nombre enter. Considerem la divisié entera de n per 3, és a dir, n =3¢ +r, on
0<r<2.

Aixi, tenim els casos:

Cas r = 0. Es n = 3¢ (muiltiple de 3)

Casr = 1. Es n =3¢+ 1 (miiltiple de 3 més 1)

Cas r = 2. Es n =3¢+ 2 (muiltiple de 3 més 2). Podem reescriure
n=3¢+2=03g+2)+1—-1=B3g+3)—1=3(q+1)—1,
muiltiple de 3 menys 1. H

Exemple 2.4 Proveu que d’entre tres enters consecutius, exactament un d’ells és muiltiple
de 3. (idem per a k en comptes de 3).

(com a conseqtiéncia, el producte de tres enters consecutius és multiple de 3).

neZ=(3|n)VE3|(m+1))V(3|(n+2))) (algun d’ells & mdltiple de 3).
(com a conseqiencia: el producte de 3 enters consecutius és miiltiple de 3).
Demostracio. (s’introdueix una metodologia demostrativa, la demostracié per casos).
Siguin n,n+ 1,n+2 els tres enters consecutius (observacio: la demostracid es podria fer
similarment si es considerés {n— 1,n,n+1} 0 {n—2,n—1,n},0 {n+1,n+2,n+3} 0
altres ternes de nombres consecutius).

Considerem la divisio entera de n entre 3:

n=3¢+r,0<r<3 (0<r<2)
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Considerem els casos possibles (respecte de r):

Casl (r=0). r=0=n=3q, multiple de 3.
Cas2(r=1). r=1=n=3g+1=n+2=3¢q+1)+2=3(¢+1), miiltiple de 3.
Cas3 (r=2). r=2=n=3q+2=n+1=3q+2)+1=3(q+1), miltiple de 3.

La divisio entera €s tnica; els casos anteriors son mutuament excloents i, per tant només
un dels {n,n+ 1,n+2} és miltiple de 3.

Exercici. Proveu que, si k € N,k > 2 i n € Z, aleshores k divideix exactament un dels
nombres consecutius:

nn+1,....n+(k—1). 1

En relacié amb la divisié entera, tenim que el quocient i el residu de la divisié entera es
poden obtenir en termes de la funci6 part entera:

Teorema 2.2 Si a,b,q,r son enters no negatius, b > 0, tals que a = bqg+r, amb 0 <

r < b, aleshores g = ] ir=a—b[{].

Teorema 2.3 Si a,q,r son enters no negatius, b < 0 (enter), tals que a = bq +r, amb
0 <r < b, aleshores el quocient de la divisid entera de a per b és q = [ 5] i el residu és

r=a—>b[3].

Aquest resultat pot ser interessant per a la programacio o per a resoldre problemes.
2.2. Divisibilitat elemental (a Z)

Definicié 2.1 Siguin a, b nombres enters. El nombre a és divisor de b si existeix k enter
tal que b = ka.
Expressions equivalents:

“a divideix b”
“b és multiple de a”
“a és factor de b”

“b és divisible per a ”
Tenim divisio entera exacta o bé divisid entera amb residu 0.

NOTACIO. La notacié alb denota “a és divisor de b”.

NOTACIO. La notacié a 1 b denota “a no és divisor de b”.
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Exemples 2.5

Exemple 1. “6 és divisor de 18”, ja que 18 =3 -6 (aqui k = 3). (Notacid: 6|18)
Exemple 2. 4|12, jaque 12 =4-3.

Exemple 3. 5]15.

Exemple 4. 31 14.

Exemple 5. 5¢17.1

Férmula de predicats:
Fk(k € ZAb=ka)

Jk € Z(b = ka)
La negacié a1 b es pot expressar per la férmula de predicats:
Vk(k € Z — b # ka)

Formulacions equivalents a alb: b = ka per a un k enter convenient, per a un enter k
adequat, per a algun k enter.

Aleshores, a|b si, i només si, la divisié entera de a per b és exacta, és a dir, amb residu 0.
La divisibilitat de a per b correspon a residu nul en la divisio entera:

a=bc+r, r=0.

Exemple 2.6 Quina forma tenen els multiples de 3? Son els de la forma 3¢, per a g enter.
Donat un enter a multiple de 3, existeix un enter ¢ tal que a = 3q.

Quina forma tenen els enters no multiples de 3? Els casos de no-divisibilitat per 3 s6n
a:3q+1,a:3q+2

El conjunt dels miiltiples de 3 és {3¢q|l¢ € Z} = {n|Zk € ZNb=k3}.

Primers i compostos. Un nombre p € Z,p > 2 es diu que és primer si no té més
divisors positius que 1 1 p: +1,%p, sén els seus divisors.

En cas contrari, €s compost.

Dos nombres son primers relatius o primers entre si, si no tenen divisors comuns diferents
deli—1.

Si § € Q, sempre podem simplificar els divisors comuns de a i b. Per exemple, si

a=dd
b =bd,
ad d

a
aleshores 2= bd b
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Si es fa la simplificacié maxima, simplificant tots els divisors comuns, aleshores:

a "

=y (ab" = ba")

1" 1

. . oa . .
amb o primers relatius. La fraccié o és irreductible.

Uns resultats utils d’aritmeética elemental: lemes de Gauss i d’Euclides

Tot i que es presentaran i es demostraran en el seu context, ja enunciem aqui, sense
demostracid, aquests importants resultats, que son molt titils per a determinades demos-
tracions.

Teorema 2.4 (Lema de Gauss). Siguin a,b,c nombres enters. Suposem que es com-
pleix: albc i med(a,b) = 1. Aleshores a|c.

Es a dir, si un nombre divideix un producte de dos factors i és primer relatiu amb un
d’ells, aleshores divideix ’altre.

Teorema 2.5 (Lema d’Euclides). Siguin a,b,c nombres enters. Suposem que es com-
pleix: p primer, plab. Aleshores pla o p|b.

Es a dir, si un nombre primer divideix un producte de dos factors, aleshores divideix
algun dels factors.

2.3. Paritat: ser parell, ser senar

Farells i senars. Per qué interessa tenir una descripcio de la paritat? Per a poder fer
raonaments, deduccions i manipulacions sobre nombres parells i senars, necessitat que
es presenta amb freqiiéncia, resulta molt ttil veure com es pot expressar la condicié de
ser parell i de ser senar. Volem poder tractar amb férmules les propietats de “ser parell”
1 “ser senar”.

També necessitem enunciats de paritat, com ara “suma de parells €s parell (€s un nombre

9 <

parell)”, “suma de dos senars €s parell” o similars, per a poder-nos-hi referir o utilitzar
directament en les demostracions.

2.3.1. Com expressar que un nombre enter és parell?
Definici6 2.2 Un nombre enter n és parell si, i només si, és divisible per 2.

Equivalentment, n és parell si, i només si, és multiple de 2. Es a dir, n és parell si, i
només si, 2|n. Aix0 es pot expressar de diverses maneres equivalents:
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existeix un nombre enter k tal que n = 2k
existeix k € Z tal que n = 2k

n = 2k per a algun enter k convenient

n = 2k per a algun enter k adequat

o similars a les anteriors.

No és més que un cas particular de divisibilitat, la divisibilitat per 2.
Exemples 2.7

Exemple 1. 6 =2k,ambk=3cZ. 1

Exemple2. —14=(—7)2,ambk=-7€cZ. 1

També es diu que els nombres parells son de la forma 2k, per a algun k enter.
En el llenguatge de predicats, 3k(k € Z An = 2k).

Observeu que k depen de n, de manera que estrictament hauriem d’escriure n = 2k,,, cosa
a la qual renunciem per no fer la notacié massa feixuga.

Encara es por expressar d’una altra manera equivalent. Considerem la divisié entera de n
per 2: existeixen k, r enters tals que n =2k+r,amb0 <r <2,ésadir, 0 <r<2—-1=1.
Hi ha divisibilitat de n per 2 si, i només si, r = 0, és a dir, si, i només si, el residu de la
divisio entera de n per 2 és 0. També es pot dir que n €s parell si, i només si, la divisié
entera per 2 és exacta.

2.3.2. Com expressar que un nombre enter és senar?
Definici6 2.3 Un nombre és senar (o imparell) si, i només si, no és parell.

Per tant, un nombre és senar si, i només si, no és divisible per 2, és a dir, si, i només
si, no és multiple de 2. En notacid, seria 2 { n. Ara bé, un nombre n no és divisible per
2 si el residu de la divisi6 entera de n per 2 €s no nul (altrament, seria multiple de 2).
Considerem la divisi6 enteran = 2k+r,amb 0 <r < 1. Ates que r #0,és r = 1.

Aix{ doncs, si n €s un nombre senar, s’expressa com n = 2k + 1, per a un k enter con-
venient. Reciprocament, si un nombre 7 s’expressa com n = 2k + 1, per a algun k enter,
aleshores n és senar. Ho provem per reduccio a I’absurd. En efecte, si fos parell i, per
tant, de la forma n = 2k’, k¥’ enter, seria 2k’ = 2k+1,d’on 2(k' —k) = 1. Ara bé, 2|2(k’' — k)
i, per tant, 2|1, que és absurd. Per tant, n és senar.

Aixi, els nombres senars n son els que s’expressen com n = 2k + 1, per a un enter k

convenient. S6n de la forma 2k + 1, per a algun k enter. Observeu que k depén de n, de
manera que estrictament hauriem d’escriure n = 2k, + 1, cosa que no farem.
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Un nombre n €s senar si, i només si, es compleix alguna de les afirmacions equivalents
seglients:

existeix un nombre k enter tal que n = 2k + 1
existeix k € Z tal que n =2k + 1

n =2k + 1 per a algun k enter convenient

n =2k+ 1 per a algun k enter adequat

o similars als anteriors.

Aixf:

Exemples 2.8

Exemple 1. 7T=2k+1,ambk=3c Z. 1

Exemple 2. —13=(-7)24+1,ambk=—-7€cZ. 1
En el llenguatge de predicats, 3k(k € ZAn=2k+1).

Resumint doncs, tenim que 7 és senar si, i només si, no és parell. Es a dir, n és senar si,
i només si, 2 1 n. Els nombres senars sén els que no sén divisibles per 2.

Expressio alternativa. Els nombres senars son també els que s’escriuen com n = 2g — 1,
amb ¢ enter. En efecte, si n €s senar, existeix k enter tal que n =2k + 1. Imposem 2k+1 =
2g— 11 veiem que es pot obtenir sempre un enter g convenient en funcié de k, i viceversa:
si2k+1=2g—1,6s2(q—k—1)=0,d’ong—k—1=0,ésadir,g=k+1ik=g—1,
i podem aix{ passar d’una expressio a 1’altra.

Exemples 2.9
Exemple 1. 17=2x8+1(k=28). 1
Exemple 2. 17=9x2—-1(¢g=9). 1

Per que son iitils les expressions anteriors? Per a poder operar, poder argumentar, poder
manipular amb férmules on intervé la paritat o es fan afirmacions en aquest sentit, o per
a poder enunciar i demostrar propietats, fer problemes. També per a fer raonaments per
casos segons la paritat.

Alguns trucs (nombres consecutius) De vegades, en el curs de demostracions relatives
a divisibilitat, cal provar que alguna expressio o férmula €s parell. Per exemple, suposem
que hem de veure que n? + n, per tot n enter, és un nombre parell.

Escrivim n> +n = n(n+ 1), com a producte de dos nombres enters consecutius. Ara bé,
si dos nombres enters son consecutius, aleshores un €s parell i I’altre, senar. Un dels dos
és multiple de 2 i, per tant, el producte és miiltiple de dos, parell. Per exemple, si n = 2k,
aleshores n(n+ 1) = 2k(n+ 1) = 2k', parell.
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Donats dos nombres enters consecutius, exactament un és multiple de 2 (parell) i I’altre,
senar. L’afirmacio €s intuitiva. Ara bé, podem aportar una demostracié formal per casos,
segons la paritat de n. En efecte:

Cas 1. Si n és parell, ja esta.

Cas 2. Si n és senar, aleshores n+ 1, suma de dos senars, €s parell.
O també: n = 2k + 1 per a algun enter k; aleshores
n+1=2k+1)+1=2k+2=2(k+1) =2k, parell.

També es podra afirmar per a tot producte de consecutius: (n — 1)n, (n+ 1)(n+2),
(n+13)(n+14), (n—2)(n—1), (n—4)(n—3) i infinits més. En general, Vm(m € Z —
2|m(m+1)).

Com escriure nombres enters consecutius? Si a,b son consecutius i a €s el menor, ales-
hores b = a+ 1, de manera que sempre podem suposar que son parelles de la forma
a,a+ 1. També tenim, equivalentment, n — 1,n;n —2,n— 1; n+34,n+35.1si volem es-
criure tres enters consecutius? Siguin a, b, ¢ tres enters consecutius, amb a < b < c. Ales-
horesb=a+1,c=b+1.Aixi,c=b+1=(a+ 1)+ 1 =a+2. Per tant, sén de la forma
a,a+1,a+2. També els podem expressar d’altres maneres: n —2,n— 1,n;n—1,n,n+ 1.
Com passar de I'un a ’altre? Per exemple, els nombres consecutius a,a + 1,a+ 2 es
poden escriure de la forman —2,n— l,nfenta=n—2 (d’onn=a+2).

Com escriure k enters consecutius? n,n+ 1l,n+1,--- . n+k;n—kn—k+1,n—k+
2,---,n— 1,nialtres formes o modalitats.

Una argumentacio amb error. Indiqueu si hi ha un error a I’argumentacio segiient:

“Donats els nombres enters consecutius #n — 1, n, n+ 1, el nombre (n— 1)n(n+1) és
multiple de 4 pel motiu segiient. El producte de dos consecutius €s parell i, per tant,
n(n+ 1) aporta un factor 2 (al producte dels tres); el mateix podem afirmar per a (n— 1)n,
que també aporta un factor 2. Tenim, per tant, un factor 4 i, en conseqiiéncia (n — 1)
n(n+ 1) és miltiple de 4.”

Es fals: n’hi ha prou d’aportar un contraexemple: 5 - 6 - 7. Perqué no és correcte el rao-

nament? L’argument €s incorrecte perque pot ocdrrer que hi hagi un sol factor 2, aportat
pel terme central de la terna, n, que serveixi per a 1’afirmacio sobre les dues parelles.

2.3.3. Resultats basics de paritat
Vegem exercicis resolts sobre resultats basics.

PROBLEMA 2.1

“Parell més parell és parell”

a) Demostreu que la suma de dos enters parells és un enter parell.
b) Demostreu que la diferéncia de dos nombres parells és parell.
¢) Demostreu que la suma d’un nombre finit d’enters parells és parell.
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Solucié. Establim la notaci6 per als dos primers apartats: siguin a,b nombres enters.

a) Demostreu que la suma de dos enters parells és un enter parell.

Com que a és parell, podem escriure a = 2k per a un k enter adequat. Analogament,
b =2k, amb k' enter convenient. Volem veure que a + b satisfa la mateixa propietat,
ésadir,a+b=2a, per aun enter a convenient. Tenim a +b = 2k+2k' =2(k+k'):
prenem a = k+ k.

Atencié: Es un error freqiient escriure en el curs de la resolucié d’aquest pro-
blema a = 2k, b = 2k, amb el mateix k. Atés que a i b intervenen a la mateixa
demostraci6, res no ens permet suposar la igualtat de k,k’, tot i que en aquest cas,
s’arribaria a la conclusié buscada (perd 1’argumentacio seria incorrecta).

b) Demostreu que la diferéncia de dos nombres parells és parell. La demostracid és
del tot analoga a la de la suma de dos parells.

Demostreu que la suma d’un nombre finit d’enters parells és parell. La idea basica és
la mateixa de les demostracions anteriors. El problema és essencialment notacional i de
com expressar la situacid.

En primer lloc, hem d’indicar quants nombres parells se sumen: sigui r el nombre de
sumands. Denotem per ay,--- ,a, els sumands. Com que son parells, per a cada i (1 <
i <r), existeix un enter k; tal que a; = 2k;. Aleshores a; +a, + -+ +a, = 2k; + 2k, +
v 42k, =2(ky + ko + -+ k) =2k, parell,amb k' = k; +k, + -+ k, € Z.

PROBLEMA 2.2

“Senar més senar és parell”

a) Demostreu que la suma de dos enters senars és un enter parell.
b) Demostreu que la diferéncia de dos nombres senars és parell.
¢) Com és la suma d’un nombre finit d’enters senars? (parell, senar).

Solucio

a) La suma de dos nombres enters senars és un enter parell.
Formalitzacio:

VaVb((a € ZN\b € Z Na senar i b senar) = a + b parell)

Vavb((2taNn2tb) — 2|la+b) (suposanta € ZA\b € Z).

asenar = a = 2k+ 1, per aun k € Z adequat

b senar = b =2k’ + 1, per aun k' € Z convenient

(de fet, a = 2k, + 1,b = 2k, + 1)
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Aleshores:
a+b=02k+1)+ 2K +1)=2(k+K)+2=2(k+k +1), parell
Observacio. Podem fer servir expressions de la forma:

Variant I: a=2k+1,b=2k —1
Variant2: a=2k—1,b=2k'+1
Variant 3: a=2k—1,b=2k'—1

Vegem que la demostracid es pot realitzar amb qualsevol de les variants anteriors:
Variant 1: a = 2k+1,b = 2k’ — 1. Aleshores

a+b=2k+1)+ 2k —1)=2k+2k' =2(k+k'), parell.
Variant 2: (similar a 1’anterior) a = 2k — 1,b = 2k’ + 1. Aleshores

a+b=2k—1)+ 2k +1) =2k+ 2k =2(k+ k'), parell.
Variant 3: a =2k — 1,b = 2k’ — 1. Aleshores

a+b=(2k—1)+ 2k —1)=2k+2K -2 =2(k+k'— 1), parell.

Per a la diferéncia de dos senars, I’argumentacié és similar (i també segons les
diverses variants possibles per a I’expressié dels nombres senars, I’estudi del qual
es deixa al lector):

a—b=(2k+1)— (2K +1)=2k—2k' =2(k— k'), parell.
Com €s la suma de m > 2 nombres enters senars, des del punt de vista de la paritat?
Es n; = 2k;+ 1, per aun k; € Z convenient, peratoti=1,...,m.

Aleshores (vegeu el capitol posterior sobre sumatoris):

m m m

s = Em:ni =Y (2ki+1)= i(2ki)+21 =2 k+m=2K+m,
i=1 i=1

i=1 i i=1 i=1

m

amb k' = Zk,». Ara sén possibles dos casos, segons la paritat de m:
i=1
Cas 1. m és parell, és a dir, m = 2m’, per a algun m’ € Z. Aleshores

§=2k'+m=2k'+2m' = 2(k' +mn'), parell.

(o també fent servir que “la suma de dos parells és parell”).
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Cas 2. m és senar, és a dir, m = 2m’ + 1, per a algun m’ € 7Z (o, equivalentment,
m =2m" — 1 per a algun enter m"). Aleshores:

§=2k'+m=2k+ (2m' +1)=2(k'+m’) + 1, senar.

També com a conseqiiéncia de “parell més senar és senar” aplicat a 2k’ +m
(vegeu un dels problemes posteriors de la secci6).

El resultat, per tant, depén de la paritat de m:

. arell ., arell
“La suma de m nombres enters senars €s P sim és P ”
senar senar

c arell, si m és parell

“La suma de m nombres enters senars és { Lo > S!S P ?
senar, si m és senar

Alternativa al desenvolupament anterior sense sumatoris:

S =+ 4n, =
= Qki+ 1)+ +2k,+1)=

(2k;+ -+ +2k,,) 4 (14 -~ 4+1) (per associativitat i commutativitat de la suma)

= 2(k+ . +k,,) + m (per la distributivitat del producte respecte de la suma)

m

= 2K+ mamb k' =k, + --- +k,,.

PROBLEMA 2.3

“El producte de dos senars és senar”
“Senar per senar és senar”

a) Demostreu que el producte de dos enters senars és un enter senar.
b) El producte d’un nombre finit d’enters senars €és senar.

Solucié
a senar
} = ab senar.
b senar
En efecte:
a="2k+1, pera k € Z convenient.
b =2k +1, perak’ € Z convenient.
Aleshores:

ab = (2k+1)(2k' + 1) = 4kk' + 2k + 2k’ +1 = 2(2kk’ +k+ k') + 1, senar.
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Variant argumental I:

a=2k+1,b=2k—1=ab=(2k+1)(2kK — 1) = 4kK' — 2k +2K — 1 =
2(2kk' —k+k)—1=2k"—1, senar (k" = 2kk' —k+ K, enter).

Variant argumental 2 (de fet, per raons de simetria, aquest cas és essencialment I’ante-
rior):

a=2k—1,b=2K4+1=ab=2k—1)2K +1) =4kk' +2k—2K — 1 =
= 2(2kk' —k—Kk')—1=2k"—1, senar (amb k" = 2kk' — k — k', enter).

Variant argumental 3:

a=2k—1,b=2K—-1=ab=2k—1)2K — 1) =4kk' —2k—2K +1 =
= 2(2kk' —k—K)+1=2k"41, senar (amb k" = 2kk' — k — k', enter).

En el cas d’un producte de r > 2 factors senars, s’hauria de demostrar el resultat per
induccid, utilitzant com a pas basic el resultat de 1’apartat anterior.

PROBLEMA 2.4

“Producte amb un parell és parell”

Siguin a,b nombres enters. Proveu:
2|a = 2lab
Solucio

Hipotesi: 2|a. Completa: a € ZAb € Z N2]a.
Tesi: 2|ab.

Per la hipdtesi, existeix un enter k tal que a = 2k. Vegem que ab és de la forma tipica
d’un nombre parell. En efecte, ab = (2k)b = 2(kb) = 2k, parell, amb k' = kb € Z.

PROBLEMA 2.5

“Parell més senar és senar”

Siguin a,b nombres enters. Proveu:
a parell, b senar = a+ b senar.

Solucié

Hipotesi: 2|a A2 1 b.

Tesi: 2ta+b.

Com que a és parell, a = 2k per a un enter k convenient. Per ser b senar, b = 2k’ 4+ 1 per
aun enter k' adequat. Vegem que a + b té la forma tipica d’un nombre senar:

a+b=(2k)+ (2k'+1)=2(k+k')+1=2k"+1, senar, amb k" = k+k' € Z.
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Variant argumental:

a+b=2k+(2g—1)=2(k+q)—1=2r—1,senar,ambr =k+q € Z.
Els resultats anteriors es poden fer servir lliurement en argumentacions.
Exemple 2.10 Vegem que, per a tot enter 7, €s n> +n — 2 parell.

Meétode 1. Hem vist que n* +n = n(n+ 1), producte de dos enters consecutius, és parell.
Ates que la diferéncia de dos parells és parell, en resulta I’afirmacid.

Observi el lector que en el metode segiient es presenta una metodologia de demostracio,
la demostracio per casos.

Metode 2. Fem una distincidé de casos segons la paritat de » i hi apliquem els resultats
dels problemes anteriors.

— Cas 1. n és parell. Com que el producte de parells €s parell, resulta n> = n - n parell.
Ara n*+n és la suma de dos parells, que és parell. Considerem ’expressi6 n* +n—2 =
(n* 4 n) —2 com a diferéncia de parells: el resultat €s parell.

— Cas 2. n és senar. Donat que el producte de senars €s senar, resulta n? = n-n senar. Ara
n*+n és la suma de dos senars, que és parell. Considerem ’expressié n? +n—2 =
(n*+n) — 2 com a diferéncia de parells: el resultat €s parell.

Meétode 3. Fem una distincié de casos segons la paritat de n i raonem per substitucié
directa, sense utilitzar els resultats dels problemes anteriors.

— Cas 1. n és parell. Aleshores n = 2k per a cert enter k. Substituim: n> +n—2 =
(2k)*+ (2k) —2 =2(2k* + k— 1) = 2K/, amb k' = 2k* + k — 1 enter. Aixi, n* +n—2
és parell.

— Cas 2. n és senar. Aleshores n = 2k+ 1 per a un enter k. Substituim: n* +n—2 =
(2k+1)2+ (2k+1) =2 = (4k> +4k+1) + (2k+1) —2 = 4k> + 6k = 2(2k* +3k) = 2K/,
amb k' = 2k? + 3k enter. Aix{, n> +n — 2 és parell.

Observacio: també es pot fer servir que n = 2¢g — 1 per a algun ¢ enter. En efecte,
n4+n—2=02q—1P2+2q—1)-2=(4¢*—4qg+1)+(2qg—1)—2=4¢>—-2q—2=
2(2¢* —q—1)=2¢',amb ¢’ =2¢*> — g — 1 enter. B

Exemple 2.11 Provem que, per a tot enter n, n> — n+ 4 és parell.

Metode 1. Per casos segons la paritat de n.

— Cas 1. n és parell. Aleshores n? és parell, per ser producte de dos parells. Alesho-
res n? —n és parell perqué és la diferéncia de dos parells. Finalment, n*> —n+4 =
(n2 —n)+4, suma de dos parells, és parell. Alternativament, reescrivim n”—n+4=
n(n—1) +4. Aleshores n(n — 1) és parell, per ser producte de dos nombres enters

consecutius. Aixi, n(n — 1) +4 és suma de dos parells i, per tant, parell.
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— Cas 2. n és senar. Aleshores n?> = n-n és senar, perqué és el producte de dos senars.
Restant dos senars, resulta n> —n parell. Sumat amb 4, nombre parell, resulta que
n* —n+4= (n* —n)+4és parell, com a suma de dos parells.

Meétode 2. Per casos segons la paritat de n, utilitzant la forma o expressié dels parells i
senars.

— Cas 1. n és parell. Aleshores n = 2k, per a algun k enter adequat. Per tant, n> —n+4 =
(2k)? — (2k) +4 = 4k* — 2k +4 = 2(2k* —k+2) = 2K/, que és parell, amb k' = 2k* —
k+2¢€Z.

— Cas 2. n és senar. Aleshores existeix algun k enter tal que n = 2k. Per tant, n> —n+4 =
(2k+1)>—(2k+1)+4= (4> +4k+1) — (2k+1)+4 =2(2k* + k+2) = 2k, que és
parell, amb k' =2k* +k+2c Z. W

Exemple 2.12 Per a tot enter n, 3n> — n és parell.
Metode 1. Per casos segons la paritat de n.

— Cas 1. n és parell. Aleshores n? = n-n és parell, per ser producte de dos parells. Per
ser producte amb un factor parell, 3n*> = 3 - n? és parell. Finalment, per ser diferéncia
de dos parells, 3n> — n és parell.

Alternativament, escrivim 3n? —n = n(3n — 1), que és parell perqué un dels factors, n,
és parell.

— Cas 2. n és senar. Aleshores n* és senar, perqué és el producte de dos senars. Per ser
producte de dos senars, 3n? €s senar (o directament per ser producte de tres senars).
Finalment, per ser diferéncia de dos senars, 3n> — n és parell.

Alternativament, escrivim 3n> —n = n(3n — 1), que és parell perqué un dels factors,
3n—1, és parell. En efecte, 3n és senar per ser producte de dos senars, d’on 3n — 1 és
parell, perque és la diferéncia de dos senars.

Metode 2. Per casos segons la paritat de n, amb substitucié directa.

— Cas 1. n és parell. Aleshores n = 2k per a un cert enter k. Substituim a 1’expressio
3n® —n=3(2k)* — (2k) = 3(4k*) — 2k = 2(6k* — k) = 2k’, amb k' = 6k*> — k enter. Per
tant, 3n% — n és parell.

— Cas 2. n és senar. Aleshores n = 2k+ 1 per a un enter k£ convenient. Substituim a
Iexpressié 3n* —n =32k +1)2 — (2k+ 1) = 3(4k*> +4k+1) — (2k+ 1) = 12> +
10k +2 = 2(6k*> + 5k + 1) = 2K/, amb k' = 6k> + 5k + 1 enter. Per tant, 3n> — n és
parell.

Exemple 2.13 El producte de dos nombres enters consecutius €s parell. En efecte, exac-
tament un dels dos €s parell. El producte d’un nombre enter amb un nombre parell és
parell.

El producte de tres nombres enters consecutius és miltiple de 6. En efecte, com a mi-

nim un dels nombres €s parell. Exactament un és muiltiple de 3. El producte és multiple
de 6. ®
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Exemple 1. Com veure que 2n+ 1 no és miltiple de 2, amb n € Z? Fem una demostracié
per reduccio a I’absurd.

Sigui m = 2n+ 1. Si m fos multiple de 2, seriam = 2k per aalgun k € Z,d’on 2k =2n+1.
D’aqui resulta 2k —2n = 1, 2(k—n) = 1 i, per tant, 1 és parell, divisible per dos, que €s

una conclusié absurda.

Argument alternatiu: si m fos parell, aleshores 1 = m — 2n seria parell per ser diferéncia
de parells. Per tant, 1 seria parell, absurd. ll

Exemple 2. Sigui n enter. Com veure que 21 — 1 no és multiple de 2? L’argument pot ser
similar a I’anterior, per reduccié a I’absurd. Vegem una variant possible Suposem que
és 2n — 1 multiple de 2. Per a algun k enter és 2k =2n— 1, d’on 2(k—n) = —1, d’on
2(n—k)=1. Ara bé, 2|2(n — k) i, per tant, 2|1, que és absurd. W

Exemple 3. La suma de dos nombres enters consecutius no és multiple de 2.

a+(a+1)=2a+1, senar
(a—1)4+a=2a—1, senarl

2.3.4. Problemes diversos (paritat i divisibilitat elemental)
PROBLEMA 2.6
Sigui n un nombre enter. Demostreu:
n senar = n’ senar
Solucié. (Vegem un estil expositiu diferent del problema segiient, d’enunciat similar.)
Hipotesi: 21 n.
Tesi: 2 1 n°.
Meétode 1. Escrivint n? = n - n, és senar per ser producte de senars.
Meétode 2. Escrivim la seqiiéncia d’afirmacions seglients:

P1: n senar.

P2: Jk € Z tal que n = 2k + 1 (variant 1).

P3: n* = (2k+1)* = 4k* + 4k + 1 =2(k* + 2k) + 1.
P4: 3k’ € Z tal que n* = 2k’ + 1, amb k' = 2k* + 2k.
P5: n? és senar.

La marxa deductiva i demostrativa €és:
P1 = P2 = P3 = P4 = P5. Conseglientment, P1 = P5.

Idea de la demostracio. La idea ha consistit a intentar expressar n* amb la forma tipica
d’un nombre senar.
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Reescrivim alguns passos anteriors segons diverses variants:

P3: 2 = 2(2K2 4+ 2k) + 1 =2(2k + 2k + 1) — 1.
P4": 3k" € Z tal que n* = 2k" — 1 (K" = 2k* + 2k +1).

O bé

P2": Ja € Z tal que n = 2a — 1 (variant 2).
P3": > =a—1?=4a>-4a+1=2(a>-2a)+1.

0 bé (una altra variant)

n*=4a®>—4a+1=2(a*—-2a+1)—1.

PROBLEMA 2.7

Suposem que n és un nombre enter. Demostreu.:

Si n és senar, aleshores n’ és senar.
Solucio

Mzetode 1. Escrivim #* = n-n-n. Com a producte d’un nombre finit de senars, és senar,
en aplicacio d’un resultat al respecte (problemes anteriors).

Meétode 2. Sense utilitzar el resultat “producte de senars és senar”. Essent n senar, s’-
expressa com n = 2k + 1, per a un cert enter k. Vegem que n* es pot expressar com a
senar:

n® = (2k+1)% = (2k)> +3(2k)? +3(2k) + 1 = 2(4k> + 6k* 4 3k) + 1 = 2k’ + 1, senar,
amb k' = 4k + 6k* + 3k, enter.

Variant argumental: Utilitzant 1’altra possible expressié n = 2k’ — 1, per a algun enter £'.

PROBLEMA 2.9

Demostreu que els nombres senars es poden expressar de la forma 2k + 3 per a un enter
k convenient.

De fet, és na nova possible expressio per als senars.

Solucié. Observem que 2k és parell. Com a suma d’un parell i un senar, 2k + 3 és senar.
Vegem que tot senar es pot expressar d’aquesta forma. Si a €s un nombre senar, existeix
un enter ¢ tal que a = 2¢ + 1. Imposem 2¢g + 1 = a = 2k + 3 per tal d’obtenir k. Resulta
2q —2k=2,d’on g — k= 1. Aixi, només cal prendre k = g — 1.

Comprovacié: a =2g+1=2(k+1)+1=2k+3.
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PROBLEMA 2.9

Sigui n un nombre enter. Comproveu que

a) 5|/(5n+2)*+1
b) 5|(5n+3)*+1
¢) 7)(Tn+2)*+(Tn+2)+1
d) 3|3n+12+(Bn+1)+1

Solucié. Simplement desenvolupem rutinariament les expressions i comprovem el que
es demana.

a) 5/(5n+2)*+1

Es (5n+2)>+1= (250 +20n+4) +1 =251 +20n+5 = 5(5n> +4n+ 1) = 5k,
miiltiple de 5, amb k = 50> +4n+1 € Z.

b) 5|(5n+3)*+1

Es (5n+3)%+1= (250> +30n+9) + 1 =25n>+30n+ 10 = 5(5n> 4+ 6n+2) = 5k,
miiltiple de 5, amb k = 50>+ 6n+2 € Z.

¢) 7N(Tn+2)*+(Tn+2)+1

Es (Tn+2)2+ (Tn+2)+ 1= (490> +28n+4) + (Tn+2) + 1 =49n> +-35n+7 =
7(7n* 4+ 5n+ 1), mdltiple de 7.

d) 3|3n+1+(Bn+1)+1

Es Bn+1)2+@n+1)+1=09 +6n+1)+GBn+1)+1=92>+9n+3 =
3(3n* +3n+ 1), miltiple de 3.

PROBLEMA 2.10

Proveu que, per a n enter, 24 n = 8|n* — 1.

Solucié. Qué hem de veure? Que existeix un enter s tal que n> — 1 = 8s.
Essent n senar, per a algun enter k és n = 2k + 1.

Aleshores n* — 1 = (2k+ 1) — 1 = (4k* + 4k +1) — | = 4k* + 4k = 4(K* + k).

Necessitem un factor addicional 2 per tal de poder escriure n> — 1 = 8s, per a un cert enter
s. Analitzant k> +k, s’observa que k> +k = k(k+ 1), producte de dos enters consecutius.
Exactament un d’ells és parell, és a dir, multiple de 2 (es podria provar per casos segons
la paritat de k; en tot cas, el resultat s’ha comentat amb anterioritat) i, per tant, k(k+1) =
2s, amb s enter.

Aix{, finalment, n? — 1 = 4(k2+ k) = 4(k(k+1)) =4-2s = 8s.
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Variant argumental 2. Una altra variant argumental consistiria a escriure n =2¢g — 1 per a
un enter ¢ convenient. Aleshores n” — 1= (2g—1)>—1= (44> —4q+1)— 1 =4¢* —4q=
4(¢* —q) =4q(q—1). Arabé, g(q — 1) és un producte de dos enters consecutius; donat
que un d’ells és parell, multiple de 2, el producte és multiple de 2 i aixi g(¢ — 1) = 2v,
per a v enter adequat. Finalment, n” — 1 = 4q(q— 1) =4-2v = 8v.

Variant argumental 3. Escrivim, com a diferéncia de quadrats, n* — 1= (n—1)(n+1).

Si dos enters sén consecutius, un d’ells és parell. La parella n — 1,n és d’enters conse-
cutius; ates que per hipotesi n és senar, necessariament n — 1 és parell. Analogament, la
parella n,n+ 1 és d’enters consecutius; atés que, per hipotesi, n €s senar, necessariament
n+ 1 és parell. De fet, només utilitzarem que n — 1 és parell.

Aix{, n — 1,n+ 1 son parells, i aportaran factors 2 al producte. Concretament, és n —
1=2k,n+1=(n—1)+2=2k+2, per a algun enter k. D’aquesta manera resulta
n?—1=(n—1)(n+1)=2k(2k+2) = 4k(k+1). Ara bé, k(k+ 1) és parell, perqueé és
producte de dos enters consecutius i, per tant, k(k+ 1) = 2w, w enter convenient. Aix{,
n* —1=4k(k+1)=4-2w=8w.

Observacio. El fet més remarcable, segurament utilitzable en altres demostracions, és
que, d’entre dos nombres enters consecutius, exactament un és parell (i I’altre senar). Pot
considerar-se obvi, perd també demostrable per molts metodes: per exemple, per casos
segons paritat de n. S ha estudiat amb anterioritat.

PROBLEMA 2.11
Sigui n un enter. Proveu que, si n no és nuiltiple de 3 i és senar, aleshores 24|n* — 1.
Solucié. Formalitzadament,

(3tnA2fn) —24|n* — 1.

Queé hem de veure? Que per a n satisfent la hipdtesi, podem expressar n> — 1 = 24d, per
a algun enter d.

Esn®> — 1= (n—1)(n+1) (“diferéncia de quadrats n> — 1 = n> — 1> és suma per diferén-
cia”).

Fem servir un resultat intuitiu, pero, d’altra banda, demostrat en altres exercicis, que cada
tres nombres consecutius n’hi ha algun (de fet, exactament un) que €s multiple de 3 (de
fet, aix0 es pot demostrar per casos segons el residu de la divisio entera per 3: n = 3¢,
n=3q+ 1, n=3qg+2). Considerant n — 1,n,n+ 1, un dels nombres és multiple de 3;
atés que per hipotesi n no és multiple de 3, necessariament un dels altres dos ho és i,
per tant, el producte (n— 1)(n+ 1) és miltiple de 3. Es a dir, 3|n> — 1 (si n és no mul-
tiple de 3).

Falta veure que és multiple de 8.
Si n és senar, és n = 2k+ 1 per a algun k enter. Per tant, n — 1 = (2k+1) — 1 = 2k,

n+1=2k+1)+1=2k+2=2(k+1) i, en consegiiéncia, n* — 1= (n—1)(n+1) =
2%k-2(k+1) = dk(k+1).
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Ens falta obtenir un factor 2 addicional. Fem servir que k,k + 1 sén dos enters consecu-
tius: exactament un d’ells és parell, i, per tant, també el producte és parell (observeu que
es pot demostrar per casos segons la paritat de k, tot i que esta provat en altres llocs).
Aixi, k(k+ 1) = 2¢, amb ¢ enter convenient.

Finalment, n? — 1 = (n—1)(n+1) = 4k(k+ 1) = 4 -2t = 8¢. Per tant, 8|n* — 1 (si n és
senar).

Com a conclusid, en la hipdtesi del problema, (3|n* — 1) A (8|n* — 1) i, per tant 24 =
3-8|n%— 1.

Variant argumental sobre aquest iltim pas. Fer servir I’expressio alternativa d’un nom-
bre senar com n = 2w — 1, per a algun w enter.

Variant argumental per a provar 3|n*> — 1. Sobre la demostracié que n> — 1 és multiple
de 3, podem argumentar de la forma segiient, per casos segons el residu de la divisié
entera de n per 3, que és n =3¢ +r, amb 0 < r < 2. Per la hipdtesi 31 n, és r # 0 i, per
tant, en resulten dos casos (r =10 r =2).

— Cas 1. (r=1). Aleshores n =3¢+ 11, per tant, n* — 1 = (3¢ +1)> — 1 = (9¢* + 6q +
1) — 1 = 9¢* +6¢ = 3(3¢> + 2¢), muiltiple de 3.

— Cas 2. (r = 2). Aleshores n =3¢+ 21, per tant, n* — 1 = (3¢ +2)*>— 1 = (9¢* + 12¢ +
4) —1=9¢*+12g — 3 =3(3¢> + 6¢ — 1), miiltiple de 3.

PROBLEMA 2.12

Sigui n un nombre natural. Demostreu que 8|9" — 1.

Inventeu enunciats de tipus similar.

Solucié. Aquest problema es pot resoldre per diversos metodes. Vegem aqui com po-
dem utilitzar la féormula del binomi de Newton.

Per a aixo0, escrivim 9 = 8 + 1. I aix{ tindrem:

9 —1=(8+1) 1= (;‘ (?)8‘-1’”) 1= (:0 (?)8) —1=
<1+Z< ) )—l—i(’z)Si:S(; (?)8“) = 8k,

amb k = Z( )8’ e

Per tant, existeix algun & enter tal que 9" — 1 = 8k, és a dir, que 89" — 1.
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D’acord amb el metode de resolucio, observem que es pot afirmar el mateix per a 8¢+ 1,
per a g enter, és a dir, 8|(8g+1)" — 1, ja que

(ZO: (7) (89)'- 1"") ~1= <XO: (’:) 8’q’> —1=
_ <1+Z< )8’ ) -1 zl: <?>8iqi8 <in1 (’Z)silqt) sk,

amb k = Z( )8’ '4 € Z.

I aix{, podrem afirmar, entre molts altres:

(8g+1)"—1

8|9”—1 (g=1)
817" 1 (q=2)
8|25"—1 (g=3)
8/(=7)"—1 (g=-1)

Es pot generalitzar? Analitzant 1’anterior, podem proveir un “generador d’enunciats™: si
n i m sén nombres naturals, €s m|(mg + 1)" — 1, per a ¢ nombre natural. En efecte, en
desenvolupar pel binomi de Newton, sempre surt (mg+ 1)" — 1 multiple de m. Aixi, per
exemple:

S|t1"—=1 (¢ =2);
6|13 —1 (g=2).
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Sumatoris

Saber treballar amb sumatoris i obtenir férmules de sumacié és absolutament imprescin-
dible per a I’analisi d’algorismes; en aquest camp, estem interessats en la complexitat, en
I’eficiencia en cost computacional (temps d’execucid) i, si escau, en espai d’emmagat-
zemament d’estructures de dades auxiliars, creades per 1’execucié d’algorismes. Moltes
coses que aqui s’exposen calen també per a capitols posteriors i, en particular, per al
capitol d’inducci6 (7).

Amb aquest estudi es volen assolir alguns objectius:

a) Eliminar I’ambigiiitat dels punts suspensius a les férmules amb sumes.
b) Escriure expressions compactes. Per exemple, la férmula vectorial
n

W =x.€; +---+x€, es compacta a w = E X8
k=1

c) De vegades, convé de disposar d’una férmula tancada per a una suma, expressada
n

0 no com a sumatori, €s a dir, una férmula com E aj=f (n), per a una funcié f
Jj=1
nn+1)

nn+1)
3 —_—.

,onara f(n) = 2

n
convenient. Per exemple, E k=
j=1

Es convenient tenir disponibles férmules de sumacié com 1’anterior, sobretot per a
analisi d’algorismes, en estimacions de costos computacionals; aix{ podrem contestar
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a preguntes del tipus: de quin ordre és (fita superior) un algorisme el cost computa-
cional del qual és 1 42+ --- 4 n per a una entrada de mida n? Ja podem contestar,
sabent que

1
2+_n9

‘ nn+1 2
ZkZQ— (I’l +I’l)=§”l 5

1

= 22

que €s d’ordre quadratic. Un dels objectius és obtenir aquestes férmules de sumacio,

sobretot per a sumes de nombres naturals, com per exemple suma de quadrats, de
cubs, de parells o de senars.

3.1. La notacio de sumatori
El simbol sumatori. El simbol sumatori  , permet expressar sumes en forma compacta.

Exemples 3.1
s

Exemple 1. Per exemple, podem escriure 1 4+2+3+4 45 com Zk Observeu que

k=1
tenim un index de sumacié (o també un index d’iteracio o de control d’iteracions), nom-

bre natural, que varia entre uns limits inferior i superior, amb increments d’una unitat:
1 <k <5, en aquest exemple.

5
Exemple 2. Zak =ai+a,+az+as+as. @

k=1

Punts suspensius. A I'iltim exemple, podriem escriure a; +a, + a3 + a4 +as = a, +
.-+ 4 as. Quan tenim sumes de n sumands, amb n» nombre natural, n > 1, per exemple
a,- -+ ,a,, podem escriure la suma com a; +a, + - -- + a,, amb la notacié de punts sus-
pensius, per donar a entendre que sumem segons 1’ordre creixent del subindex, des d’1
fins a n, d’un en un o tots els intermedis, de manera que I’index i pren tots els valors
del conjunt {m|m € NA1 < m < n}, creixentment. Aix0 es pot expressar de més d’una
manera, com per exemple escrivint el terme general a; 0 a;:

a+---+a,
ayt+ay+-- a2 +a,1+a,
a1+...+ai+...+an

El problema dels punts suspensius és que no queda explicit que hi ha d’haver en comptes
dels punts.

Index de sumacié o d’iteracié. L'index d’iteracié pot ser substituit per qualsevol altre:
5 5

Z jo Zi. El subindex és una ‘“variable muda”, intercanviable amb d’altres. Aixi,
j=1 i=1
I’dltima suma a; +--- +a; + - - - + a, es pot escriure també com:

al+...+ak+...+an

al+...+aj+...+an



Lanotacid per a I’index de variacio és irrellevant; €s substituible per altres, comk, j,z,7,s,d,
per exemple, i aixi la suma en forma de sumatori es pot reescriure com

n

n n n n
doa D4 da > i i
i=1 j=1 k=1 j=1

i=1

La notacio de sumatori. Ens pot interessar prescindir de la notacié amb punts suspensius i
adoptar una notacié més compacta per a la férmula sumatoria. Per a aix0, podem utilitzar
el simbol “sumatori”, €s a dir, ) , amb la sintaxi corresponent, de manera que la férmula
anterior seria, en termes de sumatori:

n
n ¢
Zizlai,obe E a;
i=1

on i és I'index d’iteracid, que varia en sentit creixent, d’un a un, des del valor inferior
i = 0 al superior i = n. S’entén que pren tots els valors de 0, - ,n, és a dir, de {x € N|0 <
x < n}. El terme general és a;.

Per exemple, per a
1+24+3+---+n

el terme general és k (a; = k), de manera que també podem escriure

n

14243+ +n=>) k
k=1

Només amb el terme general podem expressar de manera precisa la suma, ja que la
notacié de “punts suspensius” realment no diu que hi ha en comptes dels punts!

Extrems o limits de variacio de I’index. Els valors inferior i superior dels indexs poden
ser diferents, amb el mateix terme general (escrivint aixi una altra suma):

n—1
> k=3+4++(n-2)+(n—1),n>4(n—1>3)
k=3
41
D k=445++(n-2)+(n—1)+n+-+
k=4
+ =) +nr*+n*+1),n>2n>2=n"+1>5)

Reindexacid. O també podem considerar un nou index j = k+ 1 per a obtenir la mateixa
n n+l

suma Zk, pero aleshores haura de ser amb el sumatori Z( j—1).
k=1 j=2

Formules en els subindexs. Permeten triar selectivament només determinades posicions
per a efectuar sumes o altres operacions.

Sumatoris %
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Exemples 3.2

Exemple 1. Com escriure la suma dels termes de posicié parella a la llista a;,ay,---:

E ay;; els de les posicions senars: E as;y1; cada 3: E as;; els de les posicions que s6n
i>1 i>1 i>1

poténcies de 2: Zazl; els de les posicions poténcies de 7: Za7,-. |

i>1 i>1

Exemple 2. Suma de les poténcies de 3 d’exponent parell: 232". |
k1

Exemple 3. Suma de les poténcies de 5 d’exponent senar: 252"’1 0 Zkzo 5% m
k1

Exemple 4. Suma de les poténcies de 3 d’exponent poténcia de 2: Z 3 m
k>1

Exemple 5. Suma de les poténcies de 3, cada 5: Z KR |

k>1

Quants sumands té un sumatori? Aquesta €s una qiiestié que acostuma a plantejar més
d’una dificultat. En general:

Zai =a;,+a 4+ t+a ta,=a+a +Fag +ar+(sfr),
amb 0 <r <y, té (s—r)+ 1 sumands, ja que hi hem de comptar el sumand q,.
s s
Aixi, com a exemples, Z I=(s—r)+1; 26 =6((s—r)+1).
i=r i=r
Vegem-ne alguns exemples addicionals.

Exemples 3.3

n

Exemple 1. Z 1 =141+ - +1 = n (quants sumands 1?). Nombre de sumands: n. i
k=1

Exemple 2. 22 =242+ -~ +2 = 2n (quants sumands 2?). Nombre de sumands:

k=1
n. A
n—1 2 (n=1)—5+1
Exemple 3. » 1=1+1+-+1=1+1+ - +1=(n—1)—5+1(desde6 fins

k=5
an—1s6n (n—1)—5; cal sumar el sumand corresponenta i = 5).



n—1 2 (n=1)—5+1
Exemple 4. » 3=3+43+--+3=3+43+ - 43=3((n—1)—5+1) (des de 6
k=5

finsan—1s6én(n—1)—5. 1

n

Exemple 5. Zl =(mn—j+1),(n,jfixos,ambn > j). B

k=j

41

Exemple 6. Zai =a,+a,+ - +ap+ap,, conté ((n*+1)—r)+ 1 sumands; n,r
s6n fixos, n? —;1 >r. 1l

n+4
Exemple 3.4 Considerem Z(2k — 1) (n > 0). Quins s6n el terme general, la variacié

k=3
de I’fndex i el nombre de sumands?

El terme general €s 2k — 1 i I'fndex k varia de 3 a n+4. El nombre de sumands €s
(n+4)-3+1=n+2.1

n+4
Exemple 3.5 Podem expressar el sumatori anterior Z(Zk — 1) com a suma de terme

k=3
general 2k + 1? Efectivament, introduim el nou index ¢ tal que 2k — 1 = 2¢ + 1. Operant,

resulta 2k =2t +2, d’onk=t+2,0t=k—2.De3<k<n+4deduim3—-2<k—-2<
n+4 n+2

(n+4)—2,d’on 1 <t <n+2,iaix{ el sumatori anterior sera Z(2k —-1)= Z(Zt +1).

k=3 t=1

Diversos exemples d’escriptura de sumatoris. Donem una frase descriptiva de la suma i
demanem que s’expressi com a suma amb punts suspensius i com a sumatori (notacio).

En un sumatori, hem de considerar 1’index de variacié (iterador, d’iteracid), els valors
minim i maxim de I’'fndex i el terme general.

Exemples 3.6 Exemples d’escriptura de sumatoris
Exemple 1. La suma dels quadrats dels n primers nombres naturals:
P42 434 P (n= 1) P = ) K
k=1
Terme general: k2.

Index de control de sumacié (d’iteracions): k. Valor inicial (minim): 1, valor final (ma-
Xim): n.

Nombre de sumands: n.
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Exemple 2. La suma dels cubs dels n primers nombres naturals:
P42 +3 4+ 4+ (=1 40 =D K
k=1

Terme general: k°.
Nombre de sumands: n.

Exemple 3. La suma dels n primers nombres naturals parells. Recordem que els nom-
bres naturals parells son els de la forma 2k, amb k nombre natural. Per tant:

244+ 2k+ 42 —2)+2n—1)+2n=> 2k

k=1

Terme general: 2k.
Nombre de sumands: n.

Exemple 4. La suma dels n+ 1 primers nombres naturals senars. Recordem que els
nombres naturals senars son els de la forma 2k + 1, amb k£ nombre natural. Per tant:

n

L4345+ -+ 2k+ 1)+ +2n—1)+1)+2n+1)=> (2k+1)

k=0

Terme general: 2k + 1.
Nombre de sumands: n+ 1. H
Exemple 5. La suma dels n primers nombres naturals senars.

143454+ +2k+1)+-+2n-1)+1)=

n—1

L4345+ 4 (2k+ 1)+ 4 2n—1)=> (2k+1)
k=0

Terme general: 2k + 1.
Nombre de sumands: ».

Exemple 6. La suma dels n primers nombres naturals senars. Recordem que els nombres
naturals senars també sén els de la forma 2k — 1, amb k nombre natural. Per tant:

n

L4345+ +2k— 1)+ +2n—1)=> (2k—1)

k=1

Terme general: 2k — 1.

Nombre de sumands: n.



Exemple 7. La suma dels n primers naturals multiples de 3. Els multiples de 3 son els de
la forma 3k, amb k natural:

346443kt +3(n—1)+Bn)=> 3k(n>1)
k=1

Terme general: 3k.

Nombre de sumands: n. H

Exemple 8. Suma de les n+ 1 primeres poténcies de 3 (s’inclou 1 = 3°):
L3437 43 4 430 137 =304 314 324 3 3 3= ) 3K

k=0

Terme general: 3.

Nombre de sumands: n+ 1. W

Exemples 3.7 Sumes alternades:

1 si k és parell

Com obtenir alternanca de signes: amb (—1)* = { "1 sikés senar

n

Exemple 1. 1—=14+1—1+1—1+4 4 (=Df oot (=1)"=> (=1~
k=0
Terme general: (—1)*.

Nombre de sumands: n+ 1. W

Exemple 2.
15

=14 1—14+1—=1+1—141-141-14+1-1+1-1=) (=D~
k=0

= (D (D) (L (D)

Exemple 3. Com obtenir 1 —2+3—4+5—6+---+(—1)""'n?

Amb > (1) 'k m
k=1

Exemples 3.8 Per a expressar limits del subindex de sumatori pot ser convenient utilitzar
la funcié part entera (inferior):

Funcio part entera i aplicacions. D’especial interes en algorismica €s la funcié part en-
tera (inferior) (floor function) i la part entera superior (ceil function).

Sumatoris %
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La funcid part entera (0, de manera més completa, funcid part entera inferior) es defineix,
en el conjunt dels nombres reals R, com:

|x] = max{n € Z|n < x}
Es el nombre enter més gran que és menor o igual que x.
Vegem alguns exemples d’expressio dels 1imits amb la funci6 part entera.

Exemple 1. Donada la suma a, +a, + --- + a,, escriviu la suma corresponent als su-
mands d’fndex parell. Els sumands so6n de la forma a;, amb i > 1. Quin és el limit

n
superior per a i? S’ha de complir 2i <n,d’oni < 5. Pertant, i < [§]. Aixi, 1 <i < LEJ ,
[5]
i finalment la suma s’expressa ZaZi.

i1
Nombre de sumands: (LgJ —1)+1. 1

Exemple 2. Suma dels nombres naturals senars menors o iguals que n. La suma és de
la forma Z(2k+ 1). Cal precisar el limit superior per a k, que és enter: ha de ser
k>0
-1
2k+1<ndon2k<n—I donk< " donk<

e
Finalment, (2k+1).
-0

n—1 n—1
|__

J.Aixf,0 <k < | Z—— 1.

>~

-1
Nombre de sumands: (LHTJ —-0)+1. 1

Sumatoris i successions recurrents. Vegem-ne un exemple. Considerem 1’exemple 1+
2+ ---+n. Podem formular la successio recurrent associada a la suma anterior definint
s, = 1 +2+---+4n. Aleshores, tenim el terme inicial i la relacié de recurréncia:

sp =1 (terme inicial o condicio inicial)
S, = S,_1+n, peran > 2 (relaci6 de recurréncia)

A partir de metodes per a obtenir el terme general d’una successio recurrent es poden
obtenir sumes en forma tancada (cosa que depassa els objectius d’aquesta publicacio).

Variacio de I’index: generalitzacio. L' index de variacid també pot ser negatiu:

Z4j(peran > -3).
j=-3

Correspondriaa 4(—3) +4(—2)+4(—1)+4(0)+4-1+---+4j+---+4n.

Nombre de sumands: n— (—3) + 1.



De vegades, convé poder indexar sobre un conjunt i escriure
D_ai
iel
on / és un conjunt d’fndexs, com per exemple:
I1={1,2,3,4,---,56} ={j € Z|1 < j <56},

1={1,2.34,---.n}={j€Z|1 < j<n},
1={-1,1,3,6,7}.

Un altre exemple, amb una altra variant: “Un nombre natural m és “perfecte” si és igual
a la suma de tots els seus divisors positius diferents d’ell mateix”. Aquesta definicid
s’expressa mitjan¢ant un sumatori: si

I, ={d|d € N,d > 1,d|n,d # m}, aleshores m = Zx.

x€ly,

3.2. Propietats basiques

Les propietats basiques son les que fan referéncia a la suma (i diferencia) i al producte
per algun nombre real.

Suma de sumatoris. “Suma de sumatoris €s el sumatori de la suma” (vegem-ho per a
dos):

Teorema 3.1 Suposem que ay,--- ,a,, by, ,b, son nombres reals. Es compleix:

n

Z<ai+bi)zzai+zbi (31)
i=1 i=1

i=1

Demostracio. Despleguem els sumatoris i hi apliquem les propietats de commutativitat
i associativitat de la suma de nombres reals:

doaity bi=(art-ta) (bt Ab) = (@ +b)+(an+b) =Y (ai+b).
i=1 i=1 i=1
Es poden variar els valors inferior i superior dels indexs de variacio.

Producte per escalars. Si multipliquem per un escalar, “I’escalar surt fora del sumatori”:

Teorema 3.2 Suposem que ay,--- ,a,, by,-+- ,b,, ¢ son nombres reals. Es compleix

’Zlca,» :ciai 3.2)
i=1 i=1

Demostracio. Despleguem el sumatori i hi apliquem la propietat distributiva del pro-
ducte respecte de la suma (per a “treure factor comu”):

Sumatoris
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=
=

ca;=(ca;+---+ca,) =cla;+--+a,) = an,-.
i=1 i=1

Podem variar, respecte de I’enunciat estandard, els valors inferior i superior dels indexs
de variacio.

Exemples 3.9 Aquestes propietats permeten escriure, per exemple:

Exemple 1. Z(Zk) = 2Zk. Si ara disposéssim d’una férmula per a la suma Zk es

k=1 k=1 k=1
podria substituir i hauriem obtingut una férmula per a la suma dels n primers naturals
- 1

parells. Avancant idees, tal com s’exposa més endavant en el capitol, és Z k= @
k=1

) o n n n(n+ l)

, substituint, 2k) =2 k=2——= 1).m

i, substituin Z( ) Z 3 n(n+1)

k=1 k=1

Exemple 2. Zn:(2k+ 1= zn:(zsz": 1 :2(Z":k)+n ™D ) nnt2),

k=1 k=1 2
|
Exemple 3. zn:(ZkJr 1)? = Zn:(4k2 +4k+1) = zn:4k2 + Zn:4k+ anl = 4zn:k2 4
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
4> k+nm
k=1

i, d’aquesta manera, sumar expressions a partir de sumes d’expressions més basiques,
de suma coneguda.

Generalitzacio a més sumatoris. Per exemple, amb tres sumatoris. Es fan servir el resul-
tat basic i la propietat d’associativitat:

n

Z(ai—l—bi—i—ci) = ZWFX’:”HFE’:C!‘
i=1 i=1 i=1

i=1

n

Atencio a 'us del paréntesi: si volem escriure E (a; + b;), seria incorrecte escriure
i=1

Za,v + b;, ja que s’interpretaria com (Z a;)+b,.

i=1 i=1
Teorema 3.3 (Generalitzacions). Es pot generalitzar, amb a, 3 € R:

n

Z(aak+[3’bk) = aZak+[a’Zbk

k=0 k=0 k=0



Sumatoris %

Com a cas particular (a =1, f = —1),

n

Z(ak —by) = Zak — Zbk (diferéncia de sumatoris)

k=0 k=0 k=0

I també, per a un nombre finit de sumatoris,

n

n n
Z(ak+"'+tk)zzak+"'+ztk
k=0 k=0

k=0
Zc(ak—i—---—i—tk) :cZak—l—---—i—thk
=0 =0 =0

Observacio. El cas particular de diferéncia de sumatoris també admet demostracio direc-
ta:

n

Z(ak*bk) = (a1 —b) 4+ (ay—by) = (ay+-+a,) — (by+---+b,) =

k=0

n n
E Aay — E by,
k=0 k=0

aplicant les propietats commutativa i associativa de la suma en els nombres reals.

3.3. Sumes basiques/importants: sumes d’enters

Es convenient disposar d’una llista de sumes que podem considerar basiques, per tal
d’utilitzar-les directament o per a derivar-ne d’altres, depenent del problema.

Vegem uns metodes especifics per obtenir una férmula tancada per a la suma dels n
primers nombres naturals positius i de les seves poténcies (quadrat i cub, per exemple).

3.3.1. Sumes d’enters

Un dels resultats que es presenta sovint en analisi de costos computacionals d’algorismes
és el de la suma dels n primers nombres naturals, és adir, | +2+---+k-+---+n. El calcul
d’aquesta suma exigiria la iteracio:

1
1+2
1+243

El problema, a part del calcul, és que, amb I’expressi6 S =1+2+---+k+---n, no
sabem “com és de gran S”, és a dir, quin és el seu ordre de magnitud (lineal?, quadratic?,
logaritmic?). Si la férmula correspon al cost computacional d’un algorisme, no en podem
saber I’eficiéncia ni si, per tant, €s un algorisme interessant o bé és preferible descartar-lo
i utilitzar-ne un altre.
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Suma dels n primers naturals. Busquem una férmula tancada amb qué puguem subs-
tituir.

Teorema 3.4 Sigui n un nombre natural, n > 1. Aleshores:

1
1+2+3+---+n="(";r ) (3.3)
. 1
Formulat com a sumatori, E k:n(n;— ) .

k=1
Demostracio. Vegem-ne diverses demostracions.

Metode 1. Sigui S =1+2+43+---+ (n—2) + (n— 1) +n.Reescrivim la mateixa suma,
pero en ordre invers, és adir, S=n+ (n— 1)+ (n—2)+---+ 3+ 2+ 1. Aixi, sumant
membre a membre:

S=14243++(n-2)+(n—1)+n
S=n+m—-1D)+m-2)+-+3+2+1

s’obté:
2S=(n+1)+(n—14+2)+(n—-243)+--+(n—-2+3)+(n—14+2)+(n+1),

és a dir,

2S=(n+1)+(n+1)+---+(n+ 1)+ (n+1),suma de n sumands, tots iguals a n+ 1.

n(n—i—l).

Aixi, 2§ =n(n+1). Per tant, S = 3

Meétode 2. Per inducci6 (vegeu el capitol corresponent).
Métode 3. Partim de la formula (k+ 1)* = k* + 2k + 1, reescrita com 2k + 1 = (k+1)* —
k. D’aqui escrivim

n n

> @k+1) = ((k+1)7—K) =

=@ - +E-2) o (0 = (= 1))+ (1) —n) =
=m+1)P2—-1>=(n+1)>-1.

D’altra banda, zn:(2k+ 1) = zn:(Zk) +Zn:l = 2ik+n
k=1 k=1 k=1 k=1

n+1?—1—n n(n+1)
2 N 2

Per tant, 2Zk+n: (n+1)>—1,d’on Zk: (

k=1 k=1



Meétode 4 (d’inspiracié geometrica). Denotem S = 1 +2+ - - -+ n. Considerem la qua-
dricula formada per n x n quadrats, distribuits formant un quadrat (un quadrat de qua-
drats, que conté n* quadrats). Sigui Z el conjunt dels quadrats de la diagonal principal,
els que ocupen les posicions i X i; és |Z| = n. La columna vertical inferior corresponent
a cada quadrat (i,i) de la diagonal esta formada per i quadrats, de manera que, en total,
nhiha1+2+---+n=S. Considerem la zona triangular superior (exclosa la diagonal
2) isigui Q el nombre de quadrats; analogament, la zona triangular inferior, exclosa &,
conté el mateix nombre Q de quadrats. Tenim Q+ Q+ |2| =n?*, d’on Q = "22’ L. Ara bé,
n*—n n(n+1)

S=0+|9|= 5 tn=—— [}

Meétode 5. També és un cas particular de progressié aritmética i s’hi podria aplicar, per

tant, la formula general de la suma que es presenta més endavant. Seria a; = 1, a, = n;

c 1
per tant, la suma €és "<"—2+>

Observacio. Encara es podria plantejar un altre metode, escrivint a, = 1+2+---+n
com a successio recurrent: en efecte, a; = 1;a, = a,_; +n, amb n > 2. Es resoldria el
problema resolent la successié recurrent, és a dir, trobant una férmula tancada depenent
de n, pero aquesta possibilitat no es tractara aqui.

Encara una altra, de gran importancia, la de la suma dels quadrats dels primers nom-
bres naturals:

Teorema 3.5 Sigui n un nombre natural, n > 1. Aleshores:

n(n+1)2n+1)

c (3.4)

DR =1+2243 4 40’ =

k=1
Demostracio:

Métode 1. Utilitzem que (k+ 1)* = k> + 3k* + 3k + 1, que reescrivim com a (k+ 1)* —
k* = 3k* +3k+ 1. Ara sumem:

n n

D (k417 —k) =Y (3K +3k+1).

k=1 k=1

Desenvolupem separadament els dos membres de la igualtat anterior:

A D'esquerra:

n

D k+1P=K) =2 = 1)+ =2) 4+ (= (= 1))+ ((n+ 1)’ =) =

(n+1)7°—1°

A la dreta:

n n

Z(3k2+3k+1):(Xn:3k2)+(zn:3k)+( 1).

k=1 k=1 k=1

Sumatoris %
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Obtenim separadament aquestes sumes:

n n
Z 3k =3 Zkz (conté la nostra “incognita”)

k=1

zn:3k = 3Zn:k:3"("+1)
k=1 k=1

Zl =n

k=1

Per tant:
1
(n+1P—1°= 3Zk2+3 (”; ) i,
k=1
Aixi:
. 1 1
S = —(((n+1)371)73wfn):
3 2
k=1
1 3 1 1)(2n+1
— S0 3 3 ”(”; ) gy = et )6(” )

Observacio: si el lector no pot establir deductivament 1’dltima igualtat, també pot desen-
volupar separadament les dues ultimes formules fins a arribar a alguna férmula coinci-
dent per a ambdues, a partir de la qual es deriva la igualtat.

Aquest metode €s aplicable a d’altres situacions similars.

Métode 2. Més endavant en veurem també una demostracio per induccid.

Suma dels cubs dels primers nombres naturals

Teorema 3.6 Sigui n un nombre natural, n > 1. Aleshores:

14224 P = (1424344 j+ - +n)? (3.5)
YiP=0li (3.6)
j=1 j=1

Observeu que, a partir d’aqui, sabent que 1 +2+3+---+ j+---+n= 1 , tin-

driem un resultat més concret per a la suma dels cubs dels n primers nombres naturals
positius:

ZJ = (Ml (3.7)

Demostracié. Encara que en problemes posteriors es presenta una altra demostracio,
aqui presentem una demostracio per induccio.
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Propietat a demostrar: P(n) := Z J= (Z j)?, per a tot n > 1, per induccid sobre ,

amb ng = 1.

Pas basic: el que correspon a ny = 1. Cal provar que P(1) és cert, és a dir, que Z P=

j=1
1

(Z 7). Vegem que els membres de la dreta (D) i de I’esquerra (E) de la igualtat anterior

Jj=1
efectivament coincideixen:

k k+1 k+1
3 HI
> I= Z =) =02
j=1 j=1 j=1
k+1
Partim de (Z])
Jj=1
k+1 k k k
ZJ =[O N+ E+DP=0 i +20  k+1)+ (k+1)?
j=1 j=1 j=1
1
Aplicant la hipdtesi d’inducci6 (HI) i el resultat 1 +2+3 + -+ j+---+n=”(”;L ).

demostrat préviament, escrivim 1’ultima expressié com:

=Y i +2 (k+1)(k+l)+(k+l)2:

j=1

k
=" P k1) (k+1)+ (k+1)* Z] Fk(k+ 12+ (k+1)2 =
j 1 J=1
k k+1

—Z]+k+1 (k+1) Z +(k+1)° Z],

Jj=1 Jj=1

com s’havia de demostrar.

Suma de poténcies de nombres naturals. Per a completar la informacio i els resultats so-
bre suma de poténcies de nombres naturals, que apareixen sovint en analisi d’algorismes,
indiquem a continuacié un resultat de [DGRU90]. Observem que es poden expressar les
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férmules per a la suma dels n primers enters, la suma dels quadrats dels n primers enters,
com un polinomi en n:

_ n(n+1) 1, 1
14+24---4+n = 7 —2n +2n
SRR {25 5 DS BUUIS B e
142°+---+n" = 6 f6n+2n+3n.
Es un resultat: Fixat un nombre natural D, existeix un polinomi
W(n) =ain+am*+...+an’ +a, n"*"'
tal que
1?7427 4374 ...+ n” =W(n).
Els coeficients es poden obtenir a partir de:
(o)ar+ Qart+ (Qas+-.+ (Q)ap+ (g = (7)
DatDas+...+ Nap+ (T apn = (7)
(pfl)ap—i_ (Ziri)alﬂ“l = (pfl)
" ap = ()

A manca de demostracié, podem obtenir aix{ el possible polinomi com a candidat a una
suma, per a una férmula de sumacio, per a després fer una prova per induccid.

Exemple 3.10 Per a p =4, el polinomi W (n) = a;n+a,n*+asn’ +aun’ +asn’ ve donat

—, a5 = %, a partir de les equacions anteriors. De

_ _ _ 1 _
peralf——,asz,a_;fg,az;fz

manera que
1

1 1 1
14 24 34 44 k4 4:7_ — .3 4 -5
+2'+3+4++K+--+n 3On+3n +2n +5n,

que podriem demostrar per induccié. W

3.3.2. Sumes derivades de les basiques: exemples

Vegem com podem utilitzar algunes de les sumes basiques o elementals anteriors per
tal d’obtenir-ne d’altres, mitjangant les regles de manipulacié basica de sumatoris. Les
resolucions que veurem es poden considerar exemples de [’estratégia demostrativa de
reduir un problema a un altre ja resolt. Amb pocs resultats basics, es poden resoldre
gran quantitat de casos de sumacid, reduint el problema a casos coneguts.

Considerem la féormula de la suma dels n primers nombres naturals,

n(n—i—l).

1424 dn=
+24--+n >



Aquesta formula és util per ella mateixa, perd també perque €s la base per a la demostra-
cio d’altres sumes de nombres enters, per exemple, de parells o senars. Vegem-ne alguns
exemples:

Exemple 3.11 Suma dels n primers nombres naturals parells:

n

Z2k:2+4+6+---+2n.

k=1

Meétode 1. Vegem com podem reduir el problema a sumar els primers nombres naturals,
problema ja resolt anteriorment.

(n+l)

2 1),

Podem escriure Z 2k=2 Z k=2———=

k=1 k=1

Meétode 2. Si volem obtenir una férmula tancada per a la suma dels primers naturals

parells, és adir, L=2+4+46+---+2(n— 1)+ 2n, ho podem fer pel métode similar a

un dels utilitzats per a sumar els n primers nombres naturals:
L=24446+---4+2(n—-2)+2(n—1)+2n
L=2n+2(n—1)4+2(n—-2)+---+6+4+2.

Sumant membre a membre:

OL = [242n)+ [4+2(n— 1)) +[6+2(n—2)] + -+
+ [2(n—2)+ 6]+ [2(n— 1) +4]+ [2n+2].

Es la suma de 7 sumands, tots igual a 2+ 2. Per tant, 2L = n(2n+2),d’on L = n(n+1).

Métode 3. També es pot obtenir a partir del resultat anterior i la férmula obtinguda per a
la suma dels n primers nombres naturals:

L+14+34+54-+2n—1)=142434+4+5+---+2n—1)+2n

(2n)(2n+1)

,d’on L =n’>+n.
) on n“+n

Fent servir els resultats obtinguts anteriorment, L + n =
[ |

Exemple 3.12 Suma dels n+ 1 primers nombres naturals senars:

n

> @k+1)=143+45+T7+ -+ (2n+1).
k=0

Meétode 1. Apliquem la mateixa estratégia que a I’exemple anterior (métode 1):

n

> k1) = 22k+21—2 +(n+1) 2Zk+n+1

k=0 k=0
n(n+1)
2

= 2Zk+(n+1):2

k=1

+(n+1)=(n+1)>~

Sumatoris %
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Meétode 2. La suma dels n+ 1 primers senars es pot obtenir també directament, expres-
sant la suma per ordre creixent i per ordre decreixent:

S = 14345474+ 2n—3)+2n—1),
S=02n—-1)+2n—=3)+--+5+3+1.

Sumant i agrupant els sumands:

28 =(1+2n—=1)+@B+2n=3))+--4+(2n-3)+3)+(2n—-1)+1)=
=2n+---+2n=n(2n) =2n%, d’onS=n’

Observacio. Utilitzant directament el resultat anterior, es poden obtenir altres resultats
derivats, com per exemple

n

n 0
> @k+1) = O 2k+1) = () (2k+1)) =
k=0 k=0

k=1
= (n+1P2—-2-0+1)=(n+1)?—1=n>+2n,

d’on obtenim una férmula tancada per a la suma dels n primers nombres senars:
n

> @k+1)=r*+2n+1=(n+1)" M

k=0

Exemple 3.13 Calculeu Z k, para n > 4. S’aplica la féormula anterior:
k=4

Zk ;k Zk— n(n+1) (1+2+3):%n(n+1)76.

També podem aplicar la férmula dues vegades, com hauriem de fer si tinguéssim un
index inferior molt gran, en comptes de k = 4:

Zk Zk Zk—— (n+1)— 3(3;—1):%11(71—1-1)—6..

n—1
Exemple 3.14 Calculeu Zk S’aplica la férmula general a aquestes dades:

k=1

(n—1)( n71)+1)_(n71)n.
2 2

M_

k=1
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Exemple 3.15 Calculeu » _5k. Es
k=1

iSk:Sik:SW. |
k=1 k=1

n

Exemple 3.16 Calculeu Z(7k +1).Es

k=0

Z":7k+1 Z7k+21_72k+21—72k+ (n+1) =72 5 UL 1),

2n—1
Exemple 3.17 Calculeu » k=142 43"4 -+ (2n—1)* 2n—12> 1, és a dir,

k=1

. " D2n+1
nz1).Esunaap11caciéde2k2:1+22+32+~.+k2+.~+n2:%:
k=1
2n—1
2m—1)(2n—1)+1)2(2n—1)+1
k=1

”
Exemple 3.18 Calculeu Y k=1+2+3+4+---+k+---+(2"—1)+2" Es

k=1

Zk—il) ]

Exemple 3.19 Calculeu Z(2k+ 1) Es
k=1

Xn:(zkﬂ)z - i[4k2+4k+1] :Xn:4k2+i4k+i1 _
k=1 k=1 = k=1 k=1
—4Z’<2+4Z’<+ n+l)6(2n+l)+4n(n2—|—l)+n_

I analogament per a la suma d’altres poteéncies de senars (i també per a Z(2k+ 1),

k=1
n n n n

DGk (2607 (B3R (2k)).

k=1 k=1 k=1 k=1
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3.4. Sumes basiques/importants: progressions

3.4.1. Suma dels elements d'una progressio aritmeética

Definicié 3.1 La progressid aritmética de primer element ay € R i de rad d (diferéncia),
nombre real no nul, és la successio (finita) de nombres reals

ap,ay,ap, Qi+, 0N Ajy =d +a;, peratoti> 0.

Els elements son de la forma ay, d + ay, 2d +ao, -+, id +ay, -+, és a dir, a; = id + ay,
peratoti>0.

La progressié també es pot indicar com la seqiiéncia ay,as, .. . ,a,.
Teorema 3.7 La suma dels termes de la progressio aritmética a,,a,,- - - ,a,, de rad d.

n
ap + ay . a + a,
. Amb sumatoris, E a=n .

Esa1+~~~+a,,:n >

i=1

Demostracio:
a, =a+(n-1)d

ai+a, =2a,+(n—1)d,
suma dels dos termes més distants.
Suma dels dos termes equidistants dels extrems:
a4y Bs ay 4 a,_y = (ay + kd) + (a, + (n — k— 1)d) = 2a, + (n— 1)d.
Per tant, les sumes anteriors son totes iguals i a;  +a, = 2a;+ (n—1)d = a; + a,.

Escrivim S =a,+a,+---+a,_, +a,. L araen ordre invers; per la propietat commutativa,
resulten iguals:

S=a,+a,1+ - +ar+a.
Sumant membre a membre 1 reagrupant:
28 = (a1 +a,) +(aat+a, 1) +(az+a,a)+ -+ (@ 2+as) + (a1 +a2) + (a, +ar).

Pel que s’ha dit abans, les sumes entre paréntesis son totes iguals a a; +a,, i n’hi ha n
. a;+a
(n sumands). Per tant, 25 = n(a; +a,). Aix{, S = n%

Exemples 3.20 Vegem-ne alguns exemples d’aplicacid, en que s’obtenen resultats ja
coneguts.

Exemple 1. Suma dels n primers nombres naturals. També es pot obtenir com a cas
particular de suma d’una progressié aritmética, amb a; = 1, a, = n, d = 1. Per tant,
(ai+a,)n  (1+n)n

+24--+n > >




Exemple 2. Suma dels n primers nombres parells positius. Tot i que s’ha obtingut la
férmula anteriorment, es pot obtenir també com a cas particular de progressio aritmetica,

2+ (2
ambd =2, a, =2, a, = 2n. Per tant, la suma és n# =nn+1). M

Exemple 3. Suma dels n+ 1 primers nombres senars positius. Tot i que s’ha obtingut la

férmula anteriorment, es pot obtenir també com a cas particular de progressio aritmetica,

1+(2n+1)

ambd =2,ay=1, a, =2n+ 1. Per tant, la suma és (n+ 1) > =(n+1)(n+

H=(n+1)> 1

Exemple 4. Suma dels n primers nombres miiltiples de 3 positius. Es també un cas parti-
n

cular de progressio aritmetica, amb d = 3, a; = 3, a, = 3n. Aleshores la suma Z3k és
k=1
a,+a, 343n
n _

- m
2 "

Exemple 5. Suma dels n+ 1 primers nombres positius de la forma Tk + 1. Es a dir,

Z(7k+ 1). Es també un cas particular de progressié aritmética, amb d = (7(k+ 1) +
k=0
a;+ay

1)=(Tk+1)=7,a;=1,a,="Tn+1. Aleshores lasuma » (7k+1)és (n+ ==
k=0

(n+1)l+(72n+l) _ (n+l)§7n+l). -

3.4.2. Suma dels elements d'una progressio geomeétrica

Definicié 3.2 La progressio geométrica de primer element ay € R i de rad x, nombre real
no nul, és la successio (finita) de nombres reals

ap,a1,qp,"+ ,Q;, -+, ON Ay = Xa;, per a toti > 0.

Els elements son de la forma ay, xay, x(xag) = x*ag, -+, Xaq, -+, és a dir, a; = x'ay, per
atoti>0.

Considerem la suma
K:ao+a1+"'+ai+“'+an:Zai~

EsK = Zxaofao(lerer +x*+---+x +---+x"), de manera que, per a sumar els

n+1 prlmers termes d’una progressié geometrica de rad x, n’hi ha prou a saber sumar
L x+x 420+ 4o

Sumatoris %

87



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

88

Teorema 3.8 Lasumade | +x+x*+xX>+---+x +---+x", amb x # 1.

. 1— n+1 n+1_1
Sigui x # 1. Aleshores, 1 +x+x* +x° 4+ +x' +--- 4+ x" = licx :xx—l

Si x = 1, la formula no és aplicable, pero aleshores directament
l+x4+2 4+ + 2+ 4=+ Dl=n+1.

Demostracié. Sigui S =1+x+x*+x 4 +x +--- 42" +x". Considerem xS =
x4+ x>+ X"+ 2" Aleshores S — xS =1 —x""', d’on (1 —x)S =1 —x""". Essent

1_xn+1
1 —x+#0,resulta S = .
—X
) 1_xn+1
Aixi, 1 +x+ 2+ x4 = -
—X

Exemples 3.21 Vegem exemples d’aplicacié immediata d’aquesta férmula.

Exemple 1. Z 28 =142+42%4---+2"+... 42" Correspon exactament a la férmula
k=0

n 1— 2n+1
basica amb x = 2. Aleshores, Z 2k = T—2 [ |
k=0

n 3 n n 1— 2n+1
Exemple 2. Y 2. Esx=2. Aleshores, » 2 =() 2" —1= — .=
k=1 k=1 i=0

n P n 3 s+l _q 53+ 1
Exemple 3. > 5. (n>4).Es > 5*=> 5"-> 5= s 5™
k=4 k=4 i=0 k=0

n n n 3n+1_1
Exemple 4. Y 37'=%"3.3=3) "3'=3 "
k=0 k=0

k=0

Exemple5. ) (=5)'=1-5+5" =544 (=1)'s' 4.+ (~1)'5". Aqui és x = —5.
k=0
- 1 —(=5)"!
k _
Per tant, Z(—S) =T s [
k=0
Exemple 6 zn:(—l)k Aqui és x = —1. Per tant zn:(—l)k el i
| | B =

i=0 k=0

Exemple 7. Zn:(\/i)k Es x = /2. Per tant, Zn:(\/i)k = 11(_7\/\2/;“ [ |
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1L 1 1, "1 1= (L)
Exemple 8. Z o Es Z 7= Z(E)k Es x = 3. Per tant, Z 7= 17721 [ ]
k=0 k=0 i=0 k=0 2
SN | 1 1 (g =1
Exemple 9. =Y (—=)" Esx= ——. Per tant, la suma és ~>———_ W
kZ:(; V5 = Vs V5 \/% -1
41 41 (n +1)+1 1
Exemple 10. sz Esx=2. sz .;
2n+l 219+1
Exemple 11. sz (n>20). Es sz sz sz S
£=20 k=20 a
S k S k - k 2 1— (75)n+1
Exemple 12. Y (=5),(n>3). ) (=5)' =) (-5)'~(1-5+5") = s
k=3 k=3 k=0 —(=5)
(1-5+5°).m
Exemple 13. iz(s)k (n>1). anz(s)k = 2Zn:(f3)k P ol ) L
k=0 k=0 k=0 1=(-3)
n n n n —1)m!
Exemple 14. > ((=1)*+1).Es Y (=D +1)=> (-1 +Zl— —y
k=0 k=0 k=0

(n+1). M

Exemple 15. 2(7"73"). Es ’21(7"73") =S"(7-S"34 = 1—(7)! 1= (3)m+t .

1—-7 1-3
k=0 k=0 k=0
[ |
Exemple 16. Y (72 =31 Es Y (7" 7%) =) (3°:3) =72 (7)-3> (3").m
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n

Exemple 17. ) ~3"*2 Es
k=0

1— (35)n+1 1— 35(n+1)

35k+2: 35/(.32:32 35 k:32 :32 N |

I 1 1 1
Exemple 18. Sumeu 2 + = 1 + = 3 + TR S’observa que €s un cas particular de suma

. . [ .
d’elements consecutius de la progressié geometrica de raé x = > ja que es pot reescriure
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n
1 . . . .
com Z(E)" Aleshores, aplicant la férmula obtinguda anteriorment, podem escriure
k=1

- 1n_ - ln _1_(% _
Z(E) =X G -l=—2r 1=l

1
k=1 k=0 2

3.5. Algunes expressions utils amb sumatoris

Poden ser titils les férmules amb sumatoris seglients (suposant definides totes les a; que
calguin). Per exemple, algunes per a demostracions per induccid.

n+1

Yoa=0 a)+au (n>1)
k=1

k=1

n+2 n

Zak = (Zak) +an+l +an+2 (I’l Z 1)
k=1

k=1

n—1

a=0 a)ta, n>2)
k=1

k=1

n n 5
Zakizakfzak (n>5)
k=5 k=1 k=1

ZakzzakJr Z ar (1<m<n)
k=1 k=1

k=m+1

s ‘ 1
iak:iak*rz:ak 1<r<ys)
k=r k=1 k=1

Concretem-ne algunes, per a g, = k:

n+1 n

k=) k+(n+1) n=1)
k=1 k=1

n+2 n

D k=D k+(n+1)+(n+2) (n>1)
k=1 k=1

n n—1
> k=) k+n (n>2)
k=1 k=1
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5000 5000 1999
5000 5000+ 1) 1999(1999 + 1)
k= = .
2 k=D k=D k= >
k=2000 k=1

‘ 1
A les dues ultimes, s’ha aplicat Zk = n(n; ) .

k=1
3.6. Dobles sumatoris
Vegem alguns exemples de sumatoris dobles:

Zr:i(iﬂ)(f"zl,szl) iiij(rZO,le)

j=0 i=1

ii(ij‘f'l)(er,le) iiij(er,le)
j=1 =1 j=1 i=j

En tota aquesta seccio, n,m € N, n > 1,m > 1, i tots els a; sén nombres reals, per a tot
a;<m,iperatotl < j<m.

Que signifiquen les expressions segiients (“sumatori de sumatoris™):

n m
a = E E aij.

i=1 j=1
m n
/5 = E E aij.
j=1 i=1
n
'}’ = E aij-
ij=1
Se suposaque:i=1,...,n; j=1....m
L’expressio a :
n m n m
a=Y > a;=> (O a).
i=1 j=1 =1 j=1

Exemple 3.22

4 3

ZZ =D i =2_(+2j+3))=

i=1  i=1 Jj=1

(142143 1)+ (24+2:243-2)+ (34+2:34+3-3)

+(4+2-4+3-4).1
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Exemple 3.23 Aquesta suma pot correspondre a la suma de tots els termes d’una matriu
de s files i ¥ columnes, amb a;; =i - j.

S Y=Y

j=1 i=1 Jj=1

s

Calculem primer Z ij. En aquest sumatori, j juga el paper d’una constant. Per tant:
i=1

R s 1
Z ij=]j Zi = jw, per un resultat ben conegut.
Finalment:

~ < .s(s+1) s+1 s+1 ) r(r+1)
22 i=3 Z "

m
Als efectes del sumatori interior, E a;j, I'index i actua com a constant i només s’ha de
J=1
considerar la variacié de I’tndex j. Es:

= (Z aj)+ (Z azj)+ o +(Z Q).

El mateix podem dir pera f3 :
B= Zzau‘ = Z(Zaw)-
j=1 i=1 j=1 =1

Als efectes del sumatori interior, I’fndex de variaci6 €s i; j fa el paper de constant. Aix{:

= (Zai1)+ (Zai2)+"'+ (Zaim)'

Relacié entre a i B. S6n el mateix: a = 3.

Observacio: Quan tenim un doble sumatori podem, si convé, canviar I’ordre dels suma-
toris.

Aix0 no és més que conseqiiencia de les propietats elementals de la suma i el producte
ordinaris en R (commutativitat i associativitat). Correspon a sumar de maneres dife-
rents tots els a;;, distribuint els elements a;; en una taula, per files i columnes, i sumant
separadament per files i per columnes. El resultat és el mateix.
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m
ary arn ars ai j Alm ijlalj
m
a arn a3 . aij . aom ZJ-:I ayj
m
aszy azn a33 aij a3m ZJ-:I az;
m
ail apn ais a[j aim Zj:l a,'j
m
any ano an3 ap | Adnm ZJ-:I nj
Suma n n n n n Suma de les
1 ai 4 L ai Qi ... o ai
columna 2171 il 2171 i2 2171 i3 2171 ij 2171 im - oolumnes
Suma de m n Suma de
les files Zj:l (X aij) (=8) tots els a; ;

1, si no, analiticament:

a:(zzaij:(zalj) (ZaZj) +.. +(Zam1)
i=1 j=1 Jj=1 j=1 Jj=1

(all +a12+ e +a1m)

(a21 +a22+ e +a2m)

+
+
+

+

+ 4+

(an1 +am+ ... +aum)

(sumem agrupant per columnes) =
n n

(Z(lil) + (Zaiz)-f- . +(Zaim)

m

= Z(Zaij) =p

=1

Els limits de variaci6 dels indexs poden ser més generals, com per exemple:

2" mP41

>

=3 j=8

n m
Nombre total de sumands en el doble sumatori Z Z a;j:
i=1 j=1

el nombre de sumands és nm; €s el producte del nombre de sumands del sumatori intern
pel nombre de sumands corresponent al sumatori extern. Es pot generalitzar: el nombre
de sumands de

>3 ay= - p+Ds—r+1).

En els casos i exemples anteriors, els indexs 7, j varien independentment. Aixo no és
necessariament aixi.

>3

i=1 =i
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Observacio: Els indexs i, j son substituibles per altres, de manera que, per exemple:
n m

NI

=1 j=1 p=1 g=1

P [ _ n _ n m _ m n
Lexpressioy : vy = Zi,j:l aij =i (Zj:l a;ij) = Zj:l (X1 aij)
I analogament amb triples sumatoris.
Vegem-ne alguns exemples addicionals:

Exemple 3.24 Aquesta suma pot correspondre a la suma de tots els termes d una matriu
quadrada d’ordre n, amb a;; = i + j.

n n n n

S G+ =Y _(i+i)

j=1 i=1 j=1 =1

n

Calculem a = Z(j-i— ).

i=1
En primer lloc,

n n n n n

a=) (j+)=0Q_N+Q_0=iQ_D+Q_ N=jn+=%5—

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Completem el calcul:

n

SO Gi) = SGn+ My = (3 (2 1D 2

j=1 i=1 j=1 Jj=1 J=1

= () )+ (S D =n

(*): n és constant dintre de cada sumatori.

Exemple 3.25 Una generalitzaci6 de 1’anterior:

ii(ﬁl’) = i[(ij)—k(ii)]:i[j( S 1)+M]:
- le:[js+s(s;1)] (S js)+ s(s;—l)):

J=1 j=1

= s(ij-i—s(s;rl)(Zl) :sr(r;r D + S(SJrl)r: E(r-i—s—|—2). [

j=1



Exemple 3.26 i i ij:

=1 i=j

s
Al sumatori interior Z ij, j fael paper de constant.
i=j

AiXi,

r s N r (+1) 3 9 r (+1) 3 .
Y=Y m— -+ =Y m =Yty L

=1 i=j j=1 J=1 J=1 j=1
Calculem separadament cada sumatori:

r

st(s+1) _ s(s+1) ZJ:

r 3 r
J 1 3
7 22
=1 j=1

r(r+1)

>

P
Cal fer servir un resultat conegut: Z P=(
=1

r jz 1 r
— 2
> 7=372.0
j=1 j=1
Cal fer servir un resultat conegut:

: ‘z_r(r+1)(2r+1)
A

J=1

Se substitueix i es completa el calcul. M

3.7. Productes (“productoris”)

Un “productori” no €s més que un artifici notacional per a escriure, de manera compacta,

expressions com:

aa;...a,

Sumatoris %
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S’escriu:

n
Hai:alaz...an, ambn > 1

=

Exemple 3.27 i=1-2...i...n=n! (factorial),n > 1. W

1=

Se suposa que 1 <i < n i que I’index de variacié del producte creix amb increments
d’una unitat: i = 1,2,...,n.

Els limits inferior i superior poden ser diferents dels anteriors:

il
a; = a,...q;, amb il > i()
=1y

Exemples 3.28

2n
Exemple 1. Hai = 30405 . . .0, amb 2n >3 M

1=

2k)?
Exemple 2 22-4-6"...(2n)" _ IQ( ) (2K
Pt s antlp L

n n

Exemple 3. Hiz =12.2%...2%

I
—
—
[\
S
~—
[S)
I
R
Il
=
[

Aquest tltim es pot reescriure com:

n n

ﬂiz = (D{i)2 =(n!)’ M

3.8. Com resoldre problemes de sumacio, de sumatoris
Problema: Obtenir una expressié tancada per a la suma en un sumatori

L’objectiu €s obtenir resultats de suma i expressar-los de forma tancada, mitjangant
alguna funcid o expressio que eviti els punts suspensius o haver de calcular el resul-
tat per iteracié. Exemple: per a 1 +2+ 3+ --- +n volem una férmula f(n) tal que
14+243+--+n=f(n).

Si és possible, i si escau,

a) Descompondre el problema en una colleccié de subproblemes a resoldre separada-
ment, cadascun d’ells més senzill que ’original. Com? Aplicant les propietats de
suma de sumatoris i producte per escalar, enunciades anteriorment.
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b) Cal identificar el patré o la tipologia del problema general o dels subproblemes, o
veure si s’hi pot reduir.

Per exemple, totes les segiients es poden reduir facilment a una suma dels termes
d’una progressié geomeétrica de rad x:

n n n n 2n n
RO SEIDWEITO WD RO W
Jj=1 Jj=3 Jj=3 Jj=1

J=1 J=1

En efecte:

2":41‘ (x=4)
j=1

n

D (1) (x=—4,jaque (~1)/4) = (-4)))

Jj=0

Zn:zw‘ (x=4)
=3
2n
> A (x=4)
=3

n A n . n ) n ) 4n+1 -1
Y2=NTWR2 =16 4 =16[() 4)—1]=16(-1

Do =D (DD = (D)D) = =3 (-4 = —%

Jj=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0

¢) Disposar d’una provisio de férmules de sumacié a punt per ser utilitzades, que es
poden fer servir com a basiques.

d) Aplicar resultats que ja tinguem: suma dels naturals i poténcies, progressio aritmetica,
progressié geometrica, binomi de Newton, expressio de x" — y" i altres.

e) Possiblement, s’hauran d’adaptar els indexs de variacié i els valors (x = 2, x = 1/2,
x=—1,x=1/2, per exemple per a la férmula d’una suma de la progressié geométri-
ca)

f) Cal identificar els valors minim i maxim de I’index, el terme general.
g) Cal saber calcular el nombre de sumands.

h) En casos especials, veure si s’ajusta el que s’ha de sumar al tipus de la féormula de
Newton o altres.
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Férmules molt itils s’expressen en termes de sumatoris, com la férmula del binomi de
Newton, que és:

(xty) =) <Z>x"y”k (3.8)

k=0

amb x,y nombres reals i n nombre natural.

Dediquem un capitol posterior a presentar exemples i exercicis relacionats amb aquesta
férmula important. L’aplicacié en moltes ocasions exigeix veure si el problema de su-
macié que s’ha de resoldre resoldre correspon al patré de la formula o s hi pot reduir.

Per exemple, Z <Z> 3¥ n’és un cas particular, amb x = 3,y = 1.
k=0

Una altra férmula important és:
b 7yn _ (Xfy)(xrhl +X"72y+ . +xyan +ynfl)’
per a x,y nombres reals i n nombre natural. També hi ha un capitol reservat a la féormula.

En els exercicis de la seccio segtient, es veuran diversos exemples d’aquesta manera de
procedir.

3.9. Problemes resolts

Observacié important. Alguns dels problemes de sumacié que segueixen es poden
resoldre també per inducci6. Per completar-ho, en diversos casos hem inclos resolucions
per induccid, encara que correspongui a un capitol especific posterior.

PROBLEMA 3.1
Sigui n un nombre natural positiu qualsevol.

- < nn+1)
a) Utilitzeu (k+1)*> — k* per a obtenir > k= ——~.
) (k+1) p /?:1 3
n(n+1)2n+1)

b) Utilitzeu (k+ 1)° — k® per a obtenir > k¥ = ——2— 7,
) (k+1°—Kp kz:; 3

- 1
c) Utilitzeu (k+ 1)* —k* per a obtenir Zk3 = (Ln; )

k=1

).

Observacio: En aquest problema es presenta un metode i, al mateix temps, s’obtenen
demostracions alternatives per a resultats provats per altres metodes.

Solucié. Es plantegen equacions on les “incOgnites” son els sumatoris que es demanen.
Es un exemple d’us de sumes telescopiques. S’utilitzen resultats dels apartats anteriors
per a resoldre els posteriors al primer.



a)

b)

Sumatoris %

En primer lloc, (k+1)> —k*> = (k> +2k+ 1) — k* = 2k + 1 i, per tant,

n n

D (k412 —k) = (2k+1) Z (2k) +Zlf22k+21f2 Zk +n.

k=1 k=1

(i (k4 1) —K2)) —
2

Aillant la incognita >_;_, k, resulta: Zk =

k=1

Calculem per un altre metode Z((k + 1)* — k*); desplegant el sumatori, resulten

k=1
clares les cancellacions que es produeixen entre els sumands:

n

S ((k+172 =) = [(141)2 =12+ [2+1)* =22+ [(B+1)> =37 + -+

[((n =1+ 1) = (n = 1+ [(n 1) = n?] = [22 = 1]+
3 =2+ [ =3t [ = (= 1)+ [ 1) =] =
= (n+1)>-1%

+
+

Aixf,Z((k—l—l)z—kz) =m+1)Y-1*=n*+2n+1-1=n*+2n.
k=1

n n k 1 2_k2 _ 2 2 . 2 1
Finalment, Y "k = (o (( +2) )—n_(n +2n) n_n ;—n:n(nz—i— )
k=1

D’una banda, tenim (k+ 1)° —&° = (K’ +3k* +3k+1) — k> = 3k* +3k+1,d’on

n n

ST(k+17=&) = > (3K +3k+1) Z (3k%) +Z (3k) —|—Zl =

k=1 k=1
= 3ZZ:Ik2+3Zk:1k+"-
Utilitzant el resultat de I’apartat (a):

n

S (k+1) — &) :3ik2+37”(”2+1) +n.

k=1 k=1
A partir d’aqui, aillem la suma que cal obtenir. Pero primer hem de calcular

n

S (k17 k)

k=1

d’una manera alternativa, desplegant el sumatori i observant com es produeix la sim-
plificaci6 dels sumands:
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n

D k+1P—1) = [(141P = B]+[2+1)° =29+ [B+1) =3+ -+

k=1

+

[(n=1)+1P = (n—=10]+[(n+1)*—n’] =
=22 =P+ [P -2+ [# =3+ [ — (n— 1)+
+ [(n+1)P = ]=(n+1)P-1=

=P +3n*+3n+1—-1=nr*+3n>+3n.

- 1
Aixi, i +3n°+3n=3 Z K+ 3@ + n. Aillant el que ens interessa,
k=1

D K= %[(n3+3n2+3n)f3@fn] - %[(n3+3n2+2n)73n(n2+1)] -
_ n(n+1)2n+1)
B 6

¢) En primer lloc, (k+1)* —k* = (k+1)*(k+ 1) —k* =4k’ + 6k* +4k+1,d’on

n n

D (k4 1) = k) = (4K + 6K + 4k + 1).

k=1 k=1
Desplegant el sumatori i simplificant, el membre de 1’esquerra es pot escriure com:
n

D ((k+1)* =) = (n+1)* = 1* = (n* +4n’ + 6n* +-4n+ 1) — | =

k=1

= n*+4n* + 6n*+4n.

El membre de la dreta €s

~ L N2 N ~ N~y e )@2et 1) n(nt1)
AN K 46 KB+4) k+> 1=4) K +6 3 A=,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

aplicant els resultats dels dos apartats anteriors.

n

Aix{, n* +4n’ +6n* +4n = 4Zk3 +n(n+1)(2n+1)+2n(n+1)+n, d’on, efectuats
k=1
els calculs pertinents,




PROBLEMA 3.2

Siguin n,r,s nombres naturals, n > 1,r > 1,5 > 1. Hem demostrat formules per a la
suma dels primers nombres naturals, els seus quadrats i els seus cubs. Apliqueu-les per
a obtenir:

a) Y (2k+1).> (2k—1). b) Y (2k).
k=0 k=1 k=1
c) ) (5k). d) > (2k+1)".
k=1 k=0
e) Y (3k+2).
k=0
f) Z Z J- Aquesta suma pot correspondre a la suma dels termes d’una matriu quadra-

i=1 j=1
n

i
da d’ordre n, situats sota la diagonal principal, amb la diagonal inclosa: Z Za,» B
i=1 j=1
amb a;; = j. Enunciats alternatius: a;; = ij, a;; = 2j+1, a;; = i+ j. Sense incloure
n i1

la diagonal, seria Z Z J-

i=1 j=1

g) Y k(k+1) h) Yy 3
k=1 k=0

Solucio

a) Métode 1:

i(2k+l): n (2k)+i1 =§n:(2k)+(n+1) =n(n+1)+n+1)=(n+1).

k=0 k=0 k=0 k=1

Métode 2. Sumant parells i senars, obtenim la suma dels 2n + 1 primers nombres
naturals i aleshores apliquem les férmules anteriors:

n n 2n+1
S +Y k+1) =>4
k=1 k=0 i=1
és a dir,
n 2n+1 n
Z(2k+1) = Zi_Z(Zk) = W—n(rﬂrl):
k=0 i=1 k=1

= (2n+1)(n+1)—nn+1)=(n+1)>.

Sumatoris %
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L altre és similar:

i2k—l sz Zl—ZZk Zl—

—n=n(n+1)—n=n".

n(n+1 (2n+l)

b) Z Z4k2 4Zk2
k=1

C)Z Zs =5 Zk* ”“)).

k=1
d) > (2k+1)° Es (2k+1)* = (2k)° +3(2k)> +3(2k) + 1 = 8K + 12k> + 6k + 1.
k=0

Llavors:

n n

> @k+1) =) (8K + 12k +6k+ 1) =

k=0 k=0

= zn:8k3+zn:12k2+zn:6k+zn:l =
k=0 k=0 k=0 k=0
8Xn:k3+ 122n:k2+6zn:k+(n+ 1) =
k=0 k=0 k=0

n(n+ 1)6(2117L 1) +6n(n2+ 1)

n(n+1)
2

= 8( 2 +12 +(n+1).

n

e) > (3k+2) = Z (3k) +22 Z (3k)+2(n+1) =

k=0

Il
=
=
+
=
~—
|
N[ —
NI\)
_l’_
N —
I
N —
M
NI\)
_|_
=
Il

f)zn:i:j ..2_

i=1 j=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1 nn+1)2n+1), n(n+1)
=5l 6 ) > )
g) Zn:k(k+1).Es
Zk (k+1) = ,.1 k2+k):kz”;k2+kz";k:n(n+1)6(2n+1)+n(n2+1)‘
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h) i32k+1:i32k~3:3i32k:32 329&39"+1 !
k=0 k=0 k=0

k=0

(suma d’una progressié geometrica, x = 9).

PROBLEMA 3.3

Sin > 1és un nombre natural:

a) Demostreu per induccio que

b) Apliqueu la formula anterior al calcul de

n+1

D (@) +1)

=2

Expliciteu-ne detalladament tots els passos.

Solucio

n
a) La propietat P(n) que es vol demostrar €és Z P=

)

ii)

n*(n+1)?

1 ,peratotn > 1.

J=1

Pas base. Cal demostrar P(1); en aquest cas, es redueix a una simple comprova-
cid. Es calculen els valors corresponents a n = 1 dels membres de la dreta (D) i
de I’esquerra (E) de la igualtat i es comprova que coincideixen. En efecte, £ =

: n(n+ 1) 12(1+1)?

Zj3:13:11, substituintn =1aD = 1

j=1
Queda demostrada la igualtat i, per tant, P(1).

,resulta D = =1.

Pas inductiu. Hem de provar P(n) = P(n+ 1), per a n > 1. Suposem, doncs, que
P(n) es compleix (HI, hipdtesi d’induccid) i provem P(n+ 1). Explicitament, cal
provar la implicacié (n > 1):
n 2 2 2 2
5_m(ntl) 5 _ (D ((nt D+ 1)
T = = =
P D DY 7

J=1 J=1

n+1 n

Expressem Z P= Z 7+ (n+1)% i apliquem la HI (hipotesi d’induccid) subs-
j=1 j=1

tituint a 1’expressio anterior:

n+1

Z; —Z]+n+1 (”4“) +(n+1)

Sumatoris %
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Ara només cal provar que el membre de la dreta coincideix amb

(nt (et D+ 1) (n+1)(n+2)°

4 4
Es una comprovacié rutinaria:
2 2 2 2
+1 +4n+4
wwL(nJrl)’% - (n+1)2(%+(n+1)):@Hﬂ%):
_ (n+1)*(n+2)?
2
n+1 n+1 n+1
b) > (4P +1) = 241 +Zle43 N4+ ((n+1)—2+1)=
Jj=2 j=2
n+1
1)? 2)?
= @Y (P rn= (P,
Jj=2
PROBLEMA 3.4

Sin > 1 és un nombre natural, demostreu:
1
14+44+7++Bk=2)+-+(Bn—-2)= 5(3n2—n)

a) Per induccio.
b) Sense utilitzar el métode d’induccio.
Expliciteu-ne detalladament tots els passos.

Solucio

a) La propietat que es vol demostrar €s:

n

P(n): Y (3k-2)= %(Snzfn), n>1

k=1
Pas base: Provem P(1) comprovant que el membre de la dreta (D) i el de 1’esquerra
(E) de la igualtat anterior coincideixen en substituir n per 1:

1
1
E=>Y (3k-2)=3-1-2=1 D:§(3-12—1):1
k=1

Per tant, E = D.

Pas inductiu: Cal provar P(n) = P(n+1), Vn > 1, és a dir:

n n+1

Z(3k—2)=%(3n2—n) =) (Bk-2)= 2(3(n+1) (n+1))

k=1 k=1
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Suposem, doncs, que la propietat és certa per a n, és a dir, P(n) és cert (HI), és a dir,
n

1
Z(S’k —-2)= 3 (3n* — n), i hem de provar que

k=1

n+1

1 2
> (Bk-2)= SB+1)7 = (n+1)).

k=1
Desenvolupem adequadament per a poder aplicar la HI (hipotesi d’inducci6):
n+1 n

Z(3k_2) = 2(316—2)+(3(n+1)—2):I

k=1 k=1

(Bn*—n)+(3(n+1)-2)

N —

Fent els calculs:

n+1

3n*+5 2
2(3/(_2):M:

1 2
: SBO+17=(n+1))

k=1

Aquesta darrera igualtat es pot veure sense cap problema desenvolupant 3(n+ 1)? —
(n+1).

nn+1)
5

b) Podem utilitzar Z k=

k=1

n

S (Gk-2) = Zn:3kfzn:2:3zn:kfzn:2:3”(”2+l) —on—
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

- 3n24+3n—4n

il 2
> f2(3n —n)

Observacio: També es pot resoldre per progressions aritmetiques: amb la férmula
‘ a, +a, 1+(3n—2) 3n*—n

Sa=nltl _an o

i=1

2 2

PROBLEMA 3.5
2000
Sigui a, =2"+1, n > 1. Calculeu: Zai
i=10
Solucié. Volem calcular 37" ;. Tenint en compte que el “sumatori d’una suma és
suma de sumatoris”:

2000 2000 2000 2000
doa=> (2+1)=>2+>"1
i=10 i=10 i=10 i=10
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Sumem separadament (i després substituirem).

2000
Zl =2000—10+1

i=10
A partir de la férmula de la suma d’una progressié geometrica
+1_
Z ok — 2n —ntl
podem escriure

2000 2000

Zzz Zzz Zzz_22001_1)_(210_1):22001_210

i=10

Finalment:
2000 2000 2000
Z“i - 22421 =220 _ 21012000 — 10+ 1
i=10 i=10 =10

PROBLEMA 3.6

a) Demostreu per induccio que

1 1 1 1
EjLﬁererjLn(nJrl) = n—:lq,peratotnombrenaturaln,n2 1.

b) Demostreu la igualtat anterior a partir de la igualtat:

1 1
= k>
k+1 k(k+1) "~

I —

c) Calculeu:

n

1
S5——+k+3), N,n>2
;( k(k+1)+ +3),onneN,n

Solucio

a) La propietat P(n) és la igualtat

L B S B
12723 " 3.4 antl) ntl "7
- 1 n
0 bé: =
—k(k+1)  n+1
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Pas base: Provem P(1). En aquest cas, a ’esquerra tenim

1
1 1
E = =—_.
kZ:; k k+ 1) 1(1+1) 2
11 )
I,aladreta, D = 5= 72 Per tant, E = D, d’on resulta que P(1) és cert.

Pas inductiu: Hem de demostrar P(n) = P(n+1), Vn > 1. Equivalentment:
n

1 n AR | n41
S e = et = e -
—k(k+1) n+1  —k(k+1) (n+1)+1

Observem que suposar que P(n) és cert és la hipotesi d’induccid, HI. En aquest supo-
sit, vegem que P(n+ 1) és cert:

1 1 1 my n 1 7
Zk(k—H) N ;k(k+l)+(n+l)(n+2) N n+1+(n+1)(n+2)’

1 N 1 1 n(n+2)+1
= n = =
n+1 n+2 n+1 n+2

1 n4+2n+1 (n+1) a+l
Con+l o n+2 (n+D(m+2) a2
1

b) Es una comprovacid rutinaria que X kel KhrD *r )

Escrivint el sumatori corresponent, es produeixen simplificacions en cadena:

n

1 11
By D Bl et

1 1 1 1 1 1 I 1
IR LA Rt i
1 1 1 1 1 1
P S e R
- I n
N n+l n+l

1 n 1 n n
(35— F+k+3)=5> —+> k+> 3
G+ LIRS

Calculem separadament:

k=2

n 1

~ 1 1 1 o n 1
_kz:;k(kﬂ)_;k(kﬂ)_zk(kﬂ)’n+1_2

k=1
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n n 1 n
B=> k=Y k- k= k-1= ”(”;1)—1
k=2 k=1 k=1 k=1

y = i3:3i1:3((n72)+1)

Finalment:

5 5 +1
s=satpay= >4 2ot

—143(n—1)

PROBLEMA 3.7

Contesteu raonadament les preguntes segiients:

a) Demostreu per induccio

n

> @k—1)3=(n-1)3""+3,  VneNn>1

k=1
n
b) Calculeu directament ZkSk,Vn € N,n > 1 (utilitzeu el resultat anterior).
k=1
Solucié

a) Per inducci6 sobre n. Aqui ny = 1. La propietat P(n) que es vol demostrar és:

n

D (2k—1)3F=(n—1)3""+3

k=1
Pas base: Demostrem P(ny), és a dir, P(1). El membre de 1’esquerra de la igualtat
peran=1¢és:

E'=) (2k—-1)3*=(2-1-1)3

El membre de la dreta:
D= (1-1)3""'+3=3. Coincideixen.
Pas inductiu: Cal provar P(n) = P(n+1), n>1.

Es a dir, que si es compleix el segiient (hipotesi d’induccid, HI):

n

D (2k—1)3 = (n—1)3"" 43,

k=1



b)
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també es compleix:

n+1

> (k= 1)3F = ((n+1) = 1)3 43,
k=1
és a dir:
n+1
> (2k—1)3"=n3"? 43
k=1
Vegem-ho:
Reescrivim:
n+1
> (2k—1)3
k=1

de manera que es pugui aplicar la HI (fent apar¢ixer com a subférmula la férmula de
la HI):

n+1 n
D @k—1)3* =D "(2k—1)3*+ 2+ 1) - 1)3 &
k=1 k=1

L(n—1)3""43)+2n+1)=1)3"" = (n—1)3"" +3+ (2n+1)3"" =
=3"n—14+2n+1)+3=n3-3""1 43 =n3""1H1 4 3=p3""2 43

Vegem com es pot relacionar amb el resultat anterior.

iqu sz3’< Z3’< z":k3k)fzn:3’<
k=1 k=1

k=1

Per tant:

2Zk3k sz—mk Z3k )31 43) + Z3k
k=1

d’on:

n

- k 1 n+1 k
;m =5[((n-1)3 +3)+) 34

k=1
n

Només resta sumar E 3% suma del tipus:

k=1
+1

1—

173n+1
Per tant, 23" Z3’< 23](*1* — -1

l+x4+x2 4 X" = (progressié geometrica, amb x = 3).
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Finalment:
_ 3n+l

3n+1 3
I W —

1.

Z K3k =

l\)l'—‘

PROBLEMA 3.8
a) Demostreu per induccio que, per atotn € Nyon > 1:

~ , nn+1)2n+1)
T

b) Calculeu:

> (65 -4k —5).n>3.neN

k=3
Solucio

a) La propietat P(n) que es vol demostrar per induccid és la igualtat:

El valor més petit de n per al qual s’afirma la propietat és ny = 1. Hem de seguir els
dos passos:

i) Pas base. Demostraci6 de P(ny), és a dir, de P(1). Vegem que els dos membres
de P(n) coincideixen per a n = ny = 1. Calculem separadament el membre de
I’esquerra (E) i el de la dreta (D).

1
EZ Y #=1=1
k=1

o 1D 14D 6

D =
6 6

Per tant, £ = D.

ii) Pas inductiu. Cal provar que
P(n)=P(n+1),Vn>1.

Es a dir, que suposant certa P(n) (hipdtesi d’induccid, HI), hem de veure que
P(n + 1) és certa. O bé, concretant:

n+1

6
n+1 n
Reescrivim Z k* de manera que hi aparegui com a subférmula Z k*is’hi pugui
k=1 k=1
n(n+1)2n+1)

aplicar la HI, substituint la subférmula per 6
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n+1

Y= (ZH) +(n+1)2 Y —n("+1)6(2"+1) +(n+1)

Ara, mitjangant desenvolupaments rutinaris, hem de provar que I’expressié de la
(n+1)(n+2)(2n+3)

dreta és igual a

6
En efecte:
WHIHI)Z = (n+1) {@Hnﬂ)]
(1 1) {n(2n+l)6—|—6(n+l)] _
n+1

=% ——(2n*+7n+6)

Perd també (n+ 2)(2n+ 3) = 2n* 4+ 7n + 6. Queda provada, doncs, la igualtat
buscada.

e ) )

Calculem per separat els sumands de la féormula anterior. a = Z 6" és un cas parti-
k=3
cularde 1+x+x>+---+x", amb x = 6, per a la qual disposem de la férmula:

X1
l4+x4+x24...+x" =

, x#1

x—1

Adaptada al nostre cas, en queé k > 3, és

n 6n+1 -1 6n+1 _216
aZ6"<Zé"> (14+6+6%) = - *(1+6+62):f
k=3

p-yae s (3¢
k=3 k=3
i ara apliquem la férmula deduida a I’apartat (a).

Zn:kz = (Z#) (12422

_ n(n+1)(2n+1)
N 6

n(n+1)2n+1)—30

—(14+4)= 3 ,

nn+1)2n+1) —30.

d’on =4 3
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=
=

r=>5=5%Y"1=5((n-3)+1)=5(n-2)

~
Il
(58]
=~
Il
(58]

Substituint:

n

D (6" -4 —5)=a—p 7.

k=3

Observacio. En alguns dels desenvolupaments anteriors, es pot procedir diferent-

n
ment. Per exemple, a = 26" = <Z 6") (14+6+6%) =--- es pot escriure de

k=3
manera més sistematica:

a=> 6= <Z6"> —O 6.

k=0

i fer servir la férmula sumatoria per als dos sumatoris:

n 6n+1 1 62“—1
=30 (L) - - S-S

PROBLEMA 3.9

Sigui n un nombre natural qualsevol, amb n > 2. Calculeu:
n?+1
> (2k+1)
k=4

Solucié. Es pot resoldre de diverses maneres.

Meétode 1. Com a suma d’una progressio aritmética, amb a; =9, a, = 2(n2 +1)+1,
d = 2 (diferéncia).

Meétode 2. Escrivint el sumatori com a suma de sumatoris:

n?+1 241 241
> (2k+1) sz+21 =a+p,
k=4
41 41
ona= Z 2k, B = Z 1, que es calcularan separadament:
k=4 k=4

n?+1 41 n?+1

a=3 223 k=200 k- Zk B ELS
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- m(m+1
aplicant el resultat Zk = % Més sistematicament, també es pot aplicar la for-
k=1
mula Zk . 3(3“) , en comptes de la suma 1 +24-3.
41

B=> 1= +1)—4+1=n"-2.

PROBLEMA 3.10

Sigui n un nombre natural, n > 2. Calculeu:

o

n

> @ 10k — (1) 5)

k=3

Solucié. Escrivim el sumatori com a suma de sumatoris:

n2

S=> (2" +10k—( sz“+210k Z £->7s

k=3 k=3 k=3

Calcularem separadament cada sumatori.

n2

Caleul de a = sz“:
k=3

En primer lloc,

Vlz nz Vlz
a= Zz"“ = Zz.zk = 222k
k=3 k=3 k=3

Adaptarem la férmula basica (suma dels m primers termes de la progressié geometrica):

m +1
1+x+x2+---+x”’=Zx" (e —1)

=— 2 xeRx#1,
— (x—1)

amb x =2 1im = n*:

(+1) _

n? n? 2 n?
207+ — :
6= 2% 2=} 2-(2°42'+2))="———-7=2"""-8.

Per tant, @ = 2(2"+! —8) =272 _ 16,

n2

Calcul de p =) _10k:

k=3

nz nz
B=> 10k=10> k
k=3 k=3

Sumatoris %
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m(m+1):

Adaptarem la féormula basica Z Jj= >

j=1

2 2

n n 2(n2+1) n2(n2+1)_6
Y=Y k—(§ § k—(142)=2 100 5 BT D
k=3 k=1 2 2

Per tant:

IOZk 10( ”+1) 6) 5(n*(n* 4 1) — 6) = 5n* + 5n° — 30.

n2

Calculde y = (—

k=3

Es un cas particular de la férmula anterior (progressié geométrica), amb x = —11im = n?.
Aixf:

- ;enh<<71>°+(71>1+<71>2>: T -a-1e)
B (71)nz+171 17 (71>n2+2+172 B (71)n2+271 B (71>n271
T 2 T 2 - 2 - 2

Calculde 5 =) _5:
=3
El nombre de sumands és (n? —3) 4+ 1 = n> — 2. Per tant:

2
§=Y 5=5n>—2)=>52>—10.

k=3

=

Finalment, substituint:

_l nz_l
S = (2" - 16)+(5n4+5n2730)7L —5n2 410 =

(7 1)n2+l +1
2

= 2"t 5pt —36.

PROBLEMA 3.11

a) Demostreu per induccid que, per a totn € Nyn > 1: Z(4k +1)=n(2n+3)
k=1

b) Demostreu la igualtat anterior sense utilitzar el métode d’induccio.
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Solucio

a) Per inducci6 sobre n. La propietat que s’ha de demostrar és:

P(n): Y (4k+1)=n(2n+3), amb ny = 1
k=1
Pas base. Provem P(ny), és a dir, P(1). Comprovem que els membres de la dreta D(1)

i de I’esquerra E(1) coincideixen:

1
E(1) "2 Y @kt 1) =4-141=5

k=1

p(1) "2 1-2-143)=5
Tenim E(1) = D(1) i, per tant, P(1) és cert.
Pas inductiu. Cal provar la implicacié
P(n)=P(n+1),Yn>1

Es a dir, cal provar:

n n+1

> (4k+1)=n2n+3)=> (4k+1)=(n+1)(2(n+1)+3)
En efecte:
i:(4k+ 1) = (Xn:(4k+ M+ @a+D)+1) P nene3)+@n+1)+1)

Desenvolupem els termes respectius de la dreta de les dues tltimes igualtats per a
comprovar que coincideixen:

(n+1)2n+1)+3) =2(n+1)*+3(n+1)=2(n*+2n+1)+3n+3=
=2n*+7n+5
n2n+3)+4(n+1)+1=2n"+3n+4n+5=2n*+Tn+5

b) D ok+1) =Y A+ 1=(4Y k)+y 1=
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n(n+1)

— 4
2

+n=2n(n+1)+n=n2n+3).
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PROBLEMA 3.12

Sine N, n>2, calculeu:

3

(—5k+(—6)“"*log,3+1)

2

=~
[l

Solucié. Descomponem la suma

n3

=
S=Y (=5k+(—6)""log,3+1)

k=2
enS=a+f+v,on
-1
a=>Y (-5k),
k=2
n—1
B =) (-6)""log,3,
k=2
-1
r=>_1

k=2
que calculem separadament i finalment sumem.

Calcul de a.:

=2 k=1 k=1
Apliquem
ii _ m(m+1)
2
i=1
1 3 3 1 3 3
a=(=5)(z - )((w" =1 +1)=1)=(=5)(7(n" = )n" —1)
Calcul de f3:
n—1 n—1
B =) (~6)"log,3(—6)" = (=6)"log,3) (-6)"
k=2 k=2
-1
Per a sumar 2(76)", utilitzem 1 +x+ x>+ +x" = 1*1":";1 ,amb x = —6:
k=2
-1 nd—1 3
1— (76)(" —1)+1
(=6) =) (=6)*=((-=6)°+(-6")) = 1o (1-6)
k=2 k=0
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Calcul de y:

-1

y=> l=(m—-1)—-2+1=n"-2

k=2

PROBLEMA 3.13

Sigui n un nombre natural, n > 1. Calculeu:

2n+6
D (Tk+5(=2)"" = [n])
k=4
2n+6
Solucié. Denotem S = "(7k+5(~2)"" — [n]).
k=4

Escrivim S com a suma de sumatoris, que calculem separadament:

2n+6 2n+6
5= 0+ 352 3 1o
k= k=4
Denotem:
2n+6 2n+6

Z7k p= Zs 2)y =Y [n]

Calcul de a:

2n+6

a:7Zk.
k=4

m(m—+1)

Utilit | =
ilitzem Zz >

i=1

. En aquest cas:

Z"Z%k Zk Z _ @t )(@nt6)+ ) o5 2et6)QntT) 12

2 2
k=

(2n+6)(2n+7)— 12

Aixi, o =7

2
Calcul de B :
2n+6 2n+6
B=3 5(—2)(~2) = —5-8% (~2)"
k=4 k=4
m 1 7xm+l
Utilitzem Zxk = perax = —2.
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2n+6 2n+6 3
D =D (2 =) (-2 =
k=4 k=0 k=0
1—(=2 2n+6+1
= S (2 (D (2P () =
_ (_"\2n+6+1 _(_9\2n+7
S el ) SR DO ol ) AP P
3 3
1= (=2)7+15
B 3
Per tant: ( )2 = 6
72 n . 1
—5.8 2 =
P 3
Calcul de y:
2n+6

r=> lnl.

En aquesta férmula I’index de variacié és k i |n| actua com a constant dins del sumatori.
Per tant,

2n+6
y = |n| Zl = |n|(2n+6)—4+1)=[n](2n+3)=n(2n+3).
k=4
Finalment:
2n+6)2n+17)—12 —2)217 — 16
S:a+ﬂ—y=7(n+)(;+) +58L—l§————n@n+a
2n+6
Variant de resolucio: Observem que el sumatori Z k és la suma de termes consecutius
k=4

d’una progressid aritmética, de terme general a;, on el sumatori consta de m = (2n+6) —

4+ 1=2n+ 3 sumands; aplicant la férmula que ens permet calcular directament aquesta
2n+6

44 (2n+6)](2n+3 m
suma, resulta: Zk: [4+ @2n+6)l(2n+ ) Formula de la suma: w.
2 2
k=4
2n+6
Observem que el sumatori Z(—Z)k és la suma de termes consecutius d’una progressié
k=4
geométrica, de terme general a;, de raé r = —2, on el sumatori consta de m = (2n+6) —
4+ 1=2n+ 3 sumands; aplicant la férmula que ens permet calcular directament aquesta
2n+6
) 2n+6 | 2 — (=2 4 ot —
suma resulta: ;(72)" = (=2) (_(2) —)l (=2) . Férmula de la suma: & rr_ lal

PROBLEMA 3.14

Sigui A = (a;;) una matriu de m files i n columnes en qué I’element situat a la fila i i
columna j és a;j = 2i+ j. Calculeu la suma dels elements de A.



Solucié. Si S és la suma dels elements de A, €s:

S=Y_> ay

i=1 j=1

Tenim S = Z Z 2i+ j)).

n

Calculem separadament S, = Z(Zi +J).
=1

P P

Atés que Z(ak +b) = (Zak) + (Zbk), és:

k=1 k=1 k=1

Slzizzﬂ Zzz Z')zZiil—l—'le:Zin—i—w;
Jj=1 j=1 j=1

j=1

n(n + 1) . T
Es Z , com a suma dels n primers elements de la progressié aritmetica de

prlmer element a; = 1 irad 1 (també es pot obtenir per altres metodes).

Substituint:
" n(n+1) . " n(n+1)
;( in+ > ) ; m-i-; >

m

n+l mm+1) nn+1) nm
1=2 o
e e M e

(2m+n+3)

Observacio. També es pot procedir en ordre invers:
n m n m
Y > ay=Y > ay)
Jj=1 i=1 j=1 i=1

El resultat és el mateix.

PROBLEMA 3.15
Sigui n un nombre natural, n > 1. Calculeu:

n+17

> (8k+7(—2)" —4n)

k=4
Solucié. Descomponem el sumatori

S= i:(Sk +7(=2)F3 —4n)

k=4

Sumatoris %
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en suma de sumatoris: S = a+ f3 + v, on

n+7 n+7 n+7
a=> 8k B=Y (-2 y=) (-4n),
k=4 k=4 k=4
que calculem separadament.
n+7 n+7
Calcul de a: En primer lloc, o = Z 8k =18 Zk
k=4 k=4
n+7
Meétode 1. Zk es pot sumar com a progressid aritmetica, de primer terme a; = 4,
k=4

diferenciad = 1,amb p = (n+7) —4+ 1 = n+4 sumands i dltim terme a, = n+7.

n+7
(ai+a,)p 4+ (n+7))(n+4) n*+15n+44
P t t, k: = = .
er tan kE:4 5 5 5

m(m+1)

Meétode 2. Recordant que Zk = (demostrable per induccid, o bé com a

k=1
cas particular de progressio aritmetica, o bé per algun meétode directe, com s’ha vist

anteriorment), podem escriure:

n+7 n+7 3

k= k=Y k= (”+7)((';+7)+1) _(¥):
_ (n+7)(”l+8) 6—n2+15”+44
= ; e >

Per tant, a = 4(n* + 15n +44) = 4n*> 4+ 60n + 176.

Calcul de B:
B= D 72 = 7P (2 =7(2) S (-2 = 563 (-2
= k= k=4 k=4

Calculem Z(—2)k.
k=4

Meéetode 1. Aplicant la féormula de la suma dels elements d’una progressié geomeétrica
a, +---+a,, de primer terme a,, Ultim terme a,, rad r, nombre de termes p, segons
diverses versions possibles:

a—ar’  ar’ —a

N Ty
ay—a,r  a;r—a
a1+...+ap: 11_: = I;_ll
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amb primer terme a; = (—2)*, raé r = —2, nombre de termes p = (n+7) —4+1=n+4,
dltim terme a, = (—2)"*".

n+7
Variant argumental. També es pot sumar directament: 3 =7 2(72)
k=4

k3 1 aleshores cal

n+7
k+3. N £ ) .z e .
sumar (=2)"*; pero aquesta és la suma d’una progressié geométrica, que es descriu
k=4

a continuacio.

n+7
—2)%**, en qué el primer terme és a; = (—2)***, raé r = —2, nombre de termes
> qué el p
k=4
p=(n+7)—4+1=n+4,iltim terme a, = (—2)"""".

El lector hi aplicara les substitucions de valors corresponents i en completara els calculs.

Meétode 2. Es la suma d’una progressié geométrica de raé x = —2. Apliquem

I x+x24fam =20 £

x—1

En aquest cas:

S (-2 = Y2k - D2 =
B (72)(n+7)+1 -1 (72)3+1 -1 - (72)n+8 -1 (72)4 1 B
(-2)—-1  (=2)—-1 =3 -3
1

~3[256(-2)" 116+ 1] = %(256(*2)" —16).

Per tant, § = 53—6(256(72)” —16).

Calcul de y: Iindex de variacid del sumatori €s k; n actua com a constant. Per tant:

n+7 n+7
Y=Y (—4n)=(—4n)> 1=—4n((n+7)—4+1)=—4n(n+4) = —4n’ - 16n.
k=4 k=4

Finalment, cal sumar S = a+ f3 + 7.
2 56 n 2
S = (4n" +60n+ 176) + (?(256(—2) —16)) + (—4n”— 16n) =

56
= 44n+ 176+ (256(~2)" ~ 16)
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PROBLEMA 3.16

a) Demostreu per induccio: per atotn € N, n> 1,
34+ 11+19+---+ (8k—5)+---+ (8n—5)=4n*—n
b) Demostreu el mateix resultat directament sense induccio.

Solucio

a) Sigui P(n):= Z (8k —5) = 4n* — n” la propietat que volem demostrar per induccié

k=1
sobre n, amb ny = 1.

Pas base. Cal provar P(ny), és a dir, P(1).
El membre de la dreta perang = 1val4-12—1=3

El membre de I’esquerra per a ny = 1 val

n 1
ZSk 5) Z8k 5)=8-1-5=3.
k=1 k=1

Ates que coincideixen, P(1) es compleix.

Pas inductiu. Cal provar la implicacié P(n) = P(n+1),Vn > 1. Es a dir:

n n+1
> (8k—5)=4an'—n="(8k—5)=4(n+ 17— (n+1)
k=1 k=1
n+1
En efecte: escrivim Z (8k—5) de forma que aparegui com a subférmula Z (8k—5)
k=1 k=1

i puguem aplicar P(n), és a dir, la hipdtesi d’induccié (HI):

i(Sk—s) = i(Sk—S)—i— (B(n+1)—5)Z=(4n> —n)+ B(n+1)—5) =

= 4n’+7Tn+3
Vegem que aquesta dltima expressié coincideix amb 4(n+ 1)? — (n+ 1). En efecte:

dn+ 172 —(n+1)=4m*+2n+1)— (n+1)=4n* +7Tn+3.

n n n n n(n+1)
b) Y (8k—5) :ZSk—ZSZSZk—Snst —5n=n(4n—1).
k=1 k=1 k=1 k=1
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Metode alternatiu: com a suma dels elements d’una progressio aritmetica, amb a; =

3, a, =8n—>5, terme general g, = 8k — 5, diferéncia d = 8. La suma seria

na1+a,, 34+ (8n—5)

S = 5 =n(4n—1).
3.10. Qiiestions diverses
1. El nombre de sumands de:
w43 C) Agys+ ...+a76s ...
a) Zaiés... - 7

o A > kés...

. 2<k<
b) E a; és ... =Es

k=s+1

2. Escriviu com a sumatori:

a) La suma dels nombres naturals multiples de 5 menors o iguals que n € N.
b) La suma dels nombres naturals parells menors o iguals que n € N.

3. Sumeu:
a) Zl,rZs. C) Z3log2n,neN,n26.
i=s k=6
41 n
b) Y (=3). n’+1>ny. d) > logy(n+1),neN, n>1.
k=ng k=1
'l2 1
4. SiguineNn>1Es Y —=
—'J
j=1
n2+l 1 (n71)2 1
a) e d) -
(n+1)? 1 41 1
b3k 05t
p=2 p=1 p=1 p-1
w1 1 f) Cap de les anteriors.
c) —
p=2 p—1
5. Considerem Zai ....Es:
i=1
a) ai+...+a, b) Z a;
1<i<n, ieN

Sumatoris %
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9 > a o>
j=1
e) Cap de les anteriors.

n
6. Considerem an(i— 1), neN, n> 1. Alexpressié n*(i—1):
i=1

a) n té la consideracié de constant pel que fa al sumatori.

b) Per a la sumacio, n i i es consideren variables.

¢) n? pot sortir fora del sumatori.

d) i pot sortir fora del sumatori.

e) Cap de les anteriors.

7. SineN, r>1, s> l,a;, ... € R, indiqueu quines de les afirmacions segilients sén
certes.

a) iai:iaﬁti:ai d) iai:aii
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
i=1

rs i=1 i=5+1
C) E a=a+a+...4+a,
i=1

f) Cap de les anteriors.

8. Siquix € R,x # 1,n € N,n > ng > 0. Indiqueu si hi ha alguna afirmacio certa.

n n ny—1 n xn+1 0
Y= d Y D
k=ng k=0 k=0 k=ng
n n ny
F=) -y A
® ;;, ; ; d) Cap de les anteriors.

9. Escriviu els sumands de:
a) ZaZi (n>1) d) Zaz(zf) (n>1)
i=1 i=1
b) Za3i (n>0) e) Za(zm) (n>1)
i=1

c) Zazl (n>0) f) iai (n>2)
i=3

i=0

10. SineN,n>1ia...,a, € R, indiqueu si alguna de les igualtats segiients és certa.
(n—1)(n+1)

I

i=0



0 =) a)

n+1

b =) a)

c)=mn-1)n+ I)Zai

11. Siguin € N,n > 1. Siguin ay, ...

a) Zai = (Zai) + (Zai)

b) Zai = (Zai) + (Zai) + (Zai)

c) Zn:a,-3 = (Zn:a,-f
i=1 i=1

) da=> (@)

i=1

n3 n
e) Za,- = Za(,@)
i=1 i=1

f) Cap de les anteriors.

12. Indiqueu si son certes o no:

) Y (3a;+5b) =30 _a)+50>_b)

n

b) Y (4a) = Zai

i=1

n n+6

c) Z6Za,-

i=1 i=1

d) Zm = (Z 7)(Za,->
e) Z 8a; = (Z 8)+ (Zai)

n

0> 7=y (1> a)
i=1 i=1 i=1

Y (Ca)=-) a

i=1 i=1

Sumatoris %

-1
d) = Za,-
i=0
e) =aj+a,+az+...+a,
n—1 -1
DY atYa
i=0 i=n
g) Cap de les anteriors.

a, € R. Indiqueu quines afirmacions son certes:

i=1

n

i=
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13. Indiqueu si son certes o no:

a) Z(4al+9bl) = 4Za7+9zbk

i=1

n n+1

b) > (4a;— 4261,+l 3Zbk .
i=1
n n+1 nll

) Y (4a;—3b;) = 4Zaj+1 =33 by
J k=2

i=1

d) Z ai+b;) Zb —|—Za,
i=1

e) (Z:a,-)Z:z:a,-2
i=1 i=1

n

f) Z(aibi) = (Z az‘)(z b;)

. _ ) -;nkZ
1)2121( J Zlkzzl:

{12, i€{1,2,..n%}

14. Calculeu:

2n+1 2"

a) Z3’<. (n>15). d) 23". (n>0).
k=15 k=0
n—1 n

b Y 35 (n>2). e) » (-5
k=1 k=0

2n
¢) Z3’<. (n>0).

k=0

3.11. Aplicacio de formules sumatories per a analitzar
dos algorismes elementals

L'algorisme d’ordenacio per insercié no és eficient

Comentem, per exemple, 1’algorisme d’insercio per a ordenar per ordre creixent una
collecci6 {ay,- - - ,a,} de n nombres (o objectes ordenables en una ordenacié total). L al-
gorisme funciona de la manera segtient:
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Descripci6 i analisi (per a I’analisi de costos, només considerem les operacions de com-
paracio):

a) Primeres operacions. Es considera el segon element a, i es compara amb el primer. Si
a, < ay, S’intercanvien a,,a, i en resulta la nova llista a,,a, ..., amb els dos primers
elements en 1’ordre correcte; es passa a considerar I’element az. Si a; < a,, alesho-
res ja estan ordenats i no cal fer cap intercanvi; els passa a considerar 1’element a;.
Comparem, per ordre, a; amb la subllista ordenada dels dos anteriors i, si és menor
que algun d’ells, s’insereix immediatament davant seu (en aquest cas, en el cas pitjor,
s’hauran de fer 2 (= 3 — 1) comparacions. Si no s’ha de fer cap insercid, queda la
subllista dels tres primers nombres ordenada i es passa a considerar I’element ay.

b) Operaci6 generica. Suposem que estem analitzant I’element j—¢sim, amb 1 < j < n.
La subllista formada pels j — 1 elements que té al davant ja esta ordenada. Ara hem de
comparar a; amb aquests elements, ordenadament des del principi; inserim a; davant
del primer que trobem que sigui més gran que a; o no fem res si no en trobem cap.
Aix0 obligara, en el cas pitjor, a comparar amb tots els j— 1 anteriors, és a dir, un
cost de j— 1 operacions.

En aquesta taula, presentem una execucié de l’algorisme per a una llista concreta:
9,7,8,2,1.

Resultat Pas Element actiu Comparacions
9,7,8,2,1

7,9,8,2,1 1 7 1
7,8,9,2,1 2 8 2
2,7,89,1 3 2 1
1,2,7,8,9 4 1 1

Observem que €s possible que no s’hagin de fer totes les comparacions previstes en el cas
pitjor. Si la llista ja és ordenada (1,2,7,8,9), s’hauran de fer el maxim de comparacions
possibles, i estarem en el cas pitjor.

Per tant, els costos en el cas pitjor seran: 1 +2+---+ (j—1)+---+ (n—1).

Com és de gran 1+ ---+n?. A part de tenir una férmula explicita que ens “alliberi dels
punts suspensius”, és ttil també per tenir, d’aquesta manera, una avaluacié de 1’ordre
de magnitud de 1+ --- 4 n, en termes de n, cosa que €s important per tenir una idea
qualitativa dels costos computacionals algorismics: en efecte, aquesta suma és d’ordre
nn+1) 1

1
2 .z
= —n” + —n, expressié on el terme
2 2 2 P

dominant és n?, que és el que compta quan n es fa molt gran.

quadratic en n, no és lineal en n, ja que

Per tant, reprenent I’analisi de I’algorisme d’ordenacid per insercio, el cost en el cas pitjor

—1
sera 1424+ (j—1)+---+(n—1)= Q, cost quadratic. Un bon consell: no
utilitzeu aquest algorisme, és un mal algorisme ...

Sumatoris %
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L'algorisme d’ordenacio per seleccié simple no és eficient

Un exemple addicional. Vegem que I’algorisme d’ordenacio per seleccio simple tampoc
no és gaire eficient (i, per tant, atés que hi ha alternatives millors, poc recomanable).

Descripcio i analisi de costos. L’ analisi de costos el basarem tnicament en el nombre
de comparacions (el cost real seria superior, pero aquesta €s la part essencial, la que pot
ser dominant en el cost global).

Suposem que tenim inicialment la llista d’elements a,,--- ,a,, elements d’un conjunt
amb un ordre total.

a)

b)

)

d)

Obteniu el maxim max dels elements. Aixo significa efectuar una inspeccié de tots
els elements amb les corresponents comparacions. El nombre de comparacions és
n—1.

Intercanvieu aquest valor maxim amb I’dltim de la llista (és a dir, que si max = a;,,
a partir d’ara a, ocupa la posici6 iy 1 max = a;, ocupa la posicié n. Aquesta posicio,
contenint el maxim, ja no s’haura de tornar a examinar en el que resta.

D’entre les posicions 1,2,...,n— 1 obtenim el maxim fent n — 2 comparacions. S’in-
tercanvien els valors de la posicié que conté el maxim i el valor de la posicié n — 1
(que passa a contenir el valor maxim de la subllista); aquesta posicié n — 1 ja no es
tornara a considerar.

Es continua el procés fins que tota la llista estigui ordenada.

Per exemple, si hem d’ordenar per aquest procediment la llista 3,9,7,5,2,6, els resultats
intermedis corresponents a I’execucio de 1’algorisme seran:

39,7,5,2,6
3,6,7,5,29
3,6,2,5,7.9
3,5,2,6,7,9
3,2,5,6,7,9
2,3,5,6,7,9

El cost computacional corresponent a les comparacions és (n— 1)+ (n—2)+---+2+1.

n(n—1)

Perd aquesta suma €s, d’acord amb el resultat que hem vist anteriorment, - al teo-
rema 3.3, quadratic en n, mida de 1’input. Per tant, I’algorisme no és gaire recomanable,
llevat que n sigui molt petit.










Logica de proposicions.
Llenguatge de proposicions

Observacio preliminar. Encara que el capitol esta dedicat al llenguatge de proposicions,
en algun cas es presenten exemples d’enunciats amb variables, que pertanyen al llenguat-
ge de predicats.

4.1. Oracions, enunciats i proposicions
4.1.1. Oracions i enunciats

Considerem el llenguatge ordinari, que ampliem per incloure-hi expressions com a fér-
mules, com per exemple “3+4 = 7”. D’acord amb regles lexiques i sintactiques (grama-
tica), que inclou gramatica especifica de férmules (que no tractarem), formem cadenes
de caracters, amb signes de puntuacié. Algunes d’aquestes cadenes no sén oracions, no
estan ben formades; altres estan ben formades i son oracions.

Exemple 4.1 Feu la distincié entre oracid i enunciat. Doneu-ne exemples.

Un enunciat és una oraci6 on es fa una afirmacid que €s certa o falsa. Tot enunciat €s
oracid, pero no tota oracid €s enunciat: per exemple, una ordre no és cap enunciat.

a) Enunciat: “L’aigua destillada bull a cent graus”

b) Enunciat: “2+2=4"

¢) Enunciat: “1=0"

d) No enunciat (és una ordre): “Estudieu!”

e) Enunciat: “Tots els homes sén mortals”

f) Enunciat: “Existeix 1’arrel quadrada de tot nombre real no negatiu”

2) No enunciat (podria ser un titol, perd no afirma res): “Els polifenols i tu”

h) No enunciat (no és cap afirmacid): “Com millorar les condicions de vida de la pobla-
ci6 del Kazakhstan”

i) Enunciat: “Les gallines van a joc quan es pon el sol”. H
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PROBLEMA 4.1

Indiqueu quines de les oracions segiients son enunciats:

a) 2+2 =15 (formula corresponent a l’oracio “dos més dos és igual a cinc”).

b) Set de nou és un personatge de Star Trek Voyager.

c) Menja! d) Plou i fa sol. e) Neva?

f) Ramses Il el Gran establi un tractat de pau amb els hittites.

g) La suma d’un nombre senar de nombres senars és senar.

h) Guillem el Conqueridor vencé el rei Harold a la batalla de Hastings.
i) Aquesta frase no esta escrita en hittita.

J) Aquest enunciat és fals.

[n/2] 2

200 ((%W)

k) Z < =0 - 13 ) no €és un jeroglific egipci.
- 2
n=1

) 2+7=

m) Treballes o estudies?

Solucié. El criteri de decisio és si se li pot assignar un valor de veritat o no:

a) Es enunciat/proposicid (fals).

b) Es enunciat (cert). La veracitat és relativa al context de I"univers de ficcié de Star
Trek.

¢) No és enunciat (s una ordre, no un enunciat).
d) Es enunciat (la veracitat €s contextual).

e) No és enunciat (és una pregunta, no una afirmacid).

f) Es enunciat (cert). h) Es enunciat (cert).

g) Es enunciat (cert). 1) Es enunciat (cert).

j) No és un enunciat. Vegeu que s’arriba a una contradiccié amb qualsevol assignacid
de veracitat.

k) Es enunciat (cert, és una férmula matematica, no un jeroglific egipci, per més que ho
pugui semblar).

1) No és oracio.

m) No, és una pregunta (s una oracid).

PROBLEMA 4.2

Doneu exemples d’oracions (llenguatge ordinari ampliat amb llenguatge de formules)
que no son enunciats.
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Solucio

a) Que no et vegi més per aqui! (és una ordre).
b) Es5<7? (és una pregunta).

¢) 0 =17 (és una pregunta).

d) 3=7si0=1? (és una pregunta).

e) Treballar, treballar i més treballar (no afirma res; de fet, no €s ni tan sols una oracio).

PROBLEMA 4.3

Doneu exemples de construccions del llenguatge que no son oracions.

Solucié. Els exemples segiients, encara que alguns s’entenen, no sén correctes gramati-
calment; no sén oracions.

Gelats per a la calor!

Mi gustar coco.

El vaca ddna llet.

Podrida dolenta molt ser carn la.

15 <<>=< 3 (suposant el llenguatge ordinari ampliat a llenguatge de férmules).

PROBLEMA 4.4

Doneu exemples d’oracions (amb llenguatge ampliat per formules) que son enunciats.

Solucio

a) Si0 =1, aleshores 3 =17.

b) Existeixen homes mortals. Comentari: €s cert o fals, encara que no se sapiga.
¢) 4=5noméssi0=1.

d) 1=0.

e) 3#4.

f) Les gallines s6n mortals.

PROBLEMA 4.5
Indiqueu quines de les segiients cadenes de caracters del llenguatge ordinari son oraci-

ons, enunciats, no oracions, no enunciats.

a) “La Melaleuca alternifolia és un plant austrolia”
b) “T’agraden els moniatos?”
c) “L’estramoni és toxic”

d) “L’alfabrega és aromatica, pero no és medicinal”
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e) “Aneu amb compte!”

f) “Mi no voler menjar”

g) “3+4”

h) “3+6=10"
i) “3”

J) “3>7
Solucio

a) No €s una oracid, té errors lexics. Errors: “un plant austrolia” en comptes d’“una
planta australiana”.

b) Oraci6 que no €s enunciat. Es una pregunta.

¢) Oracid, enunciat.

d) Oracio, enunciat.

e) Oracid, no €s enunciat. Es una ordre.

f) No és cap oracid. No €s sintacticament correcta.

2) No és una oraci6; €s una cadena de caracters, s una expressio en format de férmula
de “tres més quatre”.

h) Oraci6, enunciat (“tres i sis fan deu”, “tres i sis sén deu”, “tres més sis €s igual a

ELIT3

deu”, “tres i sis és igual a deu”).
i) No és una oracid; és una cadena de caracters.

j) No és una oracid; és una cadena de caracters.

4.1.2. Enunciats simples i compostos
Els enunciats simples son els que tenen 1’estructura subjecte-predicat, com per exemple:
“el gat dorm” ‘el gos borda” “en Joan canta” “la Maria balla” 3 >2

Podem combinar amb “operacions logiques” enunciats simples per tal d’obtenir-ne de
més complexos, els enunciats compostos. Hem d’indicar quines serien les operacions
logiques (connectives logiques) que utilitzariem, d’entre diversos jocs de connectives
possibles. Escollim el joc estandard en matematiques:

13

si ..., aleshores ...”

... 81, 1 només si, ...”
Per exemple:

i)

“el gat dorm i el gos borda
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“en Joan no balla“ [no en Joan balla]
“en Joan balla i la Maria canta”
(3>2)i(0<1)

Tot aix0 ho sistematitzem a I’apartat segiient.

Ara vegem-ne alguns exemples:

PROBLEMA 4.6

Indiqueu quins son enunciats simples i quins son enunciats compostos:

a) Plou. d) Plou ino fa sol.
b) Si1=0, aleshores 2 < 1.
¢) No fa sol. e) 1#£0.

f) Ni plou ni fa sol [és: no plou i no fa sol].

g) EnJoan estudia, la Maria toca el piano i el gat dorm [és: En Joan estudia i la Maria
toca el piano i el gat dorm].

Solucio

a) Simple. Plou.

b) Compost. Si 1 =0, aleshores 2 < 1.
¢) Compost. No fa sol.

d) Compost. Plou i no fa sol.

e) Simple. 1 # 0. Aixo0 si s’accepta com a primitiu el simbol #. En cas que s’hagués
d’escriure —(1 =0), aleshores seria compost.

f) Compost. Ni plou ni fa sol.

g) Compost. En Joan estudia, la Maria toca el piano i el gat dorm.

PROBLEMA 4.7

Escriviu diversos enunciats simples i diversos enunciats compostos.
Solucié

a) 3+4 = —1 (simple).

b) En Jordi menja un gelat i una Mantis religiosa volta pel jardi (compost).
c¢) Si 1=0, aleshores 2=4 (compost).

d) 3=5—0> 1 (compost) (versio verbal: si 3 =5, aleshores 0 > 1).

e) 1 =0 (simple).

f) Laiguana dorm (simple).
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g) (4> —1)A(1=0) (compost) (versi6 verbal: (4 > —1)i (1 =0)).

h) El curare és neurotoxic (simple).

PROBLEMA 4.8

Indiqueu quins son els enunciats simples i els compostos d’entre els segiients. En el cas
dels compostos, analitzeu-ne ’estructura i expresseu-la en termes de simples (lletres
proposicionals o formules atomiques).

a) “La sang de drago és una planta medicinal del tropic i la farigola és una planta
medicinal mediterrania”.

b) “La patata és una solanacia i la seva fruita €s verinosa .

c) “L’alfabrega és aromatica, pero no és medicinal”.

d) “El peroxid d’hidrogen és molt toxic, pero la catalasa el neutralitza” .
e) “No neva ni plou”.

f) “El taxol és un antitumoral”.

g) “Mandrake el mag és un personatge de comic”.

Solucio

a) Compost. Es p Ag, on p =“la sang de drago és una planta medicinal del tropic” i
q ="la farigola és una planta medicinal mediterrania”.

b) Compost. Per poder escriure-ho com a conjuncié d’enunciats independents, s’ha de
reformular equivalentment com: “La patata €s una solanacia i la fruita de la patata és
verinosa”. Aleshores €s p A g, on p =“la patata €s una solanacia” i ¢ ="la fruita de
la patata és verinosa”.

¢) Compost. S’ha de reformular per poder-ne distingir els enunciats simples indepen-
dents. El sentit antagonic del “perd” es perd amb la simbolitzacié. La frase és equi-
valent a: “L’alfabrega és aromatica i 1’alfabrega no és medicinal”. Aleshores, es pot
simbolitzar mitjan¢ant p A g, amb p =“I’alfabrega és aromatica” i ¢ ="1’alfabrega
és medicinal”.

d) Compost. Per a formalitzar-la bé, cal refer la frase: “El peroxid d’hidrogen és molt
toxic i la catalasa neutralitza el peroxid d’hidrogen”. Es p A g, on p ="el peroxid
d’hidrogen és molt toxic” i ¢ ="la catalasa neutralitza el peroxid d’hidrogen”.

e) Compost. Es —p A —g, on p =“neva”, g = “plou”.
f) Simple. No conté connectives. Subjecte: “el taxol”; predicat: “és un antitumoral”.

g) Simple. Subjecte: “Mandrake el mag”; predicat: “és un personatge de comic”.

Tot aix0 ho sistematitzem a I’apartat segiient.

4.1.3. Connectives

Vegem els noms i simbols per a les connectives:
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- no negacio

V. o disjunci6 (“o” no exclusiu)

A i conjuncio

—  condicional si ..., aleshores ...
(i altres relacionades: condicié necessaria, condici6 suficient,
nomeés si)

<+ Dbicondicional ... si, i només si, ...

(i altres variants com: condicio necessaria i suficient)

Aquestes sén les connectives basiques. N’hi ha d’altres, que no considerarem: | (NAND),
4 (NOR), @ (XOR, o exclusiu).

Descripcio conceptual

Definicio 4.1 (negacié) —p és cert si, i només si, p és fals. Correspon conceptualment
a la negacio del que s’afirma en una proposicio; és a dir, correspon al “no” logic. No-
tacio: si p és una proposicio, aleshores s’indica per —p, “no p”. Nom alternatiu: NOT
(porta logica en circuits).

Definicié 4.2 (conjuncid) p iq €s cert si, i només si, p, q son ambdos certs. Correspon
al “i” logic. Notacio: N\, p \ q. Nom alternatiu: AND (porta logica en circuits).

Definicio 4.3 (disjuncié) La proposicid pV q €s certa si qualsevol de les dues, p o q, és
certa, inclos el cas en qué totes dues ho siguin; per tant, només sera falsa en cas que ho
siguin totes dues. Correspon a “o” . Notacio : \V, pV q. Nom alternatiu: OR (en circuits
logics).

Pel que fa a la resta, passem ja directament a la descripcid per mitja de la taula.

Descripcio tabular

Suposem que tenim una connectiva o operacio logica de n proposicions, que a aquest
efecte anomenarem operands. Una taula de veritat de n operands és una taula de n+ 1
columnes; les n primeres corresponen als operands i inclouen totes les possibilitats per a
valors de veritat dels operands, i I'tltima €s el resultat de la veracitat o la falsedat per a
cada una de les files.

La connectiva corresponent seria n—aria.

or, | op, | op; | -~ | oP, | RESULTAT
1 0 1 1 1
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Per exemple, un cas concret podria ser el de la taula segiient:

A B C RESULTAT
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

Aquesta taula descriu una operacié logica que depen de tres operands: el resultat és
cert exactament en cas que hi hagi un minim de dos operands certs. Es pot pensar la
situacié segtient “de la vida real” en que convingui considerar una operacio logica o
connectiva com el cas que s’acaba de descriure: tres votants d’una comissié per a decidir
un assumpte poden accionar sengles dispositius de votacié amb dos valors (1 per a vot
afirmatiu, O per a vot negatiu); la proposta que es vota s’aprovara si, i només si, rep un
minim de dos vots (és a dir, dos o tres vots afirmatius). Es pot pensar una altra variant: un
circuit eléctric amb tres interruptors de dues posicions deixa passar el corrent exactament
quan un minim de dos interruptors estan accionats. La taula anterior descriu totes les
situacions possibles i, per tant, descriu funcionalment el circuit, tot i que no fisicament
o materialment.

La taula segiient (dreta) és un resum de totes les connectives binaries indicades anterior-
ment:

P q \% A — d
PP 0 0 0 0 1 1
0 |1 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1
PROBLEMA 4.9

Considerem la formula proposicional (p\ —q) A —r. Quin és el valor de veritat (0,1) de
la formula si els valors de veritat de les “variables” (lletres proposicionals) son:

a) p=0,qg:=1,r:=1. c) pi=1,¢:=0,r:=1.
b) p=1qg:=1r:=1. d) p:=0,qg:=1,r:=0.

Solucié. Fent un abis notacional:

a) “(0vV-1)A—=1",queés “(0V0)A0”, que és “0 A0”, que &s “0”.
b) 0. En efecte, (1V-1)A-1=(1VO)AO=1A0=0.
¢) 0.Enefecte, (1V-0)A=1=(1VI)A0=1A0=0.
d) 0.Enefecte, (0OV-1)A=1=(0VO)AO=0A0=0.
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PROBLEMA 4.10

Considerem la formula proposicional (p\ —q) A —r. Si el valor de veritat (0,1) de la
formula és 1, aleshores:

a) Qué podem deduir sobre r i sobre pN —q?

b) Si p:=0, qué podem deduir?

Solucio

a) Podem escriure o considerar la taula de veritat parcial (vegeu taules de veritat), res-
tringida al cas que el valor de veritat sigui cert per a la férmula.

També podem fer una deducci6 directa: la férmula €s una conjuncio A. Si és certa,

g0

aixo significa que els dos operands prenen el valor “cert”, d’on —r “és” 1 i, per tant,
r=0;comque pV-géscert,ésp=10g=0.

b) Aleshores, r =01 g =0, per deduccid directa o per la taula de veritat.

Observacio. Notacionalment seria preferible fer servir una funcié v d’assignacié de va-
lors de veritat i escriure, per exemple, v(r) =0 i v(g) = 0, etc. Que el lector refaci I’e-
nunciat i la solucié en aquests termes.

També es poden definir connectives ternaries (o de més operands). Vegem-ne un exemple.

Exemple 4.2 Definim amb la taula noves connectives ternaries: M,m, ®>,x.

p | g | r | Mpagr) | mpgr) | @(paqgr) | «(p.gr)
0olo0 o0 0 0 0 0
0] o0 1 0 1 1 1
0|10 0 1 1 1
100 0 1 1 1
0o 1 1 1 0 0 0
1o 1 1 0 0 0
110 1 0 0 0
Ll 1 0 1 0

Descrivim-ne el comportament.

Connectiva ternaria “majoria (M)”, que €s certa si, i només si, la majoria dels operands
prenen el valor “cert” (en cas contrari, és falsa). Denotem-la per M(p,q,r).

Connectiva ternaria “minoria (m)”, que és certa si, i només si, la minoria dels operands
prenen el valor “cert” (en cas contrari, és falsa). Denotem-la per m(p,q,r).
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Connectiva ternaria “@3”, que és certa si, i només si, un nombre senar dels operands
prenen el valor “cert” (en cas contrari, és falsa). Denotem-la per @? (p,q.r).

[T

Connectiva ternaria “x”, que €s certa si, i només si, exactament una de les lletres és
“certa” (en cas contrari, és falsa). Denotem-la per x(p,q,r). B

PROBLEMA 4.11

Estudieu quines de les afirmacions segiients son certes i quines son falses.

a) 1=0—3=5 ¢c) 1=0<3=5 e) 1=0—->3+#5
b) 1£0—3=5 d 1#0—3+#5 ) 1#£0<3#5
Solucié

a) Certa. Es el cas “F — F”. d) Certa. Es el cas “V — V.

b) Falsa. Es el cas “V — F”. e) Certa. Es el cas “F — V™.

¢) Certa. Es el cas “F <> F”. f) Certa. Es el cas “V < V™.

PROBLEMA 4.12

Si p i q son lletres proposicionals, indiqueu quin és el valor de veritat de p si

a) qéscerti p/\qéscert. e) qésfalsip— qés fals.
b) gésfalsipV qéscert f) g éscertip— qéscert.
c) qésfalsipAqés fals. g) qésfalsip— qéscert.
d) qgéscertip/\qésfals. h) qés fals i p A (—q) és fals.
Solucié

a) p cert. d) p fals. g) p fals.

b) p cert. e) p cert.

c) Res es pot afirmar. f) p cert. h) p fals.

PROBLEMA 4.13

Donades les lletres proposicionals p,q, indiqueu si son compatibles o no les afirmacions
segiients (cadascuna per separat):

a) p\Vqcert, p fals, q fals. e) p/\gqcert, p cert, q cert.

b) pAgqfals, p cert, q cert. f) pVqfals, p\qcert, p fals.

c) pVgqcert, p cert, q fals. g) pVqfals, p/\q cert.

d) pNgqcert, p cert, q fals. h) pVqcert, p/\qfals, p fals, q fals.
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Solucio

a) No, incompatible. e) Si, compatible.
b) No, incompatible. f) No, incompatible.
¢) Si, compatible. g) No, incompatible.
d) No, incompatible. h) No, incompatible.

4.1.4. Condicionals i bicondicionals:
condicio necessaria, suficient, i necessaria i suficient

La férmula p — g correspon a un condicional i es llegeix de moltes maneres equiva-
lents en el llenguatge ordinari. Correspon a I’estructura condicional (connectiva) “Si ...,
aleshores ...”, que, en aquest cas, seria “Si p, aleshores ¢”. En aquesta estructura:

p és I'antecedent, la hipotesi, la premissa,
q €s el conseqiient, la tesi, la conseqiiencia.

Ara bé, hi ha altres maneres de dir el mateix:

Sip.q

gsip

p és una condicio suficient per a g, i

q és una condicid necessaria de/per a p.

Vegem amb exemples I’ts de “condicié necessaria”, de “condici6 suficient”, de “condicid
necessaria i suficient”.

> Exemples sense variables, amb formulacié només verbal:

Exemple 4.3 El quadrat d’un enter parell.
a) Condicio suficient:

— “Si un nombre natural és parell, aleshores el quadrat [del nombre] és parell”.

— “Condici6 suficient perque el quadrat d’un nombre natural sigui parell és que el
nombre sigui parell [també ho sigui]”.

— “Que un nombre natural sigui parell €s condicid suficient perque el seu quadrat
sigui parell [també ho sigui]”.

— “Es [condicid] suficient que un nombre natural sigui parell perqué [també] ho sigui
el seu quadrat”.

— “Un nombre natural és parell” €s condicid suficient per tal que “el seu quadrat sigui
parell”.

b) Condicid necessdria:

— “Que el quadrat d’un nombre natural sigui parell €s condicié necessaria perque el
nombre natural sigui parell”.
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— “Esnecessari (condici6 necessaria) que el quadrat d’un nombre natural sigui parell
per tal que el nombre ho sigui”.

— “El quadrat d’un nombre natural parell s parell”.

— “Es parell el quadrat d’un nombre natural parell”.

— “El quadrat d’un nombre natural €s parell si el nombre és parell”.
— “Si un nombre natural és parell, el seu quadrat és parell”.

c) Condicio necessaria i suficient, “... si, i només si, ...”, condicions equivalents:

— “Un nombre natural €s parell si, i només si, el seu quadrat és parell”.
— “El quadrat d’un nombre natural €s parell si, i només si, el nombre €s parell”.

— “Que un nombre natural sigui parell és condici6 necessaria i suficient per tal que
el quadrat sigui parell”.

— “Que el quadrat d’un nombre natural sigui parell és condicié necessaria i suficient
per tal que el nombre sigui parell”.

— “Per a un nombre natural sén equivalents:

« el nombre é&s parell,
« el quadrat del nombre €s parell”.

— “Que el quadrat d’un nombre natural sigui parell és equivalent que el nombre sigui
parell”. M

Exemple 4.4 No tots han de ser necessariament exemples matematics. En aquest cas,
no se sol utilitzar “condicio ...”, pero si “€s suficient que ... per tal que ...” o “és necessari
que ... per tal que ...”.

“Si estic malalt, no vaig a treballar”. l

9 CLINT3

> Resulta més clar 1’ds de “condicié necessaria”, “condici6 suficient”, “condicid neces-
saria i suficient” amb afirmacions amb formules, de resultats matematics, encara que
sigui amb variables (corresponent al llenguatge de predicats del capitol segiient), com
podem veure a continuacio.

Exemple 4.5 (amb condicional) Considerem I’exemple (on suposem que n és un nom-
bre enter):

“Si n és senar, aleshores 1’ és senar”

b b
n és senar — 1’ és senar.
2fn—2¢nd.

Es pot reformular de diverses maneres:

a) “n’ és senar si n és senar”.

b) En termes de condicio suficient:

“n senar €s condici6 suficient per tal que n® sigui senar”.

“Que n sigui senar €s condici6 suficient perqué n® sigui senar”.
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“Es condici6 suficient que n sigui senar perqué 7* també ho sigui”.
“Una condicid suficient perqueé n° sigui senar és que n sigui senar”.
“Una condicid suficient perqué ° sigui senar és que n també ho sigui”.

c) Ara, en termes de condicio necessaria:

“Que n* sigui senar és una condicid necessaria perqué 7 sigui senar”.
“Una condicid necessaria perqué n sigui senar és que n’ sigui senar”.
“Es condici6 necessaria que n® sigui senar perqué n sigui senar”.

“n? senar és condicid necessaria perqué n sigui senar”.

A totes les expressions anteriors, podem substituir “n senar” per 21 n, i “n® senar” per
2¢n’. M

La férmula a <+ b és un bicondicional. Vegem com es pot expressar en el llenguatge
ordinari. Hi ha diverses possibilitats.

a si, i només si, b,
a és condicio necessaria i suficient per a b,

b és condicio necessaria i suficient per a a.

Ates que a <> b és logicament equivalent a (a — b) A (b — a), tenim: “Si a, aleshores b”
i “si b, aleshores a”. Vegem-ne un exemple:

Exemple 4.6 (amb bicondicional) Amb n nombre enter:
nsenar <> n’ senar

“n és senar si, i només si, n> és senar”.

“n3 és senar si, i només si, n és senar”.

“n és senar és condicid necessaria i suficient perqué n® sigui senar”.

“n? és senar €s condici6 necessaria i suficient perqué n sigui senar”.

“Una condicid necessaria i suficient perqueé n sigui senar €s que n* sigui senar”.

“Una condici6 necessaria i suficient perqué n* sigui senar és que n sigui senar”.
També es pot formular com segueix:

“Per a n € Z, son equivalents:

a) n és senar

b) n’® és senar”

A totes les expressions anteriors, podem substituir “n senar” per 21 n, i “n’ senar” per
2+t n?, ien tindrem exemples addicionals. M
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4.2. Traduccio: formalitzacié o simbolitzacio i desformalitzacio

Entenem aqui la formalitzacié com el procés de traduir enunciats en llenguatge natu-
ral a llenguatge de proposicions, de manera que un enunciat s’expressi finalment com
a férmula proposicional. La traduccié també es pot considerar en sentit contrari, de la
férmula proposicional al llenguatge natural, un cop assignats “valors” a les lletres pro-
posicionals.

El capitol segiient es dedica al llenguatge de predicats. El llenguatge de predicats és un
entorn més ric que el de proposicions, ja que disposem addicionalment de variables i
quantificadors. Llavors tindrem ocasié de veure un bon nombre d’exemples i exercicis
de simbolitzacid, i inversament, de manera que aqui ens limitem a uns pocs exemples o
exercicis.

4.2.1. Traduccio de llenguatge natural a formal:
formalitzacio o simbolitzacio

PROBLEMA 4.14

Expresseu els enunciats segiients, donats en llenguatge natural, en forma de formula
proposicional (formalitzacio o simbolitzacio):

a) “Flash Gordon és un personatge de comic i Winston Churchill és un personatge
historic”.

b) “Ni plou ni fa sol”.

c) “Plou, pero fa sol”.

d) “Alex Raymond és un dels millors dibuixants de comics de tots els temps” .

e) “Entren pardals a les aules, pero no garces, ni cotorres, ni merles ni coloms”.

f) “Siunocell arriba a la finestra, és el moment que el savi reemprengui el seu cami”.

Solucio

a) p/Agq,on p:= “Flash Gordon és un personatge de comic”, g :=*“Winston Churchill
és un personatge historic”.

b) =-p A—g,on p:=“plou”, g :="“fa sol”.
c) pAg,on p:=“plou”, g :="fa sol”.
d) p,on p:=“Alex Raymond €s el millor dibuixant de comics de tots els temps”.

e) pA—gA—tA—m/A-con p:=“entren pardals”, g :="“entren garces”, t :="“entren co-
torres”, m :="“entren merles”, ¢ :=“entren coloms”. Observeu que el matis adversatiu

N9

“pero” es perd en la formalitzacié (i queda reduit a un simple “i”).

f) p — g, on p :="“un ocell arriba a la finestra”, g :="“és el moment que el savi reem-
prengui el seu cami”.
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PROBLEMA 4.15

Expresseu formalment les afirmacions segiients com a formules proposicionals, a partir
de les proposicions més senzilles possible (simples, sense connectives):

a) Ploui fa sol.

b) Set de Nou és molt intelligent, pero molt maldestre per a les relacions humanes.

c) L’aigua esta freda o esta calenta.

d) L’home no ha arribat a la lluna.

e) En Joan ha anat al cinema o al teatre, pero no a la piscina.

f) L’aigua no esta ni gaire freda ni gaire calenta.

g) No soc un nen. h) Els selenites no existeixen.

Solucio

a) pAg,sip:=“plou”iq:= “fasol”.

N 99

b) La paraula “perd” emfasitza una contraposicid, un cert demerit en el llenguatge na-
tural, pero, des del punt de vista logic, té simplement un valor de “i”, conjuntiu (es
perden possibles matisos); per tant, si p := “Set de Nou és molt intelligent” i g :=
“Set de Nou és molt maldestre per a les relacions humanes ”, aleshores €s p A g.

¢) pVgq,amb p:= “l’aigua esta freda” i g := “I’aigua esta calenta”.

d) —g, si g ;== “I’home ha arribat a la lluna” (observeu que la veracitat-falsedat és con-
textual temporal).

e) (pVg)A—w,on p:= “enJoan ha anat al cinema”, ¢ := “en Joan ha anat al teatre”,
w = “en Joan ha anat a la piscina”.

f) Si p:= “I’aigua esta molt freda” i g := “I’aigua estd molt calenta”, és (—p) A (—q).
Observeu que ’estructura logica de la frase és més simple que 1’enunciat del llen-
guatge natural; queda despullada de qualsevol redundancia i estructures emfasitzants.

g) —p,sip:=“sécunnen’.

h) La frase és negacio de p := “els selenites existeixen”. En realitat, haurfem de dir
“no (els selenites existeixen)”, és a dir, “no els selenites existeixen”, perod seria molt
antinatural en el llenguatge natural. La resposta és —p.

PROBLEMA 4.16

s s

Sipés “Plou” i qés “Fasol”, escriviu una formula proposicional per a cada una de les
afirmacions segiients:

a) Plou i fa sol. c) Plouino fa sol. e) No plou i fa sol.
b) No plou i no fa sol. d) Ni plou ni fa sol. f) Siplou, no fa sol.
Solucié

a) pAg ©) pA(=q) e) (-p)Aq

b) (=p) A (=q) d) (=p) A (=q) f) p—-q
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4.2.2. Traduccio de formula proposicional a llenguatge natural:
desformalitzacio

PROBLEMA 4.17

Indiquem:
p :="“La lisina és un aminoacid essencial”.
q :="“La melatonina és una hormona”.
r:=‘Esdedia”. w :="“En Joan va a la biblioteca”.
s:=“Es de nit”. g:="“Fafred”.
t :="“En Joan va al teatre” . h:=“Fa calor”.

Expresseu en llenguatge natural els enunciats segiients donats en forma de formula
proposicional (desformalitzacio).

a) pANg c)r— s e) ~gN\—h
b) rvs d) t \N—w
Solucié

a) La lisina és un aminoacid essencial i la melatonina és una hormona.
b) Es de dia o és de nit.

¢) Siés de dia, no €s de nit.

d) En Joan va al teatre i no va a la biblioteca.

e) No fa fred ni calor (=no fa fred i no fa calor).

PROBLEMA 4.18

)

Si p és “Jugo acartes” i g €s “Descanso”, expresseu en llenguatge natural:

a) —p d) =pA—q g) —~q——p
b) pNq e) p—q h) ¢ — —p

c) pVq S —p——q i) ~pV—q

Solucio

a) No jugo a cartes.

b) Jugo a cartes i descanso.

¢) Jugo a cartes o descanso.

d) Ni jugo a cartes ni descanso (o analegs).

e) Si jugo a cartes, descanso (€s a dir, si jugo a cartes, llavors descanso).
f) Sino jugo a cartes, aleshores no descanso.

2) Si no descanso, aleshores no jugo a cartes.
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h) No jugo a cartes si descanso.

i) O no jugo a cartes o no descanso.

4.3. El llenguatge: gramatica

Els elements del llenguatge de proposicions sén: I’alfabet (amb les connectives) i les
formules (amb les regles de formacié o de generacié de férmules, normalment noves
férmules a partir de formules preexistents).

4.3.1. Lalfabet i les formules

L'alfabet. Es format per:

— les lletres proposicionals (a,b,c,...,p,q,r, ..., p1, P2,...), €ventualment amb subindexs
(hi ha provisi6 infinita).

— les connectives: =, \,V,—, <.

— els paréntesis (,) (per a facilitar-ne la legibilitat humana, hi afegirem opcionalment
espais en blanc, sense valor).

Les formules. Distingim entre les férmules atdmiques o simples i les compostes.

Formules atomiques o simples (son les lletres proposicionals): p,q,r. No tenen
connectives.

Formules compostes. Son les que es formen a partir de les atdmiques per aplicacié
de les connectives logiques: (pV ¢) — w, per exemple.

4.3.2. Regles de formacio de formules proposicionals

Descrivim a continuacid les regles de generacié de les formules proposicionals (en la
versio que aqui considerem pel que fa a les connectives).

Regles de formacio. Descriuen quines sén les férmules proposicionals (“ben forma-
des”, qualificatiu redundant ja que, si no ho son, ja no sén férmules). Les regles son:

R1 (regla 1): Les lletres proposicionals son férmules (simples o atdmiques).
R2 (regla 2): Si a és una férmula, també ho és —a.

R3a: Siaif sén férmules, també ho és (a A B).

R3b: Si aif sén férmules, també ho és (aV ).

R3c: Siaif sén férmules, també ho és (a — f3).

R3d: Si aif sén férmules, també ho és (a < f3).

R4 (regla 4): Qualsevol férmula s’obté per I’aplicacio de les regles anteriors un nombre
finit de vegades.
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Aixf, si A és una férmula proposicional:

a) o bé és una lletra proposicional (atom),
b) obéés —A,,

c) obéés A xA,, per a algunes férmules proposicionals A;,A,, i per a alguna connectiva
* d’entre A, V,—, .

4.3.3. Les subformules

Una subférmula de la férmula F' és una subcadena de caracters de F que €s una for-
mula. Es a dir, és una férmula que forma part de F. Intuitivament, és una subcadena de
caracters que podem formar (i que podem llegir). Es una subcadena que es pot obtenir
per aplicacié de les regles anteriors de formacié de férmules (és, per tant, una formu-
la). Es una de les férmules que s’obtenen en el procés de generacié de la férmula en
aplicacio de les regles anteriors.

En podem donar una definicid recursiva o inductiva: les subférmules son les férmules
produides per les regles segiients:

S1: Si F és una lletra proposicional, I’tinica subférmula és F.
S2: Si F = —G, les subformules de F son F i les subférmules de G.

S3a: Si F = (G A H), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de
G, les subformules de H.

S3b: Si F = (GV H), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de
G, les subférmules de H.

S3c: Si F = (G — H), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de
G, les subformules de H.

S3d: SiF = (G« H), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de
G, les subférmules de H.

Alternativament, utilitzant notacié de conjunts i férmules conjuntistes, si indiquem per
S(F) ={T|T és subférmula de F'}:

S1: Si F és una lletra proposicional, S(F) = {F'}.
S2: SiF = —G,és S(F) = {F}US(G).
S3a: Si F = (GAH), aleshores les subférmules de F sén:
S(F) = {F}US(G)US(H).
S3b: Si F = (GV H), aleshores les subférmules de F sén:
S(F) = {F}US(G)US(H).
S3c: Si F = (G — H), aleshores les subférmules de F' sén:
S(F)={F}US(G)US(H).
S3d: SiF = (G « H), aleshores les subférmules de F sén:
S(F) = {F}US(G)US(H).



Logica de proposicions. Llenguatge de proposicions

Exemple 4.7 Considereu la cadena de caracters: —p V (r As). Es una férmula proposici-
onal? Per que?

Resposta: Si, perque es genera a partir de les férmules atomiques p, r, s aplicant les regles
de formacio de féormules:

Denotem F = —pV (r As).
p,r,s son férmules, per la regla R1.

(r A's) és una férmula per aplicacid de la regla R3a a les férmules r i s, en un dels ordres.
La denotem a = (rAs).

—p, aplicant la regla R2 a la férmula p. La denotem f3 = —p.
F es genera aplicant la regla R3b a a i a 3, en aquest ordre, de manera que F = oV f3.

Al mateix temps, es van generant les subférmules de la férmula:
1,8, (rA\s), =p, ~pV (ris).

En aquest exemple, es podria anar generant la formula en ordres diferents, i aixd dona-
ria lloc a diverses seqiiencies de generacio i d’ordenacio de les subformules. Vegem-ne
algunes:

Seqtiencia 1 de generaci6 de la férmula i les subférmules:
P18, (FAS),=pV (rAs)
Seqiiencia 2 de generacié de la férmula i les subférmules:

p.1,8, 7, (FAS),~pV (rAs)

Seqiiencia 3 de generacié de la férmula i les subférmules:
.18, (rAs),mp,mpV (rAs),

Seqtiencia 3 de generacio de la férmula i les subférmules:
8,7, p,(r\s),=p,mpV (rAs)
Seqiiencia 4 de generacié de la férmula i les subférmules:

7,8, (rAs),p,—p,—pV (rAs)

Seqtiencia 5 de generacié de la férmula i les subférmules:

r,p,=p,s, (rAs),—mpV(rAns)
Vegem un exemple simple de generacié d’una férmula.

Exemple 4.8 Considerem la férmula proposicional F = —(pV ¢). Vegem com es pot
generar aplicant les regles anteriors.

1. Per aplicacio de R1, p és una férmula.

2. Per aplicaci6 de R1, g €s una férmula.

3. Per aplicacié de R3b a les dues férmules anteriors, (pV ¢) és una férmula.
4. Per aplicaci6 de R2 a la férmula anterior, =(p V ¢) és una férmula.
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Més formalment:

1. Per aplicacié de R1, F; = p és una férmula.

2. Per aplicacié de R1, G| = g és una férmula.

3. Per aplicacié de R3b, H = (F; V G) és una férmula.
4. Per aplicacié de R2, F = —H és una férmula. M

Exemple 4.9 Indiqueusi )—(pA)g——))( ésunaférmula proposicional (ben forma-
da).

No. Formalment, perque no es pot generar amb cap de les regles de formacié de féormules
proposicionals ben construides. Cap regla no produeix a I’inici de la cadena el caracter
“)”. Intuitivament, perque no la podem llegir. Amb aixo ja és suficient per a donar una
resposta negativa, pero, a més, hi ha altres subcadenes que tampoc no es poden generar
per cap regla, com per exemple: A), )g, ), )(. B

PROBLEMA 4.19

Escriviu un minim de sis cadenes de caracters (del calcul proposicional) que no siguin
formules proposicionals ben formades.

Solucié. Algunes possibilitats:

a) () ) ( e) ) =)
b) )( d (= f) )
PROBLEMA 4.20

Doneu exemples de cadenes de caracters que no siguin formules proposicionals ben for-
mades. Els caracters poden ser: paréntesis, connectives logiques i lletres proposicionals
(formules o proposicions atomiques). Expliqueu per qué no son ben formades.

Solucio

a) (((( e) —-—alb

b 000 B (am (bAc)

9 (0= g) —a—b—c

d) (((0))) h) ((aAb— (cVd

No so6n correctes perque no es poden formar amb les regles de generacié de férmules
ben formades. No son correctes sintacticament. Per exemple, en el cas de (e), cap regla
no genera ——; en el cas (f), els paréntesis no estan equilibrats.
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PROBLEMA 4.21

Considereu la formula proposicional (pV\ q) — (r A —s). Indiqueu una seqiiéncia d’apli-
cacions de les regles de la gramatica del llenguatge de proposicions que generin aquesta
Sformula.

Solucio

P1 (Pas 1): p és férmula per R1,

P2 (Pas 2): g és férmula per R1,

P3 (Pas 3): r és formula per R1,

P4 (Pas 4): s és formula per R1,

P5 (Pas 5): —s és formula per R2, aplicada al resultat de P4,

P6: (pV q) és férmula per aplicacid al resultat de P1,P2 de la regla R3b,
P7: (r A—s) és férmula per aplicaci6 al resultat de P3,P5 de la regla R3a,

P8: (pV ¢q) — (r A—s) és férmula per aplicacié al resultat de P6,P7 de la regla R3¢, en
I’ordre indicat P6 — P7.

PROBLEMA 4.22

Considereu la seqiiéncia d’aplicacio de les regles de generacio de formules proposicio-
nals. Indiqueu quina formula final es genera.

P1: p és formula per RI.

P2: g és formula per RI.

P3:r és formula per RI.

P4: s és formula per RI.

P5: R2, aplicada al resultat de P4.

P6: R2, aplicada al resultat de P2.

P7:regla R3a aplicada al resultat de P1,P6, en aquest ordre.

P8: per aplicacio de la regla R3a al resultat de P5,P1, en aquest ordre.
P9: per aplicacio de la regla R3c al resultat de P3,PS8, en aquest ordre.
P10: per aplicacio de la regla R2 al resultat de P9.

P11: per aplicacio de la regla R3c al resultat de P7,P10, en aquest ordre.

Solucié. Vegem pas a pas quines subformules es van generant:

P1: p és formula per R1.

P2: g és formula per R1.

P3: r és formula per R1.

P4: s és formula per R1.

P5: —s €s formula per R2, aplicada al resultat de P4.

P6: —q és formula per R2, aplicada al resultat de P2.

P7: (p A—q) és férmula per aplicaci6 de la regla R3a al resultat de P1,P6, en aquest ordre.
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P8: (—s A p) és férmula per aplicacié de la regla R3a al resultat de P5,P1, en aquest
ordre.

P9: (r — (=sAp)) és férmula per aplicacié de la regla R3c al resultat de P3,P8, en
aquest ordre.

P10: =(r — (—s A p)) és férmula per aplicacié de la regla R2 al resultat de P9.

P11: (p A—q) — —(r — (—s A p)) és férmula per aplicacié de la regla R3¢ al resultat de
P7,P10, en aquest ordre.

La férmula generada és:
(PA=g) = =(r—= (=sAp))
Llista de les subformules en I’ordre en que s’han generat:

p.q,r,s,7S8,q, (p/\ﬁQ)’("S/\p)’(r — (ﬁS/\p))’
=(r = (=sAPp)).(pA=g) = ~(r = (msAp)).

4.3.4. Parentesis i regles de prioritat en el llenguatge de proposicions

La prioritat maxima la tenen els paréntesis. Amb els paréntesis podem anullar regles de
prioritat i forcar una lectura o interpretacio diferent de la férmula.

Per al joc estandard amb les connectives =, AV, —, <> tenim:

simbol noms prioritat (1=max)
@) parentesis 1 (maxima)
- negaciéo NOT 2
A conjuncié AND 3
\% disjuncié no exclusiva OR 4
— condicional 5
> bicondicional 6

Les connectives s’associen per la dreta quan estan repetides (es llegeix d’esquerra a
dreta):

pVgVrsignifica (pV (qVr)) o pV(g\Vr) (totique conceptualment no hi ha ambigiiitat,
per I’associativitat en aquest cas).

pAgArsignifica (pA(gAr))o pA(gAT)

p—oq—résp—(qg—r)

El simbol — s’aplica “al minim possible”, és a dir, a la cadena més curta a la dreta que
sigui sintacticament correcta. Aixi, ~pV g és (—p)V gino —(pV g). Aquest comporta-

ment varia si hi ha paréntesis convenients, com a —(p V ¢g), que no és (—p) V q.

El criteri anterior s’aplica també a A, V.
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Un excés de parentesis pot dificultar la lectura d’una férmula (a part que no seria generat
per la gramatica). Per exemple, si escrivim:

((p—q) < ((mg) = (=p)))s

podem prescindir dels paréntesis exteriors de la férmula final, encara que s’hagi generat
per la gramatica:

(P —q) <> ((mq) = (=p))-

La gramatica genera —a i no (—a). Es poden suprimir, doncs, aquests paréntesis, llevat
que interessi per algun motiu:

(p—=4q) < (g ——p).
No s’ha de confondre =g — —p amb —(¢g — —p). S’interpreta com (—q) — (—p).

Consell. Es millor no confiar que el lector coneix les regles de prioritat i escriure els
parentesis que calgui perqué la formula no sigui ambigua. Vegem-ne un exemple:

Exemple 4.10 La férmula aVV b — c¢ es pot interpretar, a manca de regles de prioritat,
com

(aVb) — ¢, 0bé com
aV(b—c).
D’acord amb les regles, és (a V b) — c.

Es recomana escriure d’entrada: (aVb) — ¢. B

PROBLEMA 4.23

Considereu la formula proposicional (—p VN —q) — (—-r — s). Indiqueu com la llegiu
aplicant-hi les regles de prioritat.

Solucié
4
a:=-p
q
b:=—q
c:=aVb
’

d:=-r
s
e:=d—s
c—e

Laformulaésc — e,ambe=d —s,ambd = —r. Esc:a\/b,amba:ﬁp,b:ﬁq.
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4.4. Analisi d'una formula proposicional

Entenem per analisi d’una férmula proposicional I’obtencié de I’estructura de la férmu-
la, lligada a la seva generacid segons les regles de la gramatica. L’ objectiu pot ser obtenir
la taula de veritat o expressar-la en forma d’arbre. En concret, donada una férmula, es
tracta de:

a) identificar-hi les variables proposicionals, atdomiques (les lletres),

b) identificar-hi la connectiva principal (“que és la férmula?”),

¢) escriure’n I’arbre,

d) obtenir-ne les subférmules i identificar-ne les respectives connectives principals,
e) dir com es genera per les regles de la gramatica,

f) obtenir la taula de la férmula proposicional.

Es util expressar la férmula en forma d’arbre.
Exemple 4.11 Arbre d’una férmula.
Suposem que es demana I’arbre d’una férmula proposicional, concretament

(a = b) <» (ma — —b) (IBENA93]). Correspon a I’equivaléncia del contrareciproc.
Aquesta és una possible resposta:

@ (a—b) + (—a— —b)

Exemple 4.12 Connectiva principal. Estructura de la formula.
Quina és I’estructura de la férmula segtient?

(5==pA=g) = (=(=rV s Vi) = —p

Resposta: un condicional:

(5==pA=g) = (=(=rV =s Vi) =—p

Esa— B,ona:=((———pA-q)— (=(-rV-sVi)))ip :=-p. W
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Exemple 4.13 Equilibrament de paréntesis.

Suposem que tenim una férmula proposicional molt complicada, dificil de llegir, de la
qual sospitem que els paréntesis no estan ben posats. Comptem els que obren i els que
tanquen. Si el nombre dels que obren no coincideix amb el nombre dels que tanquen,
podem concloure que la férmula és incorrecta.

Per exemple, €s correcta la férmula:
~((=((pA=g)Vr)As) = (=r = =((rAs) = p))))?
Resposta: és incorrecta.

La férmula concreta no és correcta perque hi ha més parentesis que tanquen‘)” que pa-
réntesis que obren“(”. W

Contestem “que €s la férmula” a I’exercici segtient:

PROBLEMA 4.24

Per a les formules segiients, indiqueu quina és ’estructura basica, primaria:

a) un condicional d) una conjuncio
b) un bicondicional
c) una negacio e) una disjuncio

Identifiqueu-ne la connectiva principal.

a) ((AAN-B) = C)V (DA-A)

b) (AA-BA—C)—s D) — (E A-A)
¢) A= (BVC)

d) (A~ (BV(C — —D)))

e) (r—s)—t

H (r=s)vValt—-w)

g) (rvs) = (tA=(w——2))

h) =(a+ (b—¢))

i) (pPVg) = ~(pA—q)

B (p—=q) < (=g ——p)

Solucio

a) Es una disjuncié. Si a = ((AA-B) = C), B = (DA-A),és aV .

(AA-B) — C)V(DA-A).
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b) Es un condicional. Si & = ((AA—=BA—C) — D), B = (E A—A),és a — .
((AAN-BA—-C)— D)—(E N-A).
¢) Un condicional. Es A — f,on 8 = (BVC).
A—(BVC).

d) Una negacid.

—(A — (BV (C — —D))). Concretament,

~F,amb F = (A— (BV (C — —D))).

e) (r—s)—tésun condicional.

Condicional: (r —s) — t
f) (r —s)V-(r — —w) és una disjuncid.

Disjunci6: (r —s) V. =(r — —w)
g) (rvs) = (t A—(w— —z)) (condicional).
h) = (a4 (b—c)) (negacid).
i) (pVvVgq) — —(pA—q) (condicional).
D (p—q) < (—g — —p) (bicondicional).

PROBLEMA 4.25

Considereu la formula proposicional:

((p—=g)A=(r—==s) = ((pVr) = (mqVs)))

a) Estan (ben) equilibrats els paréntesis?

b) Indiqueu quines son les variables atomiques o lletres proposicionals.

c) ldentifiqueu les connectives i indiqueu-ne el nom.

d) Podem eliminar parentesis?

e) Expliqueu com es genera la formula aplicant-hi les regles de generacio.

f) Escriviu totes les subformules.
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Solucio

a) Si, hi ha el mateix nombre de paréntesis que obren que paréntesis que tanquen (7).
b) p.q.r,s.

¢) — (condicional), A (conjuncid), — (negacid), V (disjuncio).

d) Alguns: ((p = g) A=(r — —s)) = ((pVr) = (—gVs)). Aplicant-hi les regles de

prioritat, en podriem eliminar més, perd pot augmentar el perill de confusio (per a la
lectura humana):

(p = gN—(r——s)) = (pVr— —qVs) (no és recomanable).

q és formula, per R1 (la denominem s2) (s2=g).
(p — q), per R3c aplicada a s1 i a s2 (la denominem s3) (s3=p — ¢).
r és férmula, per R1 (la denominem s4).

)
)
)
)
)
) s és férmula, per R2 aplicada a s5 (la denominem s6).
vii) (r — —s), per R3c aplicada a s5 i a s6 (la denominem s7).
) —(r — —s), per R2 aplicada a s7 (la denominem s8).

) ((p— q) A—(r — —s)), per R3a aplicada a s3 i a s8 (la denominem s9).

) (pVr), per R3b aplicada a s1 i a s4 (la denominem s10).

) —q, per R1 aplicada a s2 (la denominem s11).

) (—gVs), per R3b aplicada a s11 i a s5 (la denominem s12).

) ((pVr)— (g Vs)), per R3c aplicada a s10 i a s12 (la denominem s13).

)

(p—=g)AN—(r—=s)) = ((pVr)— (-qVs))), per R3c aplicat a s9 i a s13 (se
n’obté la férmula final).

f) Les subférmules van sortint en el procés de generacid descrit anteriorment:

p.q,r,s

(((p = g) A=(r—=s)) = ((pVr) = (—g Vs)))
(P = @) AN=(r—s))
(p—4q)

-s

(r — )

—(r— —s)
(pvr)—(—qVs))
(pVvr)

-q

(—qV's)
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PROBLEMA 4.26

Considereu la formula proposicional (p A —q) — —(qV p). Indiqueu quines de les se-
gilients (cadenes de caracters) en son subformules:

a) - favp k) —q) — P q
b) pA—q 8) (aVp) ) pA—q) g ()
¢) (pA—q) h) (pVaq) m) (pA—

d) ~q i) (=g p) n) —

e) — =( J) (gA=p) 0) )=

Solucié

a) No. f) S’admet. k) No. p) Si.
b) S’admet. g) Si. 1) No. q) No.
c) Si. h) No. m) No.

d) Si. i) No. n) No.

e) No. j) No. o) No.

Observacio. Les férmules p A ~g 0 ¢V p no ho serien estrictament, ja que hi falten
paréntesis exteriors, perd s’admeten per a determinats usos, com per exemple per al
calcul de la taula de veritat de la férmula completa, on escrivim les anteriors, sense que
calgui escriure estrictament (p A —¢q) o (¢ V p), que és també correcte, Obviament.

PROBLEMA 4.27

Considereu diverses formules proposicionals.

) (p—q)
b) ~(pAq)=((=p)V(~q))
) ((p—q) < ((mq) = (=p)))
d) (—=(=(=(p))))
e) (rA(snt))
f (p—q9)=((—~q) = (-p))
8) ((=p) = q) = (r = (—9)))
h) ((pVa) < ((=q)Vp))
i) ((=(=P)) A (=q)) = (=(((=r) V (=) V1)) = (-p))

Elimineu paréntesis (des d’estadis intermedis d’eliminacic fins al maxim possible).
Solucié. Per a algunes, és possible que no es puguin eliminar els paréntesis exteriors,

per exemple si ha de ser subférmula d’una férmula més complexa, com €s el cas de
(p — q), subférmulade (p — q) — 1.
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a) p—q

b) ~(pAq)=(—pV—gq)o,finsitot,~(pAg)=-pV—q
) (p—4q) <« (mg——p)

d) ===p

e) rA(sAt)

) (p—q)=(-g— —p)o,finsitot,p = g=—-g— —p
g (P —q) = (r— )

h) (pVq) < (~qVp)

) ((5==pA=g) = (2(-rV=svi))) = —p

PROBLEMA 4.28

Indiqueu totes les subformules de
~((=((pA=g)Vr)As) = (=r = =((rAs) = p))).

Soluci6. Analitzem I’estructura basica. Llegim per I’esquerra els paréntesis que s’obren
i es tanquen; fent un seguiment dels paréntesis, observeu-ne 1’estructura basica (€s la
negacié d’un condicional):

Fi=~((~((pA=q) V) A)(-r = ~((rAs) = p)))
F:==(F)oF,onF :=(~((pA—=q)Vr)As)—=(-r—= —=((rAs)— p))
Fii=(F—F)oFE —F,onk:=(=((pA—-q)Vr)As)iFs:=(—-r ——=((rAs) — p))
F = (FyAs),onFy:=—((pA—q)Vr)

Fy:=(Fs » Fs),on Fs :=—riFs:=—((rA\s) = p)
Fy:=-F,F:=(FKVr),FK:=(p\FK),F:=-q

Fs:=—Fo, Fio := (Fj1 = p), Fia:= (rAs),

Subformules (totes expressades o desenvolupades en termes de p,q,r,s):
p.q.r.s, F, Fy,....Fp.

Per tant, la llista de subférmules €s:

P,q,7,s (les lletres proposicionals)

~((=((pA=g)Vr)As) = (=r = =((rAs) — p))) (Ia total)
(=((pA=g) V) As)=(-r = =((rAs) = p)))

(=((pA=g) V) As)

(r = ~((rA5) = p))
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I ara, per a cadascuna de les dues ultimes:

subférmules de (=((p A—g)Vr)As) subférmules de (—r — —=((rAs) — p))

~((pA=q)Vr) r
(PA—q)Vr) ~((rAs) = p)
r ((rns)—p)
(PA—q) p
p (rns)
—q r
q s

4.5. Taules de veritat. La taula de veritat d’'una formula proposicional

Interessa el valor de veritat (0,1) d’una férmula a partir dels valors de veritat (0,1) de les
lletres proposicionals. Recordem: O=fals, 1=cert; també F=fals, V=cert. També T=cert
(de true).

Se’n pot donar una descripcié conceptual o expressar el seu comportament veritatiu a
través d’una taula, la taula de veritat de la férmula. Per exemple:

(p—q) < (-p—q)

=2 E= "]
— o= |2
==

Perd, normalment, no ho tindrem com a la taula anterior, sin6 que I’haurem d’obtenir a
partir de les subformules, de manera progressiva a la practica.

La taula de veritat d’una férmula proposicional es pot obtenir de manera facil i siste-
matitzada com una taula, amb columnes intermeédies corresponents a subférmules, on el
calcul es fa de manera progressiva, d’acord amb I’estructura de la férmula i de la manera
en que es generaria a partir de les lletres. En la resolucié d’exercicis, s’ha de procedir
d’aquesta manera.

Com obtenir la taula de veritat d'una formula proposicional?

Sortosament, el procés €s forca intuitiu i no sol presentar problemes. En primer lloc, es
tracta d’identificar les lletres proposicionals i considerar totes les possibilitats de valors
de veritat (0,1) de les variables conjuntament.
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Hem de considerar una taula amb tantes files com valors de veritat siguin possibles per
al conjunt de les variables o lletres. En el cas de dues variables, seran 2 x 2 = 4 files. Per
exemple, amb les variables p,q, resultaria la taula de 1’esquerra; la consideracio de tots
els valors de veritat possibles dona lloc a les columnes corresponents a p,q. En el cas
d’una férmula amb tres variables, serien 2 x 2 x 2 = 8 files, d’on resultaria la taula de la
dreta:

el el R E=N R~
— o= oY

— == o= Oo|Oo | O

el Bl = E=A N K= =R ]
—_— O | = = | O O =] O~

Posteriorment, s’han d’obtenir les subférmules fins arribar a la férmula completa. Es
tracta d’obtenir les taules de veritat de les diverses subférmules, de manera que per a
cada una d’elles només s hagi d’aplicar la taula d’una connectiva basica a les subfor-
mules anteriors; per a passar a la columna segtient, es tracta d’aplicar una de les taules
basiques, d’alguna de les connectives —,V,A\,—,<>. S’han d’obtenir en seqiiéncia, com
si s’estigués generant la férmula en aplicacid de les regles de la gramatica. Aquest ordre
és el mateix que farem servir per a la taula, tot i que pot no ser unic.

Es tracta d’identificar la connectiva principal de la férmula. Aquesta connectiva produeix
la férmula a partir de subférmules, a les quals s’aplica el mateix procediment.

Exemple 4.14 Vegem el cas de la férmula proposicional (p — q) <> (—p — —q):
Lletres proposicionals: p,q

Subférmules: p, g, p — g, =p, =q, =p — =g, (p — q) <> (=p — —q)

O també: p, g, =p. =q, p = . —p = =q. (p = q) <> (~p = —q)

O també: p, ¢, =g, =p, p = q, —p = =q. (p = q) <> (~p = —q)

Connectiva principal de la férmula: <

Es un bicondicional, un “... si, i només si, ...”.

Vegem com s’obté en aquest exemple.

p | q | pr=q | p| g | p=-q | (p=q) e (-p——q)
0] o 1 1 1 1 1
0 | 1 1 1 0 0 0
1o 0 0 1 1 0
11 1 0 0 1 1
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Observeu que es pot procedir en un altre ordre (limitadament, depenent de la férmula):

g | p=—q | (p—>q) < (=p——q)
1

-p -q p

— | —lololxs

—|lo|l~|ola
.—-o.—-.—-J/

OO = | =
S|—= || =
=l K=

0
1
1
Vegem ara un exemple amb tres variables proposicionals:

Exemple 4.15 Vegem com obtenir la taula de veritat de ((rV s) A (rAt)) — (rAt).
Lletres proposicionals; r,s,¢

Subférmules; r, s, 1, (rV's), (rAt), (rvVs)A(rAt)), (rvs)A(rAt)) — (rAt)

La férmula és un condicional. La connectiva principal és: —

r s t rvVs rAt (rvs)A(rAr) ((rvs)A(rAt)) — (rAt)
0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1

En resum: per descomposicid i analisi de les subférmules constituents, es pot escriure
la taula de veritat corresponent. En primer lloc, s’escriuren les columnes dels operands
i s’omplen amb totes les possibilitats per als valors de veritat. Després, s’escriuen les
columnes corresponents a les subférmules més senzilles i es va progressant cap a sub-
férmules més complexes, fins arribar a la férmula final.

Vegem uns quants exercicis d’obtencio de taules de veritat:

PROBLEMA 4.29

La connectiva NAND, corresponent a NOT(AND), es defineix com —(p Aq) i es denota
per plq. Es adir, (p|q) = p(NAND)gq = —(p A\ q). Escriviu la seva taula de veritat.

Soluci6. Analisi de la formula:
Lletres: p,q

Subférmules: p,q,(p Aq),~(pAq)
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P | ¢ | prhg | —(pAg) (NAND,|)
0 0 0 1
0 | 1 0 1
10 0 1
11 1 0

PROBLEMA 4.30

La connectiva NOR, corresponent a NOT(OR), es defineix com —(pV q) i es denota per
Pl q. Pertant, (pl q) = p(NOR)q = —(pV q). Obteniu la taula de veritat.

Solucié. Analisi de la formula:
Lletres: p,q

Subférmules: p,q,(pVq),~(pVq)

P | ¢ | pvg | ~(pVq) (NOR,])
0| o0 0 1
0 | 1 1 0
1| o0 1 0
1|1 1 0

PROBLEMA 4.31

Obteniu la taula de veritat la formula proposicional (—p Aq)V (p A —q).
Soluci6. Analisi de la formula:

Lletres proposicionals (operands, si la considerem una nova connectiva): p,q

Subférmules (fem una lectura “de dintre cap enfora”, com si generéssim les subférmules
a partir de les lletres; s’apliquen les regles de generacié (en realitat, €s una analisi de fora
cap endins)):

p.q

ﬁp, ﬁq

(=pAg), (pA—q)

(=pAg)V(pA—q)

Es una disjuncié. Connectiva principal: \/

La taula de veritat €s:

-p | ¢ | “pAg | pA—q | (=pAg@)V(pA—q)

el k=l =R "]

V
0
1
1
0

el =l E=2 )
S| O ==
S|l—= ||
S |o|—=|CO
= k=l E=]
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PROBLEMA 4.32
Obteniu la taula de veritat de la formula proposicional: (pV q) AN—(p A q).

Soluci6. Analisi de la formula:
Lletres: p,q
Estructura i generaci6 de la formula G = (pV ¢g) A—(p A q):

Fem una lectura “de fora cap endins”, des de la férmula completa fins a les lletres pro-
posicionals.

La férmula G és una conjuncid, aplicada a les férmules (subférmules): G; = (p V q),
G, = ~(p A gq), de manera que G = G; A Go.

G, és una disjuncid, de les subférmules p, g (i aqui hem acabat).

G, és una negacid, de la subférmula G,; = (p A ¢); finalment, G,; és conjuncié de les
subférmules p,q, i aqui hem acabat.

p | g | G | Gu | G | (pvghr-(pAqg) (=G)
0 0 0 0 1 0

0 | 1 1 0 1 1

10 1 0 1 1

11 1 1 0 0

p | a | pvg | prg | =(pAg) | (PVaOA=(PNg)
0| o0 0 0 1 0

0o |1 1 0 1 1
10 1 0 1 1
11 1 1 0 0

Observacio. Es la férmula de la disjunci6 exclussiva.

Als problemes anteriors, tenim dues férmules proposicionals, amb les mateixes lletres:

G=(-pAq)V(pA—q)

H=(pVg)A=(pArq)

Sén férmules diferents, ja que com a cadenes de caracters no coincideixen, com es pot
veure comparant per posicions. Ara bé, s’ha observat que, malgrat ser diferents, tenen
la mateixa taula de veritat. Aix0 significa que, des del punt de vista logic exerceixen la
mateixa funcid, tenen la mateixa funcionalitat logica. Podem substituir I’'una per ’altra
en una formula, a I’efecte de la funcionalitat logica. Amb els mateixos “inputs (0,1)” per
a les lletres, s’obté la mateixa sortida per a la férmula.
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Aquest €s un concepte important, el de I’equivaléncia logica entre férmules proposicio-
nals, que es tractara a la secci6 segtient i en seccions posteriors (4.6, 4.7):

4.6. Equivaléncies logiques

Definicié 4.4 Donades dues formules proposicionals, en termes de les mateixes lletres
proposicionals, es diu que son logicament equivalents si les taules de veritat respectives
coincideixen. La notacio corresponent és F = G, si F,G son les formules. Es a dir, si,
per a totes les possibles assignacions de valors veritatius a les lletres proposicionals, les
formules tenen valors de veritat coincidents per a cada cas.

Observacio. Noteu que el simbol = no és cap connectiva, ni pertany al llenguatge de
les férmules proposicionals. Es del llenguatge en qué expressem propietats sobre les
férmules proposicionals. L’afirmaci6 “les férmules proposicionals F',G s6n (logicament)
equivalents” és una propietat que s’afirma sobre féormules: no pertany al llenguatge de
proposicions. L’expressié F' = G no és una férmula del llenguatge de proposicions.

No equivaléncia logica. Dues férmules proposicionals no sén logicament equivalents si
les taules de veritat no coincideixen. El simbol corresponent és . Exemple: F # G.

4.6.1. Demostracio d’equivaléncies logiques per taules de veritat

> Com es demostra que dues formules proposicionals son logicament equivalents?
Com a conseqtiencia de la definicid, el métode basic per a la demostracié d’equivaléncia
logica és el calcul de les taules de veritat respectives i la comprovacid posterior que
coincideixen. Es el que fem en els exemples i exercicis segiients. El métode és totalment
rutinari i mai no presenta cap dificultat.

Exemple 4.16 pVp=p pAp=p.
Es conceptualment obvi: demostrable per taules de veritat.

Malgrat la simplicitat d’aquestes equivaléncies, poden ser ttils per a simplificacions en
férmules, substituint pV p per una tinica p. També es pot aplicar a I’inrevés, si ens cal una
repeticio de la lletra p als efectes de manipulacid en una férmula: substituint p per pV p,
introduim una segona copia de p per a proposits de reagrupament en una manipulacié
per tal de resoldre un problema.

Exemple 4.17 Vegem les equivaléncies logiques (o que les formules indicades son logi-
cament equivalents):

Vp)
(pAp)

Escrivim una taula conjunta per a veure que tenen les mateixes taules de veritat:

p
p
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p pVp PAPD
0 0 0
1 1

Les dues formules de 1’esquerra corresponen a la disjuncio exclusiva:
Exemple 4.18 Demostreu les equivaléncies logiques:

(=pAqQ)V(pA=g)=(pVa)AN=(pAg)=~(p ¢ q).
Si denotem:

G=(pNg)V(pA—g)
H=(pVg)A~(pAq),
jahem demostrat a la seccid anterior (4.5) que sén equivalents (G = H), per coincidencia

de taules de veritat. Ho resumim a la taula segtient, on s’observa la coincidéncia de les
columnes respectives:

P | qa | GprgVpA—q) | (pV@A-(pAg) | perg | (P q)
00 0 0 1 0
0 | 1 1 1 0 1
10 1 1 0 1
111 0 0 1 0

Aixi, G=EH =—(p ¢ q), i s6n dos a dos equivalents. H

Un exemple molt senzill és el de la doble negacid:

Exemple 4.19 Demostracié de I’equivaléncia logica de la doble negacié:
—p = p

Vegem que coincideixen les taules de veritat:

p N4 -p
0 1 0

Per tant, sén logicament equivalents. ll

Equivalencies importants son la de la distributivitat: de la disjuncio respecte de la con-
juncid6 i també de la conjuncio respecte de la disjuncid, és a dir:

pV(gAr)=(pVg) N(pVr)

(distributivitat de la disjuncid V respecte de la conjuncio A)

pA(gVr)=(pAq)V(pAr)

(distributivitat de la conjuncié A respecte de la disjunci6 V)
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Demostrem-ne una com a exercici, amb tres lletres proposicionals (distributivitat de la
“i” respecte de la “0”); I’altra es demostra analogament:

PROBLEMA 4.33

Demostreu I’equivaléncia logica: r A (sVt) = (rAs)V (rAt)

Solucié. Comprovem que les taules de veritat coincideixen:

r s t sVt rAs rAt rA(sVr) (rns)V(rAr)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Unes equivaléncies molt importants son les de De Morgan per a férmules proposicionals:
Equivaléncies logiques de De Morgan:

~(pVq) = (—p A—q) (De Morgan)

(la negaci6 d’una disjuncio “és” una conjuncio de negacions);

-(pAq)=(—pV —q) (De Morgan)

(la negacié d’una conjuncié “és” una disjuncié de negacions).

A la seccid posterior 4.7, es veuen de manera més completa. Vegem aqui, només com a
exemple de com provar 1’equivaléncia logica, la demostracié d’una d’elles:

Exemple 4.20 Demostrem 1’equivaléncia logica: —=(p A g) = (—p V —¢q) (De Morgan).
Comprovarem que les taules de veritat coincideixen:

-p | ~q | pAq | =(pAq) | —pV—q

— —|lo|lo|x
— o= O
O | O = =
S| = || =
— o ||| >
O | = = =
O | = = =

Una de les aplicacions de lleis de De Morgan €s per negar amb seguretat expressions
complicades, i de forma automatitzada. Vegem-ne un exemple senzill:

Exemple 4.21 Obteniu negacions de:

“plou i fa sol”
“plou o fa sol”
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Formalitzant, amb p =“plou”, ¢ ="“fa sol”, les frases son, respectivament:

p /g (“plouifasol”)
pVq (“plou o fa sol”)

Aplicant les equivaléncies de De Morgan, resulta:

— la negacié de “plou i fa sol” correspon a —=(p A g) = —p V —¢q, és a dir, “no plou o0 no
fa sol”.

— la negacié de “plou o fa sol” correspon a =(pV g) = =p A g, és a dir, “no plou i no
fa sol”, que també podem reescriure com “ni plou ni fa sol”. l

Vegem com podem expressar el bicondicional en termes del condicional i la negacid. Es
tracta de formular una equivaléncia logica:

PROBLEMA 4.34

Demostreu I’equivalencia que expressa el bicondicional en termes del condicional i la
negacio:

peqg=-((p—q) —-(qg—p)

Soluci6. Per a provar 1’equivaléncia anterior, amb la qual expressem el bicondicional
mitjangant el condicional i la negacio:

p<q=-(p—q) —-(qg—p),

vegem la igualtat de les taules de veritat respectives
(onF =(p—q) = —~(qg—p)):

p g | p=>q | q=p | ~(g=p) | (p2qg—=-(g=p) | F | peg
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0 0
10 0 1 0 1 0 0
11 1 1 0 0 1 1

4.6.2. Demostracio d’equivaléncies logiques sense taules

> Es pot demostrar d’alguna altra manera, a part de per taules de veritat, que du-
es formules proposicionals son logicament equivalents? Depenent del cas, és possi-
ble demostrar-ho utilitzant altres equivaléncies logiques ja demostrades i disponibles
(per aixo és interessant disposar d’una llista d’equivaléncies logiques per tal de resoldre
problemes de demostracié d’equivaléncies). En demostrarem a la secci6 posterior 4.7.
Moltes vegades s’han d’encadenar equivaléncies.
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Es immediat veure les propietats segiients, a partir de la igualtat de les taules de veritat:

F = F (propietat reflexiva, reflexivitat)
Si F = G, aleshores G = F (propietat simétrica, simetria)

Si F =G iG = H, aleshores F = H (propietat transitiva, transitivitat)
També, i per taules, -F = —G si, i només si, F = G.

Encadenant equivaléncies. Les propietats anteriors son Utils moltes vegades en demos-
tracions. En particular, generalitzant la tercera, en algunes demostracions es produeix un
encadenament d’equivaléncies entre férmules i podem deduir que la primera és logica-
ment equivalent a I’dltima (de fet, totes son equivalents amb totes, ja que totes les taules
de veritat coincideixen) (n > 2):

DeF,=F,F=F,---,F,_,=F,, se’nderiva F| = F,,.
Més informalment, (Fi =F, =F,=---=F, | =F,) = F, =F,.

Veurem molts exemples d’aplicacié d’aquesta idea a la seccio seglient 4.7. A continuacid
un exemple simple, que és una variant argumental del resultat pel qual podem expressar

[T311 N

“o* en termes de “no” 1 “1”’; a I’apartat segiient se’n mostra una altra variant argumental.

Exemple 4.22 (Encadenant equivaléncies)

(1) 2 2
pVg=-(pVq)=-(=(pVq) = ~(-pA-q).

Explicacio:

(1): per I’equivalencia de doble negacid
(2): per simple reescriptura de la férmula

(3): una de les equivaléncies de De Morgan (aplicada a la subférmula —(p V g) i substi-
tucio a la formula). l

Exemple 4.23 (Encadenant equivaléncies)

(I34L)
1

Expressio de la conjuncio (
V).

, \) en termes de la negacio (“no”, —) i la disjuncio (“0”,

1) (2) (2
pAqg=-=(pANg)=-(=(pNq))

=(=pV—g).
Explicacio:
(1): per I’equivalencia de doble negacid

(2): per simple reescriptura de la férmula

(3): una de les equivaléncies de De Morgan (aplicada a una subférmula, —(p A g) i subs-
titucio a la formula).
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Una altra possibilitat per a demostrar equivaléncies logiques €s obtenir cadenes d’equi-
valencies:

FIEFzzF:;E"'E n—lEFn
GIEG2£G3E"'EGm,IEGm

Si F, = G, aleshores F; = G, (tenen les mateixes taules de veritat). També es justifica
per transitivitat o bé es refa I’esquema i es redueix a una unica seqiiéncia d’equivalénci-
es:

h=Fh=FK=---=F, =F,=G6,=G,.1=---=G3; =G, =G,
També es pot comprovar a través de les taules de veritat que
F = G si, inomés si, -F = —G.

Exemple 4.24 Com a exemple d’aplicacié de I’afirmacid anterior, obtenim un dels re-
sultats anteriors, a partir d’una de les lleis de De Morgan:

~(pVg)=-pA=g=~(=(pVq)=—-(-pA—q)=pVg=—(-pA—g). B
Als dos exemples anteriors, s han efectuat substitucions. També tenim que

F =G = —F = -G no és més que un cas de substitucié: F' de —F é&s substituida per
I’equivalent G per obtenir I’equivaléncia amb —G. Estudiem i formulem aquesta possi-
bilitat d’efectuar substitucions:

> Substitucio de subformules per formules equivalents. Podem substituir una subfér-
mula per una férmula equivalent i obtenir una nova férmula equivalent a 1’original? La
resposta és afirmativa. Es precisa en el teorema segiient.

Vegem un exemple addicional d’aquesta situacio.

Teorema 4.1 Sigui F una formula proposicional i sigui G una subformula de F. Sigui
G’ una formula proposicional logicament equivalent a G, és a dir, G = G'. Sigui F' el
resultat de substituir G per G' a la formula F. Aleshores F = F'. S’afirma per a una o
més substitucions, a una o més ocurrencies de G.

Per tant, podem substituir per equivaléncies i obtenir una nova equivaleéncia.

Aquest resultat s’utilitza gairebé de manera intuitiva. Es molt 1itil per a demostrar i
obtenir noves equivaléncies logiques i per a obtenir simplificacions o expressions alter-
natives a algunes formules (de fet, noves equivaléncies). Necessita demostracid, que no
fem aqui.

De fet, si analitzem que fem en un procés de substitucid, podem veure que resulta de
I’aplicacié d’un nombre finit dels resultats segtients, base de la substitucié per férmules
equivalents:
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(SUBSHF=G=-F=-G
(SUBS2)F=G=FVH=GVH
(SUBS3) F=G=FANH=GAH
SUBS ) F=G=F—-H=G—H
(SUBSS ) F=G=H—F=H—G
(SUBS6) F=G=FANH << GANH

Les afirmacions son certes: només cal raonar que les taules de veritat coincideixen.

No hi ha més casos, d’acord amb la gramatica del llenguatge, que és la que diu com es
generen les formules proposicionals.

Vegem-ne un exemple:

Exemple 4.25 Suposant que tenim 1’equivaléncia p — g = —pV g (vegeu llista a la secci6
4.6.4), podem escriure la nova equivaléncia per substitucio:

(pA(p—q))—q=(PA(-pVg))—q

O bé la nova es pot obtenir a partir de I’equivaléncia p — g = —pV ¢, aplicant les regles
anteriors:

p—q=-pVg,

(p—¢q) = (—pVgq),d onper (SUBS3)
pA(p—q)=pA(-pVa)
(pAN(p—=q))=(pAN(—pVq)),d on per (SUBS4)
(pA(p—4q)) = q=(pA(-pVgq)—q. B

Vegem un exemple addicional d’aquesta situacio:
Exemple 4.26 Expressio de la disjuncié en termes de la negacid i la conjuncid.

En manipulacions de féormules, moltes vegades substituim p per =—p si ens convé per
a alguna deduccid o, a I’inrevés, substituim ——p per p. Segons 1’afirmacid, obtenim
equivaléncia amb la féormula resultant. Es el que passa quan escrivim

pVg=(=-pVq)
Hem aplicat I’equivaléncia de la doble negacid i la substitucid.

Aquest pas pot formar part d’algun procés deductiu. Imaginem que es tracta de provar
que podem expressar la disjuncié en termes de negacio i conjuncié. Podem continuar
I’argumentaci6:

pPVg=

= —=—pV =g, per doble negacid i substitucid, dues vegades

—(=p) V —(—q) (reescriptura)

—(=p A —q) (per una de les equivaléncies de De Morgan)

99 669

Aixi, hem aconseguit expressar “o” en funcié de "no” i “i”.
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També hem demostrat una equivaléncia fent servir altres equivaléncies. Naturalment,
també es pot demostrar comprovant que les taules de veritat son les mateixes. M

4.6.3. No-equivaléncia logica: com demostrar-la
Com demostrar la no-equivaléncia logica?

> Quan dues formules proposicionals no son logicament equivalents? Quan les taules
de veritat no coincideixen. N’hi ha prou amb una fila per a la qual els valors de veritat
de les formules son diferents (no cal que sigui per a totes les files).

Vegem un exemple interessant de no-equivaléncia. Esta molt estesa la creenca que la
negacié d’un condicional p — g és —p — —q. Es fals! Vegem que les férmules s6n no
equivalents logicament, és a dir:

“(p—=q)#-p——q

PROBLEMA 4.35

Vegeu que —(p — q) i ~p — —q no son logicament equivalents.

Solucié. Comprovem que les taules de veritat de la férmula no coincideixen:

p|laq| p| q| p=q| ~(p>rq | "P>q
00| 1 1 1 0 1
0 | 1 1 0 1 0 0
1,0 0 1 0 1 1
1111 0 0 1 0 1

Ens podem plantejar si —(p — ¢) sera (logicament equivalent a) algun dels segiients:
-q—"p,p—4,p—7449—>pP,q— P, q—P.

La resposta €s negativa i es pot comprovar veient que les taules de veritat no coincidei-
xen, analogament al problema anterior.

Aix0 no ens diu quina és la férmula correcta de negacié d’un condicional. Avancant
idees, és:

—(p— q) = pA—q (vegeu seccid posterior 4.7 i subseccié 4.6.4)

Una altra manera d’abordar el problema, sense taules de veritat, consisteix a poder de-
mostrar que son respectivament equivalents a d’altres formules per a les quals podem
provar que no sén equivalents.

F:FIEF2£F3E"'E n—lEFn
G:GIEG2£G3E"'EGm,IEGm

Si F, # G, aleshores resulta F| # G;. En efecte, si fos F| = Gy, aleshores, per transiti-
vitat, hauria de ser F,, = G,,,.
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4.6.4. Llista d’equivaléncies logiques importants

Com hem vist, és util disposar d’equivaléncies logiques ja demostrades i disponibles,
per a demostrar-ne de noves, moltes vegades mitjangant substitucié de subférmules. Se-
gueix una llista; les demostracions es veuran a la seccid posterior 4.7 (seran exercicis de
demostracié d’equivaléncies).

Donem una llista de les equivaléncies més importants. S’enuncien per a féormules en
termes de les lletres proposicionals.

S’indiquen les que son especialment importants per a I’estructura o esquema de demos-
tracions.

a) pV(pAg)=p
b) pA(pVg)=p
¢) pAp= p (idempoteéncia)

d) pV p = p (idempotencia)

e) ——p = p (doble negacid)

f) pVq=qV p (commutativitat de la disjuncid)

g) p/Aq=qA p(commutativitat de la conjuncio)

h) pV(gVvr)=(pVq)Vr(associativitat de la disjuncio)
i) pA(gAr)=(pAq) Ar(associativitat de la conjuncid)
) pA(gVr)=(pAq)

k) pV(gAr)=(pVq)

) —(pV¢q) =-pA—qg(DeMorgan) (negacié de la disjuncid)
=(pAq)=-pV —q (De Morgan) (negacié de la disjuncio)

(p A1) (distributivitat de V respecte de A)

\%
A (pVr) (distributivitat de A respecte de V)

m) p — g = —pV g (condicional en termes de negacid i disjuncid) [demostracions]
n) —(p — q) = p A —q (negacié del condicional) [demostracions]

0) p<q=(p— q)N(qg— p) [demostracions]
(bicondicional en termes de condicional i conjuncid)

p) (pVqg) —r=(p—r)A(g— r)(casos, “0” a I’antecedent) [demostracions]

q) p — q = (—g — —p) (equivaléncia del contrareciproc) [demostracions]

) p—(gVr)=(pA—-q)—r=(pA-r)— q (0" en el conseqiient) [demostracions]
) p—=(g—r)=(pAq) = r=qg— (p— r) [demostracions]

Per a férmules proposicionals qualssevol (F,G,H), es poden derivar de les anteriors. Es
poden obtenir per substitucié de les lletres proposicionals per férmules proposicionals.
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a) FV(FAG)=F
b) FA(FVG)=F
c) FANF=F
d FVF=F
e) ——F = F (doble negacid)
f) FVG=GVF (commutativitat)
g) FAG=GAF (commutativitat)
h) FV(GVH)=(FVG)V H (associativitat)
i) FA(GAH) = (FAG)AH (associativitat)
) FA(GVH)=(FAG)V(FAH) (distributivitat de V respecte de A)
k) FV(GAH)= (FVG)A(FVH) (distributivitat de A respecte de V)
) =(FV G)=-F A—G (De Morgan)
—(F AG) = —F V =G (De Morgan)
m) F — G = —F V G (condicional en termes de negacid i disjuncid)
n) —(F = G) = F A—G (negacid del condicional)

0) F&*G=(F—>G)N(G—F)
(bicondicional en termes de condicional i conjuncid)

p) (FVG)—=H=(F— H)N(G— H) (casos)
q) F — G = (-G — —F) (contrareciproc)
1) F— (GVH)=(FA-G) s H=(FA-H)—G

) F>(G—oH)=(FANG)—=H=G— (F—H)

4.7. Demostracio de les equivaléncies logiques importants
4.7.1. Llista d’equivaléncies
Repetim per a referéncia la llista de les equivaléncies més importants. S’enuncien per a

férmules en termes de les lletres proposicionals. S’indiquen les que ja s’han demostrat
com a exemple i exercici a la seccid anterior “equivaléncies logiques” (4.6).
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a) pV(pAg)=p
b) pA(pVa)=p
¢) pAp= p (idempoteéncia)
d) pV p = p (idempotencia)
e) ——p = p (doble negacid) [ja demostrada anteriorment]
f) pVq=qV p (commutativitat de la disjuncid)
g) p/Aq=qA p(commutativitat de la conjuncio)
h) pV(gVr)=(pVq)Vr (associativitat de la disjuncid)
i) pA(gAr)=(pAq) Ar(associativitat de la conjuncid)
) pA(gVr)=(pAg)V(pAr)
(distributivitat de V respecte de A) [ja demostrada anteriorment]
k) pV(gAr)=(pVgq)A(pVr) (distributivitat de A respecte de V)
1) p— g = —-pV g (condicional en termes de negacio i disjuncid)
m) —(p — q) = p A —q (negacid del condicional)

n) p<rqg=(p—q)N(g—p)

(bicondicional en termes de condicional i conjuncid)
0) (pVq)—r=(p—r)A(g—r) (casos)
p) p — q¢ = (—g — —p) (equivaléncia del contrareciproc)
Q) —(pVq)=-pA—q(DeMorgan)
—(pAq) =-pV —q(De Morgan) [ja demostrat anteriorment]
0 p—=(gVr)=(pA-q)—=r=(pA-r)—q

s) p—=>(q—=r)=(phg)—r=q—(p—r)

A part del metode de comprovacio d’igualtat de taules de veritat, hi ha altres metodes de
demostracié d’equivalencies logiques (vegeu seccions anteriors del capitol dedicades a

aquesta qliestid):

— Utilitzar equivaléncies logiques ja demostrades, que es poden substituir a les férmules.

— Esprova F = H i G = H per a alguna férmula proposicional H convenient i es conclou

F = G per transitivitat.

— Una barreja de les idees anteriors.

En veurem exemples a continuacio.
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4.7.2. Demostracions d’equivaléncies logiques i exemples d’us

» 1. Demostracio de I’equivaléncia logica de la doble negacio (demostrada anterior-
ment):

TTP=EPp 4.1

Vegem que coincideixen les taules de veritat:

0 1 0
0 1

Per tant, sén logicament equivalents.

» 2. Demostracio de les equivaléncies logiques de De Morgan (també lleis de De Mor-
gan):

=(pVq)=(=pA-q) (4.2)
=(pAg)=(=pV—q) (4.3)

Demostracié de la primera: ~(pV g) = -pA—q.

Per taules de veritat (son equivalents perque les taules de veritat coincideixen):

p|laq | p| ~q | pvg | ~(pvg | “pAq
00/ 1 1 0 1 1
0 | 1 1 0 1 0 0
1,0 0 1 1 0 0
1111 0 0 1 0 0

Demostracié de la segona: =(p Ag) = (—pV —q).

Meétode 1. La segona es pot demostrar de la mateixa manera que la primera, veient que
les taules de veritat coincideixen (s’ha vist anteriorment com a exemple, en la seccio
anterior 4.6).

Meétode 2. En comptes de fer-ho aixi, vegem que es pot demostrar la segona (4.3) a
partir de la primera (4.2), que se suposa demostrada, com és el cas:

~(pNg) =

= ~(=mp A —g) per (4.1)

(equivaleéncia de la doble negacid i substitucié dues vegades).
= = (=pV —q) per (4.2).

= -pV g, per (4.1) (equivaléncia de la doble negacis). B
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Meéetode 3. L’argumentacio es pot reformular segons diverses variants. Per exemple:

(a) ®)
pPAG=—mpAamg = —(-pVg)

a : per ’equivaléncia de doble negacid (4.1).
p: per ’equivaléncia de De Morgan (4.2).

A partir del que s’ha obtingut, aplicant F = G = —F = -G, podem escriure:

pAg=-—(-pV—q),don,aplicant F =G = —F = -G,

=(pAg) =-(=(—pV—q)),d on, per reescriptura,
—(pAq)=-—(—-pV—q)),d on, per I'equivaléncia de doble negacid,
~(prg)=(-pV—g) |

Observacio. El resultat F' = G = —F = -G no s’ha demostrat, perd és molt intuitiu i
facil de provar, per exemple per taules de veritat.

Observacio. També es pot demostrar la primera a partir de la segona, que se suposa
demostrada, per exemple, per taules de veritat. En efecte, vegem-ho com a exemple:

Exemple 4.27 Provem —(pAq)=-pV-q=—~(pVq)=-pA—q

~(pvae) =
—(==pV—=—q) (per doble negacid),

—(=(=pA—q)) (per De Morgan (segona)),
=-—(-pA—gq)) (per reescriptura),
=-pA—q (per doble negaci6). B

Un exemple d’ds d’alguna de les equivaléncies de De Morgan:
Exemple 4.28 Com negar “fa fred i fa vent”?
Siguin H = “fa fred”, J = “fa vent”. En aplicacié de 1’equivaléncia de De Morgan de
negacié de la conjuncié (H A J), 1a negacié és “no fa fred o no fa vent” (—mH Vv —J). &
» 3. Demostracio de I’equivalencia logica que expressa el condicional en termes de — i
\

P—q9=-pVgq (4.4)

Vegem rutinariament que les taules de veritat coincideixen i, per tant, sén equivalents
logicament:
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P pP—q —pVq

e E=1E=l k"
— O = O

Ol O = | =
—| | |
—| | |

Es important per a expressar la disjuncié en termes del condicional:

AVB=-A— B=-B— A.Enefecte, AVB=—~(-A)VB=-A— Bitambé AVB =
BVA= ﬁ(ﬁB)\/AE -B— A.

Vegem-ne un exemple:
Exemple 4.29 Son equivalents:

“El cotxe és blau o vermell” (és a dir, “el cotxe €s blau o el cotxe és vermell”), (BV V),
“Si el cotxe no és blau, aleshores és vermell” (=B — V),

“Si el cotxe no és vermell, aleshores és blau” (—=V — B),
amb B ="el cotxe és blau”, V ="“el cotxe €s vermell” W
» 4. Demostracio de I’equivalencia logica de negacio del condicional en termes de — i
AW

(p—q)=pr—q 4.5)
Es una equivaléncia molt important. Val la pena fixar-s’hi especialment, ja que la
negacio del condicional es fa erroniament en moltes ocasions. Se’n han mostrat alguns

dels errors en un exercici anterior.

Métode 1. Comprovant que les taules de veritat coincideixen.

-q | p—q | ~(p—q | PA—q

e = E=R~]

e E=l R =RES)
S| = || =
— o~
S| =[O O
[N el )

Per tant, sén equivalents.

Meétode 2. Fent servir equivaléncies 1ogiques ja demostrades, per exemple qualsevol de
les anteriors que ens convingui.

N

4

=
D

(4.1

~(p—q) = ~(-pVq)
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Una situaci6 en la qual és convenient negar correctament un condicional €s en el meto-
de de demostracié per reduccid a 1’absurd (vegeu capitol posterior): si I’afirmacié que
s’ha de demostrar té la forma d’un condicional, el meétode comenca amb la negaci6 del
condicional.

» 5. Demostracio de I’equivalencia logica del contrareciproc:

pP—=q=—q9—p (4.6)

Es una equivaléncia molt important per a demostracions (pel contrareciproc).

Métode 1. Comprovant que les taules de veritat coincideixen. Es rutina.

p q q -p pP—q g —p
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1

Les taules coincideixen: per tant, sén equivalents.

Meéetode 2. Fent servir equivaléncies logiques ja demostrades, per exemple qualsevol de
les anteriors que ens convingui.
ﬁq — p =
gV p (per (4.4)),
gV —p (per (4.1), doble negacio),

= —pV g (per commutativitat de V),
=p—q (per (4.4)).
Vegem-ne un exemple en el llenguatge ordinari:

Exemple 4.30 Considerant L =“En Joan esta lliure”, 7 =“En Joan estudia a la tarda”,
I’enunciat:

“Si en Joan esta lliure, aleshores estudia a la tarda” (L — T)
equival a
“Si en Joan no estudia a la tarda, aleshores no esta lliure” (=7 — —L),
d’acord amb I’equivaléncia. M
Exemple 4.31 Per a nombres enters:
“Si un nombre és parell, aleshores el seu quadrat és parell”
Contrareciproc o proposicio contrareciproca de [’ anterior:

“Si el quadrat d’un nombre no és parell, aleshores el nombre no €s parell”. ll
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» 6. Demostracio de I’equivaléncia logica que expressa el bicondicional en termes de
A i — (condicional), que anomenarem equivaléncia del bicondicional:

perq=(p—q)N(g—p) 4.7)

Comprovem que les taules de veritat coincideixen, amb la qual cosa resulten equivalents.

p g | p>q | g=p | psqg | (p—a)A(g—p)
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
» 7. Demostracio de I’equivalencia:
(pVag)=r=(p—=r)A(g—r) (4.8)

Meétode 1. Comprovant que les taules de veritat coincideixen.

~

p (pvg)—=r | (p=r)A(g—T)

ES)

el el e =l k=l k=R E=N Il
— = o= |Oo|~|OO(R
—_— O = | = | OO = O
—_— | [ | = = OO <
bS]
— O | | O b= | | J/
~
=
— | O | | | O | | i/
~
— O == O = ==
— O | == OO = =

De la igualtat de les taules deriva I’equivaléncia logica anterior.

Meétode 2. Fent servir equivaléncies 1ogiques ja demostrades, per exemple qualsevol de
les anteriors que ens convingui.

Vg)—r=

~(pVaq)Vr

) (=p A—q) Vr (per De Morgan),

<

=
N

'S
o

(=pVr)A(—gVr),perla distributivitat de V respecte de A,

e,

(p—=r)A(g—r1).

Es important per a demostracions de condicionals amb una disjuncié a I’antecedent.
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» 8. Demostracio de les equivalencies logiques segiients:
p—(rvs)=(pA-r)—s (4.9)
p—(rVs)=(pA-s)—r (4.10)
Es important per a demostracions de condicionals amb una disjunci6 al conseqiient.
Meétode 1. Comprovant que les taules de veritat coincideixen. Es rutinari.

Meétode 2. Fent servir equivaléncies logiques ja demostrades, per exemple qualsevol de
les anteriors que ens convingui.

Vegem la primera.

p—(rvs)

44
e -pV(rvs)

—pVr) Vs, per associativitat de V,

—~

~
—

(=pV ——r) Vs, per doble negacid,

WE e

=(p A—r) Vs (per De Morgan),

(pA—r) =
pA—IF) =S

—

Vegem-ne uns primers exemples illustratius:
Exemple 4.32 1’ afirmacio:
“Si en Joan ha comprat un cotxe, aleshores s vermell o gris” (C — (V V G))

equival a

“Si en Joan ha comprat un cotxe i no és vermell, aleshores és gris ((CA—V) — G)”
que equival a

“Si en Joan ha comprat un cotxe i no és gris, aleshores és vermell ((C A —G) — V),
amb

C = “en Joan ha comprat un cotxe”
V = “en Joan ha comprat un cotxe vermell”
G = “en Joan ha comprat un cotxe gris”. ll
Exemple 4.33 Un altre exemple (llenguatge de predicats): per a x,y nombres reals, son
equivalents:
xy=0—(x=0Vvy=0)
(xy=0Ax#0) —=y=0
(xy=0Ay#0)—z=0.1
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Vegem uns exemples d’us d’aquesta equivaléncia, que ens permet substituir un esquema
demostratiu per un altre.

Exemple 4.34 (utilitza variables, llenguatge de predicats) Considereu I’enunciat:

“Sigui n multiple de 5. Demostreu que o bé n no és miiltiple de 3 o bé n és muiltiple de
15”.

Formalment, I’enunciat és, per a n nombre enter:
5|n— (31nVv15|n).
Es més clar demostrar:
(5|nA=(31n)) — 15|n), que és
(5|nA3|n) — 15|n), que ja és obvi. B

Exemple 4.35 Vegem la utilitat per a demostracions. Vegem al mateix temps diverses
formulacions d’un mateix enunciat.

“Si el producte de dos nombres enters és parell, aleshores almenys un dels dos és parell”.
Introduint variables (llenguatge de predicats), “si ab €s parell, aleshores a €s parell o b
és parell”. Aixo equival a “si el producte de dos nombres enters €s parell i un d’ells no

és parell, aleshores ho és ’altre”.

Siguin a,b nombres reals (fixos). Vegem que “si 2|ab, aleshores a 0 b s6n parells”, és a
dir,

2|ab — (2|aV 2|b).

Es equivalent a (2labA21{a) — 2|b, és a dir,

“si ab és parell i a no és parell, aleshores b és parell”.
Aquesta tltima formulacid és util per a la demostracio del resultat:
Si ab és parell, €s ab = 2k per a un k enter convenient. Si a no €s parell, és senar, i
és a =2g+ 1, per a un cert g enter. Aleshores: 2k = ab = (2q+ 1)b = 2gb+ b, d’on
b =2k—2gb =2(k—2gb) = 2k', amb k' = k — 2¢b, de manera que b és parell, com
s’havia de veure. ®

La demostracio de la segona equivaléncia €s similar a la primera:

p—(rVs)

44
‘@ —-pV(rvs)
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—~

—p V)V r, per commutativitats i associativitat de V,

e

(=pV ——s) V r, per doble negacid,

™
5

e e

=" —(p A —s) Vr (per De Morgan),

(pA—s)—r
AN=s) =

<

» 9. Demostracio de I’equivaléncia logica:
p—(g—=r)=(pAg)—r 4.11)
Métode 1. Comprovant rutinariament que les taules de veritat coincideixen.

Meétode 2. Fent servir equivaléncies logiques ja demostrades, per exemple qualsevol de
les anteriors que ens convingui.

Vegem el segon metode.

P (g =
=-pV(g—r),perdd,

—pV (=gVr),perdd,

(=pV —q) V r, per associativitat de V,
—(pAq)Vr,perd.2,
=(pAq)—r,perd.d.

Vegem un exemple d’us d’aquesta estructura logica:

Exemple 4.36 Son equivalents:

“Si estem en forma, aleshores si el llac €s prop d’aqui, aleshores anirem al llac”.
“Si estem en forma, (aleshores) si el llac és prop d’aqui, (aleshores) anirem al Ilac”.
“Si el llac €s prop d’aqui, si estem en forma, anirem al llac”.

“Si estem en forma i el llac €s prop d’aqui, anirem al llac”.

Corresponen a les férmules (amb les lletres, de significat obvi):

F—(P—L)
P—(F—L)
(FAP)—L®

Vegem un exemple de la primera equivaléncia, on podem substituir un esquema demos-
tratiu per un altre que ens resulti més abordable.
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Exemple 4.37 (fem servir variables, llenguatge de predicats)

Suposem que s’ha de demostrar: “Sigui n» un multiple de 3. Proveu que, si n és un mul-
tiple de 5, aleshores n és multiple de 15”. Veiem que s’ha de demostrar que €s cert:

3ln— (5|n — 15|n)

També es pot enunciar: “Si un nombre €s multiple de 3, (aleshores) si és muiltiple de 5,
(aleshores) és muiltiple de 15”.

Es equivalent demostrar:
(3|nAS5|n) — 15|n
Seria equivalent a provar:
S5n— (3ln—15n) A

Exemple 4.38 (fem servir variables, llenguatge de predicats)
So6n equivalents:

“La suma de dos nombres enters parells és parell”

“Si a és parell, aleshores, si b és parell, a + b és parell”.
“Si b és parell, aleshores, si a és parell, a + b és parell”.
“Si a és parell i b son parells, aleshores a + b és parell”.
“2la— (2|b —2]la+b)”

“2lb — (2la — 2|a+b)”

“(2lan2|b) — 2la+b)” M

> Variant metodologica per a demostracions. Una variant d’interés practic per a la de-
mostracié d’una equivaléncia logica fent servir altres equivaléncies. La idea €s encade-
nar equivaléncies per a les dues féormules fins a arribar a sengles férmules que siguin
iguals o equivalents (si sén iguals, s6n equivalents).

F=F=---=F, | =F,
G=G,=---=G,_1 =G,

Si F, = G,,, aleshores F' = G. En efecte:

F=F=---=F,_,=F,=6,=G, 1=-=G, =G, =G
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Exemple 4.39 (un exemple d’us de I’anterior a la demostracié d’una equivaléncia, la que
segueix):

p—(g—r)=(pAqg) —r

p—=(@—r)=
=-pV (g — r) per’equivaléncia del condicional (a — b= —aVb),
= -pV (—gVr) per’equivaléncia del condicional (¢ — b= —-aVb).

Per altra banda:

(pAg)—r=
= -(pAq)Vr per’equivaléncia del condicional (a — b= —aVb),
(=pV —q) Vr per una de les equivaléncies de De Morgan,

—pV (=g Vr) per associativitat de V.

Les dues ultimes sén iguals, d’on I’equivaléncia p — (¢ —r) = (pAq) — r, pel que s’ha
dit abans. H

4.7.3. Generalitzacions d’algunes equivaléncies logiques a més operands
> Equivaléncies de De Morgan per a més de dos operands:

Equivaléncies de De Morgan per a tres operands (els enunciats ja incorporen les associ-
ativitats):

=(pANgAT)==pV =gV -r
=(pVgVr)=-pA-gA-r

Per a quatre operands, analogament es compleix:

=(pAgATAS)==pV =gV -rV-s
=(pVgVrVs)=-pA-gA-rA-s

Exemple 4.40 Demostrem les equivaléncies de De Morgan per a tres operands.

Per exemple, per a la primera (analogament per a la segona), es tracta d’utilitzar la llei
de De Morgan per a dos operands:

—(pAgAr)=
—(pA(gAr)) per associativitat de A, I’expressem com a conjuncié de dues férmules

—pV —(gAr) per De Morgan per a dos operands

—pV (—qV —r) per De Morgan per a dos operands

—pV gV —r per associativitat de V Hll
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Per a n operands, la conjunci6 i la disjuncié es poden definir:

— recursivament a partir de la definicié per a dos operands i per I’associativitat: per
exemple, pera“i”, n >3, py A=~ Ap,=piA(P2 A=A p,).

17311}
1

— conceptualment: per exemple, per a “i”, p; A--- A p, és cert si, i només si, tots els p;

son certs.

La generalitzaci6 a n operands €s certa; la demostracio rigorosa es pot fer per induccid.
“(pi A+ Apy) =-p1 VeV op,

(p1VeVpy) =-pi A Ap,

> Quina equivaléncia seria I’analeg de 4.9, és a dir, de p — (¢ V rVs) = per a tres
operands al conseqtient?

Vegem un exemple del llenguatge natural:

Exemple 4.41 Son equivalents, entre d’altres variants:

“Si plou, ens quedarem a casa, o anirem al cinema o anirem al teatre”.

“Si plou i no anem al cinema ni al teatre, aleshores ens quedarem a casa”.

“Si plou i no anem al cinema, aleshores anirem al teatre o ens quedarem a casa”. l

Responem la qiiestié al problema segtient.

PROBLEMA 4.36
Deduiu per equivaléncies logiques I’equivaléncia segiient: p — (gVrVs) = (p A—g A

—r) = 5. Proposeu variants.

Solucié. La idea principal és fer servir I’equivaléncia logica del mateix tipus pero per a
tres operands al conseqiient.

p—(gVrVvs) =
=p— ((gVvr)Vs), per associativitat de la disjuncid,

(pA—=(qVr))— s, per 'equivaléncia del mateix tipus,

(p A (=g A—=r)) — s, per una de les equivaléncies de De Morgan,

(pAN—g A\—r)) — s, per associativitat de A.
Variants: Per commutativitat i associativitat aplicades a la férmula inicial, resulta:

p—(qVrVvs)=(pA—-gAh=s))—r
p—(gVrVvs)=(pA-rA-s)) —q
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Amb altres associacions:

p—(gVrVvs)=

=p—=(qV(rvs))
=(pA—q)— (rVs)), per ’equivaléncia del mateix tipus,

=(pA-r)—>(qVs))
=(pA-s)—(rvg))

> Quina equivaléncia seria ’analeg de (pV g) — t (base de les demostracions per casos)
per a més operands a I’antecedent?

Per exemple, per a tres operands a I’antecedent,
(rvsvVe) sw=F—=w)A(s = w)A(f—w),

(analogament per a 4 o n, pero aleshores s’hauria de demostrar per induccié o acceptar
una justificacié menys formal). Ho demostrem en un exercici posterior.

Exemple 4.42 (Del llenguatge natural). S6n equivalents (a) i (b):

a) “Siplou, (aleshores) ens quedarem a casa; (i) si neva, ens quedarem a casa i si fa vent,
ens quedarem a casa”

“P—=C)ANN—=C)N(V —=0O).
b) “Si plou o neva o fa vent, ens quedarem a casa”

“(PVNVV) —C”. [ ]

Es pot demostrar I’equivaléncia anterior amb taules de veritat o per deduccié amb equi-
valencies logiques, com veiem a I’exercici segtient:

PROBLEMA 4.37

Deduiu I’equivalencia logica segiient utilitzant equivaléncies logiques:
(rvsvVe) = w=F—=w)A(s > w)A—w)

Solucié

(rvsve) —»w=
=-(rVsVit)Vw,per’equivaléncia a — f = —a V3,

(=r A=s A—t)V w, per una de les equivaléncies de De Morgan per a tres operands,
= (=rVw)A(=sVw)A (-t Vw), per distributivitat de \ respecte de A,
(r—=w)A(s—=w)A(r— w), per 'equivaléncia a — f = -a V f3.

187



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

188

> Quina equivaléncia seria 1’analeg de (p Ag) — r = p — (¢ — r) per a les férmules
amb conjuncié de més de dos operands a I’antecedent?

Com seria, per exemple, per a:

(p AgAt)— r=?(3 operands)
(pAgNAtAW) — 1 =? (4 operands)

En el cas de tres operands a I’antecedent, és:
(pAgAEt)—=Tr=p—(q— (t—71)).

En veurem la demostracié a I’exercici segiient.

Exemple 4.43

Exemple 1. Vegem un exemple del llenguatge natural:

“Si el llac és prop d’aqui, (aleshores) si en trobem el cami, (aleshores) si és de dia,
(aleshores) anirem al llac”.

“Si el llac és prop d’aqui, (i) en trobem el cami i és de dia, (aleshores) anirem al llac”.
[ |

Exemple 2. Vegem també un exemple amb formules matematiques:
3lIn— (5ln— (7jn—3-5-7|n)),
BlnASnATn) —3-5-7n A

Es pot demostrar I’equivaléncia anterior per taules de veritat o per deduccié amb altres
equivalencies logiques disponibles.

PROBLEMA 4.38

Deduiu amb equivaléncies logiques I’ equivaléncia:
(pAgNt)—=r=p—(q— (t—T))

Formuleu-ne variants.

Solucié

(pAgNAE) =T =

= (pA(gAt)) — r, per associativitat de la conjuncid,

= (p — ((gt) — r), per ’equivaléncia (AANB) - C= (A — (B— C)),amb A = p,
B=(gNt)=,C=r,

= (p — (¢ — (t = r)), per una segona aplicacié de I’equivaléncia (AAB) - C = (A —
(B—C)),ambA=¢q,B=1t,C=r.
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Per commutativitat i associativitat en diversos passos de la deduccié anterior, agrupant a
p/Ag/Nt,es pot agrupar diferentment i en resulten diverses variants:

(pAgNt)—=r=p—(t—(qg—7T))
(pAgNt)—=r=p—(qg— (t—r))
(pAgNt)—=r=q—(p— ([t —r))
(pAgNLt)—=r=q—(t—>p—T))
(pAgAEt)—=Tr=t—=(@q—p—T))
(pAgAt)—=Tr=t—=(p—=q—T))

(pAgNt)—=r=p— ((t\g) —r)) (ialtres de tipus similar).

4.7.4. Exercicis diversos i exemples d'aplicacio d’equivaléncies logiques

> El resultat segiient és Util en algunes demostracions d’equivaléncies (bicondicional):

PROBLEMA 4.39

Demostreu I’ equivaléncia logica p <> q = —p <> —q.

Solucié

Meétode 1. Un métode rutinari consisteix a provar que les taules de veritat coincideixen.
Es el que hauriem de seguir si no disposéssim d’equivaléncies logiques a punt per a

utilitzar.

Meétode 2. Un segon metode consisteix a demostrar el resultat utilitzant altres equiva-
Iencies ja demostrades (vegeu llista):

—p <> g = (-p — =q) A (=g — —p), per ’equivaléncia que expressa el bicondicional
en termes de la conjuncio.

Podem seguir dues variants argumentals:

Variant I: Observant que, per I’equivaléncia del contrareciproc, ja tenim

P q=q—=pinqg=p=p—gq.

Substituint a I’dltima férmula, en resulta:

(=p = —q) A (=g — —p) = (g — p) AN (p — q), que, per I’equivaléncia de la commu-
tativitat de A, és 1dgicament equivalent a (p — g) A (¢ — p), logicament equivalent a
p<q.

Variant 2: =p <> ~q = (-p = —q) A (g — —p) =, per I'equivaléncia que expressa el
bicondicional en termes de la conjuncid,

= (=(=q) = =(=p)) A (=(=p) = —(—q)), per I'equivaléncia del contrareciproc,
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= (¢ — p) A(p = q), per ’equivaléncia de la doble negacid,

(p = q) A\ (g — p), per commutativitat,

= p <> q, per ’equivaleéncia del bicondicional.

> Quines equivaléncies es fan servir en els exercicis segiients?:
Exemple 4.44 Equivaléncia logica de la negacid del bicondicional:

Vegem-ne una obtencid detallada, indicant quina equivaléncia logica es fa servir a cada
pas per a demostrar:

—-(A« B)=((AAN—B)V (-AAB))
Es pot obtenir per equivaléncies:

-(A+B) =

—((A— B) A (B — A)), per I’equivaléncia del bicondicional,

= (=(A — B) V(B — A)), per una de les lleis de De Morgan (negacid de la “i”),
= ((AAN=B)V (BA—A)), per ’equivaléncia de negacid del condicional. l

Els exercicis segtients s’han de resoldre de manera similar.

PROBLEMA 4.40

Considereu la seqiiéncia segiient d’esquivalencies logiques. S’hi apliquen equivaléncies
logiques i substitucio. Indiqueu quines.

(P—=@)N(g—=r)—=(p—r)=
=-[(p—= @) Ng—1)]V(p—r)(per..
[~(p—q)V %W%NV@%HWWJ
[(PA=q)V (gA=T)]V (p—7) (per...)
=[(pA—=q)V(gA—T)]V (=~pVr)(per..)
(pA=q)V (gN—r)V —pVr(per..)

Solucié. S’hi apliquen equivaléncies logiques i substitucio:

—~
—

p—=aNg—r) = (p—r)=

=-[(p—=qg)A(g—r)]V(p—r) (per’equivalénciaa — b = —a Vv b),

[-(p—q)V—(g—7)]V(p—r) (per una de les equivaléncies de De Morgan: —(a A
) =-aV-ap),

=

[(pA—g)V (gA—r)]V (p— ) (per 'equivaléncia de negacié del condicional: —(a —
=aA-b),

Al
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=[(pA—q)V(gA-r)|V (—pVr) (per I'equivaléncia del condicional com a disjuncid:
p—r=-p\Vr),

=(pA—q)V (gN—r)V-pVr(per’equivaléncia d’associativitat de la disjuncié V),

ona=(p—q),B=(q—r).

PROBLEMA 4.41

A partir de la formula proposicional (p — q) — ((g — r) — (p — 1)), s’escriu la se-
qiiéncia d’equivaléncies logiques:

Justifiqueu cada pas indicant quina equivaléncia s’hi fa servir.

(p—=q)—=(g—=r)=>(p—r)= €))
=(pVvg) = (g—r)=(p—r1)) 2)
=-(-pVvg)Vilg—r) = (p—7) 3)
= (= pA=q)V((g—r)— (p—7) “4)
=(pA-q)Vig—r)—(p—r) 5)

=(pA-q)V[-(g—=r)V(p—r1)] (6)
=(pA—=q)V[-(g—=r)V(=pVr)] (7)

=(pA—=q)VI(gNA-r)V(=pVr)] (®)
=(pA=q)V(gA-r)V (=pVr) ©)

Solucié

Pas de (1) a (2): per I’equivaléncia a — 3 = —-a V 3.

Pas de (2) a (3): per I’equivaléncia a — 3 = —-a V .

Pas de (3) a (4): per una de les equivaléncies de De Morgan.
Pas de (4) a (5): per I’equivaléncia de doble negacid.

Pas de (5) a (6): per I’equivaléncia a — 3 = —a V .

Pas de (6) a (7): per I’equivaléncia a — 8 = —a V 3.

Pas de (7) a (8): per I’equivaléncia de negacio del condicional.

Pas de (8) a (9): com a conseqii¢ncia de I’equivaléncia d’associativitat de la disjuncid.

PROBLEMA 4.42

Demostrarem [’equivaléncia segiient de tres maneres diferents. Indiqueu qué s’aplica a
cada pas.
p<rq=-(p—4q) = ~(qg—p))

Demostracio 1:

“((p—=q)=-lg=p)=

=(p—=a9)r=lg—=p)
(p—=aq)A(g—p)
P q.
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Demostracio 2:

~((p—q)——(g—p)=
=-(=(p—q)V-(g—p)):
=(—=(p—= g N==(q— p))s
=(p—>q)Ng—p)
=prq.

Demostracio 3:
prg=
=-(p¢q),

@%m (g —p))s
=-[-((p—=a9)A(g—p))
=-[-(p—q9V-lg—Dp)
=[(p—q) = ~(qg—p)].

Solucié. Per a demostrar p <> g = =((p — q) — —(q — p)), s’utilitza substitucié i
diverses equivaléncies logiques (disponibles de la llista).

Demostracio 1:

((p—4q) = —(qg—p) =
= (p — q) A——(g — p), per negacid del condicional
= (p — q) A (g — p), per doble negacié

= p <> g, per I’equivaléncia del bicondicional.
Demostracio 2:

“((p—=q)=-lg=p)=
=-(=(p—q)V—(qg— p)), per I'expressi6 del condicional amb negacid i disjuncié

(=—(p — ¢q) Aneg—(q — p)), per una equivaléncia de De Morgan

(p — q) A (g — p), per doble negacié

= p 4> ¢, per equivalencia del bicondicional.

Demostracio 3:

pPoqg=
= - (p > q), per I’equivaléncia de doble negacié
(

—-=((p — q) A\ (¢ — p)), per I’equivaléncia del bicondicional

=[=((p — q) A (g — p))] (reescriptura)

=[=(p — ¢q) V—(g — p)], per una equivaléncia de De Morgan
-l

(p—q) = =(g—p)l;
per I’equivaléncia que expressa el condicional amb negacid i disjuncid.
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PROBLEMA 4.43

Sigui (p A—q) — —(qV p) una férmula proposicional. Indiqueu quines de les férmu-
les proposicionals segiients son logicament equivalents a la donada. En cas afirmatiu,
Jjustifiqueu-ho sense taules de veritat.

a) (pA=q) = =(pVq) ¢ (=gAp)—=~-(pVaq) ¢ (pA=q) = (gN—p)
b) (~qNp)—=—(qvp)  d) ~(pA-q)V=(qgVp) ) ~(=pVa)—=—(qVp)
Solucié. Totes son logicament equivalents a 1’original. Per tant, sén mituament logica-

ment equivalents, per substitucions de subférmules per d’altres de logicament equiva-
lents. Concretament:

a) Equivaléncia amb subférmula, commutativitat de la disjuncié: pV g=¢qV p.

b) Equivaléncia amb subférmula, commutativitat de la conjuncié: p A =g = —g A p.
¢) Equivaléncia amb subférmula, commutativitat de la conjuncid6 i de la disjuncid.
d) equivaléncia del condicional en termes de negacid i disjuncid.

e) De Morgan.

f) De Morgan i doble negacio.

PROBLEMA 4.44

Considereu les formules segiients. Agrupeu-les per equivalencia logica (per exemple:
1-5, 2-4-9).

1) (A= B)A(A—C) 12) (AAB) —C 23) =B — —A

2) A= (B—C) 13) (A— B) 24) (AVB)A(AVC)
3) A— (BVC) 14) —(AVB) 25) AAB

4) AVB 15) AA—-B 26) AN (BAC)

5) (AN—-C)— B 16) ~AV —B 27) BAA

6) -A— B 17) A 28) (ANB)AC

7) (A= C)A(B—C) 18) =AN-B 29) AV (BVC)

8) (AVB)—C 19) =B — A 30) (ANB)V (AAC)
9) A— (BAC) 20) ——A 31) AV(BAC)

10) (AA-B) —C 21) BVA 32) (AVB)VC

11) =(A— B) 22) ~(AAB) 33) AN(BVC)
Solucié

a) 2-12 e) 9-1 i) 22-16 m) 29-32
b) 3-10-5 f) 11-15 j 17-20 n) 33-30
c) 4-6-19-21 g) 13-23 k) 25-27

d) 7-8 h) 14-18 1) 26-28 0) 31-24
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PROBLEMA 4.45

Completeu la deduccio segiient explicant en qué es basa cada pas. Se suposa que p,q,r,t
son lletres proposicionals.

pA-(=(gAr)VE)  [per..
pA(—=(gAr) A=) [per ...
pA((gNAr)A—t) [per ...
pPAgNArA\—t [per ...

=(p— (=(gAr) Vi)

—~ N~~~

Solucié. Repetim la seqiiéncia anterior justificant cada pas:

—(p—= (=lgnAr) Vi) = pA=(=(gAr) Vi)
[per =(a = b)=aNn—b]

= pA(m=(gAr)A-t)
[per De Morgan, —(a V' b) = —a A —b]

= pA((gAr)A—t)
[per equivaléncia de doble negacié =——a =a |

= pAgArA—t
[per associativitat de la conjuncid]

> Negar formules complicades

La negacié d’una férmula F és simplement —F (perd normalment aixo no resulta in-
teressant o convenient). En diverses situacions, estem interessats en altres férmules que
siguin equivalents logicament a —F (potser, per exemple, en alguna demostracié per
reduccid a I’absurd o per a demostrar pel contrareciproc).

Es poden obtenir a partir de —F aplicant successivament equivaléncies logiques. Totes
les formules que es van obtenint sén 10gicament equivalents a —F i podem dir que s6n
“negacions de F”’ (equivalents a la negacio de F).

Exemple 4.45 Sigui F = p — (=(qAr)Vi).

Anem a obtenir una seqiiencia de férmules logicament equivalents a la negacié de F.
Escrivim diverses férmules equivalents a la negacié de p — (—(g A7) V1).

Si hem de negar p — (—(g Ar) V1), escriurem una seqiiéncia de férmules 1d0gicament
equivalents, totes equivalents a la negacio, i pararem quan ens interessi, és a dir, quan la
férmula obtinguda tingui la forma que ens convingui. Per exemple:

—(p = (=(gAr)Vi))
pA=(=(gAr) Vi)
pA(=—(gAr) A-t)
pA((gAr) A=)

pANgAr A\t

(després es justifica cada pas)
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Qualsevol de les escrites “és” negacid de ’original (és a dir, €s logicament equivalent a
la negacid).

Refem la seqiieéncia anterior justificant cada pas (s’efectuen diverses substitucions):

—(p— (=(gAr)Vet))= pA=(=(gAr)Vit) [per equivalencia ~(a — b) =aA—-b]

= pA(——(gAr)A-t) [per una equivaléncia de De Morgan]

= pA((gNhr)A—t)
[per I’equivalencia de doble negacié ——a =a |
= pAgAr At [per associativitat de la conjuncid] M
PROBLEMA 4.46
Negueu:
a) Plou i fa sol. b) No soc un vell.

¢) L’home no ha arribat a Mart.
d) Fa calor i hi ha molta humitat.
e) 5>3

f) Soc astronauta, pero no soc militar.
Solucié

a) Sense formalitzacid, en un primer nivell, la negacié seria “no (plou i fa sol)”, que
equival, en un segon nivell, a “no plou o no fa sol”, o a d’altres frases equivalents,
com ara “o bé no plou o bé no fa sol” o “o no plou o no fa sol”. Si p és “plou”, g és
“fa sol”, formalment —(p A ¢), negacid de p A g. Desenvolupant i aplicant una de les
equivaléncies de De Morgan, la negacié equival a —p \V =g, €s a dir, “no plou o no fa
sol”.

b) “No (no séc un vell)”, és a dir, “Séc un vell”. Formalment, —(—p), si p és “Séc un
vell”.

¢) L’home ha arribat a Mart.

d) La proposicié €s ¢ A h, amb ¢ := “fa calor”, h := “hi ha molta humitat”. La negacid
és = (c Ah) = —c¢ V —h (De Morgan), “no fa calor o no hi ha molta humitat”.

e) =(5>3),ésadir, 5% 3,ésadir,5 <3.

f) Sia:=“s6c astronauta”, m := “séc militar”, la proposicié que es vol negar és a A\ —m.

Formalment, aplicant una de les equivaléncies de De Morgan, és —(a A —m) = (—a V
(=—m)) = (—aV m). Per tant, “no séc astronauta o séc militar”.

PROBLEMA 4.47

Considereu la formula proposicional: —=p — (r — —s). Escriviu diverses formules equi-
valents a la negacio de I’anterior. Arribeu a una formula amb només conjuncions i ne-
gacions.
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Solucio

—(=p = (r = —s)), [simple negaci6 de la férmula original] que equival a
—p A=(r — —s)), [per negaci6 del condicional] que equival a

—p A (r A—=—s), [per negaci6 del condicional] que equival a

—p A (rAs), [per doble negacid] que equival a

—p Ar /s [per associativitat].

PROBLEMA 4.48

Identifiqueu entre les formules segiients la negacio del condicional p — q.

a) ~pA—q e) "pVq i) 7p——q
b) =pV—q /) -pNhq J) p—q
c) ~(pVaq) g) ~q——p

d) phN—q h) p——q

Solucié. pA—q
> No haver de fer servir la disjuncio:

1. Disjuncio en termes del condicional. Si hem de demostrar una disjuncié AV B, pot
no resultar comode. Pot resultar confis o incomode perqué no tenim per on comengar;
en un condicional, aixo no passa. L’equivaléncia A — B = —AV B és 1itil per a expressar
la conjuncié en termes del condicional, cosa que ens resulta més comode, sobretot per a
demostracions.

Podem escriure:

VB
——A) V B (doble negacid),
—(—A) V B (reescriptura),
(A — B), (s’aplica —aV  =a — f, amb a = —A),

-, »

1 aixi expressem una disjuncié com a condicional. I també AV B = =B — A (s’obté
analogament, o com a contrareciproc de ~A V B). Pot ser interessant com a teécnica de-
mostrativa.

Exemples 4.46

13

Exemple 1. Si n és un nombre enter, suposem que hem de demostrar la disjuncié “n és
parell o n €s senar”. Tot i que es pot demostrar directament considerant el residu de la
divisié entera per 2, podem demostrar equivalentment qualsevol dels enunciats:

“Si n no és parell, aleshores €s senar”
“Si n no és senar, aleshores és parell”. W
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Exemple 2. També s’observa aquest ds en el llenguatge ordinari, no només en enunciats
per a demostrar: sén equivalents:

“plou o fa sol”
“si no plou, fa sol”
“si no fa sol, plou”. W

També pot ser interessant per a obtenir el condicional a llenguatges de programacié on no
esta disponible. O per a obtenir una porta logica, o un circuit, que realitzi el condicional,
utilitzant altres components o altres portes logiques. Amb un circuit que implementi —A V
B (una porta OR i una NOT), esta implementant el condicional A — B.

2. S’aplica la mateixa idea quan tenim disjuncions, o bé a 1’antecedent, o bé al conse-
quient d’un condicional (abans se n’han vist alguns exemples):

p— (rVvs) =(pA-r)— s (“0” al conseqiient)
p—(rvs)=(pA-s)—r
(pVq) = r=(p—r)N(g—r) (“0” al’antecedent)

PROBLEMA 4.49

Demostreu que no son logicament equivalents:

a— (b—c)
(a—b)—c

Solucié. Dues férmules proposicionals sén logicament equivalents si, i només si, tenen
la mateixa taula de veritat. Comprovem que les taules de veritat no coincideixen:

b

o
S

a—(

) a

(a—b)—c

el el =l K= E=l = I~

b—c
1
1
1
1
1
1
0
1

— =IO |= | o= |0
— | O|=|=|lOo|Oo[—=|O| o
»—O»—»—»—O»—»—\L

.—»—o»—o.—-»—._-\L
bt | D | | | D = | O

Per tant, no sén logicament equivalents.

PROBLEMA 4.50

A partir d’una formula proposicional, escriviu les formules que es produeixen com a
conseqiiéncia d’aplicar les equivaléncies logiques que s’indiquen.
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a—(b—c)=

Solucio

- [per a — B = —-aV B aplicat al condicional de I’esquerra]
- [pera— B =-aV ]

- [per associativitat de V |

- [per De Morgan]

- [pera— B =-aVp]

a—(b—c)=

—aV (b— c¢) [per a — B = —aV B aplicat al condicional de I’esquerra],
—aV (=bVec)[pera— f =-aVpl],
(—aV —b) V ¢ [per associativitat de V],

= —(aAD)V c [per De Morgan],
=(aANb)—c[pera— f=-aVpl.

PROBLEMA 4.51

A partir d’una formula proposicional, escriviu les formules que es produeixen com a
conseqtiéncia d’aplicar les equivaleéncies logiques que s’indiquen.

(a—=b)—c=
=7 [per a — B =-aV B aplicat al condicional de la dreta]

= ? [per negacio del condicional]

= ? [per De Morgan a l’operand de I’esquerra de la disjuncio]
=?[pera— p=-aVp,f=c]

Solucio

(a—Db)—c=

—(a—b)Vc[pera — B =-aV f aplicat al condicional de la dreta],

(aN\=b)V c [per negacié del condicional],
—(—aVb)V ¢ [per De Morgan a I’operand de ’esquerra de la disjuncid],
(maVb)—clpera— f=-aVp,p=cl

PROBLEMA 4.52

Escriviu les formules proposicionals segiients utilitzant només les connectives —,V:

a) pA(rv-s)

b) (pA—q) \—r

Es tracta de reescriure les formules i obtenir-ne d’equivalents utilitzant equivaléncies

logiques.
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Solucié. Podem utilitzar I’equivaléncia A A B = —(—AV —B), que es pot obtenir a par-
tir de 1’equivaléncia logica de De Morgan: —=(A A B) = (—AV —B). En efecte, amb una
primera negacid i després per I’equivaléncia de doble negacio,
-(AAB)=(-AV —-B)
I
ﬁﬁ(A /\B) = ﬁ(ﬁA V ﬁB)
¥
(AAB)=—(—AV-B)

a) pA(rV-s). Apliquem I’equivaléncia anterior per a A = p, B = (rV —s) (ja expressat
en els termes que es demanen). Aleshores, resulta la formula equivalent:

pA(rv-s)
=(=pV=(rv-s))

b) (pA—g)A-r. Haurem d’aplicar dues vegades ’equivaléncia. Primerament, amb A =
(pAN—q), B=—r:

(pA=g) N—r
=(=(pA—g) V(1))
=(=(p A —q) Vr) (ara podriem aplicar simplement De Morgan a —(p A —q))

Ara,amb A = p, B = —q:

~(==(=pV-mg)Vr)
=((=pVaq)Vr)
=(=pVqVr)

> Circuits

PROBLEMA 4.53

Indiqueu una formula logica que correspongui a aquests “circuits” logics, on NOT cor-
“i”, N\; OR correspon a “0”, V. Quina n’és la

«

respon a “no”, =; AND correspon a

sortida?
P OR ?
9 OR
PR
P OR
1 OR ?
.
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P OR NOT 9

y ——
P NOT

AND 9

g NOT

p AND NOT 9

y ——
P NOT

OR 9
q NOT
Solucio
p
g —] OR pV(qVr)
OR

.
P OR
4q OR (pVq)Vr
.

P OR NOT ~(pVq)

g —
P NOT

AND —pA—gq

q NOT
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b AND NOT ~(pAgq)
y ——
P NOT
OR —pV g
q NOT

> Formules amb menys connectives

PROBLEMA 4.54

Estudieu:

a) Tota formula proposicional amb —,V,\,—,<> es pot reescriure amb només —,\?
Com?

b) Tota formula proposicional amb —,V,\,—, <> es pot reescriure amb =,V ? Com?
Solucio
a) Si. Utilitzem les equivaléncies logiques:

pVqg=(——pV-—q)=-(-pA-q),per De Morgan i doble negacig.

p—=q=(pVg)=(-pV-q)=-(pA—q)
(peq)=pP—=9N(g—p)=-(pA—qg) A=(gA-p), utilitzant 1’equivaléncia
anterior.

b) Si, fent servir diverses equivaleéncies logiques:

pAg=(——pA——q)=—(—pVq), per De Morgan i doble negacig.
p — q= (—pV q) (equivaléncia del condicional, v. llista d’equivaléncies, 4.6.4).

(pea)=(p—=q9) N g—=p)=((-pVa)A(=gVp))==(=(=pVq)V-(=qVp)),
per les anteriors.

4.8. Tautologies i contradiccions

4.8.1. Ni “sempre veritat” ni “sempre falsa”

S’observa que hi ha féormules proposicionals que prenen diferents valors veritatius, cert

o fals, depenent dels valors veritatius de les lletres proposicionals. Aixd es pot veure, per
exemple, si considerem la férmula =(p V g):
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pVqg | —~(pVg)

el = K=
— O = O

\Y
0
1
1
1

Si considerem totes les possibilitats, als dos extrems possibles hi haurien les féormules
proposicionals “sempre certes” i les que son “sempre falses”, €s a dir, per a tots els valors
de veritat possibles de les lletres proposicionals. Son les tautologies i les contradiccions,
respectivament.

La férmula anterior s’expressa mitjangant les lletres proposicionals p,q. Es F = =(pV
q); de forma genérica, F = F(p,q).

4.8.2. Tautologies

Definicié 4.5 SUna formula proposicional F que s’expressa en termes de lletres pro-
posicionals (F = F(py,--+,p,)) és una tautologia si, per a tots els valors de veritat
possibles de les lletres proposicionals, é€s a dir, (0-1), la formula té valor de veritat 1
(cert). Dit d’una altra manera, a la taula de veritat de F, la columna de F esta formada
per uns (veritat).

> Com se sap si una formula proposicional és una tautologia?

La manera més simple és comprovant si la seva taula de veritat és tota de valors “1” (o
“V” 0 “T”). En cas afirmatiu, és tautologia.

> Com es pot demostrar que una formula proposicional és una tautologia?

Completant el que s’ha dit abans:

— Meétode 1. Per taules de veritat, comprovant que la columna de la férmula és de uns,
és a dir, que el seu valor veritatiu és 1 per a qualsevol valor veritatiu de les lletres.

— Meétode 2. Veient que no existeix cap valor de veritat de les lletres que faci falsa la
férmula. Se suposa la férmula falsa per alguns valors de veritat de les lletres i es
dedueix que no és possible (o perque no poden existir o per contradiccid). D’alguna
manera, €s una variant de 1’anterior (deductiva, sense el calcul complet de tota la
taula).

— Meétode 3. Per equivaleéncies 1ogiques; necessitarem les equivaléncies especials del
final de la seccid.

L’afirmacio “F és una tautologia” és una afirmacio sobre una férmula del llenguatge
de proposicions. N’esta fora. No forma part del llenguatge de proposicions.



Logica de proposicions. Llenguatge de proposicions %

Exemples basics de tautologies
Exemple 4.47 El més basic dels exemples és: pV —p.

Vegem que la férmula anterior €s una tautologia, comprovant que la taula de veritat de la
férmula és 1 per a tots els valors de veritat de p:

p -p pVp
0 1 1
0 1

N

Comentari. Aquesta tautologia s’anomena “principi del ter¢ exclos” (“law of the excluded
middle”), d’interes a la logica classica. Tradueix la idea que, per a un enunciat, no hi ha
cap posicio o possibilitat intermedia entre ser cert o ser fals (logica binaria).l

També a V —a €s una tautologia, on a és una férmula proposicional. Es pot raonar direc-
tament analitzant els valors de veritat que se n’obtenen o considerar que és una substitucid
(final seccid).

Exemple 4.48 Son també tautologies basiques:

p—=p

(PAg)—p
(PNg)—q

p—(pVq)
q—(pVaq)

(pAg)— (pVa)

En demostrem algunes comprovant rutinariament que les taules de veritat respectives
coincideixen:

r | a| phg (pAg)—=p | pvg | p—(pVq) (pAq) — (pVaq)
0| o0 0 1 0 1 1
0|1 0 1 1 1 1
1]o 0 1 1 1 1
1|1 1 1 1 1 1

Observeu que son “tres taules de veritat en una”.

Quins casos particulars obtenim quan ¢ = p?l

> Quan la formula proposicional F = F (p,,--- ,p,) no és una tautologia?

Quan, per a algun valor de veritat de les lletres, la férmula és falsa. Es a dir, existeix

alguna combinacio de valors de veritat de les lletres que fa la formula falsa. No cal que
sigui per a tot valor veritatiu de les lletres.
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Per exemple, —p A —g no €s una tautologia:

p q -p -q “PA—q
0 0 1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 1 0 0 0

Ens podem preguntar si algunes férmules similars a I’exemple anterior, com ara indica-
rem, son tautologies o no:

p—(Aq) p—(pAq)
(rvag)—p (pVg)—p (PVqg) —(pPNq)

Concretem-ho en un exercici:

PROBLEMA 4.55

Estudieu si son tautologies les formules segiients:

p—(PAq)
q—(pNq)
(pVaq)—p
(PVaq)—q
(PVaq)— (pNhg)

Solucioé. Per similitud, només hem de veure si ho son

p—(pNq),(pVq)—pi(pVq)— (pPAg).

Obtenim una taula de veritat conjunta per a estudiar la qtiestio:

p | a | prha | pVg | p—(pAg) | (PV@) —p | (PVg) — (PN9)
0] o0 0 0 0 1 1
0| 1 0 1 1 0 0
10 0 1 0 1 0
11 1 1 1 1 1

Les columnes de les férmules contenen zeros, rad per la qual no sén tautologies.

4.8.3. El simbol T

Amb aquest simbol, indiquem qualsevol tautologia, és a dir, qualsevol féormula amb
tots els valors de veritat 1. La férmula ja no s’especifica: pot representar, per exemple,
pV —p o qualsevol altra tautologia. Per a operar juntament amb altres férmules, la podem
suposar del mateix nombre d’operands que la férmula corresponent. Vegem que p vV T
€s una tautologia:
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p T pVvT p 1 pVl1
0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1

Podria ser també amb qualsevol altra formula F de n operands (lletres proposicionals):
F(pi, - ,p,). Tenim que F V T és una tautologia: la disjuncié amb qualsevol tautologia
és tautologia.

pi | 2| - | P | Flpiooupn) | T | F(p1,---.pn) VT
0 o | - o0 X 1 1
0 0o | - 1 X 1 1
1 1 1 X 1 1

EsX=00X=1.

Quina és la taula de veritat de p AT? De F AT? La de p i F, respectivament. Es veu
escrivint la taula. Notacié alternativa amb 1 0 0: pV 1 =1 (i altres similars).

4.8.4. Tautologies i equivaléncies logiques

Les equivaléncies 10ogiques son una bona font de tautologies, ja que:

Teorema 4.2 o = fB si, i només si, a <> 3 és una tautologia.

Demostracio. Hem de veure que o i 3 tenen la mateixa taula de veritat si, i només si, la
taula de veritat de a <> 3 esta formada tota per 1, que és obvi.

Exemple 4.49 Segueixen diverses tautologies. El lector comprovara que ho sén veient
que la taula de veritat de la formula és de uns o identificant de quina equivaléncia deriva:

=(pVq) <+ (—pA—q) (derivat d’una de les equivaléncies de De Morgan),
pA(gAr) < (pAgq)Ar (derivat de I’equivaléncia d’associativitat de A),

pA(rVs) < (pAr)V(pAs) (derivat de I’equivaléncia de distributivitat de A respecte
de V). H

La llista anterior €s ampliable expressant com a tautologies les equivaléncies de la llista
de la secci6 4.6.4.

PROBLEMA 4.56

Escriviu les equivalencies logiques com a tautologies:

a) ~—p=p c) (pvVg)=(qVp)
b) (pNq)=(qNp) d) (pA(gnr))=(pA(gAr))
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e) (pVvigvr)=(pVigVr)) h) =(pAg)=(=pV—q)

H (pn(gvr)=((pAg)V(pAT)) i) ~(pVq)=(-pA—q)

g) (pVignrr)=((pVa)A(pVr)) J) (p—=q)=(~g—-p)

Solucio

a) ——p ¢ p (és tautologia) f (pA(gvr)) < (pAq)V(PAT))
b) (pAg) < (gAPp) g (pVigAr) < ((pVa)A(pVr))
¢) (pvq)«(qVp) h) =(pAgq) < (=pV —q)

d) (pA(gAT)) <> (PA(gAT)) i) ~(pVq) < (~pA—q)

e) (pv(gVvr)) < (pVv(gVvr)) ) (p—>q) < (~g——p)

4.8.5. Contradiccions

Definicié 4.6 Una formula proposicional F que s’expressa en termes de lletres pro-
posicionals (F = F(pi,--- ,p,)) és una contradiccid si, per a tots els valors de veritat
possibles de les lletres proposicionals (0-1), la formula té valor de veritat O (fals). Dit
d’una altra manera, a la taula de veritat de F, la columna de F esta formada per zeros

(fals).

Com se sap si una formula és una contradiccio?

La manera més simple és comprovant si la seva taula de veritat €s tota de valors “0” (o
“F”), fals.

Exemples de contradiccio
Exemple 4.50 El més basic: p A —p.
En efecte, vegem que la taula de veritat de la férmula és tota de zeros:

p -p PATP
0 1 0
1 0 0

També €s una contradiccié a A —a, on a €s una férmula proposicional.

Es facil obtenir contradiccions: F' és una contradiccid si, i només si, —F €és una tau-
tologia. Per tant, és suficient estudiar les tautologies: les contradiccions s’obtenen per
negacio.
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També es poden obtenir tautologies per negacid de contradiccions. Per exemple,

=(pA-p)

és una tautologia.

£99

L’afirmacié “F és una contradiccio” no forma part del llenguatge de proposicions.

4.8.6. El simbol F

Amb aquest simbol, indiquem qualsevol contradiccid, €s a dir, qualsevol férmula amb
tots els valors de veritat 0. La férmula ja no s’especifica: pot representar, per exemple,
p A—p o alguna altra contradiccid. Per a operar juntament amb altres féormules, la podem
suposar del mateix nombre d’operands que la férmula corresponent. Vegem que p A F és
una contradiccid:

pPAF p | 0| pnO
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0

Podria ser també amb qualsevol altra férmula G de n operands (lletres proposicionals):
G(pi,-++ ,pn). Tenim que G AF és una contradiccid: conjuncié amb qualsevol contradic-
cio és contradiccid.

pt | p2 | = | pn | Gproipn) | F | G(p1--e,pa) AF
0 X 0 0
1 X 0 0
X 0 0
1 1| 1 X 0 0

EsX=00X=1.

Quina és la taula de veritat de p VF? De GV F? La de p i G, respectivament. Es veu
escrivint la taula. Notacié alternativa amb 1 0 0: pV 1 =1 (i altres similars).

4.8.7. Equivaléncies especials amb T i IF

Completem algunes equivaléncies (cal afegir les commutacions corresponents):

(pVT) =T (on T indica qualsevol férmula proposicional que és tautologia)
(pAT) = p (on T indica qualsevol tautologia)

(pVTF) = p (onTF indica qualsevol contradiccid)

(pAF) =T (on F indica qualsevol contradiccid)
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TAT=T
FAF=F
TAF=F
TvT=T
FVF=F
TVF=T

També sén possibles altres notacions, escrivint “1”” en comptes de T i “0” en comptes de
F. Exemple: pV1=101A0=0.

La llista es pot generalitzar amb afirmacions del tipus (només €s un exemple possible):
FV a = a, on hem substituit una lletra proposicional per una férmula (i altres).

També es poden considerar altres connectives.

Malgrat I’aparent trivialitat, poden ser utils en demostracions de tautologies o d’equi-
valencies fent servir equivaleéncies, moltes vegades per a obtenir simplificacions en una
férmula.

També per fer apareixer lletres que no eren a la férmula, cosa que pot ser ttil per a certes
manipulacions:

pAT =
= pA(qV —q) (per substitucid)
= (pAq)V (pA—q) (per distributivitat de A respecte de V).

Amb similitud amb I’argumentacio per a conjunts (on A, B sén conjunts, subconjunts de
Q):

A=ANQ=AN(BUB°)=(ANB)U(ANB°)=(ANB)U(A—B).
Correspondria, si bé amb férmules de predicat:
XEAS (xEAN(XxEBVXEB)) < -
Vegem un exemple d’us de les tautologies amb T i IF:
Exemple 4.51 Proveu que (p A (p — q)) — g és una tautologia.
Es pot demostrar per dos metodes:

Meétode 1. Per taules de veritat. Vegem que, per a tot valor veritatiu dels operands p,q,
el valor veritatiu de la férmula és 1.

p|a| p=aqa| pANp—q9 | (PAP—q)—q
0/ o0 1 0 1
0| 1 1 0 1
10 0 0 1
111 1 1 1
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Metode 2. Utilitzant equivaléncies logiques (vegeu llista 4.6.4).

Les férmules segiients son logicament equivalents; es realitzen substitucions per equiva-
Iencies sense que calgui indicar-ho en tots els casos:

(PA(p—q)—q=

=(pA(—=pVq))— q (per p— g =—pV q i substitucio)

= ((pA—p)V(pAq))— q (per distributivitat de A respecte de V)
=(FV(pAqg)—qperpA-p=TF)

(pNqg)) = q(perFVa=a)

~(pAg))Vq(pera— f=-aVp)

(=pV —q) V ¢ (per una de les equivaléncies de De Morgan)

—pV (—qV q) (per associativitat de V)

—p VT (per commutativitat de Vi ~aVa =T)
=T (tot uns) (peraVT =T)

Com a conseqiiéncia, o repetint I’argumentacid, o per substitucid,

(AA (A — B)) — B és una tautologia.

4.8.8. La substitucio de lletres per formules en una tautologia
dona una nova tautologia

Donem sense demostracié un resultat interessant.

Afirma que “la substitucié en una tautologia produeix una tautologia”.

Teorema. Sigui S una tautologia i suposem-la expressada en termes de les lletres pro-
posicionals py,--- , p,. Siguin Fy,-- - | F, formules proposicionals. Sigui W la formula pro-
posicional que s’obté substituint, respectivament, p, per Fy, ..., p, per F,. Aleshores, W

és una tautologia.

Per aixo, abans hem dit que, havent demostrat unes tautologies per a formules en termes
de lletres de proposicid, les podiem estendre a férmules més generals:

Son tautologies:

aV —a, on a és una férmula proposicional.
(AN (A — B)) — B, on A, B s6n férmules proposicionals.

PROBLEMA 4.57
Estudieu si la formula segiient és tautologia: ((p — q) — p) = p
Solucié. Es pot demostrar que son tautologies comprovant que la columna de la taula de

veritat de la férmula esta formada tota per uns. Si alguna no és tautologia, aleshores en
alguna fila hi ha un 0 a la columna de la férmula:
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((p—4q)—p)—p.

Meétode 1. Utilitzem el procediment de la taula de veritat:

p g | p>q | po9—p  (p—q—p)—p
00 1 0 1
0| 1 1 0 1
1] o0 0 1 1
1] 1 1 1 1

Per tant, és tautologia.

Meétode 2. Si ha de ser tautologia, vegem si podem demostrar que no existeixen valors
de veritat v(p), v(q), (0,1), per als quals el valor de veritat de la férmula és 0 (v(((p —
q) = p)—=p)=0).

Sihade ser v(((p — ¢) — p) — p) =0, tenint en compte que és el condicional ((p —
q) — p) — p, I'tnica possibilitat és que sigui v(((p = ¢) — p)) = 1iv(p) = 0. Perd,
aleshores, tenim v(((0 — ¢) — 0)) = 1. I, aleshores, ha de ser v((0 — ¢)) = 0. Pero
aix0 és impossible, ja que per a cap valor de veritat de ¢ no es compleix el requeriment
anterior: v((0 = 0)) = 1,v((0 = 1)) = 1.

Per tant, és tautologia.
Métode 3. També es pot veure per un segon métode, per equivaléncies logiques (de

les llistes de disponibles); escrivim una seqiiéncia d’equivaléncies 1dgiques ((p — ¢) —
p)—p=--=T:

—~
—~

—q) = p)op=
(=pVq) = p) — p (per r — s = —rV s i substitucio).

—=(=pVq)Vp)Vp(perr—s=-rVsisubstitucid).

4
(
(=(=pVq)V p)— p (per r — s = —rV s i substitucid).
(
(

(=pVq)V p)V p (per doble negacid i substitucid).

Ara podem fer servir p \VV p = p i substituir, amb 1’aplicacié prévia de 1’associativitat de
V, o bé utilitzant repetidament associativitat i commutativitat,

=(-pVp)VgVp
=TV (qVp)
=T,perTVa=T,amba=(qVp).
En aquest dltim pas s’hauria pogut aplicar la propietat associativa de V i escriure:

=(Tvgq)Vvp=Tvp=T.

Per tant, és tautologia.
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Observeu que hauriem pogut comengar d’altres maneres, cosa que donaria lloc a diverses
variants argumentals. Utilitzem r — s = —r V s. El lector pot continuar I’argumentacid.

Primera variant:

(p—=q)—=p)=p=E=(p—9Vp) —p

Segona variant:

(p—q)—=p)—=p=-((p—q) —p)Vp

PROBLEMA 4.58

Estudieu si la formula segtient és tautologia:

(p—4q)—=((g—r)—=(p—71))
Solucié. Es pot demostrar que son tautologies comprovant que la columna de la taula de

veritat de la férmula esta formada tota per uns. Si alguna no és tautologia, aleshores en
alguna fila hi ha un O a la columna de la férmula.

(p=a)A(g—=7)) = (p—=7)
Es pot resoldre per taules de veritat.

Meétode 1. Per taules de veritat. Cal veure que la columna corresponent a la férmula és
de uns.

Per tal de fer la taula més practicable, denotem

a=p—q,B=q—r, y=p—r ialeshoreslaférmulaés: W = (a AfB) — 7.

~

=

p—=q@ | g=rB) | p=r@) | a (aAB) = r(W)

1

— ==l Ol

e el R K= E=A =R I~}
—_ O = = OO = O
e e == I e B O B
—_ O === O =

—_— O = = O = = =
—|lo|lo|l~|lOo|lOo|—=]|~—]| >
el e e e e

Efectivament, €s una tautologia.

Meétode 2. Suposant que per a algun valor de veritat de les lletres el valor de veritat de la
férmula és O i veient que no és possible.
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Hem d’analitzar I’estructura de subférmules de la formula, hem d’assignar valors de ve-
ritat a les subformules i a les lletres deductivament, aplicant les taules de veritat basiques,
és a dir, de les connectives, fins arribar a una contradiccio:

((p—=q)N(qg—r))—(p — r) (és un condicional).

> >

Per a obtenir un valor 0 per a la férmula, tindriem una assignacié contradictoria de valors
de veritat per a la lletra g (es dedueixen valors veritatius incompatibles). Aquest valor
per a la férmula no es pot presentar i, per tant, €s tautologia.

PROBLEMA 4.59

Estudieu si la formula segiient és tautologia:

(p—=q)—=((g—r)=(p—r))
Solucié. Es pot demostrar que és tautologia comprovant que la columna de la taula de
veritat de la férmula esta formada tota per uns. Si no és tautologia, aleshores en alguna
fila hi ha un O a la columna de la férmula.
Méetode 1. Podem procedir per taules de veritat.

(P—=q)—=((g—=r)—=(p—7)).

a=p—q,B=qg—r,y=p—r,ialeshores laférmulaés: W = (aAfB)— 7.

pla|r | p2g@  g=r@B) | p=2r@ | By | a=(B—r) (W)
0|00 1 1 1 1 1
001 1 1 1 1 1
0|10 1 0 1 1 1
100 0 1 0 0 1
0| 1 |1 1 1 1 1 1
101 0 1 1 1 1
1 1]o0 1 0 0 1 1
111 1 1 1 1 1

Per tant, és una tautologia.
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Meétode 2. Vegem que no existeix cap assignacié de 0,1 a les lletres que produeixi un
valor 0 per a la férmula. Suposem que si i arribem a una contradiccid.

(p—q)—((g—r)— (p—r)) (s un condicional).

0

11 1 0 10
(p—q)—=((q =)

L(p o).

Deduim una assignacié incompatible de valors de veritat per a g. Per tant, és tautologia.

4.9. Entreteniment

PROBLEMA 4.60
Siguin p,q proposicions atomiques (lletres proposicionals). Completeu la taula de veri-
tat:
p | a | —q | pA(~q)
1 0
1
0 0 0
1 0
Solucié
Pas 1:
pa | ~q | pA(q)
1 0 0
1 1 1
0 1 0 0
0 1 0
Pas 2:
p | a | —q | pA(-q)
1 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
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PROBLEMA 4.61

Siguin p,q lletres proposicionals. Completeu la taula de veritat:

p q -p —pVq
1 1
1
0
0
Solucio
Pas 1:
p q -p —pVq
0 1
1 0 1
0 0
1 1
Pas 2:
p q -p —pVq
0 1 1 1
1 1 0 1
1 0 0 0
0 0 1 1
PROBLEMA 4.62

Siguin p,q,r lletres proposicionals. Completeu la taula de veritat:

p|q | | —q | pAr | (pPAT)V—q
1 0 1
0 1
0
1 0
0 1
0 1| 1
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Solucio

Pas 1:

(PAF)V g

pPAT

—q

Pas 2:

(PAF)V g

pPAT

—q

Pas 3:

(pAT)V—q

pPAF

-q
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Logica de predicats.
Llenguatge de predicats

VadyVz((P(x,y,2) — (=R(x,z) — Iw(=S(w))))

En aquest capitol, estem interessats en les formules de predicat que puguin correspondre
a enunciats. En cas que siguin certs, no en farem cap demostracid, i tampoc no aportarem
cap contraexemple en cas que siguin falsos, llevat que es demani explicitament; estem
essencialment interessats en la simbolitzacid i la formalitzacio.

5.1. Insuficiéncia del llenguatge de proposicions
El llenguatge de proposicions presenta diverses insuficiencies. Per exemple:

a) Les frases son vistes com un tot, sense considerar cap estructura interna possible.
b) No disposem de variables.

¢) No podem expressar generalitzacions amb elements del llenguatge ordinari del tipus
“per a tot”, “cada”, “qualsevol”. En realitat, no hi ha cap impediment a afirmar “tots
els homes son mortals”, pero, des del punt de vista del llenguatge, s’ha de considerar

la frase sencera com un tot (p), sense cap estructura per a expressar “tots ...”.

Exemple 5.1 Com a proposicions, les frases segiients son vistes com un tot, sense parts
separades, indivisible, sense estructura manifesta:

“El gat dorm” “En Joan estudia” “L’alumne estudia” “5>0" M

Aix0 ens treu capacitat analitica i manipulativa, i finalment expressiva. Hem d’entrar
en ’estructura de la férmula i distingir-ne els components per tal de poder tractar-los
separadament, si cal.

Sense variables. El fet de no disposar de variables, i no considerar 1’estructura interna
de la frase, fa que, si ara volem expressar que també “el gos dorm”, hem de fer una
frase separada, completament independent de la donada anteriorment (“el gat dorm”).
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No podem fer servir un mateix patro per a les dues, patré del qual es generarien “el
gat dorm” i “el gos dorm”. No podem aprofitar la mateixa estructura, cosa que resulta
ineficient. Analogament, si volem afirmar que la Maria també estudia, hem de construir
una frase independent: “La Maria estudia”. En llenguatge de proposicions, no hi ha
relacio entre les afirmacions 5 > 0,6 >0, —1 > 0.

També podem escriure:

“3 &s senar — 32 és senar”,

“5 és senar — 5% és senar’, ...

pero no anirem molt lluny amb afirmacions similars. Volem poder dir que aquesta pro-
pietat és valida per a 5,7, - - i, de fet, per a un nombre enter n arbitrari senar (pero fix) i,
finalment, per a tot n enter.

Voldriem poder escriure D(el gos), D(el gat), i produir, respectivament, “el gos dorm”,
“el gat dorm” (“x dorm”, D(x)).

Exemple 5.2 El llenguatge de proposicions no ens permet expressar frases com les se-
giients (algunes de les segtients diuen el mateix, son equivalents, en el sentit que tenen
el mateix significat); totes son vistes com un tot:

“Si n és un nombre enter senar, aleshores n* €s senar” (falten variables en el llenguatge),

“Si n és un nombre enter senar qualsevol, aleshores n? és senar” (falten variables i poder
expressar ‘qualsevol’ en el llenguatge),
‘qualsevol’ 111 t

“Per tot nombre enter senar parell, el quadrat també és parell” (falten variables i poder
expressar ‘qualsevol” en el llenguatge),

“Els quadrats dels nombres enters senars son senars” (falten variables i quantificadors
en el llenguatge). l

Exemple 5.3 Considereu:
“Josep té els ulls blaus” “Maria té els ulls blaus” “En Joan té els ulls blaus”

Observeu que, en llenguatge de proposicions, els exemples anteriors sén proposicions
P,q,r no relacionades:

p="Josep té els ulls blaus” (€s un tot, simplement un opac p, sense estructura interna
que hagim posat de manifest)

g="Maria té els ulls blaus”

r="en Joan t€ els ulls blaus”

Com expressar aquestes afirmacions a partir d’un mateix patr6? l



Logica de predicats. Llenguatge de predicats %

Exemple 5.4 Com expressar en el llenguatge de proposicions 1’argumentacic classica?:

“Tots els homes son mortals”
“Socrates €s un home”

“Socrates €és mortal”
El llenguatge no és prou fi per a aixo. Simplement seria:

p = “Tots els homes sén mortals”
q = “Socrates és un home”

r = “Socrates és mortal”

Es a dir:

q
r |

No anirem gaire lluny només amb les proposicions. Amb les férmules proposicionals
i, en general, amb el llenguatge o calcul de proposicions, no es pot anar gaire lluny. Ne-
cessitem una generalitzacid i incorporar-hi nous elements. Cal considerar un llenguatge
que no presenti aquests problemes o insuficiéncies: el llenguatge de predicats.

5.2. Variables i predicats

Per tal d’augmentar la capacitat expressiva (i la potencia del llenguatge) hem d’introduir:

— els predicats

— les variables

— les connectives (les mateixes que en el llenguatge de proposicions)
— els quantificadors (universal i existencial)

— les férmules de predicats, amb les regles de formacié de férmules “ben formades”.

Vegeu una férmula de predicats tipica:
Vx3yVz(P(x,y,2) — (mR(x,z) — Iw(=S(w))))
Descripcio dels components de la formula:

Variables: x,y,z,w (lletres)
Quantificadors: V (universal, “per a tot”), 3 (existencial, “existeix”)
Predicats: P,R,S (lletres), lletres de predicat

Connectives: —, .
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Estructura subjecte-predicat d’una frase
Volem expressar a partir d’un mateix patro:

“Josep t€ els ulls blaus”

“Maria té els ulls blaus”

“En Joan té els ulls blaus”

o bé:

“Josep estudia”

“Maria estudia”

“Joan estudia”

En primer lloc, i des del punt de vista lingiifstic i gramatical en el llenguatge ordinari,
analitzem les frases anteriors i descomponem el tot en parts: subjecte 1 predicat. Posem
de manifest una estructura interna. Aix{:

Subjecte: Maria

Predicat: té els ulls blaus

Mariaté els ulls blaus
—_——

subjecte predicat

Hem de generalitzar per la banda de les propietats o accions (predicats) i també per la
banda del subjecte (variables).

5.2.1. Predicats

Que és un predicat (nivell gramatical)? Es alld que es diu o afirma (es “predica”) d’un
subjecte:

— accions (per exemple, estudia, resol problemes, programa, estudia C++, dissenya un
videojoc, fa un grafic 3D per ordinador, va a la biblioteca, sap dibuixar).

— propietats (per exemple, tenir els ulls blaus, ser parell, ser no negatiu, ser mortal, ser
més gran que 1, tenir el quadrat més gran que 2, ser enter).

Podem incrementar el nivell d’abstraccid, formalitzaci6 i simbolitzacid, i assignar sim-
bols als predicats, cosa que correspondria a una descripcié conceptual, sense formules,
si fos el cas. Aquestes son les lletres de predicat. Per exemple:

Exemple 5.5
D =“saber dibuixar” R =“dormir”
E =“ser enter” H =“ser home”
S =“ser senar” M =“ser mortal”

B =“tenir els ulls blaus” G ="“ser més gran que 1” W

T =“estudiar”
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Alguns es poden formular mitjancant férmules, sobretot els que tenen relacié amb les
matematiques. Per exemple:

“ser senar” és “no ser divisible per 2” (per exemple, 2 1 5)
“ser més gran que 1” (per exemple, 5 > 1)

En alguns casos, hi pot haver funcions involucrades, com “ser de quadrat més gran que
5” (amb la funcié f(x) = x%, 3% > 5, el quadrat de 3 és més gran que 5).

5.2.2. Variables
A queé s’apliquen els predicats? A subjectes (constants i variables).

Podem aplicar els predicats a “constants”, com per exemple: “Socrates €s mortal”, “23
és enter”, “42 és senar” (una afirmacio falsa), “63 és senar”. I podem adoptar una notacio
funcional per a les constants. Aixi:

M((s) si s representa “Socrates” o directament M (Socrates), per a expressar “Socrates és
mortal”.

B(Maria)
G(4) (“4 és més gran que 17 o, en férmula, 4 > 1).

Pero també volem poder-ho aplicar a “variables” i poder dir “x t€ els ulls blaus” i, com a
cas particular per a x =Maria, generar “Maria té els ulls blaus”.

Variables i universal. Volem poder afirmar propietats per a variables. Per exemple
Exemple 5.6

“x és positiu” o, equivalentment, x > 0.
“x és un home”

“x estudia”

“x dorm”

“x és de quadrat més gran que 57, 0 bé x> > 5, 0 bé “el quadrat de x és més gran que 5”.
|

La manera de formalitzar aix0 és introduint un domini de variables, I’universal. Aquestes
variables son objectes que pertanyen a un conjunt U, que anomenem |’ universal o uni-
vers de discurs per a aquestes variables. També es diu que €s el domini de les variables.
Qué pot ser 1“universal”? L'universal és el que convé per a cada situacid. Es el lloc on
varien les variables, valgui la redundancia. Es un conjunt no buit on poden prendre valors
les variables d’un predicat. També es denota per Q. Per exemple, si estem enunciant una
propietat per als nombres reals, aleshores €2 = R; si €s una propietat sobre els enters,
Q=7Z.

Versio funcional amb variables. Hem presentat una versio conceptual: “B”, tenir els ulls
blaus. Expressem funcionalment “x t€ els ulls blaus” amb variables com a B(x), és a dir:
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B(x) = “x té els ulls blaus” (expressié funcional amb variables).

Per al cas particular que m = Maria, aleshores és B(m). En els exemples anteriors, i
adoptant una sintaxi funcional, podem expressar “Maria té els ulls blaus” com B(Maria)
i, analogament, per a tots els altres: B(Joan), B(Josep). També en serien exemples
T (Josep), T (Maria), T (Joan) si T (x) = “x estudia”.

Visio dels predicats com a “generadors” de proposicions

Podem considerar un predicat com una afirmacié que es formula en termes d’una o més
variables. P(x) mai no sera una ordre o una exclamacid. Per a un valor concret de la
variable (si depén només d’una variable), s’obté una proposicié. Es a dir, si uy € U,
aleshores P(u) és una proposicid.

Si considerem x € R i és P(x) = (x > 0), resulta que “(x > 0)” no €s una proposicid, ja
que no li podem atribuir cap valor de veritat o falsedat. Pero, si donem valor a x, és a dir,
fem que varii en el seu domini (x € R), aleshores es genera una proposicié per a cada
valor de x concret:

P(—1) és “—1 > 07, que és una proposicio (falsa)
P(0) é
P

) és “0 > 07, que és una proposici6 (falsa)
(2) és “2 > 07, que és una proposicié (certa)

£99

D’alguna manera, P(x) es pot considerar com una “proposici¢” parametritzada. Per a
cada “parametre” o valor x, concret , P(x,) és una proposicid.

Exemple 5.7 Enel cas de U = {—1,0,2,5}, P(x) = (x > 4) “genera” les proposicions:
(—1>4) (0>4) (2>4) 5>4)m
Exemple 5.8 Enel cas de Q = {1,2,3}, O(x) = (x <0) “genera” les proposicions:

01)=(1<0) Q@2)=(2<0) 0B)=@3<0)m

5.3. Extensio del llenguatge de proposicions:
llenguatge de predicats

Presentem una versi6 informal del llenguatge de predicats; més endavant el descrivim
amb precisio.

Ara ja veiem com hem ampliat o generalitzat el llenguatge de proposicions, amb varia-
bles i predicats:

La proposicié “Maria té els ulls blaus” no és més que un cas particular de la familia de
frases “x té els ulls blaus”, de manera que, si considerem el predicat B(x) = “x té els ulls
blaus”, es pot obtenir la proposicié com a B(Maria).
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Pero falten més coses. D’entrada, cal poder compondre predicats per tal d’obtenir predi-
cats nous mitjangant connectives, com veiem seguidament: podem obtenir la proposicié
composta “15 és muiltiple de 3 i 15 és muiltiple de 5 com a T(15) AC(15), amb els
predicats 7' = “ser muiltiple de 3” i C = “ser mudltiple de 5” (versié conceptual). Tam-
bé en versi6 funcional, T'(n) = “n és miiltiple de 3”, C(n) = “n és miiltiple de 57, o bé
T(n) = (3|n). C(n) = (|n).

5.3.1. Connectives amb predicats

De manera parallela amb el calcul o el llenguatge de proposicions, volem poder efectuar
un “calcul” amb predicats, és a dir, obtenir o formular predicats nous a partir de predicats
existents. Aixi, per a n nombre enter, a partir de

“n és multiple de 3”
“n és multiple de 5”

volem poder formar “n €s miltiple de 3 i n €s mdltiple de 57, €s a dir, equivalentment, “n
és muiltiple de 3 A n és miltiple de 57, 0 bé 3|n A 5|n. Hem utilitzat les connectives per a
formar una nova férmula de predicats. Les variables poden ser diferents: 2|a A2+t b, i fins
i tot poden ser de tipus diferents.

Quines connectives tenim? Les mateixes que les del llenguatge de proposicions:

- no negacio
vV o disjunci6 (o no exclusiu)
A i conjuncié

— condicional  si ..., aleshores ... (i altres: condicié necessaria, condicio suficient, només si)
<+ bicondicional ... si, i només si, ... (i altres variants, com: condicié necessaria i suficient)

Tenen el mateix significat que per a férmules proposicionals. Exemples addicionals:
Exemple 5.9

2nA2¢m
2|n—2|n°
3|n" — 3|n?

5/n* = 5nm

Existeix la taula de veritat d’una férmula de predicats? No existeix la “taula de veritat”
d’una férmula en funcié de les variables (no logiques en general), que poden prendre
infinits valors, dels dominis.

Ara bé, res no impedeix descriure tabularment el comportament veritatiu d’una connecti-
va amb predicats per a unes variables fixades, tot i que puguin ser arbitraries, que poden
pertanyer a dominis finits o infinits.
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Quin és el comportament veritatiu quan utilitzem les connectives amb predicats? Es-
sencialment, el mateix que en el cas de les proposicions, fixades les variables. Podem
pensar-ho aixi:

Podem dir que a A A B hem substituit A = (3|n) i B = (5|n), per a n fix (tot i que n
arbitraria). Per a un n fix, s’obté una proposicié concreta, que sera certa o falsa, el que
sigui, 1, per tant, se li pot aplicar la taula de veritat de la conjuncio.

Fixat x = a, P(x) A Q(x) és cert si, i només si, P(x) i Q(x) sén certs. Per a cada n sera el
que correspongui, la fila que correspongui a la taula de la conjuncid. Per exemple, per a
x=73,P(3) AQO(3) és cert, si, i només si, P(3) i Q(3) sén certs.

També pot ser P(x) V O(y) o es poden considerar altres férmules, com per exemple

P(x)V=0Q(y).
P(x) | Q(x) | P(x) AQ(x)
0 0 0
Fixat x, i per a aquest x, 0 1 0
1 0 0
1 1 1

En el cas anterior de divisibilitat, (fixat n) vegeu les diverses possibilitats:

3|n|5|n|3lnASn
0,0 0
Fixat n, 0|1 0
110 0
1|1 1

En concret (no €s una taula de veritat; és només la descripcid de diversos casos),

n | 3|n|5|n|3nASn
n=17|0 | 0 0
Fixat n, n=200 |1 0
n=18| 1 | 0 0
n=30| 1|1 1

Versio conceptual. Per tant, podem aplicar connectives per tal d’obtenir predicats i for-
mules de predicats més complexes:

Considerem fixades (tot i que arbitraries) les variables que hi apareixen. Limitarem aqu{
I’exposicio a predicats d’una variable, perd aixo no €s obligatori; una descripcié general
complicaria les férmules innecessariament:

1. =P(x) és cert si, i només si, P(x) és fals.

2. P(x) AQ(y) és cert si, i només si, P(x) 1 Q(y) sén certs.
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3. P(x) Vv Q(y) és cert si, i només si, algun dels P(x) i Q(y) és cert (o tots dos).
4. P(x) = QO(y) és fals si, i només si, P(x) és certi Q(y) és fals.

5. P(x) <> O(y) és cert si, i només si, ambdds tenen els mateixos valors de veracitat
(ambdds certs, ambdds falsos).

Exemple 5.10 Vegem i analitzem una férmula de predicats on s’utilitzen connectives:
(P(x,y) AQ(x,1)) = =(R(x) = =S(2.1))
Descripcio de la formula:

Variables: x,y,z,t (lletres)

Predicats (2—aris): P, Q, S (lletres)

Predicats (1-aris): R (lletres)

Connectives: A, —,—

Connectiva principal: — (esquerra)

(PLy) A Q61) 7 ~(R(x) = =S(z.1)
Que¢ “és” la férmula?: Un condicional.

No quantificada (sense quantificadors). l

Equivaléncies. Per tant, es poden estendre les “taules de veritat” (sempre amb les va-
riables fixades) i també, a partir de les equivaléncies per a proposicions, derivem les
corresponents per a formules de predicat (sempre amb les variables fixades).

AIXi:

1. De I’equivaléncia de De Morgan —(A V B) = (A A —B), per substitucid, i fixades les
variables, podem escriure que sén equivalents

~(P(x) vV O(y)) = (=P(x) A =0(y)).

2. O estendre I’equivaléncia logica del contrareciproc, que ens permet afirmar que sén
equivalents (sempre amb les variables fixades), per exemple:

P(x) = Q(x) i ~Q(x) — —P(x)

3. ==P(x) i P(x) sén equivalents.

4. =(P(x) = Q(x)) i P(x) A —=Q(x) sén equivalents

5. P(x) = Q(x) i =P(x) V Q(x) sén equivalents.

Exemples 5.11 Per a enters,

Exemple 1. 2tn— 21n" equival a —(21n’) — —(21n), que equival a 2|n” — 2|n. W

Exemple 2. 2|lab — (2|aV 2|b), que equival a =(2|aV 2|b) — —(2|ab) (pel contrareci-
proc), que equival a (2taA21b) — 24 ab (per De Morgan). B
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Exemple 5.12 Escrivim diverses negacions equivalents de la férmula
F = (P(x,y) A Q(x,1)) = =(R(x) = —S(z,1)).

—F = (la connectiva principal €s el condicional de I’esquerra de la formula),

= (P(x,y) A Q(x,1)) A== (R(x) = —S(z,7)) (per equivaléncia de negacid del condicio-
nal),

= (P(x,y) NO(x,1)) A (R(x) — —S(z,7)) (per equivaléncia de doble negacid).

5.3.2. Quantificadors

Fins aqui hem parlat de predicats i variables (a més del conjunt universal). Falta poder
quantificar i poder formalitzar, finalment en una férmula, les expressions “per a tot”,

9 <

“cada”, “qualsevol”, “qualssevol” i diversos equivalents, com a les expressions segiients:

“Per a tot nombre enter n senar, n> s senar’.

2 és senar.”

“Si n és un nombre enter senar qualsevol, aleshores n
“El quadrat de tot nombre real €s no negatiu”.

“Tots els homes sén mortals™ o “tot home €s mortal” o “els homes sén mortals (quanti-
ficador amagat)”.

“Per a x,y nombres reals qualssevol, (x +y)? = x* + 2xy + y*”.
I també altres expressions:

“Existeixen nombres reals positius”
“No existeixen solucions reals de I’equacié x> + 1 = 0"
“Existeix alguna solucid real de x* = 3”

“Hi ha algun alumne a la classe”

Son quantificadors:

3 existeix quantificador existencial
V peratot quantificador universal

VxP (x) Quantificador universal. Si P és un predicat amb univers de discurs Q,

aleshores la férmula quantificada basica és VxP(x). Vegeu I’ts del simbol V (“per a
tot”). Es llegeix “per a tot x, P(x)”. Que VxP(x) sigui una férmula certa vol dir que “per
atotx € Q, P(x) és una proposici certa”.

Vegem com podem formalitzar, en termes d’una férmula de predicats, alguns dels enun-
ciats anteriors. Les formalitzacions poden variar segons si s’ incorporen els universals a
la férmula:
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Exemples 5.13

Exemple 1. “Tot enter positiu és primer” (fals)
Vn(n és primer) (se sobreentén Q = 7).
Vn(n € Z — n és primer) (Q =7). &

Exemple 2. “El quadrat de tot nombre real és no negatiu” (cert)

Es podria llegir de diverses maneres:

“per a tot x que sigui real, és x* > 0”

“per a tot x, si x és real, aleshores x> > 0”

“per a tot nombre real x, és x> > 0”

“per a cada nombre real x, és x> > 07

“per a nombres reals x qualssevol, és x> > 0”

“si x és un nombre real qualsevol, aleshores €s x>0

(i altres variants equivalents).

O també, amb una altra estructura de frase:

“Sigui x un nombre real qualsevol. Aleshores, és x? > 0” (i variants).
Possibles formalitzacions:

Vx(x* >0),amb Q=R
Vx(x ER—x*>0)(Q=R). W

Exemple 3. Per a tot nombre enter n senar, n> és senar”. Es pot formalitzar com:
Vn(2tn—2{n*),amb Q=7. 1
Exemple 4. Amb més d’un quantificador:
Yavb((21a) A (21b) —21ab) (amb Q=7). A
Exemple 5. Amb més d’un quantificador:
VaVy((x +y)? =22 +2xy +)?) (amb Q = R).
Vavy((x ERAXER) = (x+y)> =x*+2xy+y*). &
Generalitzacio per quantificacio universal. Considerem I’enunciat (per a enters):

“si aib sén parells, aleshores a + b és parell”, que podem formalitzar com (2]a A2|b) —
2|(a+Db).

La propietat s’enuncia per a a,b fixats, tot i que arbitraris. No conté cap quantificador.
Pero es pot generalitzar immediatament I’enunciat, quantificant-lo (quantificacié univer-
sal):

Vavb((2laA2|b) = 2|(a+b)).
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Exemples 5.14

Exemple 1. Si n és un nombre enter, aleshores 31 n <> 3¢ n*. Atés que n és arbitrari,
podem generalitzar: Vn(3{n <> 3{n*),amb Q=7. 1

Exemple 2. Si n és un nombre enter, aleshores 5|n > 5 |n12. Ates que n és arbitrari,
podem generalitzar: Vn(5|n <> 5|n'?), amb Q =7Z. W

dxP (x) Quantificacio existencial. Es forma amb el simbol 3 (“existeix”). La fér-

mula més basica és IxP(x), si P(x) és un predicat amb univers de discurs Q. Que IxP(x)
és certa significa que existeix un x € Q tal que la proposicié P(x) és certa.

Exemples 5.15
Exemple 1. “Existeix arrel quadrada de 2 en els racionals” (fals)

Ax(x* =2) (L = Q) (fals)
Ix(xeQAX*=2).1

Exemple 2. “Existeix arrel quadrada de 2 en els reals” (cert)

Ax(x? =2) (Q =R) (cert)
I(xeRA¥=2). 1

Exemple 3. “Existeixen nombres naturals multiples de 4" (cert)

“Algun nombre natural és multiple de 4”
“Hi ha nombres naturals multiples de 4”
“4|n per a algun nombre natural n”

“Per a algun nombre natural m, 4|m”
Ix(4]x) (R =N)

I(x e NA4x)(Q=N) N

Més d’un quantificador (existencial i/0 universal). Vegem-ne alguns exemples:
Exemples 5.16

Exemple 1. VxVyP(x,y). B

Exemple 2. Vx¥y((x+y)(x—y) =x* —y*) (Q =R).

Com es llegeix? “Per a tot x i per a tot y ...” o bé “Per a qualssevol nombres reals x,y,
@+ x—y)=x—y". W

Exemple 3. IxVy(y+x=y) (Q =R)

Com es llegeix? “Existeix un x tal que, per a tot y ...” (existéncia d’element neutre per a
la suma). ®
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Exemple 4. Vx3x'(x+x' = 0) (existéncia d’element oposat). Es llegeix: “Per a tot x, exis-
teix un x’ tal que x+x' =0". W

VaVy(24xy = (21xA21y)) (Q=7). W

Atencio: En molts textos, de vegades s’escriu amb sintaxi més relaxada; i aix{, per exem-
ple, trobem diverses variants, acceptades, pero ja fora de la gramatica del llenguatge:

Idea de la negacio de les formules quantificades basiques. Tot i que se sistematitzara
en una seccid posterior, esmentem ara breument la qiiestio.

Considerem I’exemple:

“No existeixen nombres naturals negatius”

Seria, literalment, =3x(x € NAx < 0).

Certament, equival a dir que, “per a tot nombre natural x, és x > 0”.

L’estructura de negacio d’un quantificador existencial és, en un cas senzill, =3xP(x) =
Vx—P(x).

A T’exemple anterior, com podem arribar de forma automatica a 1’afirmacié sobre la
negacio? Segueix una seqiiencia de férmules equivalents a la negacio:

-dx(x e NAx <0),

Vx—(x € NAx < 0) (apliquem —3xP(x) = Vx—P(x)),

Vx(—x € NV —x < 0) (De Morgan),

Vx(—x € NVx > 0) (reescriptura),

Vx(x € N — x > 0) (expressi6 del condicional en termes de negaci6 i disjuncid).
Exercici: Negueu Jx(x € Q Ax* = 2).

L’estructura de negacio d’un quantificador universal és, en un cas senzill, —=VxP(x) =
Ix—P(x).

Si sabem negar les formules amb quantificadors (V,3), tindrem ja el necessari per a ob-
tenir negacions de qualsevol férmula de predicats.

Com traduir frases del llenguatge natural a una formula de predicats? Alguns con-
sells basics. Tot i que hi dedicarem seccions posteriors, vegem-ne ara una primera idea.
En els exemples anteriors, ja s’han utilitzat aquestes idees basiques, sense explicitar-les.
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a) Una frase de la forma “Tots els A s6n B” es tradueix a Vx(A(x) — B(x)). Dins el
parentesi es pot substituir pel contrareciproc:

Vx(—=B(x) — —A(x)).

b) Una frase de la forma “Algun A és B” es tradueix per 3x(A(x) A B(x)).

¢) Una frase de la forma “Cap A és B” es tradueix per Vx(A(x) — —B(x)) o bé, substi-
tuint pel contrareciproc, Vx(B(x) — —A(x)).

Exemple 5.17 Vegem-ne I’exemple classic.

Amb I’elecci6 de les lletres de predicat convenients i Obvies, “tots els homes s6n mor-
tals” es pot formalitzar mitjangant la férmula de predicat segtient:

H = “ser home” (H (x) = “x és home”.

M = “ser mortal” (M(x) = “x és mortal”.

Vi(H(t) — M(t)) (tots els homes sén mortals)
H (s) (Socrates és home, s = “Sdcrates”)

Per tant,

M(s) (Socrates és mortal). H

Altres aspectes: irrellevancia de quines son les variables. Considerem la férmula:
Vn(15|n — (3|nA5|n)),ambU =Z,n € Z

La variable quantificada n €s irrellevant, i pot ser substituida per alguna altra, com per
exemple:

Va(15|a — (3|laA5la))
Vm(15|m — (3|m A 5|m))

Algunes equivaléncies amb quantificadors en férmules de predicat (resum)
—VxP(x) = Ix—P(x) VxP(x) = —3x—P(x)

—3xP(x) = Vx—P(x) P (x) = ~Vx—P(x)

(“existeix i €s Unic”):

IIxP(x) = Ix(P(x) AVt (P(t) — t = x)) (existeix un dnic x tal que P(x)). Aquf la unicitat
es formula depenent de 1’existéncia prévia.

(“existeix 1 és Unic”):

IxP(x) = IxP(x) AVrVs((P(r) AP(s)) — r =s) (variant, un altre matis, on s’afirma la
unicitat amb independéncia de I’existéncia).
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VAVyP(x,y) ¢+ YWaP(x.y)  VaVyP(x.y) = VyVaP(x.y)
THP(xy) ¢ HIP(y)  TIyP(x.y) = IyP(x,y)
IVYP(x.y) — VyIxP(x,y)

In(A(x) V B(x)) ¢ (IA(x) V IxB(x))

— (IxA(x) A IxB(x))
& (VxA(x) A VxB(x))
Vx(A(x) VB(x)) — (VxA(x) v TxB(x))
(VxA(x) V VxB(x)) — Vx(A(x) V B(x))

Observeu que, de les dues primeres equivaleéncies (dreta), resulta que amb un sol quan-
tificador n’hi ha prou, ja que qualsevol d’ells s’expressa en termes de 1’altre (i utilitzant
negacions).

Observaci6 sobre (VxA(x) VVxB(x)) — Vx(A(x) vV B(x)). No es pot afirmar I’equivaléncia.
En efecte, suposem que Q = Z, i que els predicats sén A (“ser parell”) i B (“ser senar).
Aleshores tindriem que Vx(A(x) V B(x)) és cert (“tot enter és parell o és senar”) i, en
canvi, VxA(x) VVxB(x) no és cert (“tots els enters s6n parells o tots els enters sén senars”).

5.3.3. Férmules de predicat

Amb tot ’anterior, ja tenim tots els ingredients per a formar férmules de predicats. Ve-
gem alguns exemples de férmules de predicat (posteriorment, se’n presentara la sintaxi
formal, la gramatica de generacid i la definicié de férmula ben formada):

Exemples 5.18

Exemple 1. Expressio de la propietat de ser miiltiple de 3 per a un enter n mitjangant
una férmula de predicats: “n €s miltiple de 3 si, i només si, existeix un enter k tal que
n = 3k”. Ho traduim per:

2

Tk(k € Z AN n = 3k) (observeu que “tal que” és “i”).

Si queda sobreentes que Q = Z, o s’explicita exteriorment a la férmula, aleshores és:
Fk(n = 3k).

Fora de la sintaxi estandard també podem escriure: Ik € Z(n = 3k).

La frase completa és: 3|n <> Jk(k € Z An = 3k).

Exemple 2. Expressio de la propietat de no ser multiple de 3 per a un enter n mitjancant
una férmula de predicats:

~3k(k € ZAn=3k)
Vk—(k € Z An = 3k)
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Vk(—k € ZV —(n = 3k))
Vk(—k € ZV (n # 3k))
Vk(k € Z — n # 3k)
També: Vk(n # 3k)

Exemple 3. Escriviu férmules de predicat corresponents a 1’afirmacid: “El producte de
dos enters senars qualssevol és senar”. Escollim les dues variables enteres a,b de les
quals parla I’enunciat. Escrivim:

“Si a i b son senars, aleshores ab €s senar” mitjangant una formula en la qual entenem
que a,b € Z, férmula que €s un condicional:

(2tan2tb)—2ftab.
Ara hem d’expressar el “qualssevol”, quantificant:
Yavb(2taN21b) — 21{ab).

Si es volgués una férmula autocontinguda,
YavVb(a € ZNa € ZN2taN21b) — 21ab).
O, fora de la sintaxi estandard, Va € ZVb € Z((2taA21b) — 2t ab).

Exemple 4. En cada tres nombres enters consecutius, n’hi ha algun que és muiltiple de
3. O bé, si tenim tres nombres enters consecutius qualssevol, aleshores algun d’ells és
multiple de 3. Suposant 1’universal Q = Z, al qual pertanyen totes les variables de la
férmula, i de I’enunciat, podem escriure:

Vn(3|nVv3|(n+1)V3|(n+2)).

Exemple 5. L’exemple del principi del capitol:

VxIyWz(P(x,y,z) = (-R(x,z) — Iw(=S(w))))

Es un exemple abstracte, formal, sense especificar queé sén les variables ni els predicats.

Les variables son x,y,z,w, que se suposa que pertanyen a universals (pot ser més d’un)
que no s’especifiquen.

Tenim quantificadors exteriors (Vx3yVz) i una quantificacid interior (Iw).
P,R,S son predicats (lletres).

La férmula P(x,y,z) — (—R(x,z) — Iw(=S(w))), subférmula de la total, és un condici-
onal, d’antecedent P(x,y,z) i conseqiient =R (x,z) — Iw(—=S(w)).

Aquesta dltima férmula també és un condicional, d’antecedent —R(x,z) i conseqiient
Iw(=S(w)). B

Aix0 dona lloc a un llenguatge molt potent per a expressar propietats i coneixement, per
a donar precisio a les afirmacions i eliminar-ne les ambigiiitats. Es molt especialitzat,
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perd pot donar cabuda a una gran quantitat de férmules, expressar una gran quantitat
d’enunciats.

Com es construeix una férmula de predicat correcte, “ben formada”? S’ha de donar una
gramatica per a generar les férmules, del tipus de la de les férmules de proposicions,
perd amb més ingredients:

— lletres de variables

— lletres de constants

— funcions per a férmules

— parentesis

— connectives

— lletres de predicats (i predicats especials: =, <,>,<,> ...)
— regles de formacio

— regles de quantificacié

— descripcid de les subférmules.

Tot aix0d es descriu a la seccid posterior del capitol sobre gramatica (secci6 5.4).

Una férmula és una cadena de caracters, perd no qualsevol cadena de caracters és una
férmula. Intuitivament, una cadena de caracters és una “férmula”, una “férmula ben for-
mada”, si la podem llegir, entendre, interpretar; com a minim, llegir. Formalment, ha
d’estar generada per les regles de generacid. Vegeu secci6 5.4 (gramatica).

Queé ens aporta el llenguatge de predicats?

— Permet escriure enunciats explicitant-ne tots els components, cosa que no permet el
llenguatge de proposicions, i aspectes que en el llenguatge de proposicions no es poden
destriar (variable, per exemple).

— Permet la formalitzacié completa i I’alliberament complet del llenguatge natural.

— Permet expressar un enunciat amb tota precisio i eliminar tota ambigiiitat. Fins i tot
en els llibres de text es veuen molts enunciats for¢a negligents, que podrien ser mal
interpretats si no fos perque, de vegades, el propi text els explica o bé el lector els
llegeix i interpreta amb els seus coneixements. Un cas clar és la definicié de limit
(d’una successid, per exemple), que moltes vegades podem veure escrita com:

Ve >03ny € NVn e N(n > ng — |a, — L| <€)
De vegades, fins i tot es presenta com:
Ve >03n, € NVne N n>nyg—la,— Ll <e€

Ambdues s6n manifestament millorables.

— Possibilita el tractament automatic del coneixement, per exemple, per part de progra-
mes que puguin llegir les formules i, a partir d’aquest moment, “saber” (per exemple,
que és “ser primer” o que és “ser senar”):
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Exemple 5.19 Certament per a un programa pot ser més facil llegir la descripcid segtient
de n senar (exemple senzill):

Jk(k € Z An=2k+ 1) (100% formalitzat)
que no la versié conceptual semiformalitzada, amb part de llenguatge natural:

“Existeix un nombre enter k tal que n =2k + 1" M

— Permet expressar, de forma univoca, coneixement (definicions, propietats, resultats),
Iluny del llenguatge natural. Les férmules son una formalitzacié completa (0% llen-
guatge natural), segueixen un estandard sintactic i, per aquest motiu, poden ser llegi-
des per un programa que incorpori les regles de formacié. Una férmula de predicats
es pot pensar com una manera d’empaquetar coneixement de forma estandarditzada.
Pot imaginar el lector una immensa base de dades formada per predicats i férmules de
predicat que descriguin arees de coneixement (matematic, per exemple) i que pugui
ser tractada amb programes automatics, per exemple d’intelligéncia artificial?

— Permet negar, de manera automatica i segura, enunciats complexos. De vegades, s’ha
de formalitzar completament I’enunciat, efectuar la negacid i, si es vol, desformalitzar.
Per exemple, en el cas de la definici6 de 1imit que es troba en molts de llibres de text:

Ve >03ny € NVn e N(n > ny — |a, —L| <€)

Resultaria problematic negar en aquest format. Cal redrecar la férmula a format estan-
dard per a poder escriure la negacié amb seguretat i sense problemes. Aquest exercici
esta resolt posteriorment.

Formules (de predicat) en comptes de lletres de predicat

Moltes vegades, preferim utilitzar férmules de predicat explicites en substitucio de les
lletres de predicat, que s’han de definir externament.

Aixi, podem considerar el predicat “ser senar”, que expressem amb la lletra S, amb S(n)
(si n €s un nombre enter), indicant “n és un nombre enter senar”. Podem expressar-ho
aixi o substituint S(7) per una propietat més explicita, concretament 2 1 n:

n és senar — n® és senar
S(n) — S(n?)
2tn—24n?

També podria ser:
(Fk(keZAn=2k+1))— (K (K €ZAn=2k'+1))
No sempre és convenient fer-ho, ja que amb una lletra de predicat podem expressar

férmules complexes que, si es despleguessin completament en una férmula final, n’en-
fosquirien el significat i en dificultarien la lectura.
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Per exemple, si volem escriure, per a enters, que “si un nombre primer divideix un pro-
ducte de dos factors, llavors divideix algun dels factors”, é&s més clar escriure:

(plab A p primer ) — (plaV p|b)

que escriure el resultat de substituir “p primer” per una férmula que defineixi “ser primer”
(tot enters):

p és primer si, i només si, p > 2AVd((d|pAd >0) — (d=pVd=1)),
és a dir:
(plabA(p = 2AVd((d|pAd>0) = (d=pVd=1)))) = (plaVp|b)

Dependra de cada circumstancia mantenir un equilibri sobre el nivell de detall.

Interpretacions

L’univers del discurs €s fonamental. Explicitant-lo interpretem les variables (el significat
de les variables, queé signifiquen, i ja entrem en el terreny semantic). També cal dir que
son els predicats que hi apareixen, conceptualment o mitjancant una altra férmula de
predicats més senzilla.

La gramatica de formacio de les férmules de predicat ens permet escriure férmules molt
generals i variades, en un pur exercici sintactic, i aixi ens podem trobar amb férmules de
predicat molt abstractes, molt generals, com per exemple:

VxIyVz((P(x,y) A Q(x,1)) — V(= (R(x) = —S(z,1)))
0, altres amb menys complicacié d’estructura:
Vaxvy(P(x,y) = P(y,x))

Per a saber si aquesta férmula és certa o no, cal fer una interpretacié de P i de les
variables, és a dir, del seu domini U, “dir queé sén”. El tema de les interpretacions en
general, que tenen a veure amb la semantica (el significat), €s molt més complex i no
el tractem aqui (vegeu [BENAO93]). Només considerem aquest exemple particular, per
fer-ne veure la idea.

Tornant a I’dltima férmula anterior, si P representa una operacié producte en U, €s a dir,
P(x,y) = x*y, aleshores la férmula anterior es concreta en

VxVy(xxy = y*x),

que afirma que I’operacid €s commutativa (de fet, no cal ni pensar que €s producte; €s
simplement: *).

Cert o fals? Depen.

Si U =R, i interpretem 1’operacié * com el producte ordinari en els reals, aleshores és
certa. Simplement afirmem que el producte de nombres reals és commutatiu.
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Si U és el conjunt de les matrius quadrades d’ordre n, i interpretem 1’operacié * com el
producte ordinari matricial, aleshores €s falsa, ja que I’enunciat “el producte de matrius
quadrades és commutatiu” és fals. Es suficient aportar un contraexemple, per exemple,
en el cas de matrius 2 x 2:

.. 1 1 0 1
Exemple 5.20 Siguin A = ( 0 1 >, B:< L )

EsABz( i f),BA:( } é)i,pertant,AB;«éBA.

Amb les formules de predicats en tindrem prou per a expressar molts dels enunciats que
ens puguin interessar. Malgrat 1’especialitzacid i ’aparent estretesa, és un llenguatge
molt potent, suficient per a expressar grans quantitats de resultats i de propietats (teore-

CEINT3

mes, “ser primer”, “ser compost”, ...).

Normalment, escriurem féormules que tinguin un significat (i interes!) per a nosaltres. En
altres ambits, pot interessar considerar només 1’aspecte formal i general (programacio
logica, Prolog, intelligencia artificial o logica formal), pero aixo ja depassa els nostres
objectius.

Un altre aspecte, lligat a aquesta possibilitat d’escriure férmules molt generals, és que
molts enunciats tenen la mateixa estructura, i son casos particulars d’una férmula gene-
ral. Vegem-ho amb alguns exemples:

Exemple 5.21 AmbU =27Z,nc Z:
Vn(P(n) = (Q(n) AR(n)))

Va(15|n = (3[n AS[n)). (P(n) = (15]n).Q(n) = (3[n).R(n) = (S|n) )
V(210 — (7|n A3|n)). (P(n) = (21|n),Q(n) = (7|n).R(n) = (3[n) ). W

Predicats n-aris

Fins aqui només els predicats més freqlients han estat d’una variable. Sén els predicats
1-aris. Tot i que en algun exemple hem vist predicats de més d’una variable, no hem
ressaltat el fet.

També podem considerar predicats de més variables i tenir aix{ els predicats n—aris, per a
n > 1. Els predicats 2—aris son els predicats binaris. En general, escriurem Q(xi,...,x,),
férmula general per a un predicat n—ari.

Exemple 5.22

P(x,y)=x*+y*>2,xeU=R,ycU=R
R(x,y)=(x>y),xeU=R,yeU=R

S(x,y) =“x és fill de y”, on U pot ser la colleccié d’humans d’una ciutat, o els animals
d’un zoologic.
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T(x,y) =“x és més alt que y”, on U pot ser la colleccié d’humans d’una classe, o els
animals d’un zoologic.

W(x,y,z) =“(x—y+2z>4)",onx,y,z€cU=R. 1

En el cas que n > 2, aleshores els predicats ens permeten expressar relacions entre ob-
jecte, les variables. El tractament de les relacions es veura més endavant.

Alguns dels més titils (binaris) ja s’escriuran directament a les férmules, com la igualtat,
desigualtats diverses, i altres. Aix{, en comptes d’escriure /(x,y), en qué I(x,y) = (x =
y), ja escriurem directament x = y. Analogament amb x <y, x <y, x >y, x > y. Els
podem incorporar com a predicats destacats del llenguatge (llenguatge amb igualtat, per
exemple).

De fet, incorporem tot el que calgui per a poder escriure totes les formules de matemati-
ques (aix0 inclou, a més, tots els simbols, constants, com digits, 7, e, totes les funcions).
Especialitzar amb aixo voldria dir considerar subllenguatges (variants del llenguatge;
també triant conjunts diversos de connectives).

No hi ha una tnica manera d’escriure les coses. Considerem I’exemple que ja hem vist
anteriorment:

Exemple 5.23 AmbU =Z,nc Z:

Vn(15|n — (3[n A 5|n)), (P(n) = (15|n),Q(n) = (3|n),R(n) = (5|n) )
Vn(2l|n = (7[n A 3[n)), (P(n) = (21|n),Q(n) = (7|n),R(n) = (3|n) ).

Es poden considerar altres predicats, com per exemple el predicat 2—ari:
D(a,b) = (a|b) “ a divideix b” (cal precisar d’on sén les variables).
Amb aquest podriem escriure les anteriors férmules com:

Vn(D(15,n) — (D(3,n) AD(5,n))),
Vn(D(21,n) — (D(7,n) AD(3,n)) ). @
O considerar predicats que, de fet, es poden expressar com a negacio d’altres: per exem-

ple, “ser senar” es pot considerar com a — “ser parell” o “ser compost” com a negacio de
“ser nombre primer”.

5.4. Gramatica: llenguatge de predicats

En aquesta seccid descrivim formalment el llenguatge de les formules de predicats.

Foérmules ben formades (informal). Les férmules de predicats seglients semblen estar
ben formades:

Vn(2|n < 2|n?)

Vn(n € Z — (24n* —2tn))

Yavb((a € ZANb € ZN2taN21b) —21ab)
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Per que? Intuitivament, perque les podem llegir (i fins i tot interpretar i entendre). Com
a minim, llegir-les. Després veurem que es poden generar/formar/obtenir per les regles
de generacio del llenguatge de predicats.

En canvi:
NY)IOV = (x+y=2)=A

no sembla una férmula ben formada. No la podem llegir. Després veurem que no es pot
generar per I’aplicacio de cap de les regles que defineixen el llenguatge de predicats i
que ens diuen quines son les férmules correctes des del punt de vista leéxic i sintactic,
és a dir, des del punt de vista del llenguatge o la gramatica. Una férmula no pot co-
mencar (esquerra) per paréntesi de tancament (cap regla ho genera). Un paréntesi de
tancament sempre ha d’estar precedit per I’esquerra per un paréntesi d’obertura; un pa-
rentesis obrint sempre ha de ser seguit a la dreta per algun paréntesi tancant.

Equilibrament de paréntesis. Una regla basica que no s’especifica explicitament a la
gramatica €s que els paréntesis en una férmula han d’estar equilibrats: “tot paréntesi
que s’obre, s’ha de tancar”. Amb independéncia de si els paréntesis estan ben escrits, en

els llocs que cal, s’ha de complir que el nombre de paréntesis que obren “(” ha de ser

igual al nombre de paréntesis que tanquen ‘) ; en cas contrari, la férmula és incorrecta.

No s’explicita, perd deriva clarament de les regles de formacié que veurem; en resulta
implicita.

Exemple 5.24 1”exemple grafic del principi del capitol és:
VaAVz((P(x,y,2) = (FR(x.2) = 3w(=S(w))))

Nombre de parentesis “(”: 7

Nombre de parentesis “)”: 6

Conclusio: la férmula és incorrecta.

Error: Vx3yvz( ( P(x,y,z) = (—R(x,z) — Iw(=S(w)))).

Correcci6: Vx3yVz(P(x,y,z) — (—R(x,z) = Iw(=S(w)))). A

Volem poder dir, doncs, quan una férmula de predicats esta ben construida. Disposar

de les regles de generacié també pot ser titil per a programes analitzadors de férmules
d’aquest tipus (parsers) o generadors de férmules.

5.4.1. Les formules del llenguatge de predicats
Definim el léxic i la sintaxi. No tractem qiiestions de semantica (significacio).

L’alfabet. Format per:

— Parentesis (, ), comes i altres possibles signes de puntuacid; opcionalment, espais en
blanc, perd només per a millorar-ne la legibilitat (humana).
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— Les variables: x,y,z,...,X1,X,X3, ..., eventualment amb subindexs (hi ha provisi6 infi-
nita).

— Les constants: a,b,a;,a,,...,0,1,2, 7, s (per “Socrates”), ... (hi ha provisié infinita).

— Les funcions admeses, f, f2,..., que poden variar depenent del que es vulgui poder
expressar (per exemple, operacions): f(x,y) = x+y, g(x) = ¢, h(x) = x?, la funcié
“segiient” s(n) = n+ 1, integrals i moltes altres. S’inclouen aqui les funcions i/o els
simbols que utilitzen: +, —, *,.... Tenen, com a minim, un argument. Es podria donar
més precisié notacional amb f/, indicatiu d’una i-&sima funcié de j arguments.

— Les lletres indicatives de predicats, de diverses aritats (nombre de variables, en notaci
funcional; com a minim, un argument); s’inclou la igualtat =. Serien: A, B, ...,P,Q,R, S,
T,U,V,W,P,,... (amb subindexs, tenim provisid infinita). Per exemple, I(x,y) = (x =
y) (“x és igual a y”), o0 M(x,y) = (x < y). En alguns casos, es podra escriure a les
férmules finals x =y, en comptes de /(x,y) (o similars). (x+y = 4) s’obtindra for-
malment com I(f(x,y),4), férmula en qué apareixen paréntesis, constants, variables,
funcions i predicats. Aixi podem expressar relacions, amb predicats 2-aris. Es podria
donar més precisid notacional amb P, on a és Iaritat.

— Les connectives logiques: {—,A,V,—,<+} (joc estandard). N hi pot haver menys o
més, 1 aixi tindriem més variants possibles de llenguatges.

— Els simbols de quantificacié: V,3. Amb un dels dos n’hi hauria prou, i aixi tindriem
una altra variant de llenguatge, perod les formules serien de lectura (humana) més difi-
cil. També s’hi podria incorporar un tercer quantificador: “existeix i és tinic”, que en
alguns textos es representa com 3!x; aqui no I’incorporem.

Els termes. Son expressions, cadenes de caracters sobre 1’alfabet, d’acord amb les regles:

— Variables i constants son termes.

— Si f és una funcid de n arguments i #,...,f, sén termes, aleshores f(7,...,t,) és un
terme.

— Els termes son les expressions que es poden obtenir per aplicacié de les regles anteri-
ors, un nombre finit de vegades.

Exemple 5.25

X, y, X3, (variables)

a, a,a,..., by, (constants).

La distincié notacional entre constants i variables és relativa: depén del paper que ju-
guen en una férmula. Per exemple, s pot semblar una variable, pero si és s =“Socrates”,
aleshores esta actuant com a constant.

1, 0, (constants)

x+y,2x+y—1,x* —y?, sin(xy), x+cos(y?)),

filtit, folar, 13, f3(14,25)), a2).

Per exemple, si f(x,y) = x+y, g(x,y) = xy, h(t) = 1, aleshores I’expressié aritmética
(x+y)* +xyés f(h(f(x.y)).g(x.)). W
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La sintaxi dels termes esta controlada per les funcions, que se suposa que sén “correc-
tes”. En concret, depeén del tipus d’expressions que es considerin. Per exemple, si es
consideren férmules aritmétiques, I’estructura dels termes és dictada per la gramatica
corresponent. Per exemple, amb les variables x,y, z, sén férmules correctes (x+ (y+x)),
((x+y)+x). Ambdues sén termes. No ho serien, per exemple, (a+ b, Ja+b, )(a+Db,
a(+b, en comptes de (a + b). Naturalment, una férmula com (x + y podria ser correcta
si convenim que les férmules només s’escriuran amb parentesi esquerre. A cada tipus de
férmula, s’ha d’especificar la gramatica corresponent.

Les formules de predicat. a) Les formules atomiques. Son les que es formen a partir
dels termes i les lletres de predicat. L'estructura és P(t,...,1,), on P és una lletra de
predicat n-aria.

Exemple 5.26

(x+3=y)é P(x+3,y),on P(z,t) := (z=1),1s aplica als termes #,,5,, on t; = x+3 =
$(x,3), on s(u,v) = u+v és la funcié suma, i t, = y. Altres exemples: (x —y > z—1),
*+yr=z 1

Son les férmules més senzilles, indescomponibles, sense connectives 10giques ni quan-
tificadors.

Exemple 5.27 Sén férmules atomiques: P(x,y), N(t), Q(x,y,2), (x <), (x—y < z2),
(2 =2, 2la.

No sén atdomiques: =(x =) (conté connectives), Jx(x > 0) (conté quantificadors), 2|a V
24 a (conté connectives).

No és atdmica: Vx3y((P(x,y) A =Q(x,y)) — —R(x,y)) (conté quantificadors i connecti-
ves). H

b) Les formules no atomiques. A partir de les férmules atdomiques, es formen les altres
mitjangant connectives logiques i quantificadors.

¢) Regles de generacio de les formules o formules “ben formades” (redundant ja que,
si no sén ben formades, ja no s6n férmules).

Les formules (ben formades) son les que es generen per 1’aplicacié d’un nombre finit de
vegades de les regles segtients.

P1: Les férmules atomiques son formules.

P2: Si F és una formula, també ho és —F'.

P3a: Si F,G sén férmules, també ho és (F A G).
P3b: Si F,G sén férmules, també ho és (F V G).
P3c: Si F,G s6n férmules, també ho és (F — G).
P3d: Si F,G s6n férmules, també ho és (F + G).
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P4a: Si F' és una formula, també ho és VxF, per a qualsevol variable x (no cal que F
contingui la variable x).

P4b: Si F és una férmula, també ho és 3xF, per a qualsevol variable x (no cal que F
contingui la variable x).

S’eliminaran paréntesis sempre que no s’hi introdueixi ambigtiitat; sobretot es fara els
paréntesis exteriors a la féormula definitiva.

Vegem I’us d’aquestes regles en uns casos senzills.
Exemple 5.28 Una noférmula.
Estudieu si €s una férmula: ))¥V)3(()V — (x+y = z)-A.

La cadena de caracters de I’alfabet ))V)3(()V — (x+y = z)—A no és una férmula (ben
formada). Per exemple, no hi ha cap regla que generi ).... l

Exemple 5.29 Indiqueusi )V3—)xP(—x,y) ¢&suna férmula de predicats.

No, no correspon a les regles de generacid, de bona formacid, de férmules de predicats.
|

Vegem ara quina férmula es genera per 1’aplicacié d’una seqiiéncia de regles.

Exemple 5.30 Donem una seqiiencia ordenada d’aplicacions de les regles i veiem quina
férmula es genera.

Partim de les variables x,y,z i de les lletres de predicat P, Q, R, corresponents a predicats
binaris (2—aris).

1. Apliquem la regla P1 per a generar les férmules P(x,y), Q(y,z), R(x,z).

2. Apliquem la regla P2 a P(x,y) per a produir =P(x,y).

3. Apliquem la regla P4a a Q(y,z) per a produir VzQ(y,z).

4. Apliquem la regla P4b a R(x,z) per a produir 3xR(x,z).

5. Apliquem la regla P3b a —~P(x,y) i a VzQ(y,z) per a produir (—=P(x,y) VVzQ(y,z)).

6. Apliquem la regla P3c a (—P(x,y) VVzQ(y,z)) i a 3xR(x,z) per a produir
((=P(xy) VVzQ(y,2)) = TxR(x,2)).

7. Apliquem la regla P4a a ((—P(x,y) V VzQ(y,z)) — 3xR(x,z)) per a produir
Vy((=P(x.y) VVzQ(y.2)) = IxR(x.2)).

8. Apliquem la regla P4b a Vy((—P(x,y) VVzQO(y,z)) — 3xR(x,z)) per a produir
vy ((=P(x,y) VVz0(y,2)) — IxR(x,z)).

9. Apliquem la regla P2 a IxVy((—=P(x,y) V VzQ(y,z)) — 3xR(x,z)) per a produir
—3xVy((=P(x,y) VVz0(y.z)) — FxR(x,2)).
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Quina és la férmula generada?
—3AxVy((=P(x,y) VVzQ(y,z)) — 3xR(x,z)). W

Exemple 5.31 Una altra versio expositiva, per a la mateixa formula anterior:

Apliquem la regla P1 per a generar les férmules P(x,y), Q(y,z), R(x,2).
Apliquem la regla P2 a P(x,y) per a produir la férmula F;.

Apliquem la regla P4a a Q(y,z) per a produir F.

Apliquem la regla P4b a R(x,z) per a produir F;.

Apliquem la regla P3b a F; i a F, per a produir F;.

Apliquem la regla P3c a Fj i a F5 per a produir Fs.

Apliquem la regla P4a a F5 per a produir Fg.

Apliquem la regla P4b a Fg per a produir F;.

R AU

Apliquem la regla P2 a F; per a produir Fs.

Quina €s la férmula final generada?
=3y ((=P(x,y) VVz0(y,z)) — FxR(x,z)).
Vegem per que seguint els resultats de cada accid anterior d’aplicacid de les regles:

F1=-P(x,y) (traiem paréntesi exterior).

F2 =VzQ(y,z) (traiem paréntesi exterior).

F3 = 3xR(x,z) (traiem paréntesi exterior).

F4=(F1VF2)=(—P(x,y) VVzQ(y,z)) (traiem paréntesi exterior).

F5=(F4 — F3) = ((—P(x,y) VVzQ(y,z)) = FxR(x,z)) (traiem paréntesi exterior).
F6 =VYyF5=VYy((—P(x,y) VVzQ(y,z)) = 3xR(x,z)) (traiem parentesi exterior).
F7=3xF6 = Vy((—P(x,y) VVz0(y,z)) — IxR(x,z)) (traiem paréntesi exterior).
F8==F7=-3xVy((—P(x,y) VVz0(y,z)) = xR (x,z)) (traiem paréntesi exterior) (for-

mula final).

El que segueix €s interessant en relacié amb el que veurem sobre subformules. Quines
son les formules generades en el procés? La subformula final és la férmula total.

Llista de les subformules:

P(x,y), O(y.2), R(x,2)
—P(x,y)
Vz0(y,2)
IxR(x,z)
(=P(x,y) V ¥z0(,2))
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((=P(x,y) VVzQ(y.2)) = FxR(x,2))
Vy((=P(x,y) V VzQ(y,2)) — FxR(x,2))

Iy ((=P(x,y) VVz0(y,2)) — IR(x,2))
—3AxVy((=P(x,y) VVzQ(y,z)) — 3xR(x,z)). W

Donada una férmula (correcta), vegem com es pot generar per una seqiieéncia d’aplicacié
de les regles.

Exemple 5.32 Anem a veure com es genera la formula de predicats:

Vady((P(x,y) A=Q(x,y)) = =R(x.))
per aplicaci6 de les regles del llenguatge.

Nivell preliminar (els “termes”): Les variables, constants i (possible) aplicacié de fun-
cions a les variables.

Les variables son: x,y. No hi ha constants. No s’apliquen funcions (llevat que es consideri
la identitat).

Els predicats. Els predicats no estan definits explicitament. Només tenim les lletres de
predicat P, Q, R, tots binaris, amb dues variables/arguments.

Formules:

Formules atomiques: P(x,y), Q(x,y), R(x,y) (no hi ha connectives ni quantificadors). Per
tant:

» Regla P1: P(x,y), O(x,y), R(x,y) s6n férmules, per ser férmules atdomiques.
Llista de férmules generades després de 1’aplicacid de la regla: P(x,y), O(x,y), R(x,y).

Formules no atomiques (amb quantificadors 1/0 connectives):

» Regla P2: Apliquem la regla P2 per a generar la férmula —=Q(x,y) a partir de la férmula
préviament obtinguda Q(x,y).

Llista de férmules generades fins al moment després de I’aplicacié de la regla: P(x,y),
0(x.y), R(x.y), 7Q(x.y).

» Regla P2: Apliquem la regla P2 per a generar la férmula =R (x,y) a partir de la férmula
préviament obtinguda R(x,y).

Llista de férmules generades fins al moment després de 1’aplicacié de la regla: P(x,y),
0(x.y), R(x.y), ~0(x,y), ~R(x,).

» Regla P3a: Apliquem la regla P3a per a generar la férmula (P(x,y) A —Q(x,y)) a partir
de les férmules préviament obtingudes P(x,y) i =Q(x,y)), en aquest ordre.

Llista de férmules generades fins al moment després de I’aplicacié de la regla: P(x,y),
0(x.), R(x,y), =Q(x,y), =R(x,y), (P(x,y) A=Q(x.y))-
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» Regla P3c: Apliquem la regla P3c per a generar la férmula
((P(x,y) A—=0(x,y)) = —R(x,y)) a partir de les férmules préviament obtingudes
(P(x,y) A=Q(x,y)) i 7R(x,y)), en aquest ordre.

Llista de férmules generades fins al moment després de 1’aplicacid de la regla: P(x,y),
0(x.y), R(x.y), =Q(x,y), “R(x.y), (P(x,y) A =0Q(x.y)),
((Px,y) A=Q(x,y)) = —R(x,y)).

» Regla P4b: Apliquem la regla P4b per a generar la formula

y((P(x,y) A—=Q(x,y)) — —R(x,y)) a partir de la férmula préviament obtinguda

((Px,y) A=Q(x,y)) = —R(x,y)).

Llista de férmules generades fins al moment després de 1’aplicacid de la regla: P(x,y),
0(x.y), R(x.y), =Q(x,y), ~R(x.y), (P(x,y) A =0Q(x.y)),

((Pe,y) A=Q(x,y)) = —R(x,y)), Iy((P(x,y) A =Q(x.y)) = —R(x,)).

» Regla P4a: Apliquem la regla P4a per a generar la férmula (final) Vx3y((P(x,y) A
—Q(x,y)) = —R(x,y)) a partir de la férmula préviament obtinguda Jy((P(x,y) A—=Q(x,y)) —
“R(x.y))-

Llista de férmules generades fins al moment després de I’aplicacié de la regla: P(x,y),
0(x.y), R(x.y), =Q(x,y), 7R(x,y), (P(x,y) A =Q(x.y)),

((P(x,y) A=0(x,y)) = —R(x,y)), Iy((P(x,y) A=Q(x,y)) = —R(x,y)),
Va3y((P(x,y) A =0(x,y)) = ~R(x,)).

Encara que es veu més endavant, la llista de férmules generades en el procés constructiu
és la colleccid de les subformules de la formula:

P(x,y), O(x,y), R(x,y), (apliquem P1)

=Q(x,y), =R(x,y), (apliquem P2)

(P(x,y) A—=0Q(x,y)), (apliquem P3a)

((P(x,y) A—Q(x,y)) — —R(x,y)), (apliquem P3c)
Fy((P(x,y) A=Q(x,y)) — —R(x,)), (apliquem P4b)
Vx3y((P(x,y) A—=Q(x,y)) — —R(x,y)) (apliquem P4a). B

L’exemple anterior correspon a uns predicats generics.
Exemple 5.33 Vegem una férmula concreta, la traduccié de I’enunciat: “el producte de

dos nombres enters senars qualssevol €s un nombre senar” (que son enters es diu fora de
la formula).

VavVb((21aN21b) — 21tab)
Variables: a,b

Constants: 2
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Termes: ab (es pot escriure com a resultat d’aplicar la funci6 producte f(x,y) = xy a les
variables a,b; ab = f(a,b)).

Predicats (expressats com a férmula, corresponents a “no ser divisible per 27).
Observacié: també es podria fer servir D(z,7) = (z|t), o la negacié N(z,t) = z{t.
Regla P1. Férmules atomiques: 2{a, 21 b, 2 { ab.

Regla P3b aplicadaa2ta, 21 b per a formar (21aA21b).

Regla P3¢ aplicada a (21aA2tb)i2¢tab peraformar ((21aA2tb) — 21ab).

Regla P4a aplicada a ((21aA21b) — 24 ab) per a formar
Vb((2tan21b) — 21tab).

Regla P4a aplicada a Vb((2taA21b) — 2t ab) per a formar
Yavb((21aNn21b) — 21tab).

Llista de les férmules generades (subformules):
2ta,2¢b,2tab

(2tan2tb)

((2tan21b) —21ab)Vb((2tan21b) — 2tab)
Yavb((21an21b) — 2tab)

Observacio: L aplicacié de les tltimes regles és intercanviable, ja que, en fer-ho, es ge-
neraria una féormula equivalent a I’anterior:

VbVa((21an21b) —2tab). A

5.4.2. Subformules d'una formula del llenguatge de predicats
Informal
Donada la férmula de predicats:

Vx3y((P(x,y) A=Q(x,y)) = =R(x,y))

una subférmula n’és una subcadena (subcadena de caracters). Ara bé, no sembla que les
subcadenes

(P(x,y) A=Q(x

Vx3y(

= “R(x.y))

siguin subférmules. No es poden generar per cap regla de la gramatica.
En canvi, semblen ser-ho (les podem llegir):

(P(x,y) A=Q(x,y))

“R(x,y)

W((Pr.y) A =Q(x.y)) = =R(x,y))

Es poden generar per les regles de la gramatica.

245



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

246

La idea és que una subférmula és una subcadena (que pot ser la total) tal que ella mateixa
és una formula (segons les regles sintactiques). S6n subcadenes que sén féormules. S6n
les subcadenes que es generen amb les regles de generacid de les formules, o que s’han
generat en algun pas de la generacio de la férmula total per les regles.

Regles descriptives de les subformules

Les subférmules son les férmules que apareixen en el procés de generacid de la formula
per aplicacio de les regles de generacid anteriors. S6n subcadenes de la férmula que, al
seu torn, sén formules segons la definicié donada per la gramatica. Intuitivament, sén
subcadenes que podem llegir. La definici6 precisa és inductiva o recursiva, parallelitzant
la definicid de férmula segons la gramatica.

C1: SiF ésunaférmula atomica, I’tinica subférmula és F.
C2: SiF = -G, les subformules de F son F i les subformules de G.

C3a: Si F = (GAH), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de G, les
subformules de H.

C3b: SiF =(GV H), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de G, les
subformules de H.

C3c: Si F = (G — H), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de G,
les subférmules de H.

C3d: Si F = (G +» H), aleshores les subférmules de F sén: F, les subférmules de G,
les subférmules de H.

Cda: Si F = VxG, aleshores les subformules de F son F i les subformules de G.
C4db: Si F = 3xG, aleshores les subformules de F son F i les subférmules de G.

Exemple 5.34 Obtencio sistematitzada de les subférmules de la férmula F segtient.
F =Vx3y((P(x,y) A=Q(x.y)) = =R(x.y))

Es forca intuitiu la manera de procedir per obtenir les subférmules. Vegem com s’obte-
nen com a resultat de les regles anteriors.

S’ha d’identificar I’estructura de la férmula i de les subférmules que vagin apareixent
per tal d’aplicar-hi la regla apropiada.

Es F atdomica? No. No s’aplica la C1.
Es F = —~G? No. No s’aplica la regla C2.

La primera regla aplicable és C4a, de manera que les subférmules de F' son:
F iles subformules de Fj, essent F' = VxF|, amb

Fy =3y((P(x,y) A—=0O(x,y)) = —R(x,y)). Per tant, sén subférmules:
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= Vady((P(x,y) A=Q(x,y)) = =R(x.y)),
— les subférmules de Jy((P(x,y) A—Q(x,y)) = —R(x,y)) (F)).
Estudiem les subférmules de F;. Es aplicable la regla C4b, amb F|, = dxF,, amb F, =

((P(x,y) A—=0(x,y)) = —R(x,y)). Les subférmules de F; sén F; i les subférmules de F>.
Per tant, son subférmules:

= I((Pxy) A =Q(x,y)) = ~R(x.)),
— les subférmules de ((P(x,y) A —Q(x,y)) = —R(x,y)) (F).

Estudiem les subférmules de F». Es aplicable la regla C3c, amb F, = F; — Fj, on F; =
(P(x,y) A=Q(x.y)), Fy = =R(x,y), amb

F, = ((P(x,y) A=Q(x,y)) = —R(x,y)). Les subférmules de F, sén F>, més les subférmu-
les de F; i les subférmules de Fy. Per tant, son subformules:

- (Pxy) A =0Q(x.y)) = ~R(x.y)),
— les subférmules de ((P(x,y) A—Q(x,y)) (F3),
— les subférmules de —R(x,y)) (Fy).

Estudiem separadament les subférmules de F; i les de Fy:

« Subférmules de F3, on F3 = (P(x,y) A—Q(x,y)). Atés que és una conjuncid, F; =
(Fs N Fs), s’aplica la regla C3a i resulta que les subférmules de F; son:

- B,

— Les subférmules de F5s = P(x,y). Només ella mateixa, ja que en ser atdmica s’ aplica
la regla C1.

— Les subférmules de Fg = ~Q(x,y). Les subférmules s6n ella mateixa i, en aplicacié
de C2, les subférmules de Q(x,y); només ella mateixa en ser atdmica.

« Subférmules de F,, on F, = —R(x,y)). S’aplica la regla C2, ja que és negaci6 i, per
tant, les subférmules sén F i les subférmules de R(x,y). Com que és atdmica i en
aplicaci6 de C1, I’dnica subférmula de R(x,y) és ella mateixa, R(x,y).

Les subférmules sén subcadenes de caracters que sén férmules elles mateixes. Les sub-
formules de la férmula de predicats F' sén les subcadenes de caracters de F' que son
férmules segons les regles de generacié de férmules de predicats (és a dir, que es po-
den generar amb aquestes regles). Son les férmules que es van generant en el procés de
construccio de la férmula total.

En resum, la llista de les subférmules de

Vady((P(x,y) A=Q(x,y)) — —R(x.y))

2

€S

P(x,y), O(x,y), R(x,y) (les atdbmiques),
—0(x,y), 7R(x,y), (no atdomiques)
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(P(x,y) A=Q(x,y)), (no atdmiques)

((P(x.y) A=Q(x,y)) = —R(x.y)). (no atdmiques)
Iy((P(x,y) A—Q(x,y)) — —R(x,y)), (no atdmiques)
Vx3y((P(x,y) A—=Q(x,y)) — —R(x,y)) (no atdmiques). H

En els exemples anteriors, s’ha indicat al final de cada exemple la llista de subférmules,
que coincideix amb les férmules generades en el procés.

Aqui s’ha descrit de manera detallada I’aplicacio de la gramatica per a I’obtencio de les
subférmules. Tanmateix, €s un procés forga intuitiu que es pot fer gairebé per simple ins-
peccid visual si la férmula no és extremament complicada, “anant de dintre cap enfora”,
“a major complexitat”.

Exemple 5.35 Escriviu les subférmules de:

VaTy(P(x,y) = (=Q(x.y) A (R(x,y) = =S(x.y))))
X,y son les variables.

Les subformules son:

P(x,y), O(x,y), R(x,y), S(x,y) (atomiques)

—0(x.y), =5(x.y)

(R(x,y) = =S(x.y))

(=Q(x.y) A (R(x,y) = —S(x.y)))

(P(x.y) = (=Q(x.y) A (R(x,y) = =8(x.y))))
F(Px,y) = (20(x.y) A (R(x,y) = =8(x.y))))
Vxdy(P(x,y) = (Q(x.y) A (R(x,y) = =S(x.y)))). B

A nivell practic, intuitiu, de vegades es fa una lectura de “fora cap endins”, com podem
mostrar amb el mateix exemple anterior:

Exemple 5.36 Férmula: Vx3y(P(x,y) — (=0(x,y) A (R(x,y) = =S(x,y)))).
Subformules (lectura o analisi a I'inrevés):

Vady(P(x,y) = (0(x,y) A (R(x,y) = =S(x,y))))
(P(x,y) = (20(x,y) A (R(x,y) = =S(x,y))))
P(x,y) = (=0(x,y) A (R(x,y) = =S(x,y)))
P(x,y)

—0(x,y) A (R(x,y) = =S(x,y))

—0(x.y)

O(x,y)
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R(x,y) — =S(x,y)
R(x,y)

—S(x.y)
S(x,y). &

Exemple 5.37 Escriviu les subférmules de la férmula
F=30y(=(P(x,y) V 20(x.y)) > ~R(x.y)).
Sén:

P(x,y), O(x,y), R(x,y) (atdomiques)
~P(x,y), 70(x,y), ~R(x.y)

~(P(x.y) V=Q(x.y))

(=(P(x.y) vV —Q(x.y)) <> =R(x,y))
Vy(=(P(x,y) V=0(x.y)) <> 7R(x.y))

Yy (=(Plx,y) V=0(x.y)) <> ~R(x.y)). B

5.4.3. Arbre (jerarquic) de la formula

L’arbre de la férmula en descriu la jerarquia, les dependéncies de les parts i el procés
generador.

Exemple 5.38 Vegem-ho mitjancant I’exemple de la férmula anterior:
Yx3y((P(xy) A=Q(x,y)) = ~R(x.y))
L’arbre, en diverses versions:

Versio conceptual, on s’indiquen als nodes o vertexs les operacions o aplicacions de
connectives o quantificacions:

Vx Vx
| |
Jy Jy
I |
— /N
A - A =

nd N

P(x,y) - R(x,y) - R(x,y)

O(x,y) O(x,y)
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Versio completa, on s’inclouen les férmules completes del procés de generacié (subfor-
mules):

Vx3Iy((P(x,y) A=Q(x,y)) — —R(x,y))

((P(x,y) A =0(x,y)) — ~R(x,y))

(P(-xvy) /\_'Q(-xvy)) - —|R(x,y)

!—I—\

(P(,y) A=0Q(x,y))  —R(x,y)

P(xvy) _‘Q(X,y) R(xvy)

O(x,y)

Les subformules sén les férmules que ocupen els nodes o vertexs a la versié completa
de I’arbre. W

PROBLEMA 5.1

Escriviu un arbre de generacio de la férmula.
VxVy((P(xy) V=0(x,y)) = (-R(x,y) AS(x,y)))
Escriviu una versio en que es vegin totes les subférmules.

Solucié. Arbre de la férmula:

Vx
)
|
\// \/\
P(%? \ﬂ ﬂ/ >(x,y)
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Amb les subférmules:

Vxvy((P(x,y) V =Q(x,y)) = (=R(x,y) AS(x,y)))

Vy((P(x,y) V=0(x,y)) = (=R(x,y) AS(x,y)))

(P(x,y) V=0(x,y)) = (ZR(x,y) AS(x,))

Les variables son: x,y.

Les (sub)férmules atdomiques sén: P(x,y), Q(x,y), R(x,y), S(x,y).

Observacio sobre el domini de les variables

Com expressar la pertinenga al domini

Hi ha diverses maneres de fer-ho, segons els diversos graus de formalitzacio possibles.
Se suposa que les variables pertanyen a dominis o conjunts, on “varien”. S’indiquen amb
el nom d’“universal” i se solen denotar genericament per Q. Si, per exemple, son nombres
reals, aleshores Q = RR; si sén nombres enters, llavors Q = Z.

Aquests conjunts poden ser més d’un: per exemple, a la formula del 1imit d’una successio
hi ha variables reals (e) i variables naturals n. Hi poden haver, per tant, variables de
tipologia diferent, pertanyent a diferents conjunts o universals.

Vegem diversos exemples possibles:

Exemple 5.39 “La suma de dos enters parells qualssevol és un nombre parell”

Versio 1. Siguin a 1 b nombres enters qualssevol. Aleshores:

(2lan2lb) — 2|(a+Db).

Versid 2. Per a a,b nombres enters qualssevol, (2|a A2|b) — 2|(a+b).

Versid 3. Si a,b sén nombres enters qualssevol, aleshores: (2|a A2|b) — 2|(a+b).
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Versio 4. Pertota € Z, b € Z, (2|laN2|b) — 2|(a + D).
Versié 5. Sia € Z, b € Z,Ya¥b((2la N2|b) — 2|(a+b)).
Versic 6. Ya¥b((2la A2|b) — 2|(a+ b)), amba € Z, b € Z.

Les versions anteriors corresponen a formules completament estandard d’acord amb la
gramatica. Donem-ne algunes versions més, ja fora de I’estandard, perd que sén d’us
molt corrent:

Incorporant el domini a la férmula de predicats (“hibrid”):

Versic 7.¥a¥b((a € ZNb e ZN2|aN2|b)—2|(a+D))

Versid 8.Ya¥b((a € ZANb e Z) — ((2laA2|b) — 2|(a+D)))

O bé:

Versio 9. ¥a € Z¥b € Z((2la N2|b) — 2|(a+ D))

Versio 10.Va,b € Z((2|la A2|b) — 2|(a+ b))

O fins i tot:

Versio 11. (2laN2|b) — 2|(a+ D), Va,b € Z.

Versio 12. (2|la A2|b) — 2|(a+ b), Va,b nombres enters.

Aquestes tltimes formules poden tenir problemes amb la integracié en féormules superi-
ors que les continguin, i poden produir-se confusions en negar-les. En aquest ultim cas,
davant del dubte, és millor reformalitzar-les a forma estandard i fer la negacio segons el

procediment habitual, gairebé automatitzat. Il

Exemple 5.40 A la manera estandard, I’universal o domini de variables s’ha de declarar
externament a la férmula. Per exemple, si afirmem que:

“per als enters a,b, si ab és parell, aleshores a o b també ho sén”, que expressem amb
una férmula com:

2|ab — (2|aV 2|b)
Si es vol fer la formula autocontinguda i sense declarar externament I’universal:

(a enter Abenter A2lab) — (2|laV 2|b)

(E(a) NE(D) A\2|ab) — (2]aV 2|b) (E = “ser enter”)
(a€ZNbeZN2lab)— (2laV2|b)
(a€ZNbeZ)— (2lab— (2|laV2|b))

Encara que no correspongui a I’enunciat, podem generalitzar, cosa que ens porta a la
quantificacid universal:
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Va¥b(2|ab — (2|aV 2|b)) (estandard)

Va € ZVb € Z(2|ab — (2|aV 2|b))

YaVb(a € ZAb € ZN2|ab) — (2|aV 2|D)
YaVb(a € ZANb < Z) — (2lab — (2laV2|b)). B

Observacio: Interpretacions. Recuperem aquest tema considerant la gramatica de predi-
cats.

Aquestes son férmules de predicat tipiques:

Vavy(P(x,y) = P(y.x))
1(s(x,), p(x.))
VxvyVal (s(x,y), p(x,y))

Que volen dir aquestes férmules?

En principi, sén férmules buides, sense significat. No voldran dir alguna cosa, formular
alguna propietat, fins que no hi donem una interpretacio.

De fet, per a moltes férmules que hem anat trobant ja s’estan donant interpretacions,
tot 1 que no de manera sistematica, només de forma suficient per al que ens interessa
a nosaltres: escriure amb precisio, formalitzacié o simbolitzacié. I parcialment ja s’ha
incorporat a la férmula: per exemple, quan escrivim:

(2lan2|b) = 2|(a+D)
aixo €s un cas particular de la formula de predicats general:

(P(x) AP(y)) = P(f(x.y))

on diem que és la funcio s, que €s el predicat P (i cal dir quin és el domini de les varia-
bles).

Aqui és f(x,y) =x+y, P(x) = 2|x (“ser multiple de 27, “ser parell”), Q = Z.

Canviant algun dels f, P, Q, la mateixa férmula de predicats es concreta en un altre
enunciat; per exemple, tenen la mateixa estructura:

(2lan2]b) — 2|(a+D)

(2tan21b) —2tab

(2tan21b) —=2la+bd

(3lan3|b) = 3|(a+D)

(3tan3tb)—=3tab

Donant-hi una interpretacid, la formula adquireix sentit/significat (semantica) i podem
preguntar-nos si €s certa o no.
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Sobre la férmula (P(x) A P(y)) — P(f(x,y)), no podem afirmar veracitat ni falsedat.
Depén de com s’interpreti.

5.5. Negacio de quantificadors (continuacio)
Negacio del quantificador universal

Considerem la formula de predicat més simple, en qué se suposa que 1’objecte x €s
d’algun domini (universal) Q:

VxP(x) (“per a tot x, P(x) (és cert)”), que pot ser certa o falsa.

Exemple 5.41 Per exemple, i suposant que I’universal és Q =R, Vx(x2 >0). Es a dir, en
paraules, “‘el quadrat de tot nombre real és no negatiu”. La negacio és “no tot nombre real
és de quadrat no negatiu”. Intuitivament, negar aquesta afirmacié €s afirmar que, per a
algun nombre real x, la propietat no és certa, €s a dir, que existeix un x tal que la propietat
no és certa: Ix(x? < 0), o bé Ix(x* # 0). En forma completa, seria Ix(x € RAx* < 0).
La negaci6 de “tot home és mortal” (“no tot home €és mortal”) €s “algun home €s no
mortal”, és a dir, “existeix algun home no mortal”. ll

Exemple 5.42 Exemple-evidencia de com ha de ser la negacid: considerem 1’enunci-
at “tots els homes tenen els ulls blaus”. La negacidé “no tots els homes tenen els ulls
blaus” es pot reexpressar intuitivament com ‘“algun home no té els ulls blaus” (i no:
“tots els homes no tenen els ulls blaus”, que és dir “cap home té els ulls blaus”, que
seria una afirmacié més forta que la que busquem). Es a dir, “existeix algun home que
no té els ulls blaus” (“existeix algun objecte que és home i no té els ulls blaus”). Aixi, si
considerem els predicats: H (“ser home”; H(x) = x és home), B (“tenir els ulls blaus”;
B(x) = x té els ulls blaus), I’afirmacid “tots els homes tenen els ulls blaus” es formalitza
o simbolitza mitjangant Vx(H (x) — B(x)) i la negacié com 3x(H (x) A —=B(x)), de manera
que:

=Vx(H (x) — B(x)) = 3x(H (x) A —=B(x))
Perd Ix(H (x) A—B(x)) = Ix—(H(x) — B(x)).

Aixi doncs, =Vx(H (x) — B(x)) = 3x—(H(x) — B(x)) i, en general, I’estructura de ne-
gacio és:

—VxP(x) = Ix—P(x) W
La férmula de negacio del quantificador universal és natural:
—VxP(x) = 3x—P(x)

En aquest context, el sentit d’aquest simbol = €s que les formules “diuen” o signifiquen
el mateix. Es podria tractar aquest aspecte amb més rigor, pero aleshores hauriem de
parlar d’“interpretacions” amb més profunditat, cosa que depassa els nostres objectius.

A partir d’aquesta base, es poden negar formules més complexes (vegeu exemples i
exercicis).
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Observacio: P pot dependre d’altres variables.

VxP(x,y)

Vx(x+y>5)

VxiP(..oXiy...)

VAP (eos Xiy o) = AP (e Xy o).

Més en general, per a una formula F',

—VxF = Ix—F

Negacio del quantificador existencial

Considerem la férmula simple, on se suposa que 1’objecte x €s d’algun domini (universal)
Q:

IxP(x) (“existeix un x tal que P(x) (s cert)”), afirmacid que pot ser certa o falsa.

La negaci6 ve donada per la férmula segiient:
—3xP(x) = Vx—P(x)
A partir d’aquesta base, es poden negar férmules més complexes (vegeu exemples).

Observacio: P pot dependre d’altres variables.

ElxiP(...,xi, )
=GP (. Xiy ) VP X ).

Més en general, per a una férmula F':

—3xF = Vx—F

Més d’un quantificador. S’ utilitzen les regles anteriors sistematicament, una per una, pas
a pas.

Exemple 5.43 Suposem que hem d’obtenir férmules equivalents a la negacié de Vx3Jy 3z
ViVwP.

Totes les segtients son negacions de la férmula:

—VxJydZVevwP
Ix—FyIvervwP
IxVy—IZVevwP
IVyVzVIvwP
AxVyVzIr—-vwP
IxVyVzIrIw—-P. W
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Expressié d'un quantificador en termes de I'altre i dues negacions

El quantificador universal V es pot expressar en termes de negacid — i del quantificador
existencial 3. En efecte, de la férmula anterior, i aplicant doble negacio:

VxP(x) = —==VxP(x) = =(=VxP(x)) = —-Ix~P(x)

El quantificador existencial 3 es pot expressar en termes de negacio — i del quantificador
universal V. En efecte, de la féormula anterior, i aplicant doble negacid,

IxP(x) = =—IxP(x) = —(—IxP(x)) = —~Vx—P(x)

Aix{ doncs, ates que tot quantificador s’expressa en funcié de 1’altre i negacions, segons
les férmules anteriors, es podria prescindir d’un d’ells. El problema €s que aleshores
les férmules resultarien innecessariament complicades, antiintuitives i dificils de llegir
(per a un huma). De manera que mantenim [’is dels dos quantificadors. Alguns textos
defensen el criteri d’utilitzar-ne només un, per minimalitat i economia.

Exemple 5.44 Escriviu diverses férmules de predicats equivalents a la negacié de la
férmula:

F =Vx3y((P(x.y) A—Q(x,y)) = —R(x.y))

Escrivint —F, ja tindriem una negacié de F. Obtenim altres férmules equivalents a la
negacio (seqiiencia d’equivalencies):

L =93y ((P(xy) A=Q(xy)) — —R(x.))
2. Ix—=Iy((P(x,y) A=Q(x,y)) = —R(x,y)) (per negacid del quantificador existencial)
3. Iy ((P(x,y) A—Q(x,y)) — —R(x,y)) (per negacid del quantificador universal).

La férmula interior (P(x,y) A =Q(x,y)) — —R(x,y) és un condicional, que nega-
rem d’acord amb I’equivaléncia 1ogica —(a — ) = a A —f (fixats x,y, podem
considerar-la com si fos una férmula de proposicions i com a tal es negara).
Aixf:

4. vy((P(x,y) A=Q(x.y)) A==R(x,y)) (per ~(a — f) = a A=)

Continuem la seqtiéncia de férmules:

5. IxVy((P(x,y) A—=Q(x,y)) AR(x,y)) (per doble negacié: ——a = a)
6. IxVy(P(x,y) A—=Q(x,y) AR(x,y)) (per associativitat de A). H

PROBLEMA 5.2

Considerem la formula F :

VaTyvz((P(6y) A =0(x,3,2)) = (T (x,y) = Vi(=R(x,y,21) = =W (x,y))))-
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Obteniu formules equivalents a la negacio de F (a més de —F ). Utilitzeu els resultats
segiients i indiqueu quins en seqiiéncia:

a) (1) —VYxG = Ix-G

b) (2) -3IxG =Vx-G

¢) (3)~(a—P)=an-p

d) (4) —a=a

e) () an(BAY)=(ahB)Ay

Solucié. N’escriurem unes quantes, mitjancant una seqiiéncia d’equivaléncies.

—VxIWVz((P(x,y) A=Q(x,y,2)) = (T (x,y) = VI(-R(x,y,2,t) = ~W(x,y)))).
=IV((P(x,y) A =0(x,,2)) — (T(x,y) = V(=R (x,y,2,t) = =W (x,y)))).
VyVz((P(x,y) A =0(x,,2)) — (T (x,y) = V(=R (x,y,2,t) = =W (x,y)))).
FvyIz=((P(x,y) A=Q(x,y,2)) = (T (x,y) = VE(-R(x,y,2,t) = ~W(x,y)))).
Fevy3z((P(x,y) A=Q(x,y,2)) A (T (x,y) = Vt(=R(x,y,2,t) = ~W(x,y)))).
FVyJz((P(x,y) A=Q(x,,2)) A (T (x,9) A=V (=R (x,y,2,t) = =W (x,y)))).
VyFz((P(x,y) A=0(x,y,2)) A (T (x,9) AFt=(=R(x,y,2,1) = =W (x,)))).
VyFz((P(x,y) A=0(x,y,2)) A (T (x,9) At (=R (x,y,2,) A ==W(x,y)))).
BVyFz((Px,y) A=0Q(x,3,2)) AT (x,y) AJt(-R(x,y,2,1) AW (x,))))

Alternativament, i per a més claredat, s’hauria pogut considerar estrictament 1’estructura,
encara que la férmula sigui incompleta:

=VxIWz((PA—-Q) = (T — Vt(=-R — —W)))
I—IWz(PA-Q) — (T — Vt(—-R — =W)))
IVy-Vz((PA-Q) — (T — Vt(—-R — =W))).
WVyIz—((PA=Q) — (T — Vi(-R — =W)))
WVy3z((PA-Q) A—=(T — Vi (—~R — =W)))
VyFz((PA=Q) A (T A=Vt(=R — =W))).
IVyIz(PA—Q) A (T AJt—=(—R — =W))).
IxVyIz((PA—=Q) A (T AJt(—-RA——W))).
WVyIz((PA-Q) A (T ATt (-RAW))).
WVyFZ(PA-QAT At (—-RAW)).

La seqiiéncia aplicada és: (1),(2),(1),(3),(3),(1),(3),(4),(5)

PROBLEMA 5.3

Neguem, pas a pas, I’enunciat segiient (no s’admet el stmbol — a I’esquerra). Escrivim
uns quants enunciats equivalents a la negacio):
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F =VYx3y((P(x,y) V0O(x,y)) = (=R(x,y) AS(x,y)))

Es tracta de dir quines propietats s’han fet servir a cada pas de la seqiiencia de formules
equivalents segiient:

~Vady((P(x.y) V =Q(x.y)) = (=R(x.y) AS(x.y)))  [1]
F-Iy((Pry) vV =Q(x.y)) = (R(xy) AS(x.y)))  [2]
vy=((P(r.y) V=0Q(xy)) = (-R(xy) AS(x.y)))  [3]
Vy((Plx,y) V—0(xy)) A= (=R(x.y) AS(x.y)))  [4]
Vy((Plx,y) V=0(x,y)) A (==R(x.y) V=S(x.y)))  [5]
vy ((P(y) vV =0Q(x.y)) A (R(x,y)V=S(x.y)))  [6]
HVy(Q(x.y) = P(x.y)) A(S(x.y) = R(x.y))) 7]
Solucié

[1]: és simplement la negacio de la férmula F', és a dir, —F.

de [1] a [2]: negaci6 de VxG, és a dir, "VwG = Iw—-G.

de [2] a [3]: negaci6 de JxG, és a dir, ~3IwG = Yw—G.

de [3] a [4]: negacid del condicional, és a dir, =(a — ) = a A —f,
de [4] a [5]: De Morgan.

de [5] a [6]: per doble negacid.

de [6] a [7]: per commutativitat de la disjuncié i "oV ff = a — .

PROBLEMA 5.4

Sigui a := VaxVy((P(x,y,z) A Q(x,y)) = —R(x,y,t)). Expresseu la formula de predicat
anterior com a negacio, en la forma =3, en qué 3 és una formula de predicat sense —.

Solucié. Es pot resoldre de manera sistematica: a equival a =—a = —(—a) i aleshores
podem escriure la seqiiencia segiient de férmules equivalents:

a = Vavy((P(x,y,2) AQ(x,y)) — —R(x,y,t))
“=VaYyY((P(x,y,2) AQ(x,y)) = —R(x,y,t))

=(=Vavy((P(x,y,2) AQ(x,y)) — —R(x,y,7))) (mantindrem la negacié a I’esquerra a par-
tir d’aqui).

~(FeVy((P(x,y,2) AQ(x,y)) = ~R(x,y,1)))
(I~ ((P(x,3,2) A Q(x,y)) = =R(x,,1)))
(Zey((P(x,y,2) AQ(x,)) A ==R(x,y,1)))
( x,7,2) AO(x,y)) AR(x,y,1)))

J

(
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Que el lector indiqui que s’aplica, i on, a cada pas de la seqiiencia anterior: negacid dels
quantificadors, del condicional, doble negacid i associativitat.

PROBLEMA 5.5

Considereu la formula ¥x3y—VzP(x,y,z,t). Digueu si es pot escriure com a negacid (—a.)
(i digueu com).

Solucié. Un metode és desplacant — cap a I’esquerra, fent servir les equivaléncies cor-
responents:

Vady—VzP(x,y,2,t)
Vx—VyVzP(x,y,2,t)
—3AxVYWzP(x,y,2,1)

PROBLEMA 5.6
Escriviu VxVy(P(x,y,z) A (Q(x,y) = —=R(x,y,2,t))) com a negacid.

Solucié. Podriem fer servir F = ——F = —(—F). Procedirem alternativament:

Vavy(P(x,y,2) A (Q(x.y) = ~R(x.y,2:1)))
VxVy(P(x,y,2) A (=Q(x,y) V =R(x,y,2,1)))
VxVy(P(x,y,2) A=(Q(x,y) AR(x,,2:1)))
V(=P (x,y,2) A (Q(x,y) AR(x,Y,2,1)))
VxVy=(=P(x,y,2) V (Q(x.y) AR(x,y,2,1)))
Voo 3y (=P(x,y,2) V (Q(x,y) AR(x,¥,2,1)))
~IxIy(~P(x.y.2) V (Q(x.y) AR(x.y.2.1)))
Opcionalment:

—3xTy(P(x,y,2) = (Q(x,y) AR(x,y,2,1)))

El lector justificara cada pas.

PROBLEMA 5.7

Considereu la formula de predicats F donada per:
Vy3x(R(x,y) — Vz(T (x) — =W (x,z)))
on R, T,W son predicats (lletres de predicat).

Obtenim pas a pas una formula de predicats equivalent a —F sense connectives —. Jus-
tifiqueu cada pas.
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Totes les formules que es van escrivint a continuacio son equivalents a la negacio de F :

Es a dir, si denotem:

Fl:  —=Vy3x(R(x,y) = Vz(T (x) = =W (x,2)))
F2:  Jy-3x(R(x,y) — Vz(T (x) = =W (x,2)))
F3:  JyVx(R(x,y) — Vz(T (x) = =W (x,2)))
F4:  FyVx(R(x,y) A—Vz(T (x) = =W (x,2)))
F5:  FyVx(R(x,y) A Jz~(T (x) = =W (x,2)))
F6:  FyVx(R(x,y) A 3z(T (x) A==W(x,2)))
F7:  3yVx(R(x,y) A 3z(T (x) A\W(x,2)))

és F=F1=F2=F3=FA=F5=F6=F7, amb F17 sense —.
Solucid. Justificacions:

—Vy3x(R(x,y) = Vz(T (x) = =W (x,2)))

Aplicant —VzP(z) = 3z—P(z) (de fet, més en general, —VzP(...,z,...) = Iz-P(...,z,...)):
Jy—-3Ix(R(x,y) = Vz(T (x) = =W (x,2)))

Aplicant —=3zP(z) = Vz—P(z):

IWVx(R(x,y) — Vz(T (x) — —W(x,2)))

Aplicant =(a — ) = aA—f:

WVx(R(x,y) A=Vz(T (x) = —W(x,2)))

Aplicant —=VzP(z) = 3z-P(z):

IVx(R(x,y) ATz~ (T (x) — W (x,2)))

Aplicant —(a — ) = a A —f:

IVx(R(x,y) AFz(T (x) A=W (x,2)))

Aplicant -—a = a:

IWx(R(x,y) A 3z(T (x) AW (x,2))), sense negacions.

PROBLEMA 5.8

Considerem els predicats P(x,y) i Q(x,y). Establiu una segiiéncia de formules equiva-
lents que ens portin de:

Vavy(=P(x,y) = —Q(x,y))
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a:
—3x3y(=P(x,y) AQ(x.y))

Solucié. Una possibilitat és:

Vxvy(=P(x,y) = =0(x,y))

VxVy(=—=P(x,y) V =Q(x,y)), per ’equivaléncia logicaa — b =—-a Vb
VaVy(=(=P(x,y) A Q(x,y))), per I'equivaléncia 1dgica de De Morgan,
Vx—=3y(=P(x,y) A Q(x,y)), per Vx—§ = =3xS,

—3x3y(—=P(x,y) A Q(x,y)), per VxS = —3xS,

Una altra possibilitat seria partir de =~ —=VxVy(=P(x,y) — =Q(x,y)):

—VxVy(=P(x,y) = =0(x,y))

—(=Vx¥y(=P(x,y) = =0(x,y)))
—(Fx=Vy(=P(x,y) — —0(x.y)))
—IxIy—(—=P(x,y) = ~0(x,y)))
—IIy(=P(x,y) A——0(x,y)))
—3Ax3y(—=P(x,y) A Q(x,y)))
PROBLEMA 5.9

Considereu la formula de predicats G donada per:
IVx((A(x) AB(x,y)) = (Cx,y) A=D(x.y)))
on A,B,C,D son predicats (lletres de predicat).

Obteniu pas a pas la formula de predicats que s’indica a continuacio, equivalent a -G
sense connectives — (no hi introduiu nous predicats). Justifiqueu cada pas.

VyB((A(x) AB(x,)) A (C(x,y) = D(x.y)))

Solucié

-G

Vy=x((A(x) AB(x,y)) = (C(x,y) A—=D(x,y))) (negaci6 de 3)
Vy3x—((A(x) AB(x,y)) = (C(x,y) A—=D(x,y))) (negaci6 de V)
Vy3x((A(x) AB(x,y)) A=(C(x,y) A—=D(x,y))) (negacié de —)
VyFx((A(x) AB(x.y)) A (=C(x,y) V ==D(x.y))) (De Morgan)
Vy3x((A(x) AB(x,y)) A (—C(x,y) V D(x,y))) (per doble negacid)
VyF((A(x) AB(x.y)) A (Clx,y) = D(x.y))) (pera = = —~a Vv f)
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PROBLEMA 5.10

Considereu la formula F donada per VxP(x) A3t(Q(t) — —R(t)). Escriviu unes quantes
formules equivalents a F amb una tinica negacio — al principi.

Solucié. Es F = ——F, per I’equivaléncia de la doble negacid.

B

=-F= —|(—|F)

~(=(VxP(x) ATt (Q(1) = —R(7))))

—(=VxP(x) VvV —=3t(Q(t) — —R(t))), per equivaléncia de De Morgan,

—(Ix—P(x) VVt-(Q(t) — —R(t))), per equivaléncies de negacié de quantificadors,

—(Ix=P(x) VVt(Q(t) AN——R(t))), per equivaléncia de negacié del condicional,

—(3x—P(x) VVt(Q(t) AR(t))), per I'equivaléncia de la doble negacid.

Vegem algunes exemples de negacié de férmules de predicat.

PROBLEMA 5.11

Considereu la formula de predicats:
Vady(P(x,y) — (A(x) V B(y)))

Escriviu diverses formules equivalents a la negacio de I’anterior, amb algunes que sa-
tisfacin:

a) sense la connectiva \V

b) amb només —,—

Solucié. La negacié de la féormula és simplement

—Vady(P(x.y) = (A(x) VB()))-

a) Ara apliquem diverses equivaléncies 10giques per obtenir equivalents a aquesta

negacio.

=Vx3y(P(x,y) — (A(x) VB(y))), que és equivalent a (per (1)) (vegeu més avall)
Ix—Fy(P(x,y) — (A(x) VB(y))), que és equivalent a (per (2))

IVy—(P(x,y) — (A(x) VB(y))), que és equivalent a (per (3))

Wy (P(x,y) A—(A(x) VB(y))), que és equivalent a (per (4))

Wy (P(x,y) A (mA(x) A—B(y))) (sense les connectives V,—)
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Justificacions:

(): —WtT =3-T

(2): —~HT =V—T

3): —(A—=B)=(AA-B)
(4):  Per De Morgan.

b) Podem substituir a la tercera férmula anterior A(x) V B(y) per ’equivalent segiient:

A(x) V B(y), que equival a (per (5))
(~(~A(x))) V B(y) , que equival a (per (6))
((mA®X) = B()

Justificacions:

(5):  per I’equivalencia de doble negacié

(6): perC—D=-CVD
I ara, substituint:
vy (P(x,y) — (A(x) VB(y)))

IxVy—(P(x,y) = (mA(x) = B(y)))

PROBLEMA 5.12

Considereu I’afirmacid x <y = x> < y?, per a x,y nombres reals arbitraris.
Equivalents:

x <y=x?<y? perax,y nombres reals qualssevol.

x < y= x* <y pera tot x,y nombres reals.

a) Formalitzeu I’afirmacio amb una formula de predicat.
b) Negueu l’afirmacio aportant diverses formules equivalents a la negacio.

c) Es certa 'afirmacic?
Solucié

a) No s’inclou el conjunt universal R a la féormula:

VaVy(x <y — x? < y?).
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Podem incloure el domini:

Vavy((x ERAX ER) = (x <y — x* < y?))
Vavy((x ERAx € RAX <y) = x? <y?))
Vx e RYy e R(x <y — x? < y?)

b) ~VaVy(x <y —x* <y?
Ix—Vy(x <y — x? < y?) (per =VtP = Jt—P)
(per —VtP = Jt—P)
) (per =(P — Q) = PA—Q)
edy(x < yAx? £y?). O bé:

edy(x < yAx? >y?)

IxTy-(x <y — a2 < y?

— o — —

InTy(x <y A= (x? < y?

¢) No és certa, com es pot veure aportant un contraexemple: x = —2,y = 1.

PROBLEMA 5.13

Considereu la formula del calcul de predicats:
VaxdyVz((P(x.y,2) A Q(y.2)) = (R(x,y) = Iw=S(w)))

Es demana d’escriure negacions equivalents fins a aconseguir que no hi figuri cap con-
nectiva —, és a dir, formules equivalents a

“VaIyVz((P(x,,2) AQ(3,2)) = (R(x,y) — Iw=S(w)))
pero sense —.
Solucié. Farem servir sistematicament
=VxT (x) = Ix—T (x) =T (x) = Va—T (x)

Escrivim la seqiiencia de férmules equivalents:

“VxIWVz((P(x,y,2) A Q(y,2)) — (R(x,y) = Iw=S(w)))  [1]
FIVz((P(x,3.2) AQ(y,2)) — (R(x,y) = Iw=S(w))) (2]
VY2 ((P(x,3,2) AQ(y.2)) — (R(x,y) = Iw=S(w))) 3]
DVyIz=((P(x,3,2) A Q(y,2)) — (R(x,y) = Iw=S(w)))  [4]
2VyFz((P(x,3,2) AQ(y,2)) A= (R(x,y) — Fw=S(w)))  [5]
IVyFz((P(x,y,2) AO(:2)) A (R(x,y) A—=Iw=S(w)))  [6]
DVyIz((P(x,3,2) AQ(y,2)) A (R(x,y) AVw==S(w))) (7]
Fvy3z((P(x,,2) A Q(y,2)) A (R(x,y) AYwS(w))) (8]
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Justificacions:

pasde [1]a[2]: per —=VaxT (x)

pasde [2]a[3]: per —3xT (x) = VxﬁT( )

pasde [3]a[4]: per -VaT (x)

pas de [4] a [5]: perﬁ(A—>B)EA/\ﬁB
[6]: per—(A—B)=AA-B

pasde [6] a[7]: per =TT (x) = Vx—T (x)
[

pas de [5] a

pasde [7] a[8]: per’equivaléncia de doble negacio.

Es important saber negar férmules de predicat, ja que pot ser necessari com a punt de
partida de demostracions per reduccio a I’absurd.

Negacio de formules de sintaxi hibrida (semiformal, no ajustada a la
gramatica o a les regles generatives)

Considerem la férmula Vx € B P(x). Per a negar la férmula, cal reformular-la i escriure-
la en forma estandard (és a dir, generada per la gramatica). Posteriorment, es negara de
manera automatitzada:

Vx € B P(x)

Vx(x € B— P(x))

Negaci6: =Vx(x € B— P(x)) = Ix—(x € B— P(x)) = 3x(x € BA—P(x)
I ara, si volem podem retornar a la sintaxi hibrida: 3x € B =P (x)

Analogament, per a negar 3x € B P(x) es procedeix de forma similar. Vegeu I’exercici
segiient:

PROBLEMA 5.14
Negueu I’enunciat genéric en formalitzacio intermédia:
Ix € B (P(x))

Solucié. S’ha de reescriure en forma estandard, segons la gramatica del llenguatge de
predicats, posteriorment es nega i finalment es restableix la formalitzaci6 intermedia.

Ixr e B (P(x))

Ix(x € BAP(x)) =3x(x € BAP(x))

Vx—(x € BAP(x)) (per negacid de 3)
Vx(—x € BV =P(x)) (per De Morgan)
Vx(x € B— —P(x)) (per maV B =a — fB)

Vx € B(—P(x))
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El que s’ha explicat abans s’ha de fer en moltes formules que s’enuncien de manera
deficient, des del punt de vista formal, tot i que normalment se solen entendre afegint-hi
altres explicacions. Un exemple tipic és el de la definici6 de limit.

Es convenient saber formalitzar en forma estandard, d’acord amb la gramatica, per tal
de poder obtenir negacions de forma segura i gairebé automatitzada. Un exemple clar

és els dels diversos conceptes de limit de successions, de funcions, de continuitat, que
moltes vegades apareixen als llibres de text expressats d’una forma millorable.

Exemple 5.45 Vegem el cas de la definicid de limit: formalitzacié per a poder negar
amb seguretat.
Pot ser convenient en una demostracio per reduccid a I’absurd.

Suposem que tenim una versié informal semiformalitzada del concepte de limit d’una

successio de nombres reals: lim a, = L com:
n—o

Ve >03ny e NVn e N(n > ny — |a, —L| <€)
Quan es nega, resulta:

de > 0Vny € N...

Perque la negacio no és:

Je <0Vng ¢ N...?

Solucié. Per veure per que, s’ha de formalitzar completament la férmula i després
negar-la (s’inclouen els dominis a la férmula):

Ve((e e RAe >0)— Tng(ng € NAVA((n € NAn > ng) — |a, —L| < €)))
Observem I’estructura principal de la férmula:
Ve(a — B), on:

a:=(ecRAe>0)
B :=3ne(no e NAVR((n e NAR> ngy) — |a, — L| < €))

Hi destaquem el condicional (primer, a I’esquerra de la férmula):
Ve((e e RA€e >0)—3ng(ng € NAVa((n € NAn > ny) — |a, — L| < €)))
L’estructura de 8 és una conjuncid dintre del quantificador existencial:

B :=3ne(no € NAVR((n € NAn > ng) — |a, — L| <e€))
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Si considerem y := (n € NAn > ng) — |a, — L| < €, I'estructura basica és la d’un con-
dicional:

y:=meNAn>ny)—la,—L|<e

Si n’obtenim la negacié de manera sistematica, resulta:

—Ve((e e RAe>0)— Ing(ng € NAVR((n € NAn>ng) — |a, —L| <e€))) (1)

Je—-((e e RAe > 0)—Tng(ng € NAVn((n € NAn > ny) — |a, — L| < €))) )

Je((e e RA€e>0)A—Tng(ng € NAVR((n € NAn> ng) — |a, —L| < €))) 3)
)

Je((e e RA€e>0)AVny—(ng € NAVr((n € NAn > ny) — |a, —L| < €)) 4)
Je((e e RA€e>0)AVng(—ng € NV-Vn((ne NAn>ny) — |la,—L| <€))) (5)
Je((e e RAe>0)AVng(—ng € NVIn—((ne NAn>ny) — |a,—L| <€)))  (6)
Je((e e RA€e>0)AVng(ng € N — 3In—((n € NAn > ng)—|a, —L| < €))) (7)
Je((e e RAe>0)AVny(ng € N— In((n € NAn > ny) A—la,—L| < €))) 8)
Je((e e RA€e>0)AVng(ng € N— 3n((n e NAn>ng) Ala,—L| > ¢€))) )

Perque:

1]:  Simplement negaci6 de la féormula.

2]:  Negaci6 del quantificador universal: —Ve... = Je—....

3]:  Negacié d’un condicional: =(a — ) = (a A= f3).

4]:  Negaci6 del quantificador existencial: =3ng(...) = Vny—(...).
5]:  Negacio d’una disjuncio (De Morgan).

6]: Negaci6 del quantificador universal.

7]:  S’aplica—-pVg=p —q.

8]:  Negaci6 del condicional.

Exposicio alternativa, detallant més I’ estructura abans de comengar a negar
Estructura principal de la férmula:

F:=Ve(a— B), amb:

a:=(ecRAe>0)

B =3ng(ng e NAVn((n e NAn>ny) — |a, —L| < €))

B :=3ne(B1 A By), on

Bi=npeN, Br:=Vn((neNAn>ny) — |a,—L| <€)
y:=meNAn>ny)—la,— Ll <e,ony :=ne€NAn>ny),v,:=la,—L| <e€
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Amb aquestes subférmules:
F=Ve(a—p)
F =Ve(a— Ing(Bi A Bn))
=Ve(a — Ing(f; AVny))
F =Ve(a — 3ny(B AVn(y, — 72)), que podem negar rutinariament:
—F = =Ve(a — Ing(Bi AVn(y: — 12)))
=de—(a— Ing(Bi AVn(y) — 12))) = Je(aA—Tng(Py AVR(yY1 — T12)))

= Je(a AVng= (i AVn(y1 — 12)))

=Je(aAVny(—p VvV —Vn(y; = 712)))
= Je( )
= Je(@AVno(=B1 V 3n(y1 A-72))) = 3e(anVno(Br = In(y1 A —12))

aAVng(=f; V In(y) — 12

Finalment, només cal substituir, escrivint =y, = —(|a, —L| < €) = |a, — L| > €.

Exercici: Escriviu I’arbre de la formula del Iimit i el de la seva negaci6. M

5.6. Traduccio: formalitzacio (simbolitzacid) i desformalitzacio

Tot aquest capitol €s essencialment de traduccid de llenguatge natural a formalitzat, i a
I’inrevés, i amb diversos graus o nivells de formalitzacié (simbolitzacid).

Els exercicis sén només de formalitzaci6 i de comprensié dels enunciats. No es tracta
aqui de demostrar cap enunciat. De fet, alguna de les propietats que s’enuncien podrien
no ser certes: es tracta d’exercicis formals.

Com traduir frases del llenguatge natural a una férmula de predicats? Segueixen alguns
consells (vegeu [MENDG6]), que ja s’han explicitat anteriorment.

1. Una frase de la forma “Tots els A sén B” es tradueix a Vx(A(x) — B(x)). Inter-
nament al paréntesi es pot substituir pel contrareciproc:

Vx(—B(x) — —A(x))
2. Una frase de la forma “Algun A és B” es tradueix per Jx(A(x) A B(x))
3. Una frase de la forma “Cap A és B” es tradueix per Vx(A(x) — —B(x)) o bé,

substituint pel contrareciproc, Vx(B(x) — —A(x))

En aquesta seccio, es tracta de resoldre problemes de traduccio en els dos sentits:

a) Formalitzacid, traduccid, simbolitzacid: del llenguatge natural a la férmula de pre-
dicats. Es tracta de traduir frases a férmules de predicat.

b) Lectura, desformalitzacid: de la férmula de predicats al llenguatge natural.
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Convé tenir present que, de vegades, per rad de les caracteristiques del llenguatge natu-
ral, que permet un gran desordre i desgavell, la frase esta a I’inrevés (comenga enunciant
la conclusid), i també esta amagada, implicita, part de 1’estructura 1dgica, com el condi-
cional i la quantificacié. Aixo es posa de manifest especialment a la seccié sobre analisi
d’enunciats. Alguns enunciats sén ambigus; algunes frases s’han d’endregar (fer-ne en-
dreca, des del punt de vista logic) i refer. S’ha de “donar la volta” a la frase. Se n’analitza
I’estructura logica, s’hi detecten quantificadors i condicionals “amagats”.

En aquesta seccid, oferim, sense massa ordre, problemes diversos sobre el tema.

5.6.1. Problemes diversos de simbolitzacio (i viceversa)
Lectura d’una formula:

Exemple 5.46 Com es llegeix la formula seglient, on se suposa que totes les variables
son de A:

IVy(xy >0) (A=12Z)
Hi ha diverses variants equivalents:

“Existeix x tal que, per a tot y, es compleix xy > 0”
“Existeix x tal que xy > 0, per a tot y”.

“Existeix x tal que per a cada y, es compleix xy > 0”
“Per a algun x, és xy > 0, per a tot y”.

“Existeix x tal que, per a qualsevol y, es compleix xy > 0.
Si volem incorporar la pertinenga al conjunt A, aleshores una possible versi6 seria

“Existeix x € Z tal que, per a tot y € Z, es compleix xy > 0”

“Existeix un nombre enter x tal que, per a tot enter y, es compleix xy > 0"l

Exemple 5.47 En alguns casos, els enunciats en llenguatge natural sén ambigus, tot i
que el significat és ben clar per exclusid, per eliminacié per absurd de qualsevol altre.
Considerem, per exemple, la frase:

“Algu és robat cada hora”.

“Cada hora roben algu”.

299

“Cada hora es roba a algu”.
Hi introduim el predicat 2-ari:

R(x,t):="“x és robat a I’hora t”
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Podem escriure dues formalitzacions possibles, si no atenem el significat del que estem
dient:

Vi3xR(x,t)
ViR (x,1)

La segona férmula no és la traduccio correcta, segons el significat, ja que s’estaria di-
ent que “una mateixa persona s’estaria robant cada hora”, que no és el que es vol dir
(suposadament). Per tant:

Vt3xR(x,t) (correcte)
ViR (x,t) (incorrecte)

En aquest exemple s’observa que 1’ordre dels quantificadors pot ser important. Il

Diferents nivells d’explicitacio. Quan expressem enunciats o propietats o definicions,
es poden utilitzar, depenent del que sigui possible o el que més convingui, férmules
de predicat a “alt nivell’, mitjancant “lletres de predicat”. En altres situacions, de nivell
mitja o de baix nivell, utilitzarem notacions més descriptives de la propietat (nivell mitja)
0, fins i tot, la definicié detallada (baix nivell), a través d’una férmula de predicats. Per
exemple, per “ser parell” podem fer servir per a a: P(a) (lletra de predicat), 2|a (notacié
de divisibilitat), 3k(k € Z A a = 2k) (definicié de divisibilitat).

Vegem-ne alguns exemples.

Amb lletres de predicat:

PROBLEMA 5.15

Considereu I’afirmacio:

“Hi ha exactament tres nens a la classe”.

Proposeu algunes formalitzacions (simbolitzacions) utilitzant lletres de predicat.
Solucié. Hi ha quantificadors (existencial).

Introduim el predicat N (x) :=“x és (un) nen”. Conceptualment: “ser un nen”. O bé encara
alguna variant: “ser un nen de la classe”.

IFyFz(N(x) AN(Y) AN(2) AVE(N(t) = (t =xVit=yVit=2))).
NER)A(x#y) A (x#2) Ay # 2N

A partir d’aquesta férmula, es poden escriure variants equivalents (utilitzem les equiva-
léncies logiques de la doble negacid, de De Morgan, i la negacio del condicional):

DIyTz(N(x) AN(Y) AN(z) A==Vt (N(t) = (t =xVi=yVi=z))) (doble negacid)

IxFyFz(N(x) AN(y) AN(z) A—=Ft—(N(1) = (t =xVit =yVt=2z))) (negacié de quanti-
ficadors)
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IFyFz(N(x) AN(Y)AN(2) ATt (N(t) A~ (t =xVi=yVi=z))) (negaci6 del condici-
onal)

IFyFz(N(x) AN(Y) AN(2) ATt (N() A (t Ax At £y At #z))) (De Morgan)
Una altra variant deriva del contrareciproc i de De Morgan:

IxTyFz(N(x) AN(y) AN(z) AVt(~(t =xVit=yVt=z) — —N(t))) (contrareciproc del
condicional intern)

IxTyFz(N(x) AN(y) AN(2) AVE((t #x At #yAt#z) — —N(t))) (De Morgan).

Amb els tres nivells abans indicats:

PROBLEMA 5.16

Considereu ’enunciat:

“la suma de dos nombres parells és parell”

“si aib son parells, aleshores a+ b és parell”
Proposeu diverses formalitzacions de I’enunciat.

Solucio

a) Amb lletres de predicat. Denotem la propietat “ser parell” per P. Aix{, P(x) significa
“x és parell”.

Aleshores I’enunciat es pot formalitzar simplement per:
(P(a) NP(b)) — P(a+D).
O també:

P(a) — (P(b) — P(a+b)).
P(b) — (P(a) — P(a+b)).

b) Fem servir la notacié de divisibilitat, la que diu que és ser parell.
(2lan2|b) = 2|la+b
2la— (2|b —2|a+b)
2|b— (2|la — 2|la+b)

¢) Fem servir la definicié de divisibilitat, expressada mitjancant una férmula de predi-
cat.

(Fk(k € ZNa=2k) AT (K € ZAb=2K)) — FK' (K € ZAa+b=2K")
(Tk € Z(a=2k) ATK € Z(b = 2K')) — k" € Z(a+b = 2k"))
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La propietat de ser parell ja inclou la de ser enter. Ara bé, també es podria considerar
un altre predicat, “ser enter”, denotat per la lletra E, de manera que E(x) significa “x és
enter”, o “x € Z”. I aleshores tindriem:

(P(a) NE(a) NP(b) NE(D)) — P(a+b), 0 bé
(E(a) NE(b)) = ((P(a) AP(b)) — P(a+Db))

PROBLEMA 5.17

Es demana proposar una possible formalitzacio dels enunciats en el llenguatge de pre-
dicats.

Expliciteu el domini de les variables a la mateixa formula. En podeu donar una versio
sense incloure el domini a la formula. en podeu donar versions fent servir lletres de
predicat. Indiqueu si la formula esta quantificada i amb quin quantificador. Indiqueu si
és generalitzable (amb quantificador universal).

a) Siguin a i b nombres enters. Si a i b son senars, aleshores a+ b és parell.
b) La suma d’un nombre enter senar i d’un nombre enter parell és senar.

¢) Per a tota parella x,y de nombres enters amb x senar iy parell, la suma x+y és
senar.

d) La suma de dos nombres enters senars és parell.
e) La suma de dos nombres enters parells qualssevol és parell.
/) Els quadrats dels nombres enters parells son parells.

3 és senar.

g) Sin és enter i senar, n
h) Per a tot nombre enter parell n, n® és parell.

i) Per a tot a,b nombres enters, on a és senar i b €s parell, la diferéncia a —b €s
senar.

j) Per a tot a,b nombres enters senars, el producte ab és senar
k) Si a,b son enters, ab és senar si ambdos ho son.
1) Sia,b son enters, ab és parell si algun d’ells ho és.
m) Si a,b son enters, ab és senar si a i b son senars.
n) El cub de qualsevol nombre enter senar és senar.
0) Sigui n un nombre enter senar qualsevol. Aleshores n* és senar.
p) Tot nombre real és de quadrat no negatiu.
q) El quadrat de tot nombre real no nul és positiu.
r) Per atot x,y € R, si el producte xy és positiu, aleshores tenen el mateix signe.

s) Si el producte de tota parella de nombres reals és positiu, aleshores son del mateix
signe.

Solucié. A partir de I’apartat (b), a més de la solucié que s’indica, sén possibles altres
solucions, com a I’apartat (a).
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a) (a€ZAbEZ)— ((2fan2tb) —2la+b)
(a€ZNbeZN2YaN21b) — 2|la+D)
(a€ZANDEZAN2YaN21b) — 2]la+Db)
(a€ZAbEZN2fa) — (21b— 2|a+Db)
(a€ZAbEZN2YD) — (21a— 2la+Db)
(2tan21b) —2la+b(Q=17).

b) (a€ZN2tanbeZN2|b)—21(a+b)
¢) Conjunt universal: Q =7
Vavy((21xA21y) =21 (x+y)

d) La férmula no esta quantificada, tot i que és generalitzable per un quantificador
universal, atés que a i b sén arbitraris

(a€ZN2taNbeZN21b)—2|(a+D)

e) La férmula corresponent haura de ser quantificada degut a “qualssevol”
Vavb((a € ZNb € ZN2laN2|b) — 2|a+b)

f) Es una afirmacié quantificada i correspon a un condicional.

Vn((n € ZA2|n)) — 2|n?)
Vn((n € Z — (2|n — 2|n*))
Vn € Z(2|n — 2|n*)

Vn(2ln —2|n*) Q=7

Q) (n€ZA2fn) —24n

h) Vn((n € ZA2[n)) — 2[n’)

i) Va¥b((a € ZAbEZ)N2fan2|b) — 21 (a—b))

§) Vavb((a € ZAb € Z)A2tan21b) — 2} ab)

K) (a€ ZAbEZ)A2fan2tb) —2fab2fa— (24b— 2} ab).

D) (a€ZNbeZ)N(2]laV2|b))— 2lab
(@€ ZNbeZ)— ((2|laV2|b) — 2|ab)
(@a€ZNbeZ)— (21ab— (2taN21b)) (equivalent)
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m) (a€ZAbEZA2tan2tb) = 2tab
n) Va((n €ZA2tn)) —24¢n’)
0) Vn((n€ZN2{n)) —21n?)

p) Vx(x e R—x>0)
VxeR(x>0)

qQ Vx(xeRAx#0) —x>0)
) VaVy(x ERAX€ERAxy>0) = (x>0Ay>0)V(x<0Ay<0)))

$) VaVy(x eERAYy€RAxy>0) = (x>0Ay>0)V (x<0Ay<0))).

PROBLEMA 5.18

Recordeu una frase famosa: “You can fool all the people some of the time, and some of
the people all the time, but you cannot fool all the people all the time”. Formalitzeu-la
mitjangant una formula de predicats.

Solucié. Traduim la frase: “Pots enganyar tothom alguna vegada, pots enganyar algd
sempre, pero no pots enganyar tothom sempre”. Es por formular en impersonal: “Es
pot enganyar tothom alguna vegada, es pot enganyar algt sempre, pero no es pot enga-
nyar tothom sempre”. O bé “x pot enganyar tothom alguna vegada, x pot enganyar algd
sempre, perd x no pot enganyar tothom sempre”.

En donem una resposta oberta, ateses les diverses possibilitats d’interpretacio.

uposem que €s un x generic el que enganya i formulem la frase per a un x abstracte
S 1 fi lem la f bstract:
(que fa el paper de “tu”, “vosaltres”, un qualsevol, pot ser una persona generica o altres).

Després podrem particularitzar a un valor constant: “En Joan pot enganyar ...”.

La frase és la conjunci6 de tres frases, que formalitzarem separadament, perd amb els
mateixos predicats.

Els predicats que escollim corresponen a les accions o situacions: ser persona, enganyar
i ser en un temps. Concretament:

~

r) :=“r és una persona (people)”

l'rJ

(
(a,b,s) :="a enganya (pot enganyar) a b durant un temps s” (o en el temps s)
(

T (s) :=*“s és un temps (possibles tipus de temps: un instant, un periode, una época, uns
quants anys; no s’especifica)”

Considerem les frases “parcials”:
Frase F (x): x pot enganyar tothom alguna vegada (pots enganyar tothom alguna vegada)

Frase G(x): x pot enganyar algd sempre (pots enganyar algi sempre)
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Frase H (x): x pot enganyar tothom sempre (pots enganyar tothom sempre)

La frase completa és F(x) A G(x) A —H (x). Donem ara una formalitzacié de cada frase
parcial.

Frase F (x): ¥p(P(p) — (T (1) NE(x.p.1)))
Frase G(x): 3p(P(p) A¥(T (1) = E(x.p.1)))
Frase H(x): Vp(P(p) - V(T (1) — E(x.p.1))
Per tant, finalment:

Vp(P(p) = 3(T (1) NE(x, p,1))) A3p(P(p) AVH(T (t)
= E(x,p,1))) AVp(P(p) = Vi(T (t) = E(x, p,1)))

Tot seguit, es pot considerar una versié impersonal:
Concretament:

r):=“résu ,
P(r) :="“r és una persona, people”

F(b,s) :=“s’enganya (es pot enganyar) a la persona b durant un temps s” (o en el temps
5)

T(s) :=“s és un temps (possibles tipus de temps: un instant, un periode, una &poca, uns
anys; no s’especifica)”

Considerem les frases “parcials™:

Frase A: es pot enganyar tothom alguna vegada (pots enganyar tothom alguna vegada)
Frase B: es pot enganyar algd sempre (pots enganyar algd sempre)

Frase C: es pot enganyar tothom sempre (pots enganyar tothom sempre)

La frase completa és A A B A —~C. Formalitzaci6 proposada:

Frase A: Vp(P(p) — Jt(T (t) N\F(p,t)))

Frase B: Ip(P(p) AVt(T(t) — F(p,t)))

Frase C: Vp(P(p) — Vt(T(t) — F(p,t)))

Per tant, finalment:

Vp(P(p) —= (T (t) AF (p,1))) A3p(P(p) AVH(T (1)
= F(p,1))) AVp(P(p) = Vi(T () = F(p,1)))
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PROBLEMA 5.19

ITER

“Tal que” es tradueix per “i” (conjuncio).
Formalitzeu I’enunciat segiient mitjancant una formula del llenguatge de predicats:

“Per a tot enter a existeix un enter b tal que, per a tot enter c, la relacio a < b implica
c—1l<a”

Solucié

Va(a€Z —3b(be ZNVe(c€Z— (a<b—c—1<a))))
Variants possibles:

Variant 1. Utilitzant I’equivaléncia P — (R — S) = (PAR) — S:
Va(a€Z — 3b(be ZNVc((c e ZNa<b) = c—1<a))))
Variant 2. Substituint a < b — ¢ — 1 < a pel contrareciproc:

Va(a€Z — 3b(be ZNVe(c € Z — (—(c—1<a) = —(a<b)))))
Va(a€Z — 3b(b e ZNVc(c€Z — (c—1>a—a>Db))))

Si queda sobreentés el domini o universal de les variables (Q = Z), resulta:
Ya3db¥e(a <b—c—1<a)

També podriem admetre una sintaxi no totalment estandard (férmula no generada per la
gramatica):

YacZ3beZiccZia<b—c—1<a)

PROBLEMA 5.20

Expresseu en llenguatge natural I’enunciat formalitzat com:
Vx(x eR—x*>0)

Si suposem que 'universal és el conjunt dels nombres reals i no s’inclou a la formula,
aleshores:

Vx(x* > 0)

Solucié. Es pot expressar de moltes maneres. Algunes son molt properes a la literalitat
de la férmula; d’altres, en son més llunyanes. Algunes sén completament de llenguatge
natural; d’altres son enunciats barreja de llenguatge natural i formalitzacid. Vegem-ne
algunes:

a) El quadrat de qualsevol nombre real és no negatiu.

b) Els quadrats dels nombres reals sén no negatius.
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c) Els nombres reals sén de quadrat no negatiu.

d) El quadrat de cada nombre real €s no negatiu.

e) El quadrat de tot nombre real €s no negatiu.
f) El quadrat de qualsevol nombre real és no negatiu.
g) El quadrat d’un nombre real arbitrari és no negatiu.
h) Si x és un nombre real qualsevol, aleshores x? €s no negatiu.
i) Per a tot nombre real x, x> > 0.
j) Per a qualsevol nombre real x, X >0.

k) Cada nombre real €s de quadrat no negatiu.
1) Tot nombre real €s de quadrat no negatiu.

m) Qualsevol nombre real €s de quadrat no negatiu.

n) Per a cada nombre real x, és x > 0.

0) Si x és un nombre real arbitrari, x> > 0.

Diverses maneres de definir la propietat (predicat) “ser senar’:

PROBLEMA 5.21

Definiu el predicat “ser senar” per a un nombre enter n (doneu-ne diverses versions).

Solucié. Suposem que n €s enter, de manera que I’universal és Q = Z. No s’inclou a la
definicio ni a les férmules. Se’n pot proposar una altra versié, amb inclusié del domini
de n.

a) “no ser divisible per 2” (n no és divisible per 2)
b) 2¢n
¢) existeix un nombre enter k tal que n =2k + 1
d) existeix un nombre enter k tal que n =2k — 1
e) existeix un nombre enter k per al qual n = 2k + 1
f) existeix k € Z tal que n =2k + 1
g) n=2k+ 1 per a un nombre enter k convenient
h) n=2k+ 1 peraunk € Z convenient
1) n=2k+ 1 per a un nombre enter k adequat
j) n=2k+ 1 per a un cert nombre enter k
k) n=2k+ 1 per a algun nombre enter k
) Jk(k € ZAn=2k+1) (férmula de predicat)
m) F(t € ZAn=2t— 1) (férmula de predicat)
n) Jk(n=2k+1) (férmula de predicat)
0) Jr(n=2t—1) (férmula de predicat)
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PROBLEMA 5.22

Doneu una formula de predicat per als predicats segiients:

a) “Ser parell”, per a un nombre enter.

b) “Ser senar”, per a un nombre enter.

¢) “No ser senar”, per a un nombre enter.

d) “Ser nombre primer”, per a un enter.

e) “Ser nombre compost”, per a un enter.

f) “Ser quadrat perfecte”, per a un enter.

g) “No ser quadrat perfecte”, per a un enter.
h) “Ser nuiltiple de 3”, per a un enter.

i) “No ser nuiltiple d’enter”, per a un enter.
Solucié

a) “Ser parell”, per a un nombre enter. Per a n € Z:

Fk(k € Z \n=2k)
Tk € Zn = 2k) (amb sintaxi menys estandard)

2|n (suposant que hem definit abans la relacié de divisibilitat).
Aix{, si P(n) :=“n és parell”, tenim
P(n) :=3k(k € ZN\n=2k) o P(n) :=2|n.

b) “ser senar” (un nombre enter n):

Jk(k € ZAn="2k+1)
Jk € Z(n=2k+1)
Vit(t € Z — n#21)

c) “No ser senar”, per a un nombre enter n.
Es ser parell. Alternativament, escrivim la negacié de “ser senar’:

—Vt(t € Z — n#21)
I-(t€Z —n+#2t)
(t € ZN—-n+#2t)
H(rt€ZAn="2t)
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d) “Ser nombre primer”, per a un enter n.
pENAPp>2AVd((deNAd>1Nd|p)— (d=1Vd=p))
Hi ha altres variants:

pENAPp>2AVd((d eNAd > 1Ad|p)—d=p))
PENAp>2AVd((deNAd>1Ad|pANd#p)—d=1))

Ates que, d’inici, queda dit que p és enter, podriem escriure:
p>2AVd((deNAd>1Nd|p)— (d=1Vd=p))

També podriem suprimir la pertinenga al conjunt dels nombres naturals d € N si
queda sobreentes o es declara externament.

e) “Ser nombre compost”, per a un enter 7.
Convindrem que n > 1.
JaFb(ae NAbeNAn=abANl<a<nAl<b<n)
Se’n poden escriure altres variants: escriure 1 <a < ncom (1 <a)A (a < n). També
tenim que una de les condicions 1 < a <n, 1 <b <nésredundant: qualsevol d’elles

es dedueix a partir de 1’altra, aplicant n = ab.

Es negacio de “ser primer”. La férmula que hem escrit equival a la negacid, pero
no és literalment la negacio.

p<2V3d((deNANd>1Ad|p)A(d#1)Nd#p)
p<2Vv3ddeNAd|pN(d>1)Ad < p)

Aixi, p=dd’',amb 1 < d < p, i andlogament per a d’.
f) “Ser quadrat perfecte”, per a un enter n.

Jk(k € ZAn=k*)
g) “No ser quadrat perfecte”, per a un enter 7.

Neguem la propietat anterior:

~3k(k € ZAn=£k?)
Vk—(k € ZAn=k)
Vk(—k € ZV —n=k?)
Vk(—k € ZV n # k)
Vk(k € Z — n#k?)
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h) “Ser multiple de 3”, per a un enter n.
dq(qg e ZAn=3q)
i) “No ser multiple de 37, per a un enter 7.
Negacié de I’anterior:
—3dq(q € ZANn=3q)
Vg—(q € ZNn=3q)
Vq(—q € ZV —n=3q)
Vg(—g € ZV n# 3q)
Vq(q € Z — n#3q)

Es pot expressar d’una altra manera si tenim en compte la divisio entera de n entre
3:

Jg(geZN(n=3q+1Vn=3q+2))
dq(geZAn=3q+1)VIp(peEZAn=3p+2)
JgIr((geZNreNAn=3g+r)—= (r=1Vr=2))
JgIr((geZNAreN— (n=3q+r— (r=1vr=2)))

PROBLEMA 5.23

Es tracta de formalitzar un predicat binari (2—ari) per a nombres enters (relacio si-
metrica). Siguin a i b nombres enters. La paritat és la propietat de ser parell o senar
(dicotomia) (a 7).

a) Expresseu en una formula de predicats la relacio:

“ser de la mateixa paritat”

“a i b son de la mateixa paritat”
“a i b tenen la mateixa paritat”
“a és de la mateixa paritat que b”

“a i b son ambdos parells o ambdds senars”

b) Expresseu en una formula de predicats la relacio:

“ser de paritat diferent”
Solucié

a) Resposta 1. Podem expressar la propietat de ser a,b de la mateixa paritat amb:

2laA2[b)V (2fan24b)
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Aixi:
a,b s6n de la mateixa paritat < (2laA2|b)V (21aA21D).
Resposta 2. Si és M(a,b) :== ((2lan2|b)V (2taN21b)).

Resposta 3. Més abstractament, si P(x) és el predicat “ser parell” i S(x) és el predi-
cat “ser senar”, aleshores es pot expressar amb lletres de predicat:

(P(a) NP(D))V (S(a) AS(D))

Resposta 4. Hi ha d’altres possibilitats, com per exemple: 2|a + b, que és equivalent
a ser a,b de la mateixa paritat.

b) Que siguin de paritat diferent es pot expressar de diverses maneres equivalents:

— exactament un €s parell (i, per tant, 1’altre és senar)
— exactament un €s senar (i, per tant, I’altres és parell)
— un és parell i I’altre, senar.

Resposta 1. Formalment:

(2lan2tb)V (2tan2|b)

Resposta 2. En termes de lletres de predicat:
(P(a) NS(b)) V (S(a) AP(D)) (de I’apartat (a)).

Resposta 3. Hi ha altres possibilitats, com per exemple: 2 { a + b, que és equivalent
a ser a,b de paritats diferents.

Resposta 4. També dbviament es pot escriure com a negacié de “ser de la mateixa
paritat’:

=((2lan2|b)V (2tan21b))

Com a exercici de tecnica demostrativa, vegem que €s equivalent a
(2lan2tb)V (21an2|b).

En efecte:

=((2lan2|b)V (2tan21b))
=(2laN2|b) A—(21aA21D) (per De Morgan)
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=(2]a) V=(2|b)) A(=(21a) VvV —(21b) (per De Morgan)

(2taVv21b)A(2]laV2|b) (per doble negacid)

[(2taV2tb)A2|a]V[(2taV21b)A2|b] (distributivitat de A respecte de V)

=[21an2ja)Vv(2tbA2la)]V[(2tan2]b)V (21bA2|b)] (distributivitat de A
respecte de V)

=[FV(21bA2la)]V[(21an2]b)VF] (contradiccid)
=[(21bA2[a)]VI[(2taAn2lb)] (perFVA=A)

PROBLEMA 5.24

Formalitzeu “Tot enter de la forma 4n+ 1 és primer”. Observeu que no estem afirmant
que sigui cert ni que sigui fals: només volem una formalitzacio de I’enunciat en el llen-
guatge de predicats.

Solucié. Hi ha diverses variants possibles:

Vn(n € Z — 4n—+ 1 és primer)

Vn € Z(4n+ 1 és primer)

Vn(4n+ 1 és primer) (domini sobreentés: Q = Z)

Vm((m € ZAN3In(n € ZAm=4n+ 1) — m és primer)

PROBLEMA 5.25

Considerem les proposicions segiients, referides a elements del conjunt A:

a) IxVy(xy >0)(A=7) e) Iy(xy >0)(A=7Z)
b) Vy(xy=0)(A=17) f) IxFy(xy=x) (A=2Z)
¢) VxIy(xy >0) (A=Z) g) IVy(xy=x)(A=12)
d) VxVy(xy >0)(A=7) h) Vydx(xy=x) (A=17)

A) Digueu si son certes o falses les afirmacions anteriors, i justifiqueu-ne les respos-
tes.

B) Negueu les formules (no s’accepta — a l’esquerra de la formula).

C) Digueu si son certes o falses les negacions anteriors, i justifiqueu-ne les respostes.

Es pot escriure alternativament. Per exemple, per a la primera (i, analogament, per a
les altres):

dx € AVy € A(xy > 0)
I(x e AANVy(y € A— xy >0))
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Solucio

a)

b)

)

Ivy(xy >0) (A=7Z)

No és cert.

Six=0,¢ésxy=0peratoty.Six>0,aleshores xy <0 peratoty <0.Perax <0,
és xy < 0 per a tot y > 0. Per tant, per a tot x, existeix algun y tal que xy % 0.

Negaci6 de la férmula:
—3xVy(xy > 0)
Vx—Vy(xy > 0)
VxJy-(xy > 0)
Vx3y(xy #0)

Vx3y(xy <0)

Es certa la negacié. L’argumentacié que s’ha fet abans s’hauria pogut fer aqui,
estudiant els casos possibles (x =0, x > 0, x < 0).

Ivy(xy =0) (A=2Z)

Cert. Amb x = 0 es compleix I’afirmacid.
Per tant, la negacio €s falsa:

—3xVy(xy =0)

Vx—Vy(xy =0)

VxJy—(xy =0)

VxJy(xy #0)

Ja s’ha deduit que la negacio €s falsa, perque €s negaci6 d’una afirmacio certa. Ara
bé, sense aquests antecedents, podem provar directament la falsedat de VxJy(xy #
0); n’hi ha prou d’aportar un contraexemple: x = 0.

VxJy(xy > 0) (A=1Z)

No és cert: vegeu x = 0. Es certa la negacié:
=VxJy(xy > 0)

Tx—=Ty(xy > 0)

Ivy-(xy > 0)

Iy (xy #0)

En canvi, si A =Z — {0}, aleshores és cert. Per a x > 0, amb qualsevol y > 0 es
compleix la desigualtat; per a x < 0, es compleix amb tot y < 0.

283



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

284

d)

e)

g

VxVy(xy > 0) (A =Z)

No és cert, n’hi ha prou a agafar x =0 o y = 0. O també, per a un x < o, considerar
y > 0, i viceversa (xy de signe diferent).

Es certa la negacio:

—VxVy(xy > 0)
Tx—Vy(xy > 0)
IxFy—(xy > 0)
FIy(xy <0)

En canvi, si A = N — {0}, aleshores I’afirmacid és certa.
ITy(xy >0) (A=7Z)

Cert. N’hem d’aportar I’exemple corresponent. Per exemple, per a x,y no nuls del
mateix signe.

La negacio és falsa:

—3xJy(xy > 0)
Vx—3y(xy > 0)
VxVy-(xy > 0)
VxVy(xy < 0). Contraexemple: qualsevol x,y positius (per exemple x = 3, y = 2).

Es falsa perque és la negaci6 d’una afirmacio certa. Pero també directament es pot
veure:

IFy(xy=x) (A=7)

Cert. Per exemple, per a x =0 o y = 1. Per tant, la negacio sera falsa, per bé que
també es podria veure directament.

Negaci6: VxVy(xy # x). Es fals. Contraexemple: x = 1, y = 1. O bé x = 0, y qual-
sevol.

Invy(xy = x) (A = 7Z). Es cert, amb x = 0.
Per tant, la negacio €s falsa:

—3xVy(xy = x

=x)
Vx—Vy(xy = x)
VxJdy—(xy = x)
(

Vx3y(xy # x) (no és cert amb x = 0).
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Amb A =Z — {0}, I’afirmacid seria falsa, ja que només hi hauria un valor de y que
satisfés la relacid: y = 1, cosa que contradiu que €s per a tot y.

h) VyIx(xy =x) (A=2Z)
Cert amb x = 0, valid per a qualsevol y. Per tant, la negacid és falsa:

—Vydx(xy =x)
Fy—Ix(xy = x)
IVa(xy =x)
IV (xy # x)

Vegem directament que no €s certa (per reduccio a I’absurd). Si fos certa i, per tant,
existis y, tal que xyo # x, per a tota x, aleshores xy, —x # 0, és a dir, x(yo — 1) # 0,
d’on, en particular, x # 0. Per tant, no podria ser per a tot x, contradiccio. Per tant,
IyVx(xy # x) no és certa.

5.6.2. Analisi d’enunciats. Quantificadors i condicionals ocults

Els enunciats de matematiques i d’altres arees es formulen de diverses maneres pel que fa
al grau de formalitzaci6. Als texts, es poden observar diversos estadis de formalitzacio,
que van des de la formulacié donada completament en termes del llenguatge natural,
passant per diversos estadis intermedis de formalitzacio creixent, fins a la formalitzacio o
simbolitzacio completa, en termes d’una férmula de predicats, sense llenguatge natural.

Els avantatges d’una férmula de predicats son la precisio i I’exactitud; I’inconvenient és
la possible poca llegibilitat (per als humans, perod no per a un programa, per exemple).
En canvi, en una formulacié completament en llenguatge natural, la llegibilitat pot ser
maxima per als humans (si no €s molt complicada), perd no per a un programa.

Amb llenguatge natural, de vegades no és totalment clar que diu exactament I’enunciat
en una primera lectura, sind que cal analitzar-lo curosament. Pot passar que la frase
sigui altament desordenada, que calgui adregar-la i, moltes vegades, extreure’n o posar
de manifest la seva estructura logica, que pot estar amagada, i si hi ha quantificadors
implicits o ocults, o condicionals. Es un exercici interessant veure qué diuen (exactament)
els enunciats. Farem una analisi de I’estructura logica d’alguns enunciats (formulats en
llenguatge natural).

Vegem-ne alguns exemples, amb els qual farem molt detalladament la progressié cap a
diversos enunciats de formalitzaci o simbolitzacio creixent:

Exemple 5.48 [simbolitzaci6 o formalitzacié: del llenguatge natural a la férmula de pre-
dicats] Considerem la frase: “Les cireres no sén taronges”. Es una frase de nivell impre-
cis, pel to generalitzant. En podem millorar la precisio per tal d’expressar-la en termes
d’estructura logica i de quantificacid. De fet, son aspectes logics implicits o amagats,
com es veura:
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Estadi I de simbolitzacio: 100 % llenguatge natural, 0 % formalitzacidé

En dir “les” (les cireres), estem dient que 1’afirmacio val per a tota cirera, per a totes les
cireres, per a qualsevol cirera, per a una cirera arbitraria; és 1’estructura exterior de la
férmula, la quantificacié universal; €s un aspecte que no queda completament explicitat
en el llenguatge.

“Tota cirera no €s una taronja”

“Qualsevol cirera no és una taronja”

“Cap cirera €s una taronja”

“Cada cirera no €s una taronja”

Internament, a la férmula hem de dir que s’afirma per a una cirera arbitraria, pero fixa
pel que fa a I’afirmacio que sigui: “una cirera no és una taronja”. Es pot expressar com
un condicional, que hi estava “ocult™:

“Si un objecte és una cirera, aleshores no és una taronja” (amb quantificador)

“Per a tot objecte que sigui una cirera, aleshores no €s una taronja”

“Per a tot objecte, si €s una cirera, aleshores no €s una taronja”

En aquest estadi, desenredem la frase, I’endrecem, n’identifiquem part de 1’estructura
logica.

Estadi 2 de simbolitzacio. Semiformalitzacio (1): introduim variables.

Aquestes expressions anteriors comencen a fer-se artificioses. Convé introduir-hi nota-

[T3L)

ci6, com a minim variables: “x” per a una cirera qualsevol, que ens permetra construir
frases amb més comoditat i progressar cap a la simbolitzacid. Aixi, tindrem:
“Per a tota cirera x, x no és una taronja”
“Per a qualsevol cirera x, x no és una taronja”
“Per a cada cirera x, x no és una taronja”
“Per a una cirera qualsevol x, x no €s una taronja”
“Per a tota x, si x és una cirera, aleshores x no és una taronja”
3 M £ M z [RT)
Si x €s una cirera qualsevol, aleshores x no €s una taronja

“Si x €s una cirera arbitraria, aleshores x no és una taronja”.
Estadi 3 de simbolitzacio. Semiformalitzacié (2): avancem en la simbolitzacid.

Avancem en la formalitzaci6 utilitzant connectives i quantificadors. El nucli de 1’afirma-
ci6 és el condicional:

“Si x €s una cirera, aleshores x no €s una taronja”, que podem simbolitzar amb:

“x és una cirera — x no €s una taronja”.
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Amb quantificador universal (per al “qualsevol”),
“Per tota x, (x és una cirera — x no és una taronja)”
“Per tota x, x €s una cirera — x no €s una taronja”

“¥x (x és una cirera — x no és una taronja)”

Estadi 4 de simbolitzacio. Simbolitzacié completa: 0 % llenguatge natural, 100 % for-
malitzacio:

Escollint les lletres de predicat segtients:

C “ser cirera”: C(x) és “x és una cirera” o, simplement, “x és cirera”.

T “ser taronja”: T'(x) és “x és una taronja” o, simplement, “x és taronja”.
Aleshores:

“Per a tota x, (C(x) — =T (x))”

Simbolitzacié completa:
Vx(C(x) = =T (x))
Versié 2. Podem substituir C(x) — —7T(x) per I’equivalent contrareciproc, =—T (x) —

—C(x), que equival a T (x) — —C(x).
I aix{ tenim una alternativa equivalent:

Vx(T (x) = =C(x)) .
Correspondria equivalentment a I’enunciat: “Les taronges no sén cireres”. ll

Exemple 5.49 Considerem I’enunciat: “Els quadrats dels nombres enters senars son se-
nars”.

Es una afirmacié per a fots els nombres enters? Sf, per “dels”. La frase és substituible
per:

“El quadrat dels nombres enters senars €s senar”

Es un cas de quantificador ocult per I’estructura de la frase. Es una frase altament desen-
drecada. N’anirem desenredant I’estructura. Es pot explicitar més i fer-hi apareixer el
caracter d’expressio quantificada, amb frases equivalents:

“El quadrat de fot nombre enter senar és senar”

“El quadrat de qualsevol nombre enter senar €s senar”

“El quadrat d’un nombre enter senar gualsevol és senar”

“El quadrat de cada nombre enter senar €s senar”

287



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

288

Des d’un punt de vista logic, la frase esta capgirada, ja que comenga per la conclusié o
tesi (““a I’inrevés”). Tenim aqui un condicional “amagat’; la frase es clarifica:

“Per a tot/qualsevol enter senar, el quadrat és senar”. “Per a cada enter senar, el quadrat
és senar” “Per a un nombre enter senar arbitrari, el quadrat és senar”.

Millor encara: “Si un nombre enter qualsevol €s senar, aleshores el quadrat €s senar”, on
s’explicita el condicional ocult.

"

No considerant de moment les parts de la frase: “qualsevol”, “per a cada ...”, “per a tot
...”, tenim una estructura interna condicional:

“Si un nombre enter és senar, aleshores el seu quadrat és senar”.
Posteriorment, quantifiquem amb “per a tot”.
Per tant, I’estructura global és clara: generalitzacié d’un condicional.

Procedim ara a la formalitzacié o simbolitzacid, és a dir, a transcriure 1’afirmacio del
llenguatge ordinari a una férmula de predicats. Suposem, en primera instancia, que totes
les variables son enteres (€2 = Z) i que no cal indicar-ho a la férmula.

Hem d’introduir una variable, n, nombre enter; és imprescindible per a la simbolitzacié
i permetra avangar; també aclarira I’enunciat, que anira quedant més nitid.

Aleshores tenim una primera possibilitat, encara poc formalitzada:

2

“Si n és un enter senar, aleshores n° €s un enter senar”

Generalitzacio:

“Si n és un enter senar qualsevol, aleshores n? €s un enter senar”
“Per a tot n que sigui enter senar, n*> és un enter senar”

“Per a tot n enter senar, n> és un enter senar”.

Expressem formalment la propietat de ser senar (enter) en termes de no-divisibilitat per
2, avangant en la simbolitzacio:

“si 2t n, aleshores 2 { n*>”

“per atot n tal que 21 n, 2t n*”

“si n és un enter qualsevol tal que 21 n, és 2 {n?

Introduim la connectiva del condicional, progressant en la simbolitzacio:
2tn—24n?

Finalment, generalitzem:

Vn(2tn—24n?) .
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Alternativament, ara indicant la pertinenca al conjunt dels enters:

Vn((n € ZA2tn) —24n?).
VneZ(2tn—21n%).
Vn(neZ— 24n—2tn?)). A

Exemples 5.50
Exemple 1. “La suma de dos nombres enters senars qualssevol és un nombre parell”

Adrecem la frase de manera que segueixi I’ordre d’un condicional, amb quantificacié
final.

1. Universal: Q =7
2. Variables: a,b
3. Predicats: “x divideix y” (x|y, D(x,y)).
4. Estructura condicional: (21aA2+tb) — 2|(a+b) ((aAB) =)
5. Quantificacié: Vavb(2ta A2+t b) — 2|(a+b).
Estructura:

YaVb((—D(2,a) A—D((2,b)) = D(2,a+Db))
Yavb((—D(2,a) A—D((2,b)) — D(2,s(a,b))) (s, suma). l

Exemple 2. “La suma de dos nombres enters parells qualssevol és un nombre parell”

Adrecem la frase de manera que segueixi I’ordre d’un condicional, amb quantificacié
final.

1. Universal: Q =7
2. Variables: a,b
3. Predicats: “x divideix y” (x|y, D(x,y))
4. Estructura condicional: (2|a A2]b) — 2|(a+b) ,((aAB) =)
5. Quantificacié: Vavb(2|a A2|b) — 2|(a+b).
Estructura:

VaVb((D(2,a) AD((2,b)) — D(2,a+b))
Yavb((D(2,a) AD((2,b)) — D(2,s(a,b))) (s, suma). W
Exemple 5.51 Un altre tipus d’analisi €s el que es fa sobre I’estructura d’una formula

de predicats amb la qual enunciem una propietat, per finalment acabar enunciant-la en
llenguatge natural segons diverses versions possibles.
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Inicialment:
VaVb((21aN21b) — 21ab) (a, b enters, sobreentes).
Finalment:

“El producte de dos nombres enters senars qualssevol és senar” (comenga pel final, per
la conclusio).

Convé desfer el cam{ que s’ha seguit en els altres exemples:

. Univers de discurs: Q = Z
. Variables: enters a,b (a,b € 7))
. Predicats: ser senar (21 n)

. Quantificacié universal de les dues variables: VaVvb(...)

whn A W N =

. Propietat nuclear (21aA2tb) — 2+t ab: si a,b sén senars, el seu producte també
ho és (és un condicional a — f3)

“El producte de dos nombres enters senars és senar”

6. Generalitzant (pel quantificador universal): “El producte de dos nombres enters
senars qualssevol €s senar”.

“Per a cada parella de nombres enters senars, el seu producte €s senar” Es senar el
producte de dos nombres enters senars qualssevol”. l

5.7. Qiiestions i exemples diversos

Aquesta secci6 consta d’exercicis 1 qiiestions variades, entre les quals:

a) definicié de predicats
b) descripci6 de predicats per férmules de predicat
¢) exercicis de traduccid en els dos sentits:

i) formalitzacid: del llenguatge natural al llenguatge formal (férmules de predi-
cat)

ii) desformalitzacid: del llenguatge formal (férmules de predicat) al llenguatge
natural.

15 Proposeu exemples de predicats. Proposeu exemples d’us en formules de predicats.

15* Resposta:
a) “ser home” (concepte)
— és home (Us).

H (x) :="“x és home” (notaci6 funcional amb variables).
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H (Pere) simbolitza “en Pere és home” (s amb constant).

Vx(H(x) — M(x)) (ds en una férmula de predicat).

b) serric —ésric xésric R(x):= “xésric”.

¢) anar amb tren — va amb tren

d) tocar el piano —toca el piano

e) ser més gran que —és més gran que —  G(x,y) := “x és més gran que y”.

f) “ser més vell que”
16 Indiqueu si la férmula segiient és una férmula del llenguatge de proposicions:
Vady(P(x.y) = (2Q(6y) A (R(x,y) = (S(oy) VT (x.7)))))
16* Resposta: No, és del llenguatge de predicats.
17 Per al predicat P(x), on x pertany al conjunt universal U, quins enunciats es generen

siU = {uy,up,u3}?

17* Resposta: P(u,),P(uy), P(u3)

18 Expresseu el quantificador:

a) existencial d en termes de Vi — b) universal V en termes de 31 —

18* Resposta:
a) IxP(x) = —Vx—P(x)
En efecte, IxP(x) = =—3IxP(x) = —Vx—P(x).
b) VxP(x) = —3x—P(x)
En efecte, -3x—P(x) = Vx——P(x) = VxP(x).

19 Es podria construir un llenguatge de predicats amb només un dels quantificadors
3,v?

19* Resposta: Si, ja que cada un d’ells es pot expressar mitjangant 1’altre i la negacié —.

P (x) = —Vx—P(x)
VxP(x) = —~3x—P(x)

20 Proposeu formules de predicats per a expressar les propietats de les operacions
aritmétiques de la suma en R:

a) propietat associativa de la suma.

b) propietat commutativa de la suma.

¢) existeéncia d’element neutre O per a la suma.

d) existencia d’oposat de qualsevol nombre real respecte de la suma.
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20* Resposta:

a) VaVyVz(x+ (y+2) = (x+y) +2)
VaVWz((x ERAYERAZER) = x+ (y+2) = (x+y)+2)
Hi ha altres variants de sintaxi menys estandard o més informal:
Vx ERVy e RVZER(x+ (y+2)=(x+y)+2)
VaVywWz(x+ (y+2z) = (x+y) +2) (Q0=R)
(x+ (y+2) = (x+y) +z2), VaVyVz (i altres variants)
b) VaVy(x+y=y+x)
¢) Vx(x4+0 =xA04x=ux) (indicant explicitament quin és 1’element neutre)
Ty Vw(w +x9 = wAXg+w = w) (sense explicitar I’element neutre)
d) ¥x3x'(x+x =0A (¥ +x=0)) (sense especificar quin és).

21 Proposeu formules de predicats per a expressar les propietats de les operacions
aritmetiques del producte en

a) propietat associativa del producte
b) propietat commutativa del producte
c) propietat d’existencia d’element neutre 1 per al producte

d) existencia d’oposat (invers, reciproc) de qualsevol nombre real no nul respecte
del producte

e) propietat distributiva del producte respecte de la suma

21* Resposta: Es similar a I’anterior sobre la suma. Escrivim només el relatiu a I’exis-
téncia d’invers:

Vx(x #£0 — I (' = 1AXx = 1)).
22 Proposeu férmules de predicats per a expressar diverses férmules en relacié amb

les operacions aritmetiques de suma i producte en R (que queda sobreentes) (no-
més algunes variants possibles):

a) quadrat de la suma
b) quadrat de la diferéncia
¢) suma per diferéncia

22* Resposta:
a) VaVy((x+y)? =x* +2xy+y?)
Vavy((x e RAY €R) — (x+y)? = x>+ 2xy+)?)
b) VaVy((x —y)* =x* —2xy +?)
©) VaVy((x+y)(x—y) =x*—y?)
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23 Formalitzeu: “La suma de dos nombres enters consecutius qualssevol €s senar’
(Q=R).

23* Resposta: L’afirmacié “La suma de dos nombre enters consecutius qualssevol és
senar” es formalitza de diverses maneres:

Vn(2 f(n+(n+1)))

Vnvk(2 f(n+k)+(n+k+1)))
VnvVk((a=n+kANb=n+k+1) =2 Ja+Db)

VnVk((n € ZAk € ZAa=n+kAb=n+k+1)—2 Ja+b)
VnkeZ((a=n+kANb=n+k+1)—=2 Ja+b)

Vavb((a € ZANbEeZNb=a+1)—2ta+Db)

i altres variants. A les dues primeres, resulta sobreenteés que el domini o universal
és Z, o bé s’ha de declarar a part de la férmula.

24 Considereu diversos enunciats. Tots diuen el mateix? Feu-ne formulacions verbals:

Yn(neNAR>1) — 1424 +n ”(”;1))
nn+1)

VnneN—=(n>1—142+-+n = 2 )
n(n+1)

VneNn>1— 142+ +n 5 )
n nn+1)

Vn((neNAn>1)— >k = 5 )

24* Resposta: Tots diuen el mateix. Hi ha diverses possibilitats de descripci6 verbal:

n(n+1)

Per a tot nombre natural n > 1, es compleix 1 +24---+n = 5

Sigui n un nombre natural qualsevol, amb n > 1 (o: tal que n > 1). Aleshores:

1
14+2+--+n= n(n+ ).
2
1
Sigui n un nombre natural qualsevol. Sin > 1, aleshores 1 +2+---4+n= n(nz—i— ) .
1
Per a tot nombre natural n > 1, es compleix 1 +2+---+n = n(n; ) .
1
Per a tot nombre natural n,sin>1,14+2+---+n= n(nz—i— )
1
Sigui n un nombre natural no nul qualsevol. Aleshores 1 +2+---4+n= n(n2+ ) .
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n(n+1)
I

Sigui n un nombre natural no nul arbitrari. Aleshores 1 +2+---4+n=

n

La igualtat Z k=

k=1

1
n(nt1) és valida per a tot nombre natural n > 1.

25 Expresseu en llenguatge natural:

a) Vn
b) Vn

(n€ZAN2|n)—2 2n®+5n+3)
(n€ZA2 Jn)—4|11n*—T7)
) Va((n € ZA2|n*+3n) — 2|n)

d) Va(n € Z — (2|n*+3n— 2|n))

e) (Vn€Z)(2|n*+3n—2|n)

f) Vn(n e NA2|(n® —n+1))

g) Vx e NVne N(n >2 — (2|x") <> 2x))

h) VaVn((x e NAn e NAn >2) — (2[x") < 2Jx))
i) Va((ne NAn>4) —n! >2")

Vn(neN— (n>4—n!>2"))

VneNn>4—n!>2")
j) VaVn((x eRAx>—-1An€ZAn>0)— (14+x)" > 1+nx)
k) Vx((x €Z) — (2 J5x—7) = 2[9x+2)

Vx((xeZ)N(2 J5x—T7)) — 2|9x+2)

P ===

25* Resposta:

a) Sin és un enter parell qualsevol, aleshores 2n* + 5n + 3 és senar.

b) Per a cada enter senar n, I’enter 11n* — 7 és divisible per 4.

¢) Sigui n € Z un nombre enter qualsevol. Si n*> + 3n és parell, aleshores n és
parell.

d) Sigui n € Z un nombre enter qualsevol. Si n* + 3n és parell, aleshores n €s
parell.

e) Sigui n € Z un nombre enter qualsevol. Si n*> + 3n és parell, aleshores n és
parell.

f) Per a tot nombre enter n, n* —n+ 1 és parell.

g) Peratotx € Niperatotenter n > 2, x" és parell si, i només si, x és parell.

Siguin x,n enters qualssevol. Si n > 2, llavors que x" sigui parell és condicid
necessaria i suficient per tal que x sigui parell.

Siguin x,n enters qualssevol, amb (i) n > 2. Aleshores x" és parell si, i només
si, x és parell.

h) Sigui x un nombre natural qualsevol. Per a tot enter n > 2, x" és parell si, i
només si, x és parell.

i) n! > 2" per a tot nombre natural n > 4.

j) Per a tot nombre real x > —1 i per a tot n enter positiu, (1+x)" > 1+ nx.

k) Sigui x € Z qualsevol. Si 5x — 7 és senar, aleshores 9x + 2 €s parell.
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26 En un examen, s’ha d’escriure la negaci6 de:

a) Vx(P(x) — Q(x)) (on x € U, un universal).
La resposta que es ddna és:
W (=P(x) = ~0(x)).
Es correcte?

b) Vx(=P(x) — =Q(x)) (on x € U, un universal).
La resposta que es déna és: Ix(P(x) — Q(x)).

Es correcte?

26* Resposta:

a) No és correcte. La negaci6 és:
Fx(P(x) A—Q(x)).
b) No. La resposta és Ix(—P(x) A Q(x)).

27 Considerant el conjunt U = {a,b,c,d} com a “univers” o “univers de referéncia”,

[T L]

1 entenent que “x” pertany a U, indiqueu que significa (si hi ha algun cas que s’hi
ajusti) VxQ(x), on Q(x) és una afirmacié que es formula en termes de la variable x:

a) Q(a)VQ(b)V Q(c) vV O(d) ¢) ~Q(a)V-Q(b)V—=0(c) vV O(d)
b) O(a) A Q(b) AQ(c) AQ(d) d) =Q(a) A=Q(h) A ~Q(c) A ~0(d)

27* Resposta:

a) Fals b) Cert ¢) Fals d) Fals

28 Considerant el conjunt U = {a,b,c,d} com a “univers” o “univers de referéncia”,

[Tt}

i entenent que “x” pertany a U, considereu els enunciats segiients, on Q(x) és una
afirmaci6 que es formula en termes de la variable x (predicat). Estudieu si es poden
expressar com a enunciat amb les variables quantificades (per exemple, =VxQ(x)):

a) =Q(a)V—-Q(b)V-0Q(c)V—-0Q(d) d) —Q(a) \=Q(b) N—0Q(c) A=Q(d)
b) 0(a) NQ(b) AQ(c) N O(d)
¢) Q(a)vO(b)VQO(c)VO(d) e) =(Q(a) AQ(b) AQ(c) NO(d))

28* Resposta:
a) —VxQ(x) (equivalent a 3x—Q(x))  d) —3IxQ(x) (equivalentment, Vx—-Q(x))

b) VxQ(x)
¢) IO(x) e) —VxQ(x) (equivalentment, 3x—Q(x))
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29

29~

30

30"

31

31"

32

32*

33

33"

La negacié de VxQ(x) és (equivalent a) Vx—Q(x). Cert o fals?

Resposta: Fals. La negacié —=VxQ(x) de VxQ(x) és Ix—Q(x).

L’enunciat Vx—Q(x) és negacié de...

Resposta: =3xQ(x).

En efecte, Vx—Q(x) = 2—=Vx—=0(x) = =(=Vx—Q(x)) = ~(Ix——0(x)) = ~(3x0(x)).
Indiqueu si s6n certes les afirmacions segiients, per a un predicat Q(x):

a) La negaci6 de VxQ(x) és Vx—Q(x).
b) La negacié de IxQ(x) és Ix—Q(x).
¢) VxQ(x) — IxO(x).
d) IxO0(x) — VxQ(x).

Resposta:
a) Fals b) Fals c) Cert d) Fals
Considerem el predicat Q(x) on x € U = {a,b,c}. Escriviu expressions desple-

gades, sense quantificador, amb la variable substituida pels valors de I’*“univers”
corresponents als enunciats amb quantificador universal i existencial:

a) VxQ(x) b) IxO(x) c) ~VxQ(x) d) —=3x0(x)
Resposta:

2 0(a) A 0(b) A Qc) &) ~0(a)V-0(b)V—0Q(c)

b) 0(a)V 0(b) v () 4) ~0la) A ~0(b) A~0(¢)

Si O(x) és un predicat (amb x € U, “univers de discurs”), es fa servir la notacié
I1xQ(x) per a indicar que existeix un unic x que satisfa Q(x). Expresseu aquesta
propietat d’existéncia i unicitat mitjan¢ant un enunciat que eviti aquesta notacio.

Resposta: (3xQ(x)) A (V2Vt(Q(2) AQ(t) — z=1)),
o bé, equivalentment:
(IQ(x)) A (Vv (z # 1 — =(0(2) A O(1))))

A la formulacié anterior, existéncia i unicitat son independents. A la que segueix,
podem expressar la unicitat suposant existéncia prévia:

(Q(x) AVY(Q(y) =y =x)), 0 bé
W (Q(x) AVY(y # x = =0(y)))
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34 Si U ={a,b,c} i Q(x) és un predicat, amb x € U, escriviu una férmula propo-
sicional, sense quantificadors, amb les variables substituides, que correspongui a
“existeix un unic x tal que Q(x)”.

34* Resposta: Una possibilitat és:

(Q(a) A =Q(b) A=Q(c)) V (=Q(a) AQ(b) A=Q(c)) V (—Q(a) A =Q(b) A Q(c)).

35 Expresseu formalment “tot nombre real té arrel cibica real” (equivalent a “existeix
arrel cubica de tot nombre real”).

35* Resposta: VxJy(y* = x), on suposem que I’univers al qual pertanyen les variables és

R. Si s’inclou I’universal al propi enunciat, aleshores seria Vx(x € R — (Jy)(y e RA
y® =x)). O bé, sense notacid conjuntista, Vx(x nombre real — (Jy)(y nombre real A

Y’ =x)).
36 Per a demostrar =3xP(x), és equivalent demostrar:
a) Jx—P(x) b) VxP(x) c) Va—P(x) d) —VxP(x)
36* Resposta:
a) No b) No c) Si d) No
37 Indiqueu quines afirmacions sén equivalents a =VxP(x), on P(x) és un predicat:

a) Vx—P(x) ¢) Ix—P(x) e) —Ix—P(x)
b) JxP(x) d) —3xP(x) f) ———VxP(x)

37* Resposta:
a) No b) No c) Si d) No e) No f) Si

38 Indiqueu quines afirmacions sén equivalents a la negacié de 3—P(x), on P(x) és un

predicat.
a) —dx—P(x) c) VxP(x) e) Ix——P(x)
b) Vx—P(x) d) Vx——P(x)

38* Resposta:
a) Si b) No c) Si d) St e) No

39 Escriviu una férmula equivalent a =3xP(x), de manera que — no aparegui a ’es-
querra.

39* Resposta: Vx—P(x)
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40

Escriviu una férmula equivalent a —=Vx(P(x) — Q(x)), sense cap — i de manera
que — no aparegui a I’esquerra.

40* Resposta:

41

—Vx(P(x) x))
A (P(x) x))
A (P(x) A=Q(x))

— 0O
— 0O

Escriviu una férmula equivalent a —=VxP(x), de manera que — no aparegui a ’es-
querra.

41 Resposta: Ix—P(x)

42

Escriviu una férmula equivalent a =3x(—P(x) V ~Q(x)) sense cap .

42* Resposta:

43

=3 (=P(x) V =Q(x))
Vao(=P(x) V=0(x))
Vx(==P(x) A ==Q(x))
Vx(P(x) A Q(x))

Escriviu com a negacié Vx—P(x).

(o
(

43* Resposta: Ja sabem que Vx—P(x) és equivalent a —3xP(x). Pero, en general, es

44

44* Resposta: Vn(z i=

45

podria procedir de manera més sistematica, escrivint:
Vx—P(x)

(VP (x))

~(=(Va=P(x)))

=(F==P(x))

=(3xP(x))

Formalitzeu completament 1’afirmaci6: “per a tot nombre natural 7, la suma dels n

. z n(n + 1) ER)
primers nombres naturals €s -

n

n(n+1
2

) ) (opci6 alternativa: introduir N)
i=0

La férmula de predicats Vx—VyP(x) equival a:

a) Vx3yP(x) b) Vx3y—-P(x) ¢) VxIyP(—x)
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45* Resposta:

46

a) No. b) Si. ¢) No t€ sentit.

Escriviu Vx—VyP(x,y) com a negacid.

46* Resposta: ~3xVyP(x,y)

47

Escriviu formalment la condici6 de ser tres objectes diferents. Expresseu-ho en
termes d’un predicat. Expresseu-ho en termes del predicat de ser dos objectes dife-
rents.

Denotant els objectes per x,y,z, en relacié amb aquest problema, indiqueu quines
afirmacions son correctes.

Q) XFAYANYFZINZFX

b) x#yAy#z

) {x.y.2}[=3

d) x & {y,2},y & {x.z} (no hi ha elements repetits en un conjunt)

47* Resposta: Una possible soluci6 és P(x,y,z) 1= (x # y) A (y # 2) A (z # x) (observa-

48

cid: els parentesis de la féormula anterior no son estrictament necessaris; només s’hi
inclouen per facilitar-ne la llegibilitat). Si es considera el predicat D(a,b) := (a #
b), es pot reexpressar com P(x,y,z) := D(x,y) AD(y,z) A D(z,x). També es podria
considerar un predicat auxiliar, el de “ser iguals”, I(a,b) := (a = b); aleshores es
podria expressar com P(x,y,z) := =l (x,y) A1 (y,z) A—I(z,x).

Encara hi ha altres variants possibles:

P(x,y,2) = ~(x=y)A=(y=2)A=(z=x)=~(x=y)V(y=2)V(z=x) =
—(I(x,y) VI(y,2) VI(z,x)).

Pel que fa a les preguntes:

a) Cert. c) Cert.
b) Fals. Pot ser x = z. d) Cert, pero redundant.

Observeu com, a partir d’un predicat basic com el de “ser diferents (dos objectes)”,
podem construir predicats més complexos (per exemple, “ser 4 objectes diferents”).

Formalitzeu completament 1’afirmaci6 segtient (no cal que sigui certa; només cal
saber escriure una férmula de predicat que es correspongui amb I’enunciat). “Per a
tot nombre natural n, la suma dels cubs dels n primers nombres naturals senars €s
el quadrat d’un nombre natural multiple de 4”.

48* Resposta: Entenent que el conjunt de referéncia és N (domini universal), en propo-

sem diverses variants:
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49

n—1

Vn3k (Y (2j+1)° = (4k))

Jj=0
n

Vn3k (Y (2j—1)° = (4k)?)

J=1
n—1

vneNFkeN (Y (2j+1) = (4k)?)

Vn(neN— 3k (keNAD (2j+1) = (4k)?)

j=0
Formalitzeu, mitjancant una férmula del llenguatge de predicats:
“L’equacid x* + 3x* 4+ 5 = 0 t€ solucions reals”

“L’equacid x* + 3x2 4+ 5 = 0 admet solucions reals”

“L’equaci6 x* + 3x* +5 = 0 té alguna solucid real”

“Hi ha un nombre real que és solucié de 1’equacié x* +3x2+5=0”
“Existeix alguna solucid real de 1’equaci6 x* + 3x> +5 =0”

“Existeixen solucions reals de I’equacié x* + 3x* +5 = 0"

49* Resposta: Totes les afirmacions diuen el mateix (no importa si I’enunciat €s cert o

50

fals).
Ix(x e RAX'+3x7+5=0)
Jx € R(x* +3x* +5 =0) (no estandard)

Seria una possible formulacid. O bé, si queda sobreentes que el conjunt universal
és el dels nombres reals:

Ix(x* +3x*+5=0)

Considereu la férmula de predicats (versi6 estil informal o semiformalitzat):

Vx € B P(x)

Indiqueu quines de les segtients s6n (equivalents a) la negacid de la férmula i les
que ho siguin, per que:

a) Vx € B —P(x) d) 3x € B—P(x) g) Vx ¢ B —P(x)
b) Ix € B P(—x) e) dx ¢ B P(x)
¢) dx € B P(x) f) 3x ¢ B —P(x) h) Vx ¢ B P(x)

50* Resposta: L'tinica correcta és (d): Ix € B —~P(x).

Per veure-ho, hem de reformalitzar-la de forma estandard:
Vx € B P(x)
Vx(x € B— P(x))
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La negacio sera:

—(Vx(x € B— P(x)))
Ix-(x € B— P(x))
Fx(x € BAP(x)) (per =(p = q) = pA—q),

que reescrivim informalment com:

dx € B(—P(x))
Ix € B—P(x)

Indiqueu quina és la propietat que permet escriure:
Vavad' ((a€ ANd e ANa#d) — f(a) # f(d))
en comptes de:

Vavd' (((a € ANd € A)Na#d') — fla) # f(d))
o de:

VavVd ((a€ AN (d € ANa#d)) — fla) # f(d))

51* Resposta: L’ associativitat de la conjuncid.

52

Definint els predicats adequats, traduiu a una férmula de predicats: “Si tot és mate-
ria, aleshores no existeixen esperits”.

52* Resposta: Si M és “ser materia” i E és “ser esperit”:

53

VxM(x) — —3yE(x)

Considereu la frase: “cap home és un insecte”. Estudieu si alguna de les férmules
de predicat segiients, amb la notacié obvia H (ser home), I (ser insecte), n’és la
traduccid.

a) Vx(H(x) = —I(x))
b) —Vx(H (x)
¢) F(H(x) A1 (x))
d) —~3Ix(H(x) N1(x))

53* Resposta:

a) Correcte
b) Incorrecte. Equivalent a (3). No impedeix que algun home pugui ser insecte.
¢) Incorrecte. Equivalent a (2). No impedeix que algun home pugui ser insecte.
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54

54*

55

d) Correcte. Equivalent a (1). Es veu pel significat i també formalment, derivant-
la de (1), a través d’una seqiiencia d’equivaléncies:

Vx(H (x) — —I(x))

—=Vx(H (x) = =1 (x))
—Fx(H (x) = =1 (x))
—3x(H(x) A —=—I(x))

)
—3x(H (x) M ()
Definiu un nou quantificador existencial 3!!, on I!!xP(x) significa que “existeixen

exactament dos x tals que P(x)”. S’ha de definir en termes dels quantificadors
ordinaris V,3 o un d’ells.

Resposta: Hi ha diverses solucions possibles. N’indiquem una solucié basica:
DIy(P(xX) AP(y) Ax £y AVz(P(2) = (z=xVz=1)))

Les segtients es poden obtenir a partir de la basica, per aplicacié de diverses equi-
valéncies (De Morgan, contrareciproc, etc.):

ATy (P(x) APY)Ax #yA=Tz(P(2) ANz £ x Nz #Y))
HIy(P(x) AP(y) Ax #yAVz((z #x Az #y) = 2P(2)))
IxFy(P(x) ANP(y) Ax #yAVZ(P(z) Nz #x) = z2=1))
Iy(P(xX) AP(Y) Ax £y AVz((P(2) Nz #y) = 2=x))
També, incorporant llenguatge de conjunts:

y(P(x) AP(y) Ax #yAVZ(P(z) = z € {x,¥}))

I, naturalment, canviant d’ordre els quantificadors existencials:
JyIx(P(x) AP(y) Ax #yAVz(P(z) = (z=xVz=1Yy)))
Qiiestio. Analitzeu si seria correcte escriure:

WP(x) AWP(Y) Ax £ yAVZ(P(z) = (z=xVz=Y))

Considereu les férmules de predicat segtients i indiqueu quines s6n negacions de
les altres, si és el cas.
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55* Resposta:
(d) és negacid de (a) (de fet, son negacions 1’una de ’altra) i
(b) és negacid de (c) (de fet, son negacions 1’una de ’altra).

56 Considereu ’afirmacié: “De cada 5 nombres enters consecutius, exactament un és
multiple de 5. Formalitzeu-la.

56* Resposta: Es pot simbolitzar de diverses maneres. En primer lloc, suposem que
els nombres consecutius tenen la forma n,n+ 1,n+2,n+ 3,n+ 4 (equivalent a
altres formulacions, com per exemple n —4,n—3,n—2,n— l,n,n+k,n+k+1,....
Podem expressar la variacié 0 < i < 4 de diverses formes, com arai € {0,1,2,3,4}
0i=0Vi=1Vi=2Vi=3Vi=4.

Versio 1.¥n(n € Z — Ji(i e NAO< i <4AS|n+iAVj(jENAOL j<4A5n+
)= j=1))

Versio 2.¥n(n € Z — Ji(i e NAO < i <4A5n+i) A\VjVk((j e NAkeNAOD <
J<ANO<k<ANANS5n+ jASIn+k)— j=k)))

Observacio: Aqui només es formalitza, no es demostra.

57 Traduiu a llenguatge natural les férmules de predicat segiients:

a) Vx((M(x) AVy—A(x,y)) = I(x)), si M(x) és “x és un home”, I(x) és “x és
infeli¢”, A(x,y és “x és amic de y”.
b) —3Ix(E(x) AVY(E(y) — M(y,x))), si E(x) és “x és enter” 1 M(x,y) és “x < y”
¢) Si P(x) és “x és una persona” i H(x,y) és “x odiaa y™:
i) Ix(P(x) AVY(P(y) = H(x,y))
i) Vx(P(x) = Vy(P(y) = H(x,y
i) Vx(P(x) — Yy(P(y) — H(y,x
iv) Vx(P(x) — Jy(P(y) — H(x,y
V) x(P(x) AVy(P(y) = (H(x,y) <> H(y,y))))

58 Si A és un conjunt, considerem la formula de predicats:

VaVy((x e AANXx €A) —x=Y)

La férmula diu:

a) que el conjunt A té elements.

b) no diu ni tan sols que hi hagi algun element a A.
¢) que, si hi ha elements, com a maxim n’hi ha un.
d) que el conjunt A pot ser buit o tenir un element.
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e) |A| <1 D IxVy(x#y = (xgAVy € A))
f) A=0o|A| =1

o) A—003x(A = {x}) k) VaVy((x ZyAx€A) —y & A)
h) Vx(x & A)V Ix(A = {x}) D) VxVy((x #yAy€A) = x € A)
i) "IxIy(x EAANYEAAXFEY) m) Iy(x EAANYEAAXHY)

58* Resposta:

a) Fals. d) Cert. g) Cert. j) Cert. m) Fals.
b) Cert. e) Cert. h) Cert. k) Cert.
c) Cert. f) Cert. i) Cert. 1) Cert.

59 Expresseu amb una férmula de predicats: “Algunes persones escolten a tothom”.
59* Resposta: Considerem els predicats:
P(x):= “x és una persona”
E(x,y):="xescoltaay”
Versio 1. Considerem que “una persona no s’escolta a si mateixa”.
Una soluci6 possible:
(P(x) AVE((P(t) At # x) = E(x,y)))
Versio 2. Sense la condici6 “una persona no s’escolta a si mateixa”, aleshores seria:
x(P(x) AVE(P(t) — E(x,y)))
Exercicis proposats

60 Si P,Q son predicats, indiqueu si sén certs:

a) —VxP(x) = IxP(x). e) —IxP(x) = VxP(x)
b) VxP(x) = —3x—P(x). — 3Pl
) VxP(x) = —3y-P(y). B ~vxoP(x) = IP()
d) Vx—P(x) = —3xP(x) 2) IxP(x) = ~Vx—P(x)
h) Vx(P(x) A=Q(x)) = =3x(P(x) = Q(x))

i) Vx(P(x) — O(x)) = Vx=(P(x) A =Q(x))

B Yx(P(x) = Q(x)) = Vx(=Q(x) = =P(x))

60" Resposta: Vegem només 1’apartat (h): Vx(P(x) A —=Q(x)) = —3x(P(x) — O(x)).
Per doble negacid, podem escriure la férmula equivalent a I’anterior (esquerra):

Vao=(P(x) A=Q(x))
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Ara “desplacem” una d’aquestes negacions cap a I’esquerra i I’altra cap a la dreta i
n’obtenim una seqiiéncia d’equivaléncies:

~Fe(P(x) AQ(x))

—3x(—P(x) V =—=Q(x)) (per De Morgan)

—3x(=P(x) V O(x)) (per doble negacid)

- (P(x) = O(x)) (a = B =-aVp)

Per tant és cert: Vx(P(x) A =Q(x)) = —3x(P(x) — O(x)).

61 Considereu la frase “els mirtils i les cireres sén rics en antioxidants”. Estudieu
quines de les féormules de predicat seglients serien bones traduccions de 1’enunciat,
amb els significats: M (ser mirtil), C (ser cirera), A (ser ric en antioxidants).

a) Vx((M(x) AC(x)) — A(x))

b) Vx((M(x)VC(x)) — A(x))

¢) Vx((M(x) — A(x)) V (C(x) = A(x)))

d) Vx(M(x) = A(x)) vV Vx(C(x) = A(x))

e) Vx((M(x) = A(x)) A (C(x) — Ax)))
( )

f) Vx(M(x) = A(x)) AVx(C(x) — A(x))

62 En I’intent d’expressar: “hi ha, com a minim, tres elements”, s’escriuen les férmu-
les segtients. Estudieu quines relacions hi ha entre les diverses férmules i quines
corresponen a la frase.

a) IxdyJz(x £ yAx#zAy#£2)

b) Ty (~x =yA-wx=zA-y=72)

¢) IIyTz~(x=yVx=zVy=72)

d) ~“VaWyWz(x=yVx=zVy=z)

e) IIyTIz~((x AyAx#z) = y=2)
f) ~VaVyWz((x ZyAx#z) = y=2)

g) IFyTz-(y#z— (x=yVx=2))

h) IxFyFz~(y #£zAx#y) > x=32)

D Iy #£z—= (x#£y—>x=72))

63 Es tracta d’expressar amb una férmula de predicats: “Algunes persones escolten a
tothom”. Hi ha diverses formulacions equivalents, com “algu escolta a tothom”, per
exemple.
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Considereu els predicats:

P(x):= “x és una persona”

E(x,y):="xescoltaay”

i suposeu que “una persona no s’escolta a si mateixa”.

Analitzeu les formules segiients i indiqueu quines sén la solucié i quines no ho
son.

) Ix(P(x) AVE((P(1) At #x) = E(x,y)))

b) IxP(x) AVE((P(t) At #x) = E(x,y))

¢) I(P(x) AVI(P(t) = (1 # x = E(x,y))))

d) Ix(P(x) AVt(P(t) = (mE(x,y) =t =x)))
(

e) (P(x) AVt #x — (P(t) = E(x,y))))
f) IP(x) AVE(t #x — (P(t) = E(x,))).
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En alguns capitols anteriors, s’han vist diverses técniques de demostracié d’enunciats. En
aquest capitol, s’exposen de manera més sistermatica diverses metodologies de demostra-
cio, llevat de la induccid, a la qual es dedica un capitol exclusiu. Encara que algunes
demostracions facin servir una barreja de metodes, podem dir que els meétodes més habi-
tuals son els segiients:

a) Demostracio directa.

b) Demostraci6 pel contrareciproc (metode del contrareciproc).

¢) Demostracié per reduccio a I’absurd (metode de reduccié a I’absurd).

d) Demostracio per casos.

e) Demostracio per induccio, en diverses modalitats (capitol especific).

Encara que cada tipologia es descriu per separat, si convé presentem demostracions amb

la barreja de metodes que calgui, encara que es descriguin monograficament en seccions
posteriors, dintre del mateix capitol.

Alguns dels metodes es basen o estan relacionats amb equivaléncies logiques, que ja
s’han tractat en el capitol de llenguatge de proposicions. N’enumerem les principals:

a) A — B=-AV B (condicional en termes de negacid i disjuncio).
b) —(A — B) = A A —B (negaci6 del condicional).

¢) (A — B) = (—B — —A) (contrareciproc).

d) (AVB) =C=(A—C)A(B— C) (per casos)
(disjunci6 a I’antecedent; enunciat per a disjuncié de dos casos, ampliable a més).

e) A= (BVC)=(AAN—-B) — C = (AAN—-C) — B (disjuncid al conseqtient)
(enunciat per a disjuncié de dos, ampliable a més).
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f) AVB=-B— A=-A— B (disjuncié en termes de condicional)
(enunciat per a dos casos, ampliable per associativitat).

g) A« B=(A—=B)A(B—=A).
També s’utilitzen altres equivaléncies 10giques, com per exemple les de De Morgan.

Com a la resta de 1’obra, molts exercicis son de poca dificultat tecnica, per tal de poder
veure facilment el mecanisme de demostracid, de manera que no quedi enfosquit per
un cumul de tecnicismes. D’aquesta manera, destaca el mecanisme, la metodologia de
prova.

6.1. La implicacio
6.1.1. La implicacio (=)

Considerem el condicional p — g. Vegem-ne un exemple, suposant que n és un nombre
enter, en diverses formes:

“si n és senar, aleshores n? és senar”,

“si n és senar, n> és senar”,

“V¢n—24n*”,

onp:=2{niqg:=2tn’
Es podria completar la férmula anterior de dues maneres equivalents, introduint-hi el
domini:
(n€ZN2tn)—2tn?
ne’Z— 24n—24n?
En principi, 2 n — 2 { n? és una simple férmula, i res més, del llenguatge de predicats.
Amb I’enunciat no afirmem res sobre la férmula (a la practica moltes vegades se sobre-

entén una manifestacié implicita de veracitat, només d’escriure-la). El pas segiient és fer
I’afirmacid explicita de veracitat, si és el cas:

Qué vol dir que A implica B? (A = B). Sobre aquesta férmula, podem fer les afirmaci-
ons segiients:

“2¢n— 21n*és cert”
“El condicional 2 n — 2 { n* és cert”

“Es cert el condicional 211 — 21 n?”,

on s’afirma la veracitat del condicional.
Es el mateix que dir: 2 { n = 2 { n%, que es llegeix “2 { n implica 2 { n>”
Per tant, i amb el simbol =

A = B (A implica B) si, i només si, A — B és cert .



Meétodes de demostracio %

De fet, A implica B si, i només si, “si A €s cert, aleshores B €s cert”.

Per tant, si afirmem “2{n = 2{n?”, estem afirmant: “2{n — 2 { n* és cert”.
Observacions diverses

Observacio 1 (de quin llenguatge és =?): A = B no és una férmula del llenguatge de
predicats. Es una afirmaci6 externa, sobre una férmula del llenguatge, concretament A —
B (tecnicament, seria d un “metallenguatge’).

Observacio 2 (vegem-ne el rerafons logic): En alguns textos s’afirma que “A implica B”

si A — B és una tautologia.
Es correcte i equivalent. En efecte, si observem la taula de veritat del condicional:

A B A—B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

resulta que, en els casos F — F (0 — 0), F — V (0 — 1), ja esta garantida la certesa,
formalment, sense provar res. De fet, sGn casos sense interés per a aquest capitol sobre
demostracié. De manera que hem de veure que es produeixelcas V =V (1 — 1),és a
dir, que no es produeix el cas V — F (1 — 0) o, dit d’una altra manera, que no pot ser
que A sigui cert i B no ho sigui.

ElcasV —V (1 — 1) (per a A — B) normalment, és a dir, en enunciats d’interes, cal
establir-lo. En aquest cas, sol ser necessari un “esfor¢”, una argumentacié que estableixi
la veracitat de B utilitzant la veracitat suposada de A. Els casos interessants seran aquells
en que d’alguna forma existeixi alguna relacio entre A i B, com per exemple, amb I’ afir-
maci6 2|n = 2|n®. Altres casos de condicional formalment cert no tenen cap interés pel
que fa al que ens ocupa com per exemple 2 >0 — 4 < 5.

Ens interessen, doncs, aquelles situacions en que es produeix un resultat realment nou,
que cal establir, €s a dir, demostrar.

Observacio 3 (prevenim el lector). En alguns textos, no es fa aquesta distincidé notacional
i conceptual entre — i =-.

Observacio 4 (algunes redundancies). També es diu:

“A = B és cert” (és redundant)
“Demostrem A — B” (es vol dir: “Demostrem que A — B és cert”).
O bé: “Hem de demostrar A — B”.

Observacio 5 (abus notacional). De vegades, es fa un abus del llenguatge. Per exemple,
si s’escriu (A = B) A (A = C), s’esta fent una barreja, ja que formalment el simbol = no
forma part de llenguatge de proposicions. Seria millor escriure A = B 1 A = C. Aquest
“problema” menor també es podria solucionar ampliant el llenguatge de predicats amb
els simbols nous = i <, amb les ampliacions gramaticals corresponents.
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Un exemple més: la negacié de la implicacié “no (A = B)” (A — B no és cert), de
vegades s’escriu abusivament com —(A = B) i s’escriu que és A A =B, quan en realitat
s’ha d’escriure “A ino B”.

Vulgui el lector disculpar que, de vegades, també nosaltres cometem aquest abus nota-
cional.

Hipotesi-tesi. En el context d’una implicacié A = B, ampliem les denominacions per al
cas del condicional dels dos components de la férmula (A, B) (vegeu el capitol sobre el
llenguatge de proposicions):

A és la hipotesi (o la premissa o I’antecedent),
B és la tesi (0 la conclusié o el conseqiient o conseqiiencia).

Condicié necessaria, condici6 suficient. També tenen el mateix us que en el cas del
condicional (vegeu el capitol sobre el llenguatge de proposicions) les expressions con-
dicio necessaria i condicio suficient: aixi, si A = B:

A és condici6 suficient per a B,
B és condici6 necessaria per a A.

Aix0 es pot reexpressar en una serie de frases equivalents totalment paralleles que s’han
vist al capitol dedicat al llenguatge de proposicions. Per exemple:

“si A és cert, necessariament B és cert”,

“és necessari que B sigui cert perque ho sigui A”,

“és suficient que A sigui cert per tal que també ho sigui B”,
i moltes altres.

Vegem un exemple de demostracio.
Exemple 6.1 Suposem que n €s un nombre enter.
Demostrem 2{n = 21 n’.

Es a dir, n és senar = n’ és senar.

Hipotesi: 2 { n (amb n nombre enter)
Tesi: 24 n (amb n nombre enter)

Una altra formulaci6: (n € ZA2{n) = 2+tn’

Idea de la demostracié. Es convenient tenir una idea de la demostraci. Es tracta d’en-
cadenar arguments correctes, que produeixin una seqiiéncia (finita) d’afirmacions, cada
una conseqliéncia de 1’anterior, que acabin en la conclusid (tesi) i s’utilitzi la hipote-
si (premissa). No existeixen regles en aquest sentit, tot depen del problema. La idea en
aquest exemple: €s expressar que n és senar amb alguna férmula equivalent, que puguem
manipular, escrivint que n €s de la forma 2k 4+ 1 (amb k enter convenient) i intentant
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arribar a que n® també és de la mateixa forma, és a dir, n* = 2k’ + 1 (amb k' enter con-
venient); aquesta idea €s la que guia el curs o flux de la demostracid. Cal recordar com
s’expressa la paritat, és a dir, la propietat de ser parell o senar, per a un nombre enter
(vegeu el capitol de preliminars).

Demostracié. En una série de passos, en queé cada linia és conseqiiéncia de 1’anterior:

2 n = (hipotesi, n senar), d’on

existeix k € Z tal que n = 2k + 1 = (ara elevant al cub)

existeix k € Z tal que n® = (2k+1)* = (calculant)

existeix k € Z tal que n® = 8k> + 12k + 6k + 1 =

existeix k € Z tal que n® = 2(4k* +6k> +3k) + 1 =

existeix k' € Z tal que n* =2k’ + 1 = (prenem k' = 4k> + 6k> + 3k € Z)
21 n? (tesi).

Atencio: Cada una de les afirmacions anteriors €s conseqiiencia de la immediatament
anterior.

El curs argumental es pot distribuir tamb€ aixi:

2t n (n senar)

\

existeix k € Z tal que n = 2k + 1 (ara elevant al cub)
\

existeix k € Z tal que n® = (2k+1)? (calculant)
\

existeix k € Z tal que n® = 8k> + 12k> + 6k + 1
3

existeix k € Z tal que n® = 2(4k> +6k> + 3k) + 1
\

existeix kK’ € Z tal que n® = 2k’ + 1 (prenent k' = 4k> + 6k* + 3k)
\

2tn? (n® senar)
Repetim I’anterior per a veure’n I’esquema:

P :2fn

P, : existeix k € Z tal que n = 2k + 1 (ara elevant al cub)

P; : existeix k € Z tal que n* = (2k+ 1) (calculant)

P, : existeix k € Z tal que n® = 8k* + 12k> + 6k + 1

Ps : existeix k € Z tal que n® = 2(4k> + 6k* + 3k) + 1

P; : existeix k' € Z tal que n® =2k’ + 1 (prenem k' = 4k> + 6k> + 3k) Py : 24 n?

313



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

314

Hem provat un encadenament argumental, que és el que significa aquesta seqiiencia
d’implicacions:

P=P=>P=P=>P=P=F

que €s simplement:
P=PiPb=>PiPh=>PiP=>PiP=FiP=F
d’on resulta finalment P, = P, que €s el que calia.

Estil expositiu alternatiu. També es pot exposar la demostracid en un estil menys forma-
litzat, més verbal o més conversacional, igualment correcte. Vegem-ho:

1. Sigui n senar. Aleshores es pot expressar com n = 2k+ 1, per a algun k enter adequat.
Atés que hem d’arribar a una afirmacié sobre la paritat de 7°, calculem 7° tenint en
compte 1’expressi6 anterior. Es a dir, substituint, és n* = (2k+ 1)* = 8k + 124> +
6k+ 1. Ara el problema radica a expressar 1° en la forma tipica d’un nombre senar, és
adir, 2k’ + 1, per a algun enter k’. Vegem si podem reescriure 1’expressié 8k° + 12k +
6k+ 1 en aquesta forma. En efecte, n® = 8k 4+ 12k* + 6k + 1 = 2(4k> + 6k* +3k) + 1,
cosa que suggereix quin ha de ser k': prenem k' = 4k + 6k> + 3k € Z i finalment
n’ =2k'+1,amb k' € Z convenient.

L’estil expositiu anterior encara esta impregnat del que va pensant qui 1’escriu, de
quina és la seva guia o estrategia per a la resolucid. En un estil més neutre es tindria:

2. Sigui n senar. Aleshores n = 2k + 1, per a algun k enter adequat. Per tant, és n® =
(2k+1)3 = 8k> + 12k*> + 6k + 1. En conseqiiéncia, n® = 8k> + 12k + 6k + 1 = 2(4k> +
6k* +3k) + 1 = 2k’ + 1, si prenem k' = 4k> + 6k> + 3k € Z. Finalment n* = 2k’ + 1,
amb k' € Z convenient. Per tant, n° és senar. W

Si A = B és cert, podem afirmar que B és cert? Demostrar A = B no vol dir que B
sigui cert! Per exemple, 1 =0 =2 =4 &s cert perque és un cas F — F (0 — 0), tot i que
també podem aportar una demostracid en el sentit d’una seqiiencia argumental:
2=2+40"= 241=3=340 "= 3+1=4,

aplicant repetidament la hipotesi 1 = 0.

Una regla d’inferencia (Modus Ponens). Hi ha la regla de MP (Modus Ponens):

Aleshores es pot deduir B, es pot afirmar la veracitat de B. En efecte, tenint en compte
la taula de veritat del condicional, si A és cert (valor veritatiu 1) i A — B és cert (valor
veritatiu 1), és el cas en que B ha de ser cert (valor veritatiu 1).
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Com podem obtenir A=CdeA=BideB=C?

A=B
B } = (A=0C)
(Observacid: S’ha d’entendre aquesta notacié com “i” (conjuncid):
A=B
i =(A=0C)
B=C

Preguntat d’una altra manera:

“Si A — B1iB — C sén certs, podem afirmar que A — C és cert?”

Si, efectivament:

Vegem A = C. Suposem que A €s cert. Vegem que C és cert.

De la suposici6 que A és certi que A — B és cert, resulta B cert (taula de veritat).
De B certide B — C cert, resulta C cert.

Per tant, A — C és cert i, en conseqiiencia, A = C.

(A—=B)A(B—C)) = (A—=C)

6.1.2. La doble implicacié (<) o “equivaléncia”
Que vol dir que s6n equivalents A i B?
Demostrar el bicondicional A <+ B (s a dir, que A <> B és cert).

A < Bés cert
si, i només si, (A — B) A (B — A) és cert
si, inomés si, A — B és certi B — A és cert

si,inoméssi,A=BiB= A

Per tant, demostrar que A <> B és cert és el mateix que demostrar les dues implicacions:

A=BiB=A

I aixo s’escriu:

A& B

315



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

316

Exemple 6.2 Sigui n enter.

2|n < 2|n? (2|n > 2|n* és cert),

5|n < 5|n?,

2f{n& 240,

2|n* < 2|n’,

2240’ M

Per exemple, per a provar 2|n? < 2|n°, hem de demostrar
2|n* = 2|n’ i 2|n° = 2|n’.

Es uitil tenir present que A < B equival a ~A < —B.

Aix{, demostrar 3 n < 31 n’ demostra automaticament 3|n < 3|n’, i viceversa.

Que vol dir que son equivalents (a), (b) i (c)? Un enunciat tipic en relacié amb la
pregunta €s:

“Demostreu que son equivalents:

(a) Afirmacio 1.

(b) Afirmaci6 2.

(c) Afirmacié 3.7
Vol dir que (a) <+ (b) és cert, o sigui, (a) < (b) (és adir, (a) = ()1 (b) = (a))
Vol dir que (a) <+ (c) és cert, o sigui, (a) < (c) (és adir, (a) = (¢) i (c) = (a))
Vol dir que (b) <+ (c) és cert, o sigui, (b) < (c) (és a dir, (b) = (¢)i(c) = (b))
Es a dir, que qualsevol de les afirmacions implica qualsevol altra afirmacié.

En aquests casos, es pot intentar efectuar una demostracié “circular” o “ciclica”, amb el
consegiient estalvi d’implicacions a demostrar (poden ser possibles rutes diferents, que
triarem segons si sabem fer les demostracions corresponents o no):

(@) = (b) = (¢) = (a)
(@) = (c) = (b) = (a)
Tot aix0d es pot generalitzar a més de tres afirmacions.
En veurem exemples en una seccio especifica d’aquest mateix capitol.
En algunes ocasions, aconseguim anar “arrossegant” I’equivaléncia “des de A fins a B”, i

no cal procedir demostrant dues implicacions separades. En un capitol posterior, dedicat
als conjunts, veurem exemples il'lustrant aquesta situacio.
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No totes les afirmacions que es volen demostrar s’expressen com a implicacié o condici-
onal, tot i que més d’un tipus s’hi pot reduir. Per exemple:

AVB(AoB)
AAB(AiB)

Aquestes tipologies es tracten en seccions posteriors dintre del capitol.

6.2. Demostracions: metode directe

Descripcio del métode

Si hem de demostrar A = B, la demostracid consistira a produir una seqii¢ncia encade-
nada d’argumentacions que ens portin de la hipotesi (suposicié de la veracitat de A) a la
tesi (veracitat de B).

Es pot donar aquest esquema:

A=A =A== ---=A,_ =B

i aixiresulta A= B

En altres casos, no comencarem per A sind per algun altre resultat cert; A s’aplicara en
algun pas intermedi, i s’arribara finalment a B.

A=A =--=A,_ =B
Als efectes formals, afegim A, a la hipotesi (encara que A al principi no s’aplica):
(ANA) = (ANAY) = - (ANAL ) = A== A, =B

També es pot expressar aixi, que és el que passa realment:

A
A=A = = A }:>Ak:>"':>Anl§B

També es podria descriure el procés com:
Al=Ay= = AL=(ANAL) = A= = A, =B,

encara que no sigui molt intuitiu.

Exemples

Exemple 6.3 Vegem diversos exemples que es podrien demostrar directament (a,b sén
enters).
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2|a = 2|a?,
2ta=21d%,

3la = 3|a?,

3]a = 3|a® (“el cub d’un enter multiple de 3 és muiltiple de 37),
3ta=31td’,

13]a = 13|d’,
(2lan2|b) = 2la—b,
(2tan21b) = 2la—b,
(2tan2|b)=21a—b,
(7lan7|b) = T|a+b,
(3lan3|b)=3la+b. W

Vegem diversos exemples de demostracié per un metode directe.
Exemple 6.4 Vegem que

“el quadrat d’un nombre enter senar €s senar”

Formalitzat (suposant n nombre enter), 2{n = 2 { n’.

La hipotesi és 2 { n.

La tesi €s 2 n°.

Demostracio. Per hipotesi, i tenint en compte quina €s 1’expressié d’un nombre senar,
existeix un enter k tal que n = 2k + 1. Vegem que n* és del mateix tipus. Aplicant I’ex-

pressi6 anterior, n® = (2k + 1)> = 4k> + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 i, per tant, existeix k'
enter tal que n*> = 2k', parell. Es suficient prendre k' = 2k* 2k.

2|n = 2|n*: Resulta facil seguir el mateix esquema per a demostrar 2|n = 2|n*. Per
hipotesi, i tenint en compte quina és I’expressié d’un nombre parell, existeix un enter
k tal que n = 2k. Vegem que n? és del mateix tipus. Aplicant ’expressié anterior, n*> =
(2k)* = 4k* = 2(2k?) i, per tant, existeix k' enter tal que n> = 2k’, parell. Es suficient
prendre k' = 2k>.

Per arguments similars, es poden demostrar “directament” resultats com:

3la = 3|a?,
3|a = 3|a® (“el cub d’un enter multiple de 3 és muiltiple de 3”). l

Exemple 6.5 Vegem que

“la suma de dos nombres enters senars €s un nombre parell” .

Vegem, com a practica de simbolitzacid, que aquest enunciat es pot formalitzar en dife-
rents graus i de diferents maneres:
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“Si a i b sén nombres enters senars, aleshores a + b €s senar”

“Suposant a,b nombres enters: (a és senar A b és senar) — a + b és parell”
(a€ZNbeZN2taNn21b)—2|(a+D)

(@a€ZNbeZ)— ((21an21b) —2|(a+D))

Siguin a,b nombres enters. Vegem que (21aA21b) — 2|(a+Db), que és el nucli del que
s’ha de demostrar.

Demostracio

2ta= a=2k+1 per a algun k enter
24b=-b=2k+1 peraalgun k' enter

Per tant:

a+b=2k+1)+ Q2K +1)=2k+2k+2=2(k+k +1)=2k",sik" =k+K +1€Z.
En conseqii¢éncia, a + b €s un nombre parell.

Vegem-ne un redactat alternatiu, més verbalitzat.

Com que a,b s6n nombres enters senars, existeixen enters k,k’ tals que a = 2k+1 i
b = 2k’ + 1. Tenint en compte que els nombres parells son els miltiples de 2, hem de
veure que existeix k" enter tal que a+b = 2k”. En efecte,a+b = (2k+ 1)+ (2K +1) =
2(k+k +1)=2k", amb k" =k+k + L.

Molts resultats analegs es poden demostrar semblantment.

Per exemple, (3]|a A 3|b) = 3]a+ b (“la suma de dos miltiples de 3 és miltiple de 37).
En efecte, per hipotesi, existeixen enters k, k' tals que a = 3k i b = 3k. En conseqiiéncia,
a+b=3k+3k=3(k+k') =3k, amb k" = k+ Kk enter. Aix{, 3|a+b. H

Exemple 6.6 Considerem I’enunciat segiient.

Siguin x,y nombres reals. Proveu que (x —y)* = x> — 2xy +y*
La suposicié que x,y sén nombres reals permet utilitzar totes les propietats de la suma i
del producte en els reals. L’estructura €s d’un condicional; vegem-ne un possible enunciat
alternatiu:

“Demostreu que, si x,y sén nombres reals, aleshores (x — y)? = x> — 2xy + y”.

x,y s6n nombres reals — (x —y)* = x* — 2xy +?,
(xERAYER) = (x—y)? =x* — 2xy+ )~

Demostracié. Es fa servir que a(—b) = —ab,a—b=a+ (-b), —(a+b) = —a—b,
entre altres propietats.
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(x—y)=(x-y)(x-y)

= (x—y)x— (x—y)y (per la propietat distributiva del producte respecte de la suma),
= (x> —yx) — (xy — ¥*) (per la propietat distributiva del producte respecte de la suma),
= x*(—yx—xy) +* (per la propietat associativa de la suma),

= x> — 2xy +y? (per la propietat commutativa de la suma).
El lector pot demostrar similarment resultats com:

Per a tot nombre real x,y, (x+y)* = x> + 2xy + > = xy = yx.
Per a tot nombre real x,y, (x+y)* =x° +3x%y +3xy* +y°. B

PROBLEMA 6.1

Sigui n un nombre enter. Proveu que, si 5|n, aleshores 5|n9.
Solucié. Hem de veure 5|n = 5|n°.

Per definicié de divisibilitat, existeix un enter k tal que n = 5k. En conseqiiencia, n =
(5k)°. Ara hem de veure que n’ es pot expressar en la forma tipica d’un multiple de 5, és
a dir, com a n° = 5k’ per a un k' enter convenient. En efecte, n° = 5°k° = 5-5%k° = 5K/,
multiple de 5, amb k' = 5%’ € Z.

Reescriptura expositiva:

5|n

= Jk(k € Z An=5k)

= Jk(k € ZAn’ = (5k)°)

= Jk(k e ZAn’ =5-5%)

= 3K (K € ZAn®=5k) (amb k' = 5%%°)

= 5|n’.

PROBLEMA 6.2

Demostreu que, per a tot x,y € R, (x+y)(x —y) = x> —y*.
Solucié. Escrivim un enunciat complet, completament formalitzat:
Vavy((x ERAXER) = (x+y)(x—y) =x* —)?)

Siguin x,y nombres reals arbitraris (perd fixos per a la demostracid). Cal veure (x +
Y)(x—y) =x* =y

De fet, si prescindim dels quantificadors, fixades x,y, cal demostrar:

(xERAXxER) = (x+y)(x—y) =x*— ).
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Aix{ que tenim:

Hipotesi: x e RAx € R

Tesi: (x+y)(x—y) = x> —y2.

La hipotesi ens permet aplicar totes les propietats de les operacions de suma i producte
en els nombres reals. També el detall de que s’aplica exactament, on i quan, ens permet
veure a que €s aplicable i que, per exemple, per a matrius quadrades, la demsotracié no
es pot mimetitzar, atés que no hi ha garantida la commutativitat del producte.

PI] (x+y)(x—y) = (x+y)x+ (x+y)(—y)) (per distributivitat del producte respecte de
lasuma)ix—y=x+(—y),
| (per distributivitat del producte respecte de la suma, dues vegades)

P2] (x+y)(x —y) = (xx+yx) + (x(=y) +y(-y))
| (per notacid i altres propietats basiques)

P3] (x+y)(x—y) = (¢ +3x) + (—xy —?)
| (per associativitat de la suma, amb unes quantes maniobres)
P4] (x+y)(x —y) = + (yx —xy) —»*
| (per commutativitat del producte)
P5] (x+y)(x—y) =x+0—y?
I
P6O] (x+y)(x—y) =x* -y

Aix{, hem provat: P1 = P2, P2 = P3, ..., P5 = P6.

En resum: P1 = P6.

PROBLEMA 6.3

Proveu que, per a tot enter senar n, 4|13n* —9.

Soluci6. Analisi de I’enunciat. Formalment, I’enunciat complet és:
Vn(n € Z — (24n — 4|13n* —9)) o bé:

Vn((n € ZA21n) — 4/13n* —9)) o bé:

Vn(2tn — 4]13n> — 9) (suposant n enter)

Demostracio. Per ala demostracid, sigui n un enter fixat (tot i que arbitrari). Per a aquest
enter, demostrarem:

2tn=413n*> -9
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Hipotesi: 2 { n (és a dir, n és senar, a més de ser enter)

Tesi: 4|/13n* —9.

Essent n senar, n = 2k + 1 per a algun k enter (hipotesi). Volem veure que existeix &’
enter tal que 13n> — 9 = 4k’ (tesi).

Idea de la demostracio. Formalment:

Fk(n=2k+1) — ' (13n* —9 = 4k')

Substituint, resulta: 13n> —9 =13(2k+1)>—9= 1%(4k2+4k+ 1)—9=4(13k>+13k) +
(13—9) =4(13k*+13k) +4 = 4(13k* + 13k + 1). Es suficient prendre kK’ = 13k* 4 13k +
1 € Z ienresulta 13n> — 9 = 4k', miiltiple de 4.

Aix0 prova I’enunciat.

A la seccid segiient, se’n veuen exemples addicionals, presentats conjuntament amb les

demostracions dels contrareciprocs respectius.

6.3. Prova d’enunciats del tipus A — B.
Meétode del contrareciproc (indirecte)

Contrareciproc per a proposicions. Equivaléncia logica.
Que és el contrareciproc?

Ja hem vist anteriorment enunciats amb estructura de condicional, €s a dir, A — B, que
hem demostrat per metodes directes o per altres métodes. Ara considerem el métode de

demostracio pel contrareciproc, que consisteix a demostrar la férmula contrareciproca
equivalent.

El contrareciproc de A — B és la féormula o enunciat: =B — —A

La relacio entre un enunciat i el seu contrareciproc és I’equivaléncia logica, demostrada
per a proposicions i, en general, férmules proposicionals:

A—B=-B— —A.

A, B poden ser enunciats complexos, amb negacions internes, condicionals, conjuncions
o altres estructures.

Exemple 6.7 Quin €s contrareciproc de: A — —B, A — B, A — =B, =B — A?
Respectivament:

——B — —A, que equival a B — —A,

—B — ——A, que equival a B — A,
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——B — ——A, que equivala B — A,
—-A — ——B, que equivala ~A — B.

El concepte de contrareciproc es pot estendre a férmules de predicat que tinguin la ma-
teixa estructura de condicional. Vegem-ne un exemple:

Exemple 6.8 Suposant n € Z, considerem I’enunciat

2|n* = 2n

El contrareciproc €és

—(2|n) — —(2|n?), que, en aquest cas, es pot reescriure com
2tn—21n?

Les férmules 2|n* — 2|n i 2+ n — 24 n* s6n equivalents (es pot veure per substitucié o
simplement pensant que n €s fix).

Per tant, demostrar la certesa de qualsevol de les dues equival a demostrar la certesa de
I’altra, és a dir:

2|n* — 2|n és cert si, i només si, 2 { n — 2 { n* és cert.
En termes d’implicacid:
2|n* = 2|n si, i només si, 2 n = 21 n’.

Observacio: També es podria resoldre directament, sense demostracio pel contrareciproc.
Vegem-ne algunes possibilitats:

Una possibilitat seria utilitzar el lema d’Euclides. Una altra, mitjan¢ant una demostracié
directa: en efecte, de n* = 2k + 1, podem escriure n*> — 1 = 2k, s a dir, n> — 1> = 2k, d’on
2k=(n—1)(n+1). Aix{, 2|(n— 1)(n+ 1). Per tant, 2 ha de dividir algun dels factors (de
fet, els dos, ja que la diferéncia entre els factors és 2 (n+1— (n— 1) = 2) i, per tant, si un
d’ells és parell, ’altre també). Suposem, doncs, que 2|n — 1. Per definicié de divisibilitat,
existeix k' enter tal que n — 1 = 2k, d’on n = 2k’ + 1, senar, com haviem de veure. H

Observacio. L' equivaléncia del contrareciproc es pot utilitzar a I’interior d’una férmula,

en subférmules amb estructura de condicional, obtenint una nova férmula logicament
equivalent a la inicial. Aix{, sén logicament equivalents:

r—=(p—=q)=(—(q—-p)).
Vegem-ne un altre exemple:

Vx(P(x) — Q(x)) equival a Vx(=Q(x) — —P(x))
Vn(5|n" — 5|n) equival aVn(5tn — 5{n").
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En qué consisteix el métode

L’equivaléncia del contrareciproc €s la base del metode de demostracié del mateix nom.
Normalment, s’utilitza s’ha de demostrar A = B i resulta dificil o no se sap com abordar
la demostracid. Si, en canvi, resulta facil demostrar —B = —A, demostrant =B = —A
resulta provat A = B.

Per tant, demostrar una de les implicacions equival a demostrar I’altra, és a dir:
A= B si,inoméssi, -B= —A .

Aquest €s I’interes de 1’equivaléncia, de la qual deriva un metode de demostracio, el de
les demostracions pel contrareciproc:

DESCRIPCIO DEL METODE:

— “Demostrar A = B pel contrareciproc o pel meétode del contrareciproc €s demos-
trar (equivalentment) B = —A”.

— “Demostrar que A — B és cert pel contrareciproc o pel metode del contrareciproc
és demostrar (equivalentment) que =B — —A és cert’”.

— “Demostrar que, si A €s cert, aleshores B és cert pel contrareciproc o pel metode
del contrareciproc €s demostrar (equivalentment) que, si =B €s cert, aleshores —A
és cert”.

Exemple 6.9 Sigui n un nombre enter.

Demostrar 2|n'? = 2|n (“dificil”) pel contrareciproc és demostrar 2 n = 2{n'* (“facil”).
|

Observacid. El métode és un exemple de reduccié d’un problema a un altre, ja resolt
o que es preveu saber resoldre o que resulta més facil de resoldre.

Observacio. El contrareciproc d’un enunciat pot provar-se pels metodes que ens semblin
possibles o convenients: demostracié directa, directa per casos, per reduccio a I’absurd
o altres. La prova del contrareciproc és un nou problema, que podem abordar indepen-
dentment de I’origen.

Observacio: Contrareciproc del contrareciproc. El contrareciproc del contrareciproc és
I’enunciat original. Vegem-ho:

Enunciat original: p — ¢
Contrareciproc: =g — —p
Contrareciproc del contrareciproc:
=(=p) = =(—q), que és equivalent a

p—q.
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Aix{ doncs, a efectes de demostracid, no guanyem res considerant el contrareciproc del
contrareciproc, ja que recuperem 1’enunciat inicial; no té cap utilitat practica.

Exemples de parelles “enunciat—contrareciproc”

Abans de presentar exemples de demostracio per aquest metode, vegem exemples d’e-
nunciats i del seu contrareciproc. Suposem que totes les variables que hi apareixen sén
nombres enters (de U = Z):

a) “Si plou i no séc a aixopluc, em mullo”,
Contrareciproc: “Si no em mullo, aleshores o bé no plou o bé estic a aixopluc” (hem
fer servir De Morgan i doble negacid).

b) “Si ja son les 12 del matf, ja séc esmorzat”,
Contrareciproc: “Si no séc esmorzat, encara no son les 12 del mati”.

c) “Siés festa, en Josep va al cinema”,
Contrareciproc: “Si en Josep no va al cinema, aleshores no és festa”.

d) “Si els vikings no han atacat el convent, Ermessenda conrea el jardi de plantes medi-
cinals”,
Contrareciproc: “Si Ermessenda no conrea el jardi de plantes medicinals, aleshores
els vikings han atacat el convent” (hem fet servir doble negacio).

e) “Sin és parell, aleshores n? és parell”,
Contrareciproc: “si n* no és parell, aleshores n no és parell”, o bé:
“si n? és senar, aleshores n és senar”.

f) “Sin < 2, aleshores n no €s primer”,
Contrareciproc: “Si n és primer, aleshores n > 2”.

g) 2|n* — 2|n (si n? és parell, aleshores n és parell),
Contrareciproc: =(2|n) — —(2|n?) (si n no és parell, aleshores n* no és parell).
2t n— 24 n*(si nés senar, aleshores n” €s senar).

h) 2|n” — 2|n (si n’ és parell, aleshores n és parell),
Contrareciproc:2{n— 2 tn’.

i) 2|n® — 2|n,
Contrareciproc: 2{n — 2t n’.

j) 21n® — 24 n (si n*és senar, aleshores n €s senar),
Contrareciproc: 2|n — 2|n* (si n és parell, aleshores n? és parell).

k) 2Jab — (2]a Vv 2|b) (si el producte de dos nombres naturals és parell, aleshores algun
dels factors també ho é€s),
Contrareciproc: =(2|aV 2|b) — 21 ab.
El contrareciproc es pot modificar en un enunciat equivalent utilitzant De Morgan:
(=2|laN=2|b) = 21ab
(21an21b) — 24 ab (“el producte de dos enters senars €s senar”, 0 bé “si dos enters
son senars, aleshores el producte €s senar”).

325



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

326

Exemples d’aplicacié del métode

Exemple 6.10 Sigui n € Z. Proveu que 21 n* = 2{n (“Si n* és un nombre senar, n és
també un nombre senar”).

Si partim de la hipotesi, podem escriure n* = 2k + 1, per a un enter k convenient. Pero
suposem que aqui quedem encallats i imaginem que no es veu clar com continuar, ja que
hem de deduir una expressio del mateix tipus pero per a n.

Formulem el contrareciproc: —(2 { n) — —(2 { n?), és a dir, 2|n — 2|n*, que hem de
demostrar que és cert. Es a dir, hem de provar 2|n = 2|n*. Es abordable sense gaires
dificultats, cosa que fem a continuacio:

Demostraci6 (ara directa! del contrareciproc) de 2|n = 2|n*.

Sigui n enter parell.

Aleshores existeix un k enter tal que n = 2k.

Calculem n?* substituint n per I’expressié anterior: n* = (2k)? = 4k>.
Es n® = 4k> = 2(2k*) = 2K/, escollint k' = 2k* € Z.

Per tant, existeix un &’ enter tal que n? =2k i, en conseqiiencia:

n? és parell.

Observacio. Podem demostrar de la mateixa manera resultats similars, com per exemple
3tn?=31n,2¢n" =24n,5{n*=5/n. M

Exemple 6.11 Sigui n € Z. Proveu que 2|n* = 2|n (“Si n* és un nombre parell, n és
també un nombre parell”).

Partir de n? = 2k no sembla prometedor per a arribar a n = 2k’ (encallats, tot i que es pot
justificar pel lema d’Euclides). Ho provem amb el contrareciproc:

2tn—24n?

Demostracid (ara directa del contrareciproc) de 2 n = 21 n’.

Sigui n un enter senar.

Aleshores, existeix un k enter tal que n = 2k +- 1.

Calculem n? substituint n per I’expressié anterior: n*> = (2k+ 1)> = 4k> + 4k + 1.

Observem que n* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* 4+ 2k) + 1 (en un intent d’expressar n” en la
forma tipica d’un nombre senar).

Escollint K’ = 2k 4 2k € Z, resulta n* = 2(2k* 4+ 2k) + 1 = 2k’ + 1.
Per tant, existeix k" enter tal que n? =2k +1i,en conseqiiéncia:

n® és senar. W
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Exemple 6.12 Siguin a,b € Z. Demostreu que 2|ab = (2|aV 2|b) (2|ab=- (2|a o 2|b)).
Escriure 2|ab com “existeix un enter k tal que ab = 2k” no sembla que ens permeti
avangar en la resolucié del problema (tot i que es podria aplicar el lema d’Euclides).
Vegem si la situacié millora considerant I’equivalent contrareciproc (que esperem poder

demostrar i resoldre aixi el problema). El contrareciproc és

—(2laV2|b) — —2lab
—(2laV2|b) —2tab

Per poder treballar, considerem 1’equivalent derivat de 1’aplicacié de De Morgan:

(=(2]a) A= (2[b)) — 21 ab
(2tan2tb)—2tab

Equival a dir que el producte de dos enters senars €s un nombre senar. Suposant que no
disposem d’una demostracid ja feta d’aquest resultat anteriorment, resulta facil fer-1a ara:

2fa = existeix k € Z tal que a = 2k + 1
21b = existeix k' € Z tal que b =2k'+1

Per tant (existeixen &,k enters tals que):

ab = (2k+1)(2K + 1) = 4kk' 4 2k + 2k’ + 1

Vegem com el podem escriure en forma senar:

ab = 4kk' +2k+2k' +1 =2(2kk' + k+k')+1 = 2k" + 1, escollint k" = 2kk’ +k+ k' enter.
Per tant, existeix k” enter tal que ab = 2k’ + 1.

En conseqiieéncia, ab €s senar.

Una altra versié6 més formalitzada, que podem escriure després del desenvolupament
anterior:

(2tan2tb) =

= UK (k€ ZAK € ZAa=2k+1Ab=2K+1)

= UK (k€ ZAK € ZAab="2(2kK +k+Kk)+1)
= 3K (K' € ZAab=2k"+1) (amb K’ = 2kk +k + k')
=2{ab. @

Exemple 6.13 Sigui n un nombre enter.
Proveu pel metode del contrareciproc: 3n+ 7 senar = n + 4 parell.

Formulem el contrareciproc: n+ 4 senar = 3n + 7 parell.
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Fem una demostracié “directa” del contrareciproc:

Per hipotesi, existeix un enter & tal que n+4 = 2k+ 1. D’aquiresultan =2k+1—4 =
2k — 3. Substituint, tindrem 3n+7 =3(2k—3)+7=6k—9+7=6k—2=2(3k— 1) =
2k, parell (amb k' =3k—1). @

Exemple 6.14 Sigui n un nombre enter.

Proveu pel métode del contrareciproc: 7n+ 1 senar = n+ 1 senar.
Formulem el contrareciproc: n+ 1 parell = 7n+ 1 parell.

Fem una demostracié “directa” del contrareciproc:

Per hipotesi, existeix un enter & tal que n+ 1 = 2k. D’aqui resulta n = 2k — 1. Substituint,
tindrem 7n+1=7(2k— 1)+ 1= 14k—7+ 1= 14k — 6 = 2(7k — 3) = 2K/, parell (amb
K=T7k—3). 1

6.4. Demostracid per casos
En qué consisteix el métode?

De vegades, la demostracié de propietats pot no ser facil de fer per la variacié de possi-
bilitats, que no es poden tractar totes alhora, barrejades, d un sol cop, globalment.

En aquestes situacions, la idea €s descompondre el problema en una colleccié de sub-
problemes, corresponents a condicions, que es resoldran separadament. Se suposa que
cada problema és més facil de resoldre que el global complet, ja que només hem de trac-
tar amb una condicié. Es una simplificaci en la resolucid, ja que esperem que cada cas
sigui més tractable o més abordable o més facil que el general; destriem les situacions
diferents que es poden donar i les resolem cada una separadament, cas per cas, una per
una. Cada cas, un subproblema.

Quins poden ser els casos? De quina tipologia? No es pot afirmar res en general. Com
a exemple, sovint resulta comode fer una distincid de casos segons la paritat d’un para-
metre, sobretot si el resultat que es vol demostrar €s sobre la paritat d’alguna expressio.

Els casos normalment no vénen explicitats a I’enunciat; no s’especifica quins serien els
casos convenients per considerar, ni la condici6 o propietat en que es basen els diversos
casos. De manera que és feina creativa de qui resol el problema buscar, intuir i proposar
els casos possibles, lligats al problema, de manera que es vegi factible la demostracié
per a cada un d’ells.

Exemple 6.15 Vegem-ne un exemple molt senzill:

“donats dos enters consecutius, exactament un és parell” (i, en conseqiiéncia, el seu
producte és parell).
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Resolucio. Siguin n,n+ 1 dos enters consecutius (analogament seria per a parelles tals
com n— 1,n o altres variants).

Efectuarem una demostracio per casos, casos segons la paritat de n, és a dir, segons si €s
parell o senar.

Cas 1. Si n és parell, ja esta.

Cas 2. Si n és senar, aleshores n+ 1 €s parell, per ser la suma de dos senars (o també:
n=2k+1perauncertenter k,donn+1=2k+1)+1=2k+2=2(k+1) =2k,
parell,amb k' =k+ 1€ Z). &

En una altra situacid, sobretot si ens trobem davant d’un resultat de divisibilitat, podem
intentar fer una distinci6 segons els valors dels residu d’una divisié entera, com podem
veure a I’exemple seglient (tot i que I’anterior distinci6 de paritat és, de fet, sobre divisi-
bilitat per 2).

Exemple 6.16 Exemple senzill. Considerem la propietat:

D: “D’entre cada tres enters consecutius hi ha exactament un miultiple de 3”.

Resolucio. Podem suposar, sense pérdua de generalitat, que els nombres enters conse-
cutius son n,n+ 1,n+ 2. També seria possible considerar ternes com n — l,n,n+ 1 o
n—2,n—1,n.

Considerem la divisio entera de n per 3: existeixen enters g, r unics que satisfan

n=3q+r,0<r <3 (queequivala0 <r <2,jaquer és enter).

Esadir,quer =007 =1 o0r=2.1aquests son els casos sobre els quals construirem la
demostracié. Observeu que es cobreixen totes les possibilitats.

Cas I (r =0). Suposem que r = 0. Aleshores n =3¢, n+1=3qg+1,n+2=3g+2
(I’dnic multiple de 3 és n, en aquest cas).

Cas 2 (r=1). Suposem que r = 1. Aleshores n =3¢+ 1,n+1=3g+2,n+2=3g+3 =
3(g+ 1) (I'inic mdltiple de 3 és n+ 3, en aquest cas).

Cas 3 (r = 2). Suposem que r = 2. Aleshores n =3g+2,n+1=3g+3=3(q+ 1),
n+2=3g+4=3(q+ 1)+ 1 (I"dnic mdltiple de 3 és n+ 2, en aquest cas).

Observeu que cada cas separadament, tot sol, implica la conclusid.
Veurem el mateix enunciat resolt posteriorment per reduccié a 1’absurd.
Vegeu-ne un resultat relacionat:

“Tot nombre enter és o bé miltiple de 3, o bé muiltiple de 3 més 1, o bé muiltiple de 3
menys 1.” H
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Analisi de I'estructura demostrativa de I'exemple anterior
Denotem per C la propietat » = 0, per C, la propietat r = 1 i per C; la propietat r = 3.

Formalment, si denotem els casos per Cj... (son les propietats diverses a que corresponen
o que defineixen els casos), considerem C; V C, V C; 1 hem de demostrar

(C,VGVG) =D,

és a dir:

(r=0vr=1vVr=2)=D.

Cada cas ha d’implicar la conclusié, separadament dels altres. Es a dir:

Ci=D (r=0=D)
C,=D (r=1=D)
Ci=D (r=2=D)

Es a dir, es compleix
L’esquema demostratiu es basa formalment en les equivaléncies:

(C,VGC) - D= (C,— D)A(C, — D) (2 casos).
(C,VC,VC;) - D= (C; — D)A(C, — D)\ (C; — D) (3 casos).

(C,V---VC,) —>D=(C;, > D)A---N(C, — D) (ncasos).
Vegem la deducci6 de I’equivaléncia (més formalment, s hauria de veure per induccid):

(C,V---vC,)—D

—(C,V---VC,) VD (per ’equivaléencia A — B = -AV B)

(=Cy A---A—=C,) V D (per De Morgan generalitzat)

(=Ci VD) A---A(—C,V D) (per distributivitat generalitzada de V respecte de A)

=(C, = D)A---N(C, — D) (per I’equivaléncia A — B = —AV B)
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Recordeu que els casos que es considerin han de cobrir totes
les possibilitats

Resumint:

Suposem que hem de demostrar C = Q.
a) Es descompon C en una disjuncié de condicions, C=C;V---VC,.

b) Cada C; correspon a un cas possible.

c¢) El conjunt de casos Cy,- - - ,C, ha de cobrir totes les possibilitats.

d) Cal provar totes les implicacions segiients (€s a dir, una conjuncié d’implicaci-
ons):
¢ =0
C=0

Si I’enunciat es formula només com a “demostreu Q”

(per exemple, 3|n(n+ 1)(n+2) per a n enter),

aleshores hem de buscar els casos Cy, - - - ,C, convenients i provar
Ci =0

G =0
Aix0 deixara demostrat: (C; V---VC,) = Q.

L’exemple anterior és d’aquest tipus. Vegem un exemple addicional d’aquesta idea:

Exemple 6.17 Suposem que es tracta de demostrar 2|n(n+ 1) per a n enter. Es pot re-
formular com n € Z = 2|n(n+1). Ates que n € Z = (2|n V2 { n), el resultat equival a
(2lnV21{n)=2ln(n+1), que equival a (2|n = 2|n(n+ 1)) A (2tn=2|n(n+1)). Cal
demostrar separadament:

2|ln=2|n(n+1) (Cas 1: 2|n)
2¢n=2|n(n+1) (Cas 2: 2{n)

Formalment:

C=nelk
C,=2n
C,=24n
C=C V(G
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Cal veure C = 2|n(n+1), és a dir:
CVGC=2n(n+1)

Cal provar:

(C1 = 2|n(n+1)) A (Cy — 2|n(n+1)) és cert.
C=2n(n+1)i(C;=2[n(n+1). M

Exemples

Mostrarem la idea del metode amb diversos exemples.

Exemple 6.18 Proveu que, si x, y sén nombres reals, aleshores max(x,y) + min(x,y) =
X+y.

Resolucio. Si intentem resoldre directament el problema, la dificultat €s que no podem
atribuir cap valor a max(x,y) ni min(x,y), ja que depén de quin sigui el més gran dels
dos: aix0 ens ddna la clau de considerar casos, i ens diu quins i respecte de que.
Cas 1 (x >y). Six >y, és max(x,y) = ximin(x,y) =y, d’on
max(x,y) + min(x,y) =x+y.
Altres presentacions expositives:
max(x,y) =x
x>y= ) = max(x,y) + min(x,y) =x+y
min(x,y) = y)
Cas 2 (x <y). Six <y, ésmax(x,y) =yimin(x,y) =x,d’on
max(x,y) +min(x,y) =y+x=x+y.
Estructura demostrativa. Tenim:

x>y = max(x,y) + min(x,y) =x+y

x <y = max(x,y) +min(x,y) =x+y

O sigui:

(x >yVx<y) = max(x,y) + min(x,y) =x+y

(xeRAyeR)= (x>yVx<y)= max(x,y) + min(x,y) =x+y
Es a dir, si denotem per

Ci=(x>y)
C=(x<y)
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D = (max(x,y) + min(x,y) = x+y), aleshores hem provat:
(C,V(G,) = D, jaque hem provat

(C; = D)AN(Cy— D)

Recordem I’equivaléncia:

(C;VG) = D=(C, = D)A(C,— D).

Son possibles altres formulacions:

I. x<y,x£Ly(x>y)(2casos)
2. x<y,x=y,x>y(3casos). H

Diversos problemes

PROBLEMA 6.4

Sigui n un nombre enter. Provem que 2|5n* — 3n + 4 fent una demostracid per casos.
Solucié. Idea per a la resolucio. Es pot reexpressar dient que 5n*> — 3n + 4 és parell.
Casos respecte de quin criteri? Un possible criteri pot ser el de la paritat de n, atesa la
tipologia del resultat, de la conclusid. Per tant, considerarem la possibilitat que n sigui
parell o que sigui senar.

S’ha resolt anteriorment un enunciat similar, per casos, escrivint n = 2k (cas de n parell)
in=2k+1 (cas de n senar), amb substitucid posterior a la férmula. Aqui adoptem una
altra idea, en que fem servir resultats ben coneguts de paritat, d’altra banda justificats als
capitols preliminars.

Cas 1 (n és parell). Si n és parell, en una demostracié independent s’ha provat que 7’
també és parell. També és deduible que n? s parell expressant-lo com a producte n? =n-n
i aplicant que el producte de dos parells és parell.

El sumand 5nr* és parell per ser producte amb un parell (n?).

El producte 3n és parell per ser producte amb un factor parell.

Aixi, tenim que 51> — 3n + 4 és suma de tres nombres parells i, per tant, és parell.

Cas 2 (n és senar). Anteriorment, i independentment, s’ha provat 2{n =21 n?, de manera
que, essent n senar, resulta n? senar i, per tant, 5n? és senar, com a producte de dos senars
(alternativament, també resulta senar si es veu com a producte de tres senars: 5 -7 - n).

Com a producte de dos senars, 37 és senar.

La diferéncia de dos senars és parell i, per tant, 51> — 3n és parell.
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Finalment, 5n> — 3n+4 = (5n* — 3n) + 4, suma de dos parells, €s parell.

En tots els casos possibles, el nombre €s parell.

PROBLEMA 6.5

Sigui n un nombre enter. Demostreu que 2|n* +3n+4.
Solucié. Demostrarem el resultat per casos segons la paritat de n.

Cas 1 2|n (n és parell). Aleshores existeix k € Z tal que n = 2k. Substituint a la férmula,
resulta n” +3n+4 = (2k)? + 3(2k) + 4 = 4k* + 2(3k) + 4 = 2(2k* 4+ 3k + 2) = 2k, amb
K = 2k>+3k+2 € Z. Aixi n® +3n+ 4 és parell.

Hem provat 2|n = 2|n* +3n+4

Cas 2 2t n (n és senar). Aleshores existeix k € Z tal que n = 2k + 1. Substituint a la
férmula, s’obté n> +3n+4 = (2k+ 1) +3(2k+ 1) +4 = (4k> +4k+ 1)+ (6k+3) +4 =
2(2k> + 5k +4) = 2K/, amb k' = 2k*> + 5k +4 € Z. Aixi, n> + 3n+ 4 és parell.

Hem provat 2 { n = 2|n* 4+ 3n+4.
No hi ha més casos.

Observacio. La distincio segons paritat es pot situar amb més generalitat, de manera que
el metode sigui aplicable a casos més complicats, com el segiient, en que s’ha de provar
3|a’® — a. La paritat de m es pot formular segons els valors del residu de la divisié entera
m=2q+r,0<r<2,éadir,0 <r < 1. Aixi:

m és parell si, i només sir =0

m és senar si, i només sir =1
Es, doncs, un cas particular de distincié de casos per al residu de la divisio entera per 2.
Altres variants argumentals

Variant 1. Escrivim n® +3n+4 = n(n+3) + 4.

Si n és parell, també ho és n(n+ 3) i, per tant, també n(n + 3) + 4, perqué és suma de
parells.

Si n és senar, n+ 3 és parell, per ser suma de dos senars. El producte n(n+ 3) és parell,
i també n(n -+ 3) + 4, per ser suma de parells.

Variant 2. n* +3n+4 =n(n+3)+4=n((n+1)+2)+4=n(n+1)+2n+4. Els
nombres 1, n+ 1 sén consecutius. Per tant, un dels dos és parell, de manera que n(n+1)
és parell. D’altra banda, 27n i 4 son parells. Atés que la suma de parells és un nombre
parell, és n*> + 3n + 4 parell. No s’ha resolt per casos, llevat que es vulgui demostrar per
casos que “n(n+ 1) és parell” (segons paritat de n).
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PROBLEMA 6.6

Sigui a un nombre enter. Demostreu que 3|a* — a.

Solucié. No sembla que una distincié segons paritat de a porti enlloc (per exemple, es
pot comprovar en el cas a parell). Fem una distincié de casos lligada a la divisibilitat o
no-divisibilitat per 3; la no divisibilitat déna lloc a considerar diversos casos.

Considerem la divisié entera de a per 3: a =3g+r,on 0 <r < 3,és adir, 0 <r <2.
Fem una demostracid per distinci6 de casos segons els possibles valors del residu r de la
divisio entera.

CasI1(r=0).r=0=a=3q=a>—a= (3q)° - (3q) = 3(3¢* — q) = 3¢/, miiltiple de
3.

Cas 2 (r = 1). En aquest cas, a =3g+ 1 i, per tant, a® —a = 3¢+ 1)’ — 3¢+ 1) =
(39)* +3(39)*+3(3q)+ 1 — 3¢+ 1) =3(3°¢* + 3*°¢* + 6¢q) = 3¢/, miiltiple de 3.

Cas 3 (r = 2). En aquest cas, a = 3¢ +2 i, per tant, a® —a = (3¢ +2)* — (3¢ +2) =
3¢/ +6 =3(q +2) = 3¢", miltiple de 3.

Aixi, en cada cas resulta 3|a® — a i, per tant, la propietat queda demostrada.
Observacio: El resultat també es pot demostrar directament tenint en compte
@—a=a(@®—-1)=a(@—-1?=ala+1)(a—1))=(a—1)a(a+1),

expressat com a producte de tres enters consecutius. Ara bé, donats tres enters consecu-
tius, exactament un €s mdltiple de 3 i, per tant, el producte és multiple de 3 (com s’ha
demostrat al principi de la seccio).

PROBLEMA 6.7

“La suma de dos nombres enters de la mateixa paritat és parell”
Suposant a,b enters:

((2lan2lb) Vv ((2tan21b)) —2|(a+b)

Solucié. En aquesta ultima forma, ja s’estan explicitant els casos que s’han de con-
siderar. Cada cas ddna lloc a un (sub)problema separat, que resoldrem separadament.
Observeu que es cobreixen totes les possibilitats.

Cas 1. La paritat comuna dels dos nombres és parell (“els dos nombres sén parells’™).
Cas 2. La paritat comuna dels dos nombres és senar (“els dos nombres sén senars”).
Concretem i resolem separadament cas per cas:

Cas 1. S’ha de demostrar (2|la A2|b) = 2|(a+D).

En efecte, essent a i b parells, podem escriure a = 2k i b = 2k’, per a nombres enters k, k'
adequats, d’on resulta a + b = 2k + 2k’ = 2(k+ k') = 2k", parell (amb k" = k+ k' € Z).
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Cas 2. S’ha de demostrar (2taA21b) = 2|(a+b).

En efecte, essent a i b senars, podem escriure a = 2k+ 1 i b = 2k’ + 1, per a nombres
enters k, k" adequats, d’onresulta a+b = (2k+ 1)+ (2K’ + 1) =2k +2k'+2 =2(k+k'+
1) =2k", parell (amb k" = k+ k' +1 € Z).

Estructura-estratégia demostrativa. Noteu que el que hem demostrat €s que son certes:
(2lan2|b) —2|(a+b)i

(2tan2tb) —2|(a+Db),

és a dir, que és cert

((2lan2]b) = 2|(a+b)) AN ((21an21b) —2|(a+D)),

quan haviem de demostrar la disjuncié

((2lan2]b) Vv ((2tan2tb)) — 2|(a+Db). Ara bé, aixo no és contradictori per 1’equiva-
Iéncia logica que es comenta a continuacio.

A la demostracid per casos, demostrem (per exemple, per a 2, pero generalitzable a n):

C—-Ww
C, =W

és a dir:

(Cr=W)N(C,—W)

Considerant una de les equivaléncies logiques:

(CVG) W= (C,—=W)A(C, = W),

la demostracié de (C; — W) A (C, — W) equival a la demostracié de

(CIVGC) = W.

PROBLEMA 6.8

Siguin a,b nombres reals.

Aleshores:

a+b+|a—b|
2

a+b—la—Db|
2

a) max(a,b) =

b) min(a,b) =
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Solucio

a)

b)

Fem una distincid de casos de resultes de la comparaci6 entre a i b. Vegem que en
cada cas coincideixen els valors dels membres de I’esquerra i de la dreta de la igualtat.

Cas 1. a > b. Aleshores, per una banda, és max(a,b) = a i, per I’altra, tenim

a>b=a—-b>0=|la—bl=a—b= “*“2‘“*”‘ — a+b+2(afb) — 2?" = a, coincidents.

Cas 2. a < b. Aleshores, per una banda, és max(a,b) = b i, per I’altra, tenim

a+b+la—b| __ at+b+(b—a) _ 2 __ b
2 - > — U

a<b=a-b<0=|la—bl=—(a—b)=b—a= 5 >

coincidents.

Estructura-analisi de la demostracio. En el cas 1, hem provat

a > b= max(a,b) = W,
és a dir, que
a > b — max(a,b) = %“H" és cert.

En el cas 2, hem provat a < b = max(a,b) =

bila—b| < . 1
%‘“‘,esadm que

a < b—max(a,b) = P g cert.

En conjunt, hem provat que és cert:

(a>b— max(a,b) = W) A(a < b— max(a,b) = %“H")
Es a dir

a>bVa<b)— max(a,b) = L= &g q dir,
2

(a € RAb € R) — max(a,b) = L2t

Es demostra analogament a 1’apartat anterior:

Cas 1. a > b. Aleshores, per una banda, és min(a,b) = b i, per ’altra, tenim

atb—la—=b| __ a+b—(a—b)
- 2

a>b=a—-b>0=|a—bl=a—b= 5 :%:b,coincidents.

Cas 2. a < b. Aleshores, per una banda, és min(a,b) = a i, per ’altra, tenim

atb—la—b| __ atb—(b—a) _ 2a __ a
2 - 2 -2 T ™

a<b=a-b<0=|la—bl=—(a—b)=b—a=
coincidents.
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De vegades, €s necessari distingir entre diversos casos possibles. Hi ha situacions en
que les linies argumentals sén similars a cada cas. En algunes situacions, ens hi veiem
obligats perque hem de seguir linies argumentals diferents. Aixo es pot veure en els dos
exemples que segueixen.

Exemple 6.19 (ja s’ha vist anteriorment) Proveu que

Vx € R¥y € R(max(x,y) +min(x,y) =x+y).

En distingirem dos casos:

Cas I: x >y. Aleshores és max(x,y) = x, min(x,y) =y, d’on la igualtat.
Cas 2: x < y. Aleshores és max(x,y) =y, min(x,y) = x, d’on la igualtat.

Exemple 6.20 Calcul de la suma dels primers nombres naturals 1 +2+ - -+ n (una de-
mostracié més d’un resultat ja conegut, perd es tracta d’illustrar un nou metode!). La
idea ara, en aquesta variant argumental, es basa en les agrupacions segiients: el primer
sumand amb I’dltim, el segon amb el pendltim, i aixi successivament, ja que aquestes
associacions sumen el mateix, (n+1): 1+n=2+mn—1)=3+(n—2) =---. L’asso-
ciaci6 anterior es pot fer en grups de dos si n és parell; en canvi, si n €s senar, queda un

n+1 . .
sumand central, —— que no es pot aparellar amb cap, i aleshores hem d’argumentar i

comptar de maneres diferents segons la paritat. Per aixo, es fa necessaria la distincié per
casos segons la paritat de n:

Cas I: n és parell. Aleshores reescrivim la suma com

1+2+3+m+g+(g+1)+~~~+(n71)+n.Reagrupanttalcomhemdit,

142434 +5+G+ D)+ +(n—1)+n=
(I4+n)+Q2+n—1)+@+n=2)+(@+n—-3)+--+2+(2+1),

resulten g agrupacions, de suma n + 1. Per tant, la suma és g(n + 1), que és la férmula
buscada.

Cas 2: n és senar. Aleshores la llista L de sumands es descompon en un element central,
n+1

, 1 dues subllistes, L;,L,, del mateix nombre d’elements, concretament

n+1 n+1

L1:{192939"" 71}’L2:{ 2

+1,---,n—2,n—1,n};

també es pot reescriure

n+1 n—1 n+1 n+3
—1= , 1= .
2 2 2 + 2
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1
El nombre d’elements de L, €s ntl_ 1, i aquest és el nombre d’agrupacions que es

formen. Ates que cada agrupacié suma n + 1, en resulta la férmula:
n—1 n+1 n+3
14+243+-+ + + +-+(n=-1)+n=
2 2 2
n—l+n+3)+n—|—17
2 2 2

(1+n)+Q2+nm-1))++(

n—1 n+1 nn+l)
1 = .
(== 2

Una observacié final és que no cal que els casos en una demostracio per casos siguin
mutuament excloents. En aquest sentit un exemple és cas de la reunié de conjunts, que
no sén necessariament disjunts. Aix{, x € AUB si, i només si, x € A 0 x € B. Si convingués,
com aix{ passa en més d’una ocasié (vegeu el capitol dedicat a conjunts), es podria fer
una demostracio per casos segons I’esquema:

Casl.xeA. ..
Cas2.x€B. ...
peraxc AUB.

El que si que cal és que es cobreixin totes les situacions; en cas contrari, el resultat només
quedara demostrat per als casos que s hagin considerat.

Vegem un exemple addicional sobre aquesta qliestid.
Exemple 6.21 Per a a,b nombres enters, (3|aV 3|b) = 3|ab.
En efecte, els casos 3|a i 3|b no sén mituament excloents.

JkeZ

Cas 3|a. 3a 5% a = 3k 5% ab = 3k)b = 3(kb) L™ ab = 3K = 3|ab.

Cas3|b.3|b= Tk Z(b=3k)= 3k € Z (ab=a(3k) =3(ka)) = Ik’ € Z (ab=3K) =
3|ab (amb k' = ka).

Lafirmacid equival a (3|a — 3|ab) A (3|b — 3|ab), com a cas particular de
(AVB) - C=(A—=C)N(B—C).
Analogament:

(2laV2|b) = 2|ab
(5|laV 5|b) = 5|ab
(15|aV 10[b) = S|ab ™
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Exercicis addicionals

S’han de resoldre per distincié de casos.

2|n® + 5n + 232, per a tot n enter
3|n® + 2n, n nombre natural

6|n* — n, per a tot nombre natural n
2|n* + n, n nombre enter

2|n2 -+ n—2, per a tot nombre enter n

SANAREF SRS A

2|n* +n+ 6, per a tot enter n

6.5. Demostracions per reduccio a I'absurd
Sobre el métode de demostracié per reduccié a I'absurd

Suposem que hem de demostrar 1’enunciat .7 per reducci6 a 1’absurd.

El metode consisteix a:

— suposar que .« no €s cert (o sigui, 7 és fals), €s a dir, que —.<7 és cert.
— a partir d’aquesta suposicio, s’arriba a alguna contradiccio.

— es conclou que —.7 és fals.

— per tant, es conclou que és cert =—.27, 0 sigui .27

Es un meétode indirecte de demostracio.

La contradicci6 pot acabar tenint formes variades, pero essencialment s’arriba a GA -G
cert, en que €s cert G i la seva negacid. Pot produir-se una contradiccié amb afirmacions
que s’han fet en el curs de la demostracié o bé amb resultats generals de la matematica.

Com poden ser els enunciats? L’enunciat &7 pot ser molt complex. Per exemple:
«Qf = (Fl /\Fz/\ “(Fz — "F4)) \/F5

L’enunciat <7 pot tenir qualsevol forma, com per exemple:

A — B (ésadir, & =A— B)
AANB

AV B

VxP(x)

Vx(P(x) > O(x))
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I altres:

Vx(P(x) = —Q(x))
AV —=(B— —C)
Vx3yP(x,y) ...

Aixi:
a) En el cas A — B, suposem certa la negacio, és a dir, suposem cert A A —B i arribem

a una contradiccio.

b) En el cas A A B, suposem certa la negacid, és a dir, =(A A B), o bé, per De Morgan,
suposem cert —=A V =B i arribem a una contradiccid.

¢) Enel cas AV B, suposem certa la negacid, és a dir, =(AV B), o bé, per De Morgan,
suposem cert =A A =B i arribem a una contradiccid.

d) En el cas VxP(x), suposem certa la negacid, és a dir =VxP(x), que equival a dir
Ix—P(x) cert, i arribem a una contradiccid.

e) De manera semblant, si tenim 1’estructura Vx(P(x) — Q(x)), suposem cert =Vx(P(x) —
0(x)), és adir, x(P(x) A =Q(x)) cert i arribem a una contradiccid.

Amb implicacid, €s el mateix: si hem de demostrar A = B, hem de demostrar que &7 =
A — B és certa, de manera que suposem que és certa la negacio, és a dir, A A —B és cert
(o bé A ino B certs).

Exemples 6.22 Vegem alguns exemples en que s’indica la idea demostrativa, perd no
se’n fa la demostracid.

Exemple 1. Sihem de demostrar per reducci6 a I’absurd que 2|n = 2|n®, hem de partir de
la suposici6 que 2|n A2+ n* és cert. De fet, la formulacid (per a enters) Vn(2|n — 2|n’)
és la correcta i aleshores partim de la suposicié que, per a algun n enter, es compleix que
2|n A2 n? és cert, i arribem a una contradiccid.

Naturalment, en aquest exemple seria més facil una demostracié directa.l

Exemple 2. Si hem de demostrar per reducci6 a I’absurd que

(2la A2|b) — 2|(a+b), partirem de la suposicié que 2|a A2|b A2 (a+ b) és certa (de
fet per a alguns a,b).

Amb quantificadors, VaVb((2|a A2|b) — 2|(a+b)). W

Exemple 3. Si hem de demostrar que v/2 és irracional, aleshores .7 es pot expressar de
diverses maneres:

“\/2 és irracional”

csﬁ¢Q39

o
o
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O fins i tot en termes de condicional:
(xERAXx>0AP=2)—=x¢Q

Aquest tltim enunciat és el complet; 1’enunciat “\/2 és irracional” és, de fet, incomplet,
ja que no ens diu queé és /2.

En la primera versid, dirfem:

“suposem que /2 és racional” o bé

“suposem que /2 € Q”

A I'dltima versio, dirfem:

“suposem que x € RAx>0Ax>=2Ax € Q peraalgunx”. B
Vegem un primer exemple de demostracid per reduccio a 1’absurd:
Exemple 6.23 Considerem els conjunts:

A={3r+2|reZ}
B={6s—5|scZ}

Volem provar que ANB = 0.

Demostrem-ho per reduccié a I’absurd. Suposem que AN B # 0 i arribem a alguna
contradiccid.

Si AN B # 0, aleshores existeix algun x € AN B, és a dir, algun x tal que x € Aix € B.
Per ser x € A, x = 3r+2 per a algun enter r. Per ser x € B, x = 65 — 5 per a un cert enter
s. Aixi, existeixen enters r,s tals que 3r+2 = 6s—5. D’on 3(r —2s) = -5 -2 = —7.
Donat que 3|3(r — 2s), resulta 3| — 7, absurd.

Pertant, ANB=0. R

Exemples diversos d’aplicacio del metode

Presentem, en primer lloc, I’exemple més emblematic per a mostrar el metode: “1’arrel
quadrada de 2 és irracional”.

Demostracié de “\/2 ¢ Q” pel métode de reduccié a I’absurd

Exemple 6.24 Suposem que /2 ¢ Q és fals.
Es a dir, que V2 e Q.

Per tant, existeixen a,b € Z, amb b # 0 tals que V2= %
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Podem suposar que la fraccié § €és irreductible, €s a dir, que I’dnic divisor comu positiu
de a i b és la unitat. Si no fos aix{, sempre podriem reduir-la a aquest cas, dividint a i b
pel maxim comd divisor med(a, b).
Suposem, doncs, que a i b no tenen cap divisor comu positiu llevat de 1.
Elevant al quadrat:
— — 2_ (a2 _ & 2 _ 2
V2=4=2=(V2)=(4) =5=>2"=a
Obviament, 2|2b2. Per 1"iltima igualtat, és 2|a>

Resolem un subproblema:

Vegem que 2|a, és a dir, 2|a* = 2|a, 0 que 2|a> — 2|a és cert. Es pot provar de diverses
maneres:

Metode 1. Si el lector coneix el lema d’Euclides (vegeu el capitol de preliminars), que
afirma, per a nombres enters c,d:

(p primer A pled) = (ple v pld).
aleshores es pot aplicar amb p =2, ¢ =aid = a i es conclou que 2|a.

Meétode 2. Podem demostrar 2|a* — 2|a pel contrarreciproc, és a dir:

2ta—21a%.

En efecte, si 2 1 a, aleshores a és senar i s’expressa com a = 2k+ 1, per a un k enter
convenient. Per tant, a* = (2k + 1)> = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 = 2k’ + 1, amb
K =2k*+ 2k € Z, d’on a? és senar, és a dir, 2 | a*, demostrat.

Meétode 3. També es pot demostrar per reduccio a I’absurd, és a dir, resoldre aquest
subproblema per reducci6 a I’absurd, suposant que, per a algun a enter, és 2|a> A2 a i

arribant a contradiccio.

Variant. També es pot demostrar per casos segons la paritat de a. Si 2|a, hem acabat; si
2 { a, aleshores és un cas impossible, seguint I’argument del contrareciproc.

Fi del subproblema

Continuem amb I’argumentacid. Tenim, doncs, 2|a. Per tant, existeix k nombre enter tal
que a = 2k. Ara podem substituir a = 2k a I’anterior 2b*> = a*. Aix{ resulta 2b* = (2k)* =
4k?, d’on, simplificant, b* = 2k>.

Fem una argumentacid6 similar a la d’abans de resoldre el subproblema:

Com que 2|2k%, per la igualtat anterior, resulta 2|b? i ara, per qualsevol dels métodes
abans exposats, resulta 2|b.
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Resumint, hem arribat a:

2|a i 2|b, contradiccid,

jaque a,b no tenen divisors comuns positius diferents d’1.

Per tant, v/2 € Q és fals. Es a dir, v2 ¢ Qéscert. @

Exemples addicionals de demostracié per reduccié a I'absurd

\/_

Exemple 6.25 Demostreu que és un nombre irracional.

\f

La propietat és &7 := és un nombre irracional”

Apliquem el métode de reduccié a 1’absurd i suposem que —.o/ €s cert, és a dir, que
“%ﬁ és un nombre racional”.

Metode 1. Si ”‘/_ és racional, aleshores existeixen enters a,b, amb b # 0, tals que
Hf 2. D’on 1+ V2= 2“. Per tant,

_ 2a __ 2a-b
V2=2_1=22

Ara bé, Zab—b € Q. 1 aix{ resulta v/2 € Q, que es contradiu amb V2 ¢ Q.

Métode 2. Es una variant de 1’anterior. Suposem que HTﬁ € Q. El producte de dos
nombres racionals és racional i, per tant, 2 - ”T‘ﬁ €Q,d’on 1+ V2e Q. Ates que la suma

(diferencia) de dos nombres racionals és racional, és (1 + \/i) —1e€Q,d’onVv2eqQ,
cosa que entra en contradiccié amb un resultat préeviament demostrat. M

Vegem un exemple addicional en que s’aplica el meétode de reduccié a I’absurd per a
enunciats del tipus A — B.

S’ha de demostrar que A — B és cert, és a dir, A = B. Aix{, o = A — B és ’enunciat
que volem provar per reduccio a I’absurd. Procedim de la manera segtient:

1. Negaci6 de 7. Suposem que <7 és fals, és a dir, que —.o7 €s cert. En el nostre cas,
és =(A — B). Ara bé, és —(A — B) = A A —B. Aixi, suposem cert A A —B.

2. S’arriba a alguna contradiccid.

3. Es conclou que &7 és cert.

Exemple 6.26 Propietat que es vol demostrar:

“La suma d’un nombre racional i d’'un nombre irracional €s irracional”

“Si x és un nombre racional i y és un nombre irracional, aleshores x 4y €s un nombre
irracional”
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Formalitzadament:

“(x és un nombre racional i y €s un nombre irracional) — x+ y és un nombre irracional”

(xeQAY¢Q)=x+y¢Q
(xeQAYEQ)=x+y¢Q

Demostracié per reduccié a 1’absurd.
Suposem cert: x € QAy € QAx+yeQ
L’argumentacié depen del que considerem sabut sobre els nombres racionals.

Metode 1. Si es considera sabut, i acceptat, que la suma (i diferéncia) de dos nombres
racionals és racional, aleshores podem escriure:

Sigui z=x+y € Q. Essent x € Q, pel que acabem de dir €s z—x € Q. Pero z —x =y,
d’on y € Q, contradiccid, i en resulta el que haviem de demostrar.

Metode 2. Si no es fa servir el resultat esmentat al métode 1, aleshores s’ha d’utilitzar la
forma dels nombres racionals. I podem escriure:

a . . N
xeEQ=x= = per a a i b enters convenients, amb b # 0. Analogament:

x+y€Q=x+y= 3, peracid enters convenients, amb d # 0.

Per tant:

b—ad
gzcdb" €Q,jaquech—ad € Z,db e Zidb #0.

y=x+y)—x=

ISR

Es a dir, que hem arribat a una contradiccié: y ¢ Qiy € Q.
Pertant, (x € QAy ¢ Q) = x+y ¢ Q.

Formalment, de manera més completa, 1’afirmacio és
Vavy((x e QAy ¢ Q) — x+y ¢ Q) i la negacid és

I (x € QAy ¢ Q) Ax+y € Q), punt de partida de la demostracié per reduccié a
I’absurd. H

Recuperem algun dels enunciats inicials, que resolem aqui.
Exemple 6.27 Provem per reduccié a I’absurd que, per a n enter, es compleix:
2|n* = 2|n.

De fet, és Vn(2|n* — 2|n). La negaci6 de I’enunciat és In(2|n* A2t n), és a dir que, per
a algun enter n, és 2|n* A2 { n cert.
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Suposem que I’afirmacié no és certa, €s a dir, que és certa la negaci6 —(2|n* — 2|n), és
a dir, que és cert: 2|n* A 21 n, per a algun n. Per tant:

2|n* = existeix k enter tal que n* = 2k.
2t n = existeix ¢ enter tal que n =2t + 1.

Per tant, n> = (2t + 1)? = 4> +4¢ + 1. Igualant, 2k = n®> = 4> +4¢ + 1, d’on 2k =
41> + 4t + 1. Per tant, 2k — (41> +4¢) = 1, d’on 2(k — 2¢> — 2t) = 1, contradiccié, perqué
concloem que el nombre senar 1 és parell.

Variant argumental de la part final. O també: 2|2(k — 2¢> — 2t) i, per la igualtat, 2|1,
absurd. W

PROBLEMA 6.9
Proveu que, per a tot nombre real x, és x — /x> +1 #0.

Solucié. Per veure que 1’expressié x — v/x2 + 1 no s’anulla per a cap nombre real, en
fem una demostracio per reduccio a I’absurd.

Amb quantificadors, la férmula de predicats que expressa 1’afirmacio €s
Vx(x € R%xf\/)@—qu#O)

Neguem I’afirmacid i arribem a una contradiccio:
ﬂVx(xeR%xf\/xZ—H#O)

Fr~(x ER = x— 22+ 1#£0)

Ir(x ERA-(x— Va2 +1#0))

Ir(x e RAXx— VA2 +1=0)

Ara, si x —v/x2+ 1 =0 per a algun x real, és x = v/x?> + 1. Elevant al quadrat ambdds
membres de la igualtat, x> = x>+ 1, d’on 0 = 1, cosa absurda.

PROBLEMA 6.10
Sigui b ¢ 7. Proveu que b—3 ¢ 7.

Solucié. Seria reformulable comb ¢ Z = b—3 ¢ 7Z.

Aplicant el metode de reduccio a I’absurd, neguem 1’afirmacio anterior i suposem cert:
b¢Zib—3e€Z.Siguim=>b—3 € Z. Aleshores, per les propietats de la suma d’enters,
ésm+3 € Z.Perom+3 = (b—3)+3=b,iaixi tenim que b = m+3 € Z, contradiccid
amb b ¢ Z.

Observacio. També es podria formular com una demostracié pel contrareciproc, demos-
trant equivalentment b — 3 € Z = b € Z. Es immediat: b = (b — 3) 4 3, suma d’enters i,
per tant, enter.
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PROBLEMA 6.11

Demostreu, per reduccid a Iabsurd, que, per a tot enter n, es compleix 2|n(n+1), és a
dir, que el producte de dos enters consecutius qualssevol és un nombre parell.

Observaci6. Tenim un enunciat similar per a 2|(n— 1)n.

Solucié. L’afirmacio és

o :¥n(n € Z — 2|n(n+ 1)). Equivalentment, si suposem Q = Z,
o :¥n(2ln(n+1)).

La negacio és -7 (equival a qualsevol de les féormules posteriors)

“Vn(neZ —2n(n+1))

In—~(neZ —2n(n+1))

In(n € ZA-2ln(n+1))

In(n € ZA2{n(n+1)) (adoptem aquesta)

Suposem —.¢7 cert i arribem a alguna contradiccid.

Es a dir, suposem certa I"afirmacié 3n(n € Z A 24 n(n+1)). Sigui, doncs, n, un enter tal
que ng(ng + 1) no és parell i, per tant, és senar.

Vegem que ny no és parell. En efecte, si ho fos, aleshores seria ny = 2k per a un cert k
enter, d’on ng(ng+ 1) = 2k(ng+ 1) i és, per tant, parell.

Alternativament, el que fem és demostrar el contrareciproc de 2 t ng(ng + 1) = 2 { ny, és
a dir, 2|n02 = 2|n0(n0 + l)

Per tant, ha de ser n, senar. Pero, aleshores, ng + 1 és parell, és a dir, ng + 1 = 2k’ per a
un K’ enter convenient. En conseqiiéncia, ny(ng + 1) = 2k'ny, parell.

Hem arribat a una contradiccid i, per tant, queda demostrat .7
Reformulacio expositiva. Es podria plantejar per casos segons la paritat de 7,:

Cas I (ng és parell). Aleshores seria ny = 2k per a un cert k enter, d’on ng(ny+ 1) =
2k(ng + 1) i és, per tant, parell. Contradiccid.

Cas 2 (ng €s senar). Aleshores tenim:

ny és senar = ng+ 1 és parell = k' (K € ZAng+1=2k)= 3'(K € ZAny(ny+1) =
2k'ng) = no(ng + 1) és parell.

Com a conclusid, ng(ny + 1) és parell . Contradiccid.
No hi ha més casos, per la dicotomia parell-senar.

En tots els casos, arribem a una contradiccio. Per tant, I’enunciat és cert.
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PROBLEMA 6.12

Demostreu que 203 és senar pel métode de reduccio a I’absurd. Observacio: és obvi; és
un exercici essencialment per a exposar el metode.

Solucié. L’afirmacio €s “203 és senar”.

Per efectuar la demostracié per reduccio a I’absurd, suposem que I’enunciat és fals, és a
dir, suposem que “203 no €s senar” és cert. Aixo és equivalent a dir “203 és parell”. Es
a dir, que “203 és parell” és cert.

Vegem que arribem a una conclusié falsa, a un absurd.

Si 203 és parell, aleshores €s divisible per 2, és a dir, existeix un enter & tal que 203 = 2k.
Dr’altra banda, podem escriure (divisié entera) 203 =2- 101+ 1. Aix{, 2k =2-101+1,
d’on 2(k—101) = 1. Ates que 2|2(k—101), tenim que 2|1, que és absurd.
Alternativament, no cal efectuar la divisio entera ja que, amb altres expressions, també

arribem a una contradiccid. Per exemple, si 203 =2 - 100+ 3, aleshores és 2k =2- 100+
3,d’on 2(k—100) = 3, d’on 2|3, que és absurd.

PROBLEMA 6.13

Demostreu per reduccio a I’absurd que “306 és miiltiple de 3”. Observacio: és obvi, ja
que 306 = 3-102, pero aqui es tracta d’exposar el métode de demostracio per reduccio
a l’absurd.

Solucié. Afirmaci6 «7: “306 és miltiple de 3”.

Negaci6 de I’afirmacié: —.7: “306 no és miltiple de 3”.

Es tracta d’arribar a una contradiccid.

El primer problema és: De quines maneres pot un nombre enter ¢ no ser multiple de 3?
Si efectuem la divisié entera @ = 3¢ +r,amb 0 < r <3 — 1 = 2, hem de descartar el cas
r =0, perque a no €és miltiple de 3 i, per tant, resten dues possibilitats: r =1 o r = 2.
Tenim, doncs, dos casos possibles:

Casl.a=3qg+1.

Cas2.a=3q+2.

Vegem, separadament, que en cada cas arribem a contradiccio.

Cas 1. Suposem que existeix un enter g tal que 306 =3¢+ 1, d’on 3¢ =306 — 1 = 305.
En resulta 3305, que és fals.

Cas 2. Suposem que existeix un enter g tal que 306 = 3¢ +2, d’on 3¢g = 306 — 2 = 304.
En resulta 3|304, que és fals (304 = 2* x 19).
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PROBLEMA 6.14

Hem de demostrar que, per a tot x # 7 real, és 2= # 5. Es a dir, més formalitzadament,
Vx(x #7 — 2% #5). Apliqueu el métode de reduccto a l’absurd.

Solucié. Es tracta de negar:

Vx(x #7 — 2% #5)
i arribar a alguna contradiccid.
“Vx(x £7— 25 £5)
I(x #£7 = 25 #5)
£ TR £5)
Ix(x #TA i—’; =5)

Arabé, 2L =5=5x=5(x—7) = 5x=5x—37 = 0= —35, que és absurd. Per tant, és
certa l’ aﬁrmamo original.

PROBLEMA 6.15

Si existeix el limit d’una funcio en un punt, aleshores és unic.

Sigui f: R — R una funcid; sigui a € R, i suposem que existeix el limit lim f(x). Vegeu
Xx—a

que és unic.

Solucié. Demostrem el resultat per reduccié a 1’absurd.

Suposem que I’afirmacié no és certa i siguin L;,L, dos limits diferents (L, # L,). Es a
dir:

lim £ (x) =

X—a

lim f(x) = L,, amb L, # L,.

Xx—a

Per definicio de limit, per a cada nombre real € > 0:

— existeix un nombre real 5; > 0 tal que |f(x) — L;| < € per a cada real x tal que
0<|x—al<éy,

— existeix un nombre real &, > 0 tal que |f(x) — L,| < € per a cada real x tal que 0 <
|x—al| < 6,

Unificant, per a § = min(8,,5,), podem afirmar:

|f(x) —L;| < e peracadareal x tal que 0 < [x—a| < & jJaque 0 < |[x—a| < & < &),
| f(x) —L,| < € peracadareal x tal que 0 < [x—a| < & jaque 0 < |x—a| < & < &)),
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i, per tant, tindrem:

0 < |Ly = Lo = (L1 = f(x)) + (f(x) = Lo)| < |Li = F )| + [ (¥) = La| = [f () = L] +
If(x) —Ly| < e+e=2e

Arribem a un absurd si prenem 0 < € < 3(|L; — L,|), ja que resultaria, amb aquesta
eleccié de e:

0< |L1 —l/z| <2< 2%(|L1 —L2|) = |L1 —l/zl, és adir, |L1 —l/z| < |L1 —L2|

Barreja de métodes de demostracio

No sempre apliquem el metode “en estat pur”, sind que ens podem veure forgats a
utilitzar-lo en combinacié amb altres métodes. En ocasions, cal fer una combinacié de
tecniques demostratives. Aquesta situacié s’illustra a I’exemple segiient i en alguns al-
tres que ja hem vist o que seguiran.

En algunes situacions, demostrem un resultat per un metode, perd internament se’n po-
den fer servir d’altres. I aixi es veuen barreges de “reduccio a 1’absurd”, “per casos”,
“pel contrareciproc’’; de vegades, es veuen petites demostracions per reduccié a I’absurd
a I’interior de la demostracié d’un cas. Algunes demostracions per reduccié a 1’absurd
d’implicacions poden compartir argumentacions amb demostracions del mateix resultat
pel contrareciproc.

Vegem, per exemple, la demostracié de v/3 ¢ Q, inspirada en la demostracié de la irra-
cionalitat de /2 per reducci6 a I’absurd. Utilitzem, a més, distincié de casos.

Exemple 6.28 Enunciat: Demostreu /3 ¢Q

Solucid. L estratégia general és demostrar v/3 ¢ Q pel métode de reduccid a I’absurd.
En un cert punt de la demostracid, se’ns presentara la necessitat o la conveniéncia de
demostrar el resultat auxiliar 3|a®> = 3]a. Aquest és un subproblema, o problema apart,
que resoldrem per una altra metodologia, la demostracié equivalent del contrareciproc,
és a dir, de 3ta = 3 ta’. Ara bé, la consideraci6 de 3 { a ens fara plantejar de quines
maneres pot un nombre no ser miltiple de 3. Aixo ens porta a considerar els residus de
la divisio entera de a per 3, i fer encara un estudi per casos segons els valors possibles
dels residus. Sén, doncs, tres metodologies en un sol problema.

Resolucio: Suposem que V3 ¢ Q no és cert, és a dir, que V3e Q és cert. Aleshores
existeixen a,b nombres enters, amb b # 0 tals que V3= % i, sense perdua de generalitat,
podem suposar que és una fraccid irreductible, de manera que a i b no tenen divisors
comuns llevat de +1.

Aleshores tenim 3 = (£)* = ‘;—i, d’on 3b* = a®. Atés que 3b? és miiltiple de 3, resulta,
per la igualtat, que a® és muiltiple de 3. Vegem que a és muiltiple de 3.

Subproblema. Hem de demostrar 3|a* = 3|a. Demostrarem equivalentment el contra-
reciproc, és a dir, 31 a = 31 a*. Com expressar que a no és miltiple de 3? Escrivim la
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divisi6 enteraa =3g+r,on 0 <r <3 (ésadir,0 <r <2). Que 31aequival ar # 0, de
manera que és 1 < r <2, que equival a dos casos possibles: r =10r=2.

Fem un estudi per casos, els indicats pels valors que pot prendre r.

Cas I (r=1). Aleshores: r =1 =a=3q+1=a>=(3g+1)>=9¢*+6q+1=33¢*+
2g) + 1, no mdltiple de 3. Es pot veure de dues maneres: per la unicitat de quocient i
residu a la divisi6 entera, I’anterior a®> = 3¢’ + 7' ho és i, per tant, a* no és miiltiple de
3, ja que el residu és ¥ = 1 # 0. D’una altra manera, si fos 3 divisor de @, aleshores
3|(a®* —3(3¢* +2q)) = 1,d’on 3|1, impossible. Per tant, r = 1 = 3} a?.

Cas 2 (r=2). Aleshores: r =2 = a=3q+2=a’>= (3g+2)* =9¢° +12q+4=3(3¢*+
44) +4, no mdltiple de 3. Es pot veure de dues maneres: per la unicitat de quocient i
residu a la divisi6 entera, I’anterior a> = 3¢’ + ' ho és i, per tant, a*> no és multiple de 3,
ja que el residu és ¥ = 4 # 0. Altrament, si fos 3 divisor de a?, aleshores 3|(a* —3(3¢> +
4q)) =4, d’on 3|4, cosa impossible. Per tant, r =2 = 3 { a*.

Aix{ doncs, hem vist que es compleix (r =1 —3ta?) A (r=2—3ta?), és adir,
((r=1Vr=2)—31{a*) éscert.

Per tant, 31 a = 3t a®. Fi del subproblema.

Ara podem continuar amb 1’argumentacid.

Tenim, doncs, que a és multiple de 3, és a dir @ = 3¢ per a un cert enter ¢. Substituint a
3b* = @, resulta 3b* = (3t)* = 3°*, d’on b* = 3¢%. Ara farem una argumentacié simi-
lar a I’anterior: atés que 3> és multiple de 3, també ho és b>. Vegem que 3|b*> = 3|b.
L’argumentacié és la mateixa que en el “subproblema”, de manera que obtenim 3|b.

Aix{, hem arribat a la conclusio 3|a i 3|b, que €s absurda, ja que la fracci6 § és irreduc-

tible. On és ’origen de la contradiccié? En la suposicié v/3 € Q. Per tant, v/3 ¢ Q, com
haviem de veure. H

PROBLEMA 6.16

Sigui n un nombre enter qualsevol. Proveu que 3|(n— 1)n(n+1).
Formalitzacio: Yn(n € Z — 3|(n— 1)n(n+1))
De fet, I’enunciat seria equivalent a qualsevol variant com les segiients:

3ln(n+1)(n+2)
3[(n=2)(n—1)n
3[(n+13)(n+14)(n+15)

El producte de tres enters consecutius és miltiple de 3. De fet, a cada tres enters conse-
cutius hi ha exactament un miiltiple de 3.
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Solucié. Un possible métode de demostracio €s per casos. Quins son els casos possi-
bles? Respecte de quin criteri considerem casos? Ates el tipus de resultat, podem consi-
derar la divisié entera de n per 3 i com a casos, els diferents valors possibles del residu
r corresponent. Existeixen enters ¢, r tnics que satisfan n = 3g+r, amb 0 < r < 2. Per
tant, r=0or=1o0r=2(ore€{0,1,2}).

Cas 1 (r =0). Aleshores n = 3¢, miiltiple de 3.
Cas 2 (r=1). Aleshores n =3g+ 1. Per tant, n — 1 = (3¢ + 1) — 1 = 3¢, muiltiple de 3.

Cas 3 (r = 2). Aleshores n = 3g+2. Per tant, n+1 = (3g+2)+1=3¢g+3 =3¢,
multiple de 3.

Observacid. Com es podria demostrar 1’altra variant 3|(n+ 13)(n+ 14)(n+ 15)? Ana-
logament per casos: per exemple, si n = 3g + 1, aleshores n+ 13 =3¢+ 1+ 13 =
3g+4x34+1+1=3(q+4)+2=3¢+2,n+ 14 =3¢ + 3 = 34" (miltiple de 3),
etc.

Es podria demostrar per reduccio a I’absurd? Vegem-ho.
Suposem que, per a algun enter n, no es compleix 1’afirmacio, és a dir:
3t(n—1)n(n+1).

Aix0 implica que 3 no divideix cap dels factors, ja que, en cas contrari, dividiria el
producte. Aixi, 341n—1,3tni3{n+ 1. En termes de la divisié entera per 3, aixd
significa (equival a) que els residus corresponents sén no nuls, és a dir, que existeixen
qi, r; Unics tals que

al:n—1=3q,+r,amb 1 <r <2 (r, #0)
Blin=3g,+ryamb1<r, <2 (r, #0)
yl:n+1=3q3+r;,amb 1 <r3; <2 (r; #0)

Hem de combinar el metode general de demostracio per reduccié a I’absurd amb el
metode de demostracié per casos i arribar a un absurd o una contradicci6 en cada cas.

Vegem-ne una possibilitat, per exemple, segons els valors possibles per a r; (hi ha altres
possibilitats); és r; = 1V r; = 2.

Cas 1 (r; =1). Aleshores n+ 1 =3¢g; + 1, d’on n = 3g; + 0, satisfent les condicions de
divisi6 entera. Per unicitat, tenint en compte [f], s ¢, = g3 i r, = 0, absurd.

Cas 2 (r; =2). Aleshores n+1 =3¢g;+2,d’onn=3¢g;+ 11, per tant, n — 1 = 3¢q; =
3¢5+ 0, divisi6 entera. Per unicitat, tenint en compte [a], és g, = g5 1| =0, absurd.

En ambdds casos, s’arriba a una contradiccid. Queda demostrada la propietat per reduc-
ci6 a I’absurd.

Variant argumental. Vegem una altra possibilitat d’argumentacio, encara que de tipus
similar a I’anterior, considerant els valors possibles per a r, com a base de I’analisi per
€asos.
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Cas I (r,=1). Aleshoresn =3¢, +1,d’onn— 1 =3¢g, =3¢, +0, divisi6 entera. Pero [a]
també és una divisid entera: per unicitat resulta ¢, = ¢, (irrellevant per a la demostracio)
ir; =0, absurd.

Cas 2 (ry =2). Aleshores n =3¢, +2,d’onn+1=3¢,+3=3(¢q+1)+0=3¢,+0,
divisié entera. Pero [y] també és una divisié entera: per unicitat resulta g5 = g3 i r; =0,
absurd.

En ambdds casos s’arriba a contradiccié. Queda demostrada la propietat per reduccid a
I’absurd.

Una altra variant argumental similar al desenvolupament anterior consistiria a conside-
rar r; com a valor base per als diversos casos.

PROBLEMA 6.17

Sigui n un nombre enter. Proveu que 16n+ 5 no és un quadrat perfecte. Es a dir, no es
pot expressar com a quadrat d’algun enter.

Solucié. Resolem el problema per reduccid a I’absurd.

Suposem que existeix a € Z tal que 16n+5 = a?.

Considerarem una distincid de casos segons la paritat de a:

Cas I (a parell). Aleshores és a =23, per aun cert 3 enter. Per tant, 16n+5= (23)? =
4p2, d’on 16n — 42 = 5. El membre de I’esquerra és multiple de 2 i, en canvi, el de la
dreta no. Per tant, a no pot ser parell. Aixo és una contradiccid.

Cas 2 (a senar). Aleshores és a = 2f3 + 1, per a un cert 3 enter. Per tant, 16n+5 =
(2B +1)?=4p>+4B+1,don4n+1= P>+ B. Ara bé, 4n+ 1 és senar perqueé és la
suma d’un nombre parell i un senar; en canvi, 2+ 8 = B(p + 1) és producte de dos
enters consecutius, un dels quals ha de ser parell, és a dir, multiple de 2 (donats dos
enters consecutius, exactament un és parell i I’altre, senar). Per tant, 3(f8 + 1) és parell,

1 aix{ hem arribat a una contradiccid. Per tant, a no pot ser senar.

Aix0 esgota els casos possibles. En cada cas, s’arriba a una contradiccid. Per tant, 16n+5
no és quadrat de cap nombre enter.

Encara que sigui repetitiu, vegeu-ne un altre exemple. Cal resoldre subproblemes per
casos segons els valors del residu d’una divisi6 entera.

PROBLEMA 6.18

Demostreu que V5 és irracional.
Solucié. Demostrem el resultat pel métode de reducci6 a 1’absurd.

Adaptem la demostracié que s’ha fet per a provar v/2 ¢ Q.
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Suposem que /5 ¢ Q és fals, en aplicacié del métode de demostracié per reduccié a
I’absurd.

Es a dir, que V5 e Q.
Per tant, existeixen a,b € Z, amb b # 0 tals que V5= 7

Podem suposar que la fraccié § €s irreductible, €s a dir, que I"tnic divisor comu positiu
de a i b és la unitat. Si no fos aixi d’entrada, sempre podriem reduir-la a aquesta ex-
pressid, dividint a i b pel maxim comu divisor d = mcd(a,b). En efecte, seria a = d'd,
b=0bdi%=2%=¢2 irreductible.

Suposem, doncs, que a i b no tenen cap divisor comd positiu llevat de 1. Ja avancem
que la contradiccid a que arribarem és justament que a,b tenen divisors comuns positius
diferents de 1.

Elevant al quadrat:
V3i=9=5=(53=(4P =% =5 =d

Obviament, 5|5b%; per I’dltima igualtat, és 5|a>.

Fem un paréntesi per a resoldre el subproblema segiient, intern a I’argumentacié general.

Subproblema: Vegem que, en conseqiiéncia, 5|a, és a dir, 5|a*> = 5|a, o que 5|a*> — 5|a
és cert. Es pot provar de diverses maneres:

Metode 1.Es pot demostrar 5|a® = 5|a pel métode del contrareciproc. Hem de demostrar
equivalentment que —5|a = —5|a?, és a dir:

5ta=5tad%

Sigui, doncs, 51 a. Si considerem la divisi6 entera de a per 5, tenima =5g+7r,0 <r <35,
és a dir, 0 < r < 4. Per la condici6 5t a, és r # 0. Per tant, les possibilitats per a r s6n
1<r<4,0bér=1Vvr=2Vr=3Vr=4.

Hem de fer un estudi per casos segons els possibles valors de r. En cada cas, hem de
calcular @’ i veure que no és multiple de 5. Es a®> = (5q¢+7r)* = 25¢° + 10rq +r* =
5(5¢% +2rq) +r2.

» Cas 1 (r =1). Es a®> = 5(5¢> +2q) + 1. Aquesta expressi6 és la divisi6 entera de a>
entre 5, per la unicitat del quocient i el residu satisfent > = 5¢+r/,0 < r < 5 (en aquest
cas, ¥’ = 1). Per tant, atés que ' = 1 £ 0, és 51 a°.

Argument alternatiu (per reduccid a [’absurd): si fos 5|a?, seria 5|(a* — (5(5¢* +2q))) =
1, d’on 5|1, que no és cert.

» Cas 2 (r =2). Es a®> = 5(5¢° +4q) + 4. Aquesta expressi6 és la divisi6 entera de a*
entre 5, per la unicitat del quocient i el residu que satisfan a> = 5¢+7/,0 < <5 ((en
aquest cas, ¥’ = 4). Per tant, atés que ¥’ =4 #0, és 51 a’.



Meétodes de demostracio %

Argument alternatiu (per reduccid a I’absurd): Si fos 5|a?, seria 5|(a®> — (5(5¢* +4q))) =
4, d’on 5|4, que no és cert.

» Cas 3 (r=3).Esa® =5(5¢> +6q) +9 = 5(5¢*> + 6q+ 1) +4. Aquesta expressié és la
divisi6 entera de a* entre 5, per la unicitat del quocient i el residu satisfent a*> = Sc + 7/,

0 <7’ < 5 (en aquest cas, ¥’ = 4). Per tant, atés que ¥’ = 4 # 0, és 5t a>.

Argument alternatiu (per reduccidé a 'absurd): Si fos 5|a?, seria 5|(a* — (5(5¢* + 69 +
1))) =4, d’on 5|4, que no és cert.

» Cas4 (r=4). Esa®> = 5(5¢* +8q) + 16 = 5(5¢* + 8q +3) + 1. Aquesta expressi6 és la
divisi6 entera de @® entre 5, per la unicitat del quocient i el residu satisfent @ =5c+7r,

0 < <5 ((en aquest cas, ¥ = 1). Per tant, ates que ¥’ = 1 #0, és 51 a’.

Argument alternatiu (per reduccid a ’absurd): Si fos 5|a?, seria 5|(a® — (5(5¢* + 8q +
3))) =1,d’on 5|1, que no és cert.

Observacid. S’hauria pogut compactar aquest estudi per casos, ja que r € {1,2,3,4} (una
manera de dir que 51 a) equival a > € {1,4,9,16}. També de a* = (5¢+r)* = 25¢* +
10rq +r* = 5(5¢* + 2rq) + r* podem escriure

a® —5(5¢ + 2rq) = r*. Si fos 5|a?, seria 5|(a* — 5(5¢* +2rq)), és a dir, 5|r*, que no es
compleix en cap dels casos, ja que r* € {1,4,9,16} (51 1 A514A519A5116).

Meétode 2. Si el lector coneix el lema d’Euclides (vegeu el capitol preliminar), que afirma,
per a nombres enters ¢, d:

(p primer A pled) — (pleV pld).
aleshores es pot aplicar amb p =5, ¢ =aid = a, i es conclou que 5|a.
Meétode 3. Per reduccié a I’absurd. Suposem, com a punt de partida, que 5|a®> A5t a és

cert. S’haurien de fer argumentacions similars a les del metode 1.

Resolt el subproblema, continuem amb I’argumentacid. Tenim, doncs, 5|a. Per tant, exis-

teix un k nombre enter tal que a = Sk. Ara podem substituir ¢ = 5k a ’anterior 5b> = a?.

Aixi, resulta 5b° = (5k)* = 5%k*, d’on, simplificant, b*> = 5k>.
Fem una argumentacid similar a la d’abans, del principi:

Com que 5|5k?, per la igualtat anterior, resulta 5|b i ara, per qualsevol dels métodes
abans exposats, resulta 5|b.

Resumint, hem arribat a: 5|a i 5|b, la qual cosa és una contradiccid, ja que a,b no tenen
divisors comuns positius diferents de 1.

Per tant, v/5 € Q és fals. Es a dir, v/5 ¢ Q és cert.
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PROBLEMA 6.19
Proveu que \/6 ¢Q

Solucié. Per reduccié a I’absurd: Suposem que v/6 € Q, és a dir, que podem expressar
v/6 com a fracci6 racional irreductible, V6 = g. Aleshores:

2 2
\/5:g¢6:%:>a2:6b2 W 6la? = 2-3|a? = (2]a® A3|a).

A partir d’aqui, hi ha diverses possibilitats:

— De 2|a?, se’n deriva 2|a per diversos métodes: aplicacié del lema d’Euclides (vegeu
capitol de preliminars), o bé pel contrareciproc, o bé per reduccié a 1’absurd. Aixi,
a = 2k per a algun enter k, d’on, substituint a a®> = 6b%, resulta (2k)?> = 6b%, d’on
2k* = 3b*. Aixi 2|3b%; pel lema d’Euclides és 2|3 o 2|b*. Per tant, 2|b*. Novament, pel
lema d’Euclides 2|b, i aix{ resulta que 2 divideix a i b, cosa que és una contradiccid.
Aix0 conclou la demostracid.

— Similarment a I’argumentaci6 anterior, podem partir de 3|a” i arribar a la contradiccid
que 3 és un divisor de a i de b, contradiccio.

PROBLEMA 6.20
Proveu que V2+4/3 ¢Q

Solucié. Suposem que hem demostrat (per exemple, a I’exercici anterior) que v/6 no és
racional.

Resoldrem el problema per reduccio a I’absurd.

En aplicacié del métode de demostracié per reduccié a 1’absurd, suposem que /2 +
V3e Q. Aleshores és V2443 = %, per a a,b enters convenients, amb b # 0. Elevant

al quadrat, resulta: 2 4 2v/24/3+3 = Z—;, ésadir, 5+ V6 = Z—z (b* #0). Per tant, V6 =
Z—Z —5= ”2;—25”2 € Q. Aixi, Vee Q 1, d’altra banda, V6 ¢ Q, cosa que és una contradiccig.

Per tant, v/2 + /3 ¢ Q.

Enunciat addicional, que es pot resoldre a imitacié dels anteriors en que es prova la
irracionalitat de \/E, \/§ , utilitzant el teorema d’Euclides (“si un nombre primer divideix
un producte de dos factors, aleshores divideix algun dels factors™):

Proveu que, “si p €s un nombre primer, aleshores ,/p €s irracional”.

Ara podriem aplicar el metode de demostracié per reduccié a 1’absurd per a provar di-
verses implicacions, algunes ja demostrades per altres métodes:
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2|n = 2|n’ (n enter)

2{n=2{n* (nenter)
2+tn=21{n* (nenter)

(2|la N2|b) = 2|(a+ D) (a,b enters)

i molts altres de tipus similar. En realitat, s’han de quantificar i posteriorment negar la
férmula quantificada en aplicacié del metode. Es a dir que, per exemple, en el primer, el
metode s ha d’aplicar a:

Vn(2|n — 2|n?).
Hauriem de suposar que 3n(2|n A2t n?) és cert i arribar a alguna contradiccid.

En efecte, si n = 2k per a algun k enter, resultaria n® = (2k)? = 2(2k*) = 2k’, amb k' = 2k?,
enter. Aix{, n? seria parell, contradiccié. O bé, ja que n* = 2q+ 1, amb ¢ enter, resultaria
2g+1=2kK,d’on 1 =2(k' — gq), mdltiple de 2. Per tant, hem arribat a la contradiccid: 1
és parell.

6.6. Demostracio d’enunciats amb quantificacio
Hi ha dues possibilitats:

— amb quantificador universal (V) i

— amb quantificador existencial (3).

6.6.1. Amb quantificador universal

Considerem el cas més senzill: VxP(x), per exemple. Hi pot haver més d’un quantificador
i ’estructura pot ser més complexa, com per exemple, a VxVyP(x,y).

Si hem de demostrar VxP(x), per exemple, podem procedir de la manera segiient:

— Considerem x arbitrari, pero fix per a la demostracid.
— Per a I’objecte x anterior, es demostra P(x).

— Finalment, es generalitza amb el quantificador universal, VxP(x).

Exemple 6.29 Suposem que, en aquest exemple, el domini per a les variables és Q = Z.
Com demostrar:

“Per tot nombre enter n, €s 2|n = 2|n*”? O bé

Vn(2|n — 2|n?)

Vn((n € Z — (2|n — 2|n?))

Vn((n € ZA2|n) — 2|n?).
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Procedim de la manera segtient:

a) Fixem n, d’altra banda arbitrari.

b) Per a aquest n, demostrem la propietat: 2|n — 2|n®. Aquesta €és la part técnica
de la demostracid, la part que s’ha de resoldre; en el cas d’aquest exemple, s’ha
fet en problemes anteriors. La técnica demostrativa pot ser diversa (directa, pel
contrareciproc, per reduccié a I’absurd, per casos o altres).

¢) Un cop demostrat, es generalitza amb el quantificador universal:
Vn(2|n — 2|n?).

Idea de la demostracid (punt b anterior): si 2|n, aleshores n = 2k per a algun k enter. Per
tant, n* = (2k)* = 2(2k*) = 2K/, d’on 2|n*. W

Exemple 6.30 “El producte de dos nombres enters senars qualssevol €s senar”
“Per a tot a, b senars, €s ab senar*
Vavb((21an2tb) — 21ab) (aZ).

a) Es consideren a i b enters qualssevol pero fixos per a la demostracid.

b) S’extreu la propietat de I’estructura de quantificacio, és a dir:
(2tan21b) —2+tab.

¢) Es demostra, per a aquests a,b fixos: (21aA21b) = 21tab (aquesta és la part
teécnica, de dificultat variable depenent de I’enunciat).

d) Es quantifica finalment, generalitzant: VaVb((2faA21b) — 2t ab).

Idea de la demostracid del punt ¢ anterior: existeixen enters k,k’ convenients tals que
a=2k+1ib=2k+1,d’onab= (2k+1)(2k'+ 1) = 2(2kk' +k+ k') + 1, senar. B

Una altra possibilitat consisteix a demostrar VxP(x) per reduccié a ’absurd. Partim de
suposar certa la negacié de I’afirmacid, és a dir, Ix—P(x), i cal arribar a una contradiccid.

Per a estructures més complicades (per exemple, amb quantificadors universals a I’inte-
rior), com seria:

Vx(P(x) = Yy(Q(y) — R(x.y)))

ens podem inspirar en les situacions basiques descrites anteriorment.

6.6.2. Amb quantificador existencial

Vegem-ne un cas senzill estructuralment: 3xP(x). Els enunciats poden ser més comple-
xos, amb la possibilitat de barreges dels dos quantificadors:
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IIyP(x,y)...
xVydz...
VxJy... (exemple, a la definicié de 1imit)

“Existeixen infinits nombres primers”.

Un bon nombre de resultats de calcul son d’existéncia. Per exemple, el teorema de Bol-
zano (funcions continues), el teorema de Rolle (derivacio), el teorema del valor mitja
(derivacio), el teorema de Weierstrass d’assoliment de valors extrems, en I’expressio del
residu en el teorema de Taylor. Rarament s’obté una expressio explicita d’existencia: la
demostracio pot ser per reduccio a I’absurd. Per exemple, en el cas del teorema de Bol-
zano, per a una funcié continua f : [a,b] — R amb f(a)f(b) <0, es demostra ’existéncia
d’algun ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0. El lector pot consultar [POZ02013].

Alguns d’aquests teoremes generals permeten obtenir resultats d’existéncia per a casos
particulars:

Exemple 6.31 Vegem-ne un exemple senzill.

Existeix alguna solucié real de x> = 2 a I’interval (1,2); en efecte, considerem f(x) =
x> — 2, funcié continua, amb a = 1 i b = 2. Aleshores existeix ¢, amb 1 < ¢ < 2 tal que
f(c) =0, és adir, > — 2 = 0, en aplicaci6 del teorema de Bolzano. H

En el cas 3xP(x) o, de manera més precisa i per a un domini Q, per a demostrar I’enunciat,
podem procedir:

— exhibint algun element x del domini per al qual P(x) sigui cert.

— per reducci6 a I’absurd, suposant que 3xP(x) és fals (és a dir, que ~3xP(x) &s cert
0, equivalentment, que Vx—P(x) és cert), i arribant a una contradiccid. Per exem-
ple, en el cas de I’existéncia d’infinits nombres primers (pero aleshores 1’enunciat
és formalment més complex).

Vegem el cas de les solucions de I’equacid de segon grau ax? + bx + ¢ = 0 a coeficients
a,b,c reals, a # 0. Es un cas de clara dependéncia del domini al qual puguin pertanyer
les solucions.

Exemple 6.32 L afirmacid VaVbVc(a # 0 — Ix(ax* +bx+c=0)) és certaen C. Perala
seva demostracié fixem a # 0,b, ¢ (d’altra banda, coeficients arbitraris) i aportem alguna
solucié. Es pot obtenir constructivament o bé es formula i es comprova. Per exemple, si
afirmem que les solucions sén

—b+/b*—4ac . —b —/b*—4dac
- ipg=—

o 2a 2a ’

ens podem limitar a una comprovacic: axs + bx; + ¢ = 0. En efecte:

—b+Vb?*—4ac —b+Vb? —4dac
2a 2a

ax; +bx; +c=a( ) +b( YJ+c=---=0.
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Per demostrar 1’existéncia d’alguna solucié, amb la comprovacié d’una que ho sigui,
n’hi ha prou (x; 0 xp).

L’afirmacio no €s certa en el conjunt dels nombres reals (per exemple, peraa=1,b=1,
¢ = 1); com és ben sabut, és certa quan b> —4ac > 0. Aix{, doncs:

VavbVc((a #0Ab* —4ac > 0) — Tx(ax* +bx+c =0)) és certaen R.

Vegem un altre metode per a demostrar I’existencia de solucions: és un métode cons-
tructiu, en que s’obtenen deductivament, explicitament les solucions:

L’equacié de segon grau ax> + bx+ ¢ = 0, amb a > 0 (analogament, en el cas a < 0),
a,b,c € R té dues solucions (en C, conjunt del nombres complexos). La demostracié és
constructiva i aporta I’expressié explicita de les solucions (ja ben conegudes del lector).
Considerem F (x) = ax* + bx + ¢ = a(x* + 2x+ ¢). Completant quadrats a I’expressié
x* 4 Ly, resulta F(x) = a(((x+ 2)* — Ly ¢). També resulta F(x) = 0 si, i només si,

442
b2 b ¢ oo £q Qi b2 _ b —4ac
(x+5:)° = 72 — &, si, inomés si, (x+ 5-)> = Z5

En C (0 bé en R, si b* — 4ac > 0), podem escriure x + 2 = =+ bz;;“", d’on

_ b b2—4ac __ —b+\b2—4ac
x= b, Pbe _ bi
a 4a 2a

I’equacié de segon grau. l

, la coneguda férmula explicita per a les solucions de

I ara demostrem I’existéncia d’infinits nombres primers, un exemple més de la metodo-
logia de demostracid per reduccio a I’absurd.:

Exemple 6.33 (de fet, és un teorema important) Existéncia d’infinits nombres primers
(el resultat és interessant per si mateix, a part d’illustrar un aspecte de les técniques
demostratives). Es pot provar que existeixen infinits nombres primers. La demostracié
no és constructiva, en el sentit que no els enumera (impossible) ni aporta cap férmula ni
metode per obtenir-los tots.

Demostracio. Suposem que el nombre de primers €s finit i siguin p,---,p, tots els
nombres primers (p; > 2). Considerem g = p; - -- p, + 1. El nombre g no pot ser primer
ja que, si ho fos, seria algun dels de la llista anterior, és a dir, ¢ = p;,, per a algun
1 <y < n; aleshores tindriem p;, = p,---pjy---pa+1> pi---pi, -+~ ps. Essent p; > 2,
i=1,--,p,és pi---pj---pn > pi,- Per tant, p;, > p; , que és contradictori.

Si g és compost, té divisors primers. Sigui p; un d’aquests divisors, que obviament
divideix també p; - -- p,, ja que n’és un dels factors. Per tant, és divisor de la diferéncia
1 =¢q— p1--- pas laqual cosa és una contradiccid.

Per tant, el conjunt de nombres primers ha de ser infinit.

Observeu que aquest €s, doncs, un exemple de demostracio per reduccié a 1’absurd.
Formalitzadament, 1’enunciat és p: “existeixen infinits nombre primers”; suposem —p,
és a dir, “el conjunt de nombres primers és finit”.
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I ara un exemple de resultat d’existéncia negatiu:
Exemple 6.34 “No existeixen solucions reals de I’equacié x> +x+ 1 =0".
Es a dir:

—3x(x* +x+1=0) (en R), que equival a
Vx—-(x* +x+1=0), que equival a
Vx(x> +x+1=0#0).

En efecte, si existis alguna solucid, completant quadrats podriem escriure

Prxtl=+x)+1=(x+3)?-G) +l=(x+1)P?+2>0.1

6.7. Equivaléncies
Equivaléncies amb dos enunciats
Recordem I’equivaléncia logica A > B= (A — B) A (B — A).

Quan escrivim A < B, volem dir A = B i B = A, de manera que hem de demostrar dues
implicacions si volem demostrar I’equivaléncia (<).

Exemple 6.35 Vegem diversos exemples d’equivaléncies, per a n enter:

2|n & 2|n?,
2tn<e 240,
3n < 3|n?,
3ne3n’. M

Exemple 6.36 Si tenim I’equivaléncia, que s’enuncia per a nombres enters:
3|n < 3|n’

(amb quantificacio universal (un altre enunciat de fet) seria:

Vn(3|n < 3|n’)),

per a la demostracié de 3|n < 3|n® o del “nucli” de Vn(3|n < 3|n°), cal demostrar sepa-
radament dues implicacions:

3ln=3|n’
3|n° = 3|n

Es concretara a I’exemple segiient. ll
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Observacio: En algunes ocasions, s’aconsegueix encadenar una seqiliencia d’equivalén-
cies o afirmacions equivalents, i aixi queda demostrada I’original P, < P, per transiti-
vitat: la seqiiencia P, & P, & --- & P, | < P, demostra P, < P,,. En aquests casos, no
cal demostrar equivaléncies separadament.

Exemple 6.37 Per a n enter, demostreu les implicacions:

3ln=3|n’
3|n® = 3|n

Les demostrem separadament.

1. Aportem una demostracié directa per a la primera: 3|n = 3|n’.
Hipotesi: 3|n.
Tesi: 3|n°.
Per la hipotesi, existeix un enter k tal que n = 3k. Ara substituim a n° ’expressié
anterior per a n: n° = (3k)®> =3 - (3*°) = 3K/, mdltiple de 3, amb k' = 3k°.

No sembla factible (o no facil) demostrar aquesta implicacio pel contrareciproc, és
a dir, demostrar —3|n° = —3|n.

2. Vegem una demostracié de 3|n° = 3|n.

Meétode 1 (directe). Apliquem el lema d’Euclides a la situacié 3|n-n-n-n-n amb 3 de
nombre primer: es conclou que 3|nV 3|nV 3|nV 3|nV 3|n, és a dir, 3|n.

Meétode 2 (pel contrareciproc). Hem de veure que —3|n = —3|n°, és adir, 3fn = 31n’.
Considerant el residu de la divisio entera de n per 3, dos son els casos en que 3 no és
divisorde n: n =3g+r,amb 1 <r <3—1=2;els casos son r = 1, r = 2. Fem, doncs.
una demostracid per casos (utilitzarem la férmula del binomi de Newton):

Cas I (r=1,n=3q+1). Aleshores és n° = (3¢ +1)° =31 _, ) 3q)* 1> * =37, ()
Bg)f=1+3", ()Bg) =1+ 350, (7)3*"'¢") = 1+ 3¢, no mltiple de 3 (en efec-

/

te, si 1 + 3¢’ fos multiple de 3, seria 1 + 3¢’ = 3w, d’on 3(¢ —w) = 1 i seria 3|1, absurd).
Cas 2 (r =2, n = 3¢ +2). Aleshores és n’ = 3¢ +2)° = 33_, ) (3g)25* =2 +
S Q) Bg)y st =2543(35, (0)341¢*25%) =25+ 3¢", no miiltiple de 3 (en efecte,

si 2° + 34" fos miltiple de 3, seria 2° +3¢” = 3¢, d’on 3(¢” —t) = 2° i seria 3|2°, d’on
3|2, absurd).

Metode 3 (per reduccid a I’absurd). Suposem 3|n° A 3 1 n. Haurfem de fer servir argu-
ments similars als del metode 2. M

Observem també que si demostrem A <> B, resulta demostrat =A < —B, que seria en el
cas anterior —3|n < —3|n’, és adir, 3tn < 3| n’.
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Enunciats com els anteriors de vegades també es presenten de la forma segtient:
“Demostreu que son equivalents (2 enunciats o “afirmacions”):

a) Afirmacio 1.
b) Afirmacio 2.”

Aleshores, com ja hem vist, cal demostrar (a) < (b) o bé: (a) = (b) i (b) = (a).
Vegem un exemple concret d’aquesta formulacio:
Exemple 6.38 Sigui n un nombre enter qualsevol. Proveu que son equivalents:

a) n+ 1 és senar.

b) 3n+ 1 és senar.
Vegem-ne la demostracid:
(a) = (b): n+1és senar = 3n+ 1 és senar.

Meétode 1.3n+1= (n+ 1)+ 2n és la suma d’un nombre senar (n+ 1, per hipotesi) i el
nombre parell 2n. La suma d’un nombre senar i un nombre parell és senar i, per tant,
3n+1és senar.

Meétode 2. Sin+1és senar, n+ 1 =2k+ 1 per a algun enter k. Per tant, n = (n+1) — 1=
(2k+1) — 1 = 2k. Substituint, 3n+ 1 = 3(2k) + 1 = 2(3k) + 1 = 2k’ + 1, senar.

Variant argumental: Si n+ 1 és senar, aleshores n = (n+ 1) — 1 és parell, per ser la
diferéncia de dos senars. Essent n parell, 3n €s parell; 3n+ 1 €s senar, per ser la suma
d’un parell i un senar. O també 3n+ 1 =n—+ (2n+ 1), suma de parell i senar i, per tant,
senar.

Meétode 3 (pel contrareciproc). Cal veure que, si 3n+ 1 és parell, aleshores n+1 €s parell.
En efecte, és n+ 1 = (3n+ 1) — 2n, parell per ser la diferéncia de parells.

Variant argumental: 3n+ 1 = 2k, amb k enter convenient. Per tant, n = 3n+1) —2n =
2k —2n=2(k—n), parell.

Métode 4 (per reduccié a I’absurd). Suposem que 7 + 1 és senar i 3n+ 1 és parell. Es
3n+1=(n+ 1)+ (2n), senar, per ser la suma de parell i senar, contradiccig.

Laltra implicacid:
(b) = (a): 3n+ 1 és senar = n+ 1 és senar.

Similarment a la demostracié de la implicacid anterior, per a aquesta també es poden
formular diverses demostracions. En presentem només una (i el lector en pot aportar
d’altres):

n+1= (3n+1)—2n, que és senar per ser diferéncia d’un senar (3n+ 1, per hipotesi) i
un parell.
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Equivaléncies amb més de dos enunciats
Considerem enunciats com els segiients:

“Demostreu que son equivalents (3 enunciats o “afirmacions”):

a) Afirmacio 1.

b) Afirmacio 2.

c) Afirmacio 3.”
Estructura de la demostracié: Hem de demostrar (a) < (b), (b) < (c); per transitivitat,
queda demostrat (a) < (c). També es pot procedir d’altres maneres, demostrant (a) <
(¢), (¢) < (), 1queda demostrat (a) < (b) per transitivitat. Demostrar una equivaléncia

suposa normalment demostrar dues implicacions (llevat que s’aconsegueixi demostrar
directament I’equivaléncia).

Altres possibilitats: cal demostrar totes les implicacions possibles entre (a), (b) i (c)
(“totes amb totes”). Una demostracié o esquema “triangular” pot alleugerir la feina:
(@) = (b) = (¢) = (a).

Ara hem de demostrar separadament cadascuna d’aquestes implicacions:

(a) = (b): “Afirmacié 1” = “Afirmaci6 2”
(b) = (c): “Afirmacié 2” = “Afirmacié 3”

(¢) = (a): “Afirmacié 3” = “Afirmacié 1”
Es poden escollir altres ordres, com per exemple: (¢) = (b) = (a) = (c) o altres.

“Demostreu que son equivalents (4 enunciats o “afirmacions”):

a) Afirmacio 1.
b) Afirmacio 2.
c) Afirmacio 3.
d) Afirmacio 4.”

Estructura de la demostracié: Caldria provar les equivaléncies: (a) < (b), (b) < (c),
(¢) & (d); per transitivitat, queda demostrat (a) < (c). També es pot procedir en altres
ordres: (a) < (c), (d) < (b), (a) < (d); per transitivitat, resulta demostrat (b) < (c);
encara hi ha altres ordres possibles.

Dit d’una altra manera: cal demostrar que tota afirmacié és equivalent a qualsevol altra,
que és el mateix que dir que cal demostrar que tota afirmacié implica qualsevol altra.
Per transitivitat, pot quedar demostrat el mateix adoptant altres esquemes demostratius
i provant menys implicacions. Una possibilitat €s seguir un esquema circular de demos-
tracio:
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(@ = (b
()= (b)=(c)=(d) = (a) i) (8
@ <= (©

Ara hem de demostrar separadament cadascuna d’aquestes implicacions:

(a) = (b): “Afirmacié 1” = “Afirmacié 2”
(b) = (c): “Afirmacié 2” = “Afirmacié 3”
(¢) = (d): “Afirmacié 3” = “Afirmacié 4”
(d) = (a): “Afirmacié 4” = “Afirmacié 1”

Altres esquemes demostratius. En teoria, és possible escollir altres ordres, suposant que
no es presenten problemes técnics, com per exemple:

@ = (o
(a) = (¢) = (b) = (d) = (a) f (8
d <= (b

O també, depenent de la dificultat técnica per a fer una determinada demostracid, podem
triar altres esquemes: (a) < (b) i un esquema circular: (a) = (¢) = (d) = (a).

Per a demostrar I’equivaléncia de més afirmacions que en els exemples anteriors, es
procediria de manera similar.

Vegem els exercicis segiients. S6n de baixa dificultat técnica per tal que se’n pugui mos-
trar més facilment I’estructura demostrativa.

PROBLEMA 6.21

Sigui n un enter. Proveu que son equivalents les afirmacions segiients:

a) n+2 és parell
b) n+ 3 és senar
c) Sn+1 és senar

d) Tn és parell

Solucié. Estructura de la demostracio: Cal demostrar que tota afirmacié implica qual-
sevol altra. Per transitivitat, pot quedar demostrat el mateix adoptant altres esquemes
demostratius i provant menys implicacions. Una possibilitat €s provar:

(@ = (b
(@) = (b) = (¢) = (d) = (a) 1 4
d <= (©

Ara hem de demostrar separadament cadascuna d’aquestes implicacions; demostrarem
amb detall la primera:

(@)= (b):2|n+2=21{n+3.
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Meétode 1. Si 2|n+ 2, existeix un enter k tal que n+2 = 2k, d’on n = 2k — 2. Substituint,
n+3=(2k—2)+3=2k+1, senar.

Meétode 2. Tenim n+3 = (n+2) + 1. Per hipotesi, n+ 2 és parell i, per tant, n+ 3 és la
suma d’un parell i un senar. El resultat és senar.

Meétode 3. Pel contrareciproc: cal provar =2{n+3 = —=2|n+2,és adir, 2|[n+3 =21
n+2.

Variant argumental 1: n+2 = (n+3) — 1, la diferéncia d’un parell (n + 3, per hipotesi)
1 un senar; el resultat és senar.

Variant argumental 2: n+3 = 2k + 1 per a un k enter convenient; per tant, n +2 =
(n+3)—1=(2k+1)—1=2k, parell.

Variant argumental 3: n+3 = 2k+ 1 per a un k enter convenient; per tant, n = (2k +
1)=3=2k—2,d’onn+2= (2k—2) + 2 = 2k, parell.

Meétode 4. Per reducci6 a I’absurd. Partim de 2|n+2 A2|n+ 3 i arribem a un absurd, de
diverses maneres possibles (que no es detallen).

(b)=(c):24n+3=2{5n+1.

Tenim Sn+1= (n+3)—-3+4n+1=(n+3)+(4n—-2)= (n+3)+2(2n— 1), suma
d’un senar (per hipotesi) i d’un parell: el resultat és senar.

Variant argumental 1. Per hipdtesi n+3 = 2k + 1 per a un cert enter k, d’on n = (2k +
1) —3=2k—2=2(k—2). Aixi, n és parell i, per tant, 5n és parell. Ara bé, 5n+ 1 és,
doncs, la suma d’un parell més un senar, amb resultat de senar.

Variant argumental 2. Per hipOtesi, n+3 = 2k + 1 per a un cert enter k, d’on n = (2k +
1)-3=2k—2=2(k—2).Pertant, 5n+1=(5-2(k—2)+1)=2-5(k—2)+1, senar.

També es pot demostrar pel metode del contrareciproc i per reduccié a I’absurd.
(¢)=(d):2t5n+1=2|Tn

Meétode 1. Tn = 5n+2n = (5n+ 1)+ (2n — 1), suma de dos senars (5n+ 1 ho és per
hipotesi); per tant, 7n €s parell.

Meétode 2. Per hipotesi, 5n+ 1 =2k+ 1, per a un k enter. Per tant, n = (2k+1)—4n—1=
2(k—2n). Ara, substituint, 7n = 7(2(k — 2n)) = 2(7(k — 2n)), parell.

Metode 3. Per hipotesi, Sn+ 1 = 2k+ 1, per a un k enter. Per tant, Sn = 2k; aixi 5n és
parell. Per tant, n és parell (o bé aplicant el lema d’Euclides, o bé argumentant que, si
n fos senar, aleshores també ho seria 5n, cosa que és una contradiccid. Per tant, 7n és
parell.

Metode 4 (contrareciproc). Sigui 7n senar. Volem veure que 5n+ 1 €s parell. En efecte,
Sn+1=Tn—-2n+1="7n— (2n— 1), parell, per ser la suma de dos senars.
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Variant argumental. Suposant 7n senar, és Tn =2k+1,d’on Sn+1=7n—-2n+1 =
2k+1—-2n—1=2(k—n), parell.

Variant argumental. Suposant 7n senar, és n senar (pel lema d’Euclides o perque, si no
ho fos, aleshores n seria parell i 7n seria parell). Per tant, 5n és senar, per ser el producte
de senars; per tant, Sn+ 1 &s parell per ser la suma de dos senars.

(d)= (a):2]Tn=2|n+2

Metode 1. Essent 7n parell, n ha de ser parell, ja que, en cas contrari, 7n seria senar. Per
tant, n + 2 €s suma de parells i, en conseqiieéncia, és parell.

Meétode 2 (contrareciproc). Suposem que n -2 €s senar. Existeix un k enter tal que n 42 =
2k+1, d’on n = (2k+1) —2 = 2k — 1. Substituint, 7n = 7(2k — 1) és senar, per ser
producte el de dos senars. També es pot veure aixi: 7n = 2(7k) — 7, suma d’un parell més
un senar (la suma és senar); o bé: Tn = 2(7k) —7=2(7k) —2-3—-1=2(7Tk—3) -1,
senar.

Altres esquemes demostratius. En teoria, és possible escollir altres ordres, suposant que
no es presenten problemes técnics per a provar les implicacions, com per exemple:

@ = (©
(@) = () = (b) = (d) = (a) i 4
@ <= (b

PROBLEMA 6.22

Sigui n un enter. Proveu que son equivalents les afirmacions segiients:

a) n és senar.
b) 5n—2n* és senar.

c) n—>5és parell.

Solucié. Estructura de la demostracio: Cal demostrar que tota afirmacié implica qual-
sevol altra. Per transitivitat, pot quedar demostrat el mateix adoptant altres esquemes
demostratius i provant menys implicacions. Una possibilitat €s provar:

(@) = (b) = (c) = (a)
Ara hem de demostrar separadament cadascuna d’aquestes implicacions:

(a) = (b): Si n és senar, aleshores és de la forma n = 2k + 1 per a algun k € Z. Provem
que 51 —2n?* també és senar, és a dir, existeix k' € Z tal que 5n—2n? = 2k’ + 1. En efecte,
utilitzant la hipodtesi, podem escriure: 5n —2n* = 5(2k+1) —2(2k+1)*> = 10k +5 —
2(4k* +4k+1) = —8k* +2k+3=2(k—4k*+1)+1=2k'+1,amb k' =k —4k* + 1.

Argument alternatiu directe: si n és senar, també ho és 5n, per ser el producte de dos
senars; el producte 2n? és parell. Ara, 5n — 2n?* és la diferéncia d’un nombre senar i d’un
nombre parell: el resultat és senar.
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(b) = (c): En primer lloc, un esquema directe de demostracio: si 5n —2n* és senar,
aleshores 5n —2n? = 2k + 1 per a algun k € Z. Amb la finalitat de fer aparixer n — 5,
sumem i restem aquesta expressio: (n—5) +4n+5—2n>=2k+1,donn—5=2k+
1 —4n+2n*>—5=2(k—2n+n>—2), miltiple de 2, és a dir, parell.

Podem veure un altre argument per a una demostracio directa: suposem que 5n — 2n* és
senar. De la descomposici6 5n — 2n* = n(5 — 2n), en deduim que n no és parell, ja que,
si ho fos, també ho seria Sn — 2n?. Per tant, n és senar i, en conseqiiencia, n — 5 és parell
n—5=02k+1)=5=2(k—-2)).

Alternativament (contrareciproc) podriem veure —(c) = —(b). Suposem que n — 5 és
senar; aleshores n és parell (en efecte, n —5 = 2k+ 1 i, per tant, n = 2k+ 145 =
2(k+3)). Ara bé, 5n—2n? = n(5 —2n), que és parell perqué t€ el factor n parell (també
es pot provar substituint n = 2¢ en 5n — 2n* i comprovant que t€ el factor 2).

Encara es podria considerar una altra variant argumental (contrareciproc). Si n—5 és
senar, n €s parell, com hem vist a la variant anterior. Reescrivim 5n — 20 =n+ (4n—
2n?) = n+2(2n— n?), parell, com a suma de dos parells.

Encara es podria formular d’una altra manera (contrareciproc). Si n — 5 és senar, es pot
escriure, per aun adequat k € Z,n—5 = 2k+ 1, d’on n = 2k + 6; substituim a I’expressié
5n—2n* i en resulta: 5n—2n* = 5(2k+6) —2(2k+6)? = (2k+6)(5 — 4k — 12) =
2(k+3)(—4k —7) = 2K, parell. Es a dir, ~¢ = —b.

(¢) = (a): Si n—>5 és parell, aleshores n — 5 = 2k, per a algun k € Z. Per tant, n =
2k+5=2(k+2)+1=2k"+1, senar.

PROBLEMA 6.23

Sigui n un nombre natural, n > 2. Siguin A, B matrius quadrades d’ordre n. Proveu que
son equivalents les afirmacions segiients:

a) AB=BA
b) (A+B)*=A>+2AB+ B’
c) (A—B)?=A>-2AB+B?
d) (A+B)(A—B)=A>-B’
Solucié. Estructura de la demostracio: Cal demostrar que cadascuna de les afirmaci-

ons implica qualsevol altra. Per transitivitat, es pot demostrar el mateix adoptant altres
esquemes demostratius i provant menys implicacions. Una possibilitat és provar:

(@ = (b
(@) = (b) = (¢c) = (d) = (a) i 4
@ <= (©

Ara s’haurien de demostrar separadament cadascuna d’aquestes implicacions. Demos-
trem-ne només alguna:
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(@) = (b): ...

(b) = (c): (A—B)* = (A+ (—B))* 2 A2 4 2A(—B) + (—B)? = A> + 2(~AB) + B> =
A2 —2AB+ B,

(c)= (d): ...
(d) = (a): Tenim (A+B)(A—B) =A(A—B)+B(A—B) =A’+A(—B)+BA+B(—B) =

A% — AB+ BA — B%. Aplicant aquesta tltima igualtat i (d), resulta —AB + BA = 0, és a dir,
AB = BA, o sigui, (a).

6.8. Contraexemples

Un contraexemple per a una afirmacié ./ (amb quantificador universal) sobre un domini
Q2 és un element del domini que nega (contradiu) I’afirmacid.

Suposem que tenim una afirmacid del tipus VxP(x) (x en un determinat domini Q). Es
falsa si, i només si, la negacié és certa, és a dir, si, i només si, =VxP(x) és cert. Pero aix0d
és equivalent a afirmar que Jx—P(x) és cert, en el mateix domini. Es a dir, per a aquest x,
és P(x) fals.

De manera més completa pel que fa a la formalitzacio:
Afirmacié: Vx(x € Q — P(x)).

Negaci6 de ’afirmacié: =Vx(x € Q — P(x)).
Equivalentment, 3x—(x € Q — P(x)).
Equivalentment, 3x(x € Q A —P(x)).

Es pot reformular dient que “existeix algun x, € Q tal que P(xy) és fals”. Si aquesta
dltima afirmacid és certa, aleshores, amb 1’existéncia d’aquest element x,, demostrem la
falsetat de I’afirmacié original: Vx(x € Q@ — P(x)). Es diu que xo és un contraexemple
per a I’afirmacié Vx(x € Q — P(x)) i que en demostra la falsedat.

Per tant, per a demostrar la falsedat d’enunciats com VxP(x), n’hi ha prou a aportar-ne
un contraexemple.

Exemple 6.39 Considerem I’afirmacié: “Tot nombre primer és senar”.

Es falsa: n’hi ha prou amb el contraexemple n = 2, primer parell. B

En cas que I’afirmacié sigui sobre m elements, com a Vx; - - Vx,P(x;, - ,x,), ales-
hores un contraexemple, si escau, sera una m-pla d’elements ay,--- ,a, per als quals
P(ay, - ,a,) sigui fals. Aquesta és la situacié que es presenta als dos exemples segiients:

Exemple 6.40 Considerem I’afirmacio: “El producte de matrius quadrades d’ordre n > 2
és commutatiu”. Lafirmacid és, per a matrius d’ordre n, VAVB(AB = BA).
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L’afirmacio és falsa. Ho demostrem amb un contraexemple:

0 0] 01| 0 0]
1 0] 0 1] 0 1]
00 0 -0 00 00 [_[ 00 0. 0
00 0 -0 00 0 -0 00 0 -0
0 1] 00| 10|
0 1| 10| 10|
00 0 -0 00 00 [_[ o0 0.0
00 0 -0 00 0 -0 00 0 -0

Les caixes matricials 2 x 2 “no commutatives” de I’extrem superior esquerre poden ser
substituides per altres caixes que no commutin i també es poden localitzar en altres
posicions de les matrius.

Es cert: Vn(n > 2 — JAIB (AB # BA)).

Observacio. Estem dient que per a cada n > 2, JA3B(AB # BA), cosa que no impedeix
que hi pugui haver parelles de matrius que commuten. Per exemple, Al = [A=A, AA™' =
A~'A = I (per a matrius invertibles), o el producte de dos canvis d’escala, o el producte
de dues matrius de rotacié en el pla respecte de 1’origen. H

Moltes vegades es fan conjectures sobre possibles propietats que no se sap si son certes.
Una possibilitat per a demostrar que no ho sén €s buscar-ne un contraexemple (amb un
n’hi ha prou, pero pot no ser facil de trobar). Sabem que en el conjunt dels nombres
reals es compleix la propietat distributiva del producte respecte de la suma. Pero podem
afirmar el mateix per a una hipotetica distributivitat de la suma respecte del producte?

Exemple 6.41 Considerem I’afirmacio en el conjunt dels nombres reals:

“La suma és distributiva respecte del producte”. Es cert?

Formalment, seria: VaVyVz (x+yz = (x+y)(x+2)).

L’afirmacio és falsa. Ho demostrem amb un contraexemple:

x=1,y=1, z=1: per a aquests valors, no es compleix la igualtat.

No sempre €s facil trobar contraexemples (és possible que no se sapiga si la propietat és
certa). En aquest exemple, pot ser util imposar la condicid i potser aixo ens portara a veu-

re que la propietat és falsa, i proporcionara al mateix temps una font de contraexemples
(encara que amb un n’hi hagi prou). Vegem-ho, en relacié amb I’exemple anterior:
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Imposem:

x+yz=(x+y)(x+2)

x+yz=x"+xz+yx+yz

x=x>+xz+yx

X +xz+yx—x=0

x(x+y+z-1)=0
Donx=0o0x+y+z—1=0.Pertant,six#0ix+y+z—1#0, amb els valors

corresponents no es compleix la igualtat i aix{ en tenim contraexemples. Per exemple,
x=5,y=3,z=-2.

Comentari. Observem que hem deduit:

x+yz=(x+y)(x+z)=(x=0Vx+y+z—1=0).

Per tant (contrareciproc), =(x =0Vx+y+z—1=0) = =(x+yz= (x+y)(x+z)). Esa
dir, aplicant De Morgan, (x #0Ax+y+z—1#0) = x+yz# (x+y)(x+2).

De vegades, el que busquem €s un exemple que validi (demostri) una afirmacio:

Exemples 6.42

Exemple 1. “El producte de matrius no és commutatiu” (en el sentit que no ho és sem-
pre), és a dir, que algunes matrius no commuten (perd no necessariament tota parella).
Es a dir, interpretat aixi és JAIB (AB # BA). La demostraci6 d’aquest resultat consisteix
a mostrar dues matrius concretes que no commutin. Es a dir, un exemple concret com a
demostracié d’un resultat d’existéncia. Per exemple,

(o) (1)
o= () ()6 0)
w0 (D-(10)

De fet, la parella anterior de matrius A, B és un contraexemple per a 1’afirmacio (falsa)
“El producte de matrius és commutatiu”. ll

Exemple 2. “Lacomposici6 d’aplicacions en un conjunt no és commutativa” (en el sentit
que existeix un parell d’aplicacions que no commuten; no s’afirma que per a qualsevol
parella no hi hagi commutativitat). També queda demostrada 1’afirmacié aportant dos
exemples concrets de funcions en un conjunt A (f,g: A+— A).

Es a dir, s’hauria de veure que existeix un A convenient (per exemple, el conjunt dels
nombres reals) i que, definides en A, 3f3g(fog # go f). Es adir, 3f3gIx((f o g)(x) #
(g0 f)(x)).
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Per exemple, A =R, f(x) = x+ 1, g(x) = x> — 1. Aleshores:

(fog)x) =flgx) =f(¥ 1) = -1)+1=x,

(gof)(x)=g(f(x))=gx+1)=(x+1)>—1= (x> +2x+1) — 1 = x> +x. Per exemple,
per ax = 1, no hi ha igualtat.

Bsadir, (fog)(1) # (g0 /)(1).

Naturalment, aquest exemple seria un contraexemple per a I’afirmacié falsa: “La com-
posicié d’aplicacions és commutativa”. ll

6.9. Demostrar una conjuncio (“AiB")
AAB  Problema: Cal demostrar una afirmacio de la forma A A B.
Exemples 6.43
Exemple 1. 2|4a N\3|6b (a,b enters).
Exemple 2. 2|n(n+1) A3|n(n+1)(n+2) (n enter). W
Exemple 3. 2|(n—3)(n—2)A3|(n—Dn(n+1)A4{n(n+1)(n+2)(n+3) (n enter). W
Exemple 4. 2|n* +n+2A2|n*—n+4 (nenter). B
En genéric, cal provar per separat (amb dues demostracions independents):

— que A és cert

— que B és cert

Es fan dues demostracions independents, pels metodes que convinguin, depenent de
Pestructura de les afirmacions A i B. Cada una de les A, B pot tenir qualsevol estructura,
de manera que dificilment podem aqui dir res en general: per exemple, si A = A; — A,,
posem per cas, aleshores es pot intentar demostrar A mitjancant una demostracio directa,
pel contrareciproc, per reduccié a I’absurd, per induccio si escau, per casos si escau, o
per altres metodes.

La descripcié anterior de com procedir és la més senzilla i natural, sobretot si A,B no
estan relacionades. Ara bé, hi pot haver altres situacions que reclamin altres possibilitats.

Vegem altres possibilitats, que indiquem simplement a efectes teorics:
Per reduccio a I'absurd
Si es tracta de demostrar &7 = AAB,

— Suposem (cert) ~.«7, és a dir =(A A B).

— L’argumentacié avanga a partir de —(A A B) o bé, aplicant I’equivaléncia de De Mor-
gan, a partir de “AV —B.
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— Cal arribar a una contradiccid a cada un dels casos anteriors (—AV —B):

« a partir només de A, cal arribar a contradiccid i
o a partir només de —B, cal arribar a contradiccié

En efecte, cap de les dues pot ser certa (si el metode funciona), ja que si una fos certa,
aleshores ja ho seria la disjuncié —=AV —B.

— Aconseguit I’anterior, es conclou que A A B és cert.

També es pot plantejar un camf alternatiu fent servir les equivaléncies (de fet observeu
que a les férmules de la dreta 1’una €s contrareciproca de I’altra).

(~AV-B)=A — —B
(wAV-B)= (~BV-A) =B — —A

i hem de demostrar que qualsevol de les dues (s6n equivalents) ens porta a contradic-
ciod.
Exercici:

— Generalitzeu a AV BV C (el cas de 3).
— Generalitzeua A, V---VA,.

6.10. Demostrar una disjuncio (“A o B”)
AV B  Problema: Cal demostrar una afirmacio de la forma AV B.

En el cas anterior de demostracions de conjuncions, €s clar i nitid que s’ha de demostrar
separadament A i B, ja que el significat de la conjuncio és clar. Intuitivament, la disjuncid
és menys clara: que vol dir que hem de demostrar A o B? La situacié resulta incomoda,
no tenim cap punt de partida: resulta més comode demostrar implicacions o veracitat de
condicionals, on tenim un punt de partida.

Per a aix0, intentem convertir una disjuncié en un condicional, a continuacid.
Convertim I'enunciat en un condicional
Apliquem diverses equivaléncies logiques:

AV B =—(-A)VB=-A — B (per I’equivaléncia de la doble negacid i I’expressié del
condicional en termes de negacid i disjuncio).

Aix{, provar que és AV B cert és el mateix que provar que =A — B és cert, és a dir,
—A = B. Cal veure, doncs, que, si —A és cert, aleshores B. “Si no es compleix A, aleshores
es compleix B”. “Es parteix de —A i s’arriba a B”.

Alternativament, podem considerar el contrareciproc de -A — B, que és =B — ——A =
—-B — A 1, per tant haurfem de provar =B — A. “Si no es compleix B, aleshores es com-
pleix A”. “Es parteix de =B i s’arriba a A”. Observem que també hi podem arribar per
una altra seqiiencia d’equivaléncies logiques:
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AVB=BVA=—-(-B)VA=-B— A
Per tant, cal provar una de les afirmacions segiients:

“si A no és cert, vegem que B és cert”

“si B no és cert, vegem que A és cert”

Exemples 6.44 (amb “0”)

Exemple 1. 2|nV 2t n (nenter). Equivala2tn —2{n. W
Exemple 2. 31nV 27|n* (n enter). Equival a 3|n — 27|n°. W
Exemple 3. 3|nV3|n+1V3|n+2(nenter) (amb 3). W
Vegem-ne alguns exemples:

Exemple 6.45 Sigui n un nombre enter. Aleshores:
3tnVv27n.

En efecte, equival a 3|n — 27|n?, que es comprova facilment: existeix un enter k tal que
n=23k,d’onn’ = (3k)*=3%% =27k =27k, amb k' = k*. I

Exemple 6.46 Sigui n un nombre enter. Aleshores:

24nv2in® —1.EsA=2{n,B=21{n’—1.

Meétode 1. Podem provar equivalentment —A = B, és a dir, =24 n = 2{n’ — 1. En efecte:
—2{n=2|n= 3k € ZAn=2k. Amb aquest k,
n=2k=n—1=(2k?—-1=2(2°k*)—1=2k'—1=24n’ — 1,amb k' = 2%k*.
Metode 2. Podem provar =B = A:

2 1= 20 -1 5 =2k = =2k + 1 =242

(*): la implicacié es pot demostrar pel contrareciproc, per reduccié a I’absurd, per apli-
cacio del lema d’Euclides (vegeu el capitol de preliminars), per casos segons paritat de 7.

Observacio. També s’hauria pogut demostrar pel contrareciproc directament.
Exemple 6.47 Sigui n un nombre enter. Aleshores:

2lnv2|n®—1.(A=2ln, B=2|n* —1).

Podem demostrar equivalentment que —2|n = 2|n* — 1 (=A = B). Es a dir,

2in S =2k +1=nm—1=(2k+13—1= (22 +3(2k2+3(2k) +1)—1 =
2243243k B 1= =2 — 1.
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Una altra possibilitat és per reduccié a ’absurd:
o =AVB

Suposem —.Z = —(AV B) = (~A A —B) (per De Morgan), és a dir, suposem —A i =B i
arribem a una contradiccio.

També podriem fer servir:

-o/ =—(AVB)=(-AN—-B)=—(A— —B)

Exercici:

— generalitzeu a AABAC (el cas de 3)
— generalitzeua A| A---A\A,

6.11. Prova d’enunciats del tipus A — B (casos especials)

Considerem alguns casos especials de condicionals.

6.11.1. Disjuncio a I'antecedent

(AVB) = C
Resulta titil ’equivaléncia logica (AVB) - C=(A—C)AN(B—C)
Exemple 6.48 Si a,b sén nombres enters,
(7laV7\b) = T|ab.
En efecte:
Cas 7|a. Si7|a, és a =Tk per a algun enter k, d’on ab = (7k)b = 7(kb). Per tant, existeix
un enter &’ tal que ab = Tk’ (prenent k' = kb). Aixi doncs, 7|ab. Hem demostrat 7|a =
7|ab.
Cas7)|b. Si7|b, és b =Tk per a algun enter k, d’on ab = a(7k) = 7(ka). Per tant, existeix
un enter &’ tal que ab = 7k’ (prenent k' = ka). Aixi doncs, 7|ab. Hem demostrat 7|a =
7|ab.

Observacio. D’aquest resultat, se’n deriva la veracitat del contrareciproc:

71ab= —(7laV7|b) i, per De Morgan,
T1ab= (—(7|a) AN—=(7|b)), és a dir,
Ttab= (TtaNT1tb).
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Analogament:
2tab= (2taNn21b).
3tab= (3tan3tb). W

Observacio. A la demostracid per casos trobem aquesta estructura.

6.11.2. Conjuncio a I'antecedent
(AAB) = C

Exemple 6.49 (12|a A 18|a) — 6la (a enter). W
Vegem una colleccié d’exemples d’enunciats de tipus similar.
Exemple 6.50 Per a a,b nombres enters:

2lan2|b) = 2|a+b.
2tan2|b)=21a+b.
2lan24b)=21a+b.
2taN2tb) = 2la+b.
3lan3|b) = 3la+b.
S5lanS5|b) = Sla+b.
3tan3lb)=3ta+b.
24a+bA2la)—21b. M

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

Demostrem-ne alguns:
Exemple 6.51 Per a a,b nombres enters, (21aA2|b)=2ta+b.
Demostraci6

2ta= Fk(k € ZNa=2k~+ 1) (per hipotesi).
2|b= 3k (k' € Z Nb=2K') (per hipdtesi).

Per tant:

a+b=2k+1)+2K =2(k+k)+1=2k"+1(amb k" = k+k' € Z). Per tant:
(K" € ZNa+b=2k"+1). Per tant: 2t a+ b (tesi). B

Exemple 6.52 Per a a,b nombres enters, (3|a A3|b) = 3|a+b.

Hipotesi: 3|a A 3]b. Completa: a € ZAb € ZA3laA3|b.

Tesi: 3]a+ b (també 3|a £ b).
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Demostracié. Per la hipotesi, existeixen enters k, k' tals que a =3k i b =3k, d’ona+
b=3k+3k =3(k+k)=3k"(amb k" = k+Kk'). Per tant, 3|a+b. H

Exemple 6.53 Per a a,b nombres enters, (31aA3|b) = 3tatb.

Suposem que a no és miltiple de 3. Per la divisi6 entera de a per 3, és @ = 3¢ + r, amb
g,r enters i amb 1 < r <2 (atés que r # 0, per ser a no divisible per 3; en general, s
0<r<3).

Si 3|b, existeix un k enter tal que b = 3k.

Per tant,a+b= (3g+7r)+3k=3(q+k)+r,amb 1 <r<2.

Cas I: r = 1. Aleshores a + b = 3¢’ + 1, no miiltiple de 3 (per reduccio a I’absurd: si ho
fos, seria 1 +3¢' =3¢”, d’on 1 = 3(¢” — ¢') i aixi 3|1, contradiccid).

Cas 2: r =2. Aleshores a+ b = 3¢’ + 2, no miltiple de 3 (si ho fos, seria 2+ 3¢" = 3¢,
d’on 2 =3(q" — ¢’) i aix{ 3|2, i aixd és una contradiccid). M

Exemple 6.54 Per a a,b nombres enters, (2{a+bA2|a) —21b.
Per ser senar, a + b = 2k + 1 per a algun enter k. Per ser parell, a = 2k’ per a un enter k'
Aleshores b = (a+b) —a = (2k+ 1) —2k' =2(k— k') + 1 = 2k” + 1, senar, com haviem

de veure.

Alternativament, b = (a+ b) — a, senar, per ser la diferéncia d’un senar i un parell. H

6.11.3. Disjuncio al conseqiient
A— (BVC)

Per a tractar aquest cas, resulta Util I’equivaléncia logica:
A— (BVC)=(AAN—-B)—C
A— (BVC)=(AN—C)— B

En el cas de 3 (dues disjuncions al conseqiient), A — (BV CV D) és logicament equivalent
a diverses formules:

(AA—-B) — (CV D) (i altres de similars)
(AA-BA—C)— D (i altres de similars, com les segiients)
(AN-BA-D)—C

(AN-CA-D)— B

Exemples 6.55 Per nombre reals x,y,z,n,m,

Exemple 1. x+y<1= (x< %\/yg %)
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Exemple 2. x+y<n+m= (x<nVy<m). Itambéx+y<n+m= (x <mVy<n).
Exemple 3. x+y+z<3=(x<1vy<lvz<lIl).H

També es pot tractar per reduccio a 1’absurd, prenent com a punt de partida la suposicié
de veracitat de:

AN-BN-C
AN-BAN-CA—-D

Aquestes formules s’obtenen per negacié dels condicionals corresponents i aplicacié
posterior de 1’equivaléncia de De Morgan.

També es podria demostrar pel contrareciproc:
Exemple 6.56 Vegemx+y+z<3=(x<1vy<lvz<I).
Vegem ~(x < 1Vy<1Vz<1)=~(x+y+z<3).

Per De Morgan, tenimx > 1 Ay > 1 Az > 1. Per tant, x +y+z > 1 4+ 1 4 1 = 3, negacid
dex+y+z<3. H

Exemple 6.57 Siguin x,y nombres reals positius. Proveu:

z=xy= (x<2Vy<Vz)

Metode 1. Pel metode especific indicat al principi de la seccid, veient
(z=xyA-(x<z)) =y <,/ Esadir,

(z=xyA=(x>2) =y </

Observeu que z >0 /z > 0. Aplicant x > \/z, resulta z = xy > \/zy. d’on == > y. Ara
bé, % = (i/—{; = /z Pertant, \/z >y, d’ony < ,/z.

Metode 2. Pel contrareciproc. Hem de demostrar equivalentment

—(x < /zVy </z) = —(z=xy). Per De Morgan, hem de demostrar:

(x > \/z\y > /z) = z # xy. En efecte, per la hipotesi, resulta que

xy > /z2v/z2= (y/2)*> =z, d’on xy > z, i, doncs, xy # z.

Meétode 3. Per reducci6 a I’absurd. Suposem certa la negacié del condicional:

z=xyA # (x < /zVy < /z), equivalent per De Morgan a z =xy A (x > \/2Ay > 1/2).

Essent y > 0, z > 0, podem escriure x > /z = xy > y1/z2 = xy > \/24/2 =12z, d’onxy # z,
la qual cosa €s una contradiccid. ll
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6.11.4. Condicional al conseqtient
A— (B—=C)
Per tractar aquest cas, resulta til I’equivaléncia logica:
A= (B—=C)=(AANB)—=C
Exemples 6.58
Exemple 1. 3|n = (5|n=-15|n) (n enter). Equival a (3|nA5|n) = 15|n. B
Exemple 2. 5la — (5|b — 5|a+b) (a,b enters). Equival a (5|a A5|b) — 5|(a+b). R

Exemple 3. (a € ZANb e Z)— ((Slan5|b) — 5|a—b). Equival a
(a€ZNbeZN5lan5b)— Sla—b. 1

Exemple4. n€Z— (2tn—21n*). W

Exemple 6.59 “La suma de parells €s parell”

Suposem r un nombre natural; ay,- - - ,a, nombres enters. Tenim:

2|lr = ((2la; A---N2la,) = 2|a; +---+a,), que equival a

2lrA2lay A N2la,) = 2]la + - +a,).

Considerant la pertinenca als dominis indicats, podem quantificar:

Vr(2lr = (Va\Ya2---Va,(2la; A--- A2la,) — 2|la; +---+a,)), que equival a
VrVa\Ya, - -Ya, ((2|r A2|a; A--- A2l|a,) — 2la;+---+a,). B

Exemple 6.60 “La Suma d’un nombre parell de senars és parell”

Suposem r un nombre natural; a;,- - - ,a, nombres enters. Tenim:

2Ir = ((2taiN---N21a,) = 2|la,+---+a,), queequival a (2|[r A2{a; A---AN21a,) —
2la;+-+-+a,). W

Exemple 6.61 “Suma d’un nombre senar de senars és senar”

Suposem r nombre natural, ay, - - - ,a, nombres enters. Tenim
29r—=(2taiN---N24a,) —2%a,+---+a,), que equival a

2trA24ayN---N2%a,) > 2ta +--+a,). B
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Exemples 6.62 Siguin a,b nombres enters.

Exemple 1. 2la+b— (2|la — 2|b). Equival a (2la+bA2|a) — 2|b. B

Exemple 2. 2la+b— (2Ya—21tb). Equivala (2|la+bA2fa) —2+1b. B

Exemple 3. 24a+b— (2la— 21+b). Equivala 2ta+bA2la) —21b. W

Exemple 4. 24a+b— (2ta — 2|b). Equivala 2ta+bA21a) —21b.
Demostracié de 2t a+b — (21 a — 2|b). Demostrem equivalentment (2{a+bA2+¢
a) — 21 b. Per hipotesi, existeixen enters k,k" tals que a+b =2k+11ia=2k+1.

Aleshores b = (a+b) —a= (2k+1) — (2k'+1) =2(k— k'), parell. ®

Exemple 5. 3|la — (3|la+b — 3|b). Equival a (3laA3|a+b) — 3]b. B

6.11.5. Conjuncio al conseqiient

Considerem enunciats amb I’estructura A — (BAC).

Per exemple:

Exemples 6.63

Exemple 1. Sense quantificar (sense generalitzar):

Per a x,y nombres reals,

¥4+yP=0= (x=0Ay=0).

Generalitzaci6: VaVy((x ERAY€R) — (x> +y> =0 — (x=0Ay =0))).

VaVy(x* +y*> =0 — (x =0Ay = 0)) (suposant com a universal el conjunt dels nombres
reals).

Exemple 2. Per a x,y nombres reals,

xy#0=(x#0Ay#0). 1l

Exemple 3. Per a x nombre enter,

15]x = (3]xAy5|x). ®

Qué fer quan hem de demostrar enunciats amb 1’estructura: A — (B AC)? Es practica-
ment obvi que cal provar separadament B i C a partir de A. Es veura també formalitza-

dament.

Vegem diversos metodes possibles per a efectuar aquestes demostracions.
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Meétode 1: Descomponent el problema (una implicacié) en dos problemes (dues im-
plicacions).

Tenim una equivaléncia logica: A — (BAC)= (A — B)A (A — C)

La demostracio de 1’equivaléncia es pot fer per taules de veritat o utilitzant altres equiva-
Iencies previament demostrades i disponibles:

A— (BANC)=-AV (BAC)
(per I’equivaléncia del condicional en termes de negacid i disjuncid)

= (-AVB) A (-AVC) (per la distributivitat de V respecte de A)

= (A — B) A (A — C) (per I’equivaléncia del condicional en termes de negacid i disjun-
cio).

En conseqii¢ncia, demostrar
A— (BAC)

equival a demostrar (A — B) A (A — C). Es a dir, en termes d’implicacié, demostrar
A = (BAC) equival a demostrar separadament A = Bi A = C.

Apliquem el metode amb I’exemple 1 anterior.

Exemple 6.64 Per a x,y nombres reals,

P¥+yP=0= (x=0Ay=0).

Hem de demostrar separadament que:

X+yP=0=x=0 i

¥+ =0=y=0.

Les demostracions sén analogues. Vegem la primera (i semblantment la segona):
Sempre és x? > 0iy* > 0. Essent y> > 0, resulta x> < x> +y?. Per tant, 0 < x> < x? +y°.
Ara bé, per hipotesi, és x> +y> =0, d’on 0 < x*> < x> +y? = 0 i, per tant, x> = 0. En
conseqiiencia, x = 0. H

Exemple 6.65 Si a,b son enters, demostrar 2t ab = (2t a A2+t b) equival a demostrar
separadament 2{ab = 2{ai2tab=21b.

Per exemple, per a la primera (i analogament per a la segona), podem procedir:

Meétode 1 Pel contrareciproc, provant 2|a = 2|ab (si a = 2k, substituint a ab, resulta que
2|ab).

Meétode 2 Per reducci6 a 1’absurd, provant que 2 { ab A =21 a, és a dir, 2 { ab A =2|a porta
a contradicci6 (si a = 2k, substituint a ab resulta que 2|ab, contradiccis). W
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Aquest métode també es pot veure com un exemple de conversio d’un problema en una
colleccio de problemes; en aquest cas, dues implicacions.

Metode 2: Pel contrareciproc. També es pot demostrar I’enunciat original pel contrare-
ciproc: A — D =D — —A.

Exemple 6.66 Seguint amb I’exemple 1 inicial, el contrareciproc seria
—(x=0Ay=0)=x>+y*#0.
Observem que, per De Morgan, la negacié de x =0Ay =0 equival ax # 0V y #O0.

Vegem que, a partir de x # 0V y # 0, obtenim x* +y* # 0. Fem servir que, per a tot
nombre real ¢, s > > 0. I que tenim ( =0 At> > 0) =12 > 0.

Enefecte, (x #0Vy#0)= (> >0Vy’>0)=x*+y*>0=x>+)y*#0. 1

Metode 3: Per reduccié a ’absurd

La negaci6 de la implicacié A — (B AC) és (logicament equivalent a)

AAN—(BAC). Per ’equivaléncia de De Morgan, la férmula anterior equival 1d0gicament
aAA(-BV-C).

Exemple 6.67 Seguint amb I’exemple 1, en el nostre exemple seria x> +y> = 0 A (x? #
0V y* #0). Per la distributivitat de A respecte de V, la férmula proposicional equival a
(AAN=B)V (AN —=C), que es concreta per a uns determinats x,y en [x* +y* = 0 Ax? #
0]V 2 +y* =0Ay*#0].

Vegem que arribem a contradiccio.

De x* +y?> = 0 Ax? # 0, se’n deriva una contradiccid. En efecte, de y?> > 0 i de x*> # 0
(x? > 0), se’n deriva x*> +y* > 0, d’on x> +y* # 0, contradiccid.

Analogament al cas anterior, a partir de x> +y* = 0 A y? # 0 també s’arriba a una con-
tradicci6. Realment, hauriem de quantificar i negar la féormula quantificada. M

Observacio. Amb I’exemple 2, fent servir el metode 1 haurfem de demostrar
(y #0 = x#0) A (xy#0— y #0).









Induccio

Un metode de demostracié important és el métode d’induccié. N’hi ha diverses variants
possibles. Veurem:

— el metode d’induccid simple o ordinaria o feble (que anomenarem simplement induc-
cid) i
— la inducci6 completa (o forta).

Dediquem aquest capitol a la induccié simple.

Es podria presentar el metode de demostracio per induccid a partir del principi d’induccid
per als naturals, partint de propietats dels nombres naturals, perd aqui preferirem una
aproximacio totalment practica, sense massa teoricismes, que en tot cas deixem per a un
altre tipus de text. Tampoc no tractarem altres tipus d’induccié o de métode inductiu,
com I’“estructural”, que en ultim terme es pot reduir a I’ordinaria.

7.1. El meétode
7.1.1. Algunes formules utils

Recordem algunes férmules que poden ser titils a algunes demostracions per induccio,
depenent de la tipologia del problema.

1. En problemes que s’han de resoldre per induccié amb férmules que contenen suma-
toris, sol ser titil tenir en compte que:

n+1 n—

n n 1
Zai:(zai)+an+1, Zai:(zai)+an
i1 i=1 i=1

i=1
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Aix{, per exemple:

n+1 n

> i=( i)+ m+1).neNn>1

i=1
n—1

Zn:i:(Zi)—l—n,neN,nZZ
i=1

i=1
O, desplegat:

1+24 -+ (n+1)=(1+2++n)+(n+1),
1424 4n=(142+-+{n-1)+n

2. Recordem que 0! =1ique,peran>1,nl=1-2-3---(n—2)(n— 1)n. Solen ser
ttils, per a problemes amb factorials, les férmules recurrents:

nl=n-(n—1)!=(n-1)n,
(n+1)!'=(n+1)-n!=nl(n+1),
nl=nn—1)-(n=2)!=m-2)n(n—1),

que permeten fer el pas necessari en el pas inductiu.

3. La férmula recurrent per als nombres binomials o combinatoris

1
<”+ ):( " )+(”) (n,r naturals, n >r > 1)
r r—1 r

pot ser util per a demostracions per induccio.

4. Recordem també el concepte de divisibilitat per a enters: a és divisor de b (o bé b
és multiple d’a) si, i només si, existeix un nombre enter k tal que b = ka. Expressat
d’una altra manera, a|b < Jk(k € Z A b = ka). També resulta ttil saber (a|b A alc) =
alxb + yc, per a a,b,x,y enters. En particular, (a|b A alc) = alb+c.

Si calen resultats addicionals sobre sumatoris i sumes especials, vegeu el capitol 3. Tam-
bé els capitols inicials de preliminars aporten dades titils en aquest sentit.

7.1.2. Esquema d'una demostracié per induccio

Encara que aquest capitol es dedica especificament a la induccid, hi ha moltes demos-
tracions per induccio disperses en diversos capitols, segons convingui o sigui escaient.
En aquest capitol, només es pretén presentar el metode i d’illustrar-lo amb uns quants
exemples, perd no acumular aqui totes les demostracions per induccio.

Descripcié del métode. Suposem formulada una propietat P(n) en termes del nombre
natural n, per a n a partir d’un cert nombre natural n, en endavant, és a dir, n > ny > 0;
el valor ny €s el valor inicial.



Més formalment:

Propietat que es vol demostrar: P(n), per a tot n > ny.
Valor inicial: ny.

En el metode de demostracié per induccid, hem de provar que, per a ny,n nombres natu-

rals, és cert el segiient:

P(no) AVn(n>ny — (P(n) = P(n+1)))

Aleshores, queda demostrat que P(n) és cert per a tot n > ny.

De fet, la férmula segiient expressa la situacié completa, suposant 7,1, naturals:
(P(no) AVn(n>ny — (P(n) = P(n+1))) = Vn(n > ny — P(n))

La variable n pot ser substituida per qualsevol altra i aix{ podem escriure:

P(ng) AVk(k > ny — (P(k) — P(k+1)))

Quin és I’esquema demostratiu, el patré de demostracié? Com es fa una demostracio per

induccid? Es I’esquema segiient, que concorda amb la férmula de predicats anterior.

ESQUEMA DEMOSTRATIU

o PAS BASIC. En aquest pas, es demostra que la propietat és certa per a n, (el
nombre natural més petit per al qual s’afirma la veracitat de I’afirmacié o la férmula).

Es a dir, cal provar que:
P(ng) és cert.

Comentari: sol ser un pas senzill, tot i que no sempre.

e PAS INDUCTIU. En aquest pas, es demostra la implicacio

P(n) = P(n+1), per a tot n > ny.

Comentaris i reformulacions. Verbalment, atés que és un condicional, €s:

“si P(n) és cert, aleshores P(n+ 1) és cert”.

La suposicid, en el context d’aquest condicional, que “P(n) és cert” s’anomena clas-

sicament “hipotesi d’induccié” (HI).

Aplicant P(n) (cert), demostrarem P(n+ 1); és a dir, aplicant la HI, demostrarem

que P(n+ 1) és cert.

Suposant la propietat certa per a n, provarem que també €s certa per a n+ 1.

Aquestes implicacions es demostren en generic, per a tot n > ny, de manera que re-

sulten demostrades per a tot n > ny.

Noteu que P(n+ 1) és el que resulta de substituir n per n+ 1.

Induccio %
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Sintetitzant i en resum:

PAS BASIC. Provar que P(n) és cert.
PAS INDUCTIU. Provar que P(n) = P(n+ 1) és cert per a tot n > ny.

Exemple 7.1 Vegem com es concretaria I’esquema anterior per a I’exemple seglient
(sense resoldre):

(” n(n

“I'424+---4k+--+n “ , per a tot nombre natural n > 1.”

Esquema demostratiu (resum): Només diem que s’ha de fer, sense resoldre el proble-
ma:

PAS BASIC. Cal provar que P(1) és cert, és a dir, que 1 +2+---+k+---+n= L“)
éscertperan = 1.

PAS INDUCTIU. Cal provar que P(n) = P(n—+ 1) per a tot n > 1 (n nombre natural).
Aix0 es concreta a provar:

1424tk tn B

és a dir,

)""“:,»1+2+ ket (nt 1) = EHEEH)

HI
1+2+ +k+ + ( ) n( n+1
bé, en termes de sumatoris:

Lo 1424kt dnt (n+1) = &2 o

Zk(HI) n n+1) ;‘ik (n+1)((n+1)+1)

= > , €s a dir,
k=1
"L HD n(n+1) e~ (n+1)(n+2)
k= —— = k=—"— 1
> IR >

Es resol el problema com a tal a continuacid, amb tot detall.

7.1.3. El primer exemple de demostracio per induccio

A continuacid es resol el problema anterior, amb tot detall. Com €s tradicid, €s el primer
exemple d’induccio que se sol presentar.

PROBLEMA 7.1

La suma dels n primers nombres naturals. Demostreu per induccio que

n(n+1

1424 4+k+---+n= , per a tot nombre natural n > 1.
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Solucié. La propietat que es vol demostrar demostrar €s, en termes de sumatoris,

P(n): i=
i—1

nn+1)
2

, per a qualsevol nombre natural n > 1.

En aquest cas, np = 1.

Demostrem la propietat P(n) per induccié sobre n, amb valor inicial ny = 1. Sempre és
el mateix esquema. L’esquema demostratiu consta de dos passos: el pas basic i el pas
inductiu.

Pas basic: (ng = 1). Cal provar que la propietat és certa per a ny = 1, és a dir, que P(1)
és cert. Ates que es tracta d’una igualtat, hem de veure que el membre de la dreta (D(n))
i el de I’esquerra (E(n)) coincideixen per a n = 1, és a dir, E(1) = D(1). Ara bé, aix0 és
només una comprovacio de rutina:

Per tant, coincideixen i queda demostrat el pas basic.

Pas inductiu: (P(k) — P(k+ 1), Vk(k € NAk > 1)). El pas inductiu consisteix a fixar
k > ny arbitrari i a demostrar la implicacid:

P(k) = P(k+ 1), per a tot k > ng (natural), és a dir, en aquest cas,

P(k) = P(k+ 1), per atot k > 1. Concretant al nostre problema:

k k+1

(HI) k+1) . kD) ((k+1)+1)
E i ) = E i= , €s a dir,
i=1 i=1 2
k k+1

(HI) k+1) . (k1) (k+2)
E i = = E i= 2 .

i= i=1
La igualtat HI €s la hipotesi (d’induccid).

Estrategia demostrativa. Com aplicar la hipdtesi d’induccié? Aquest sol ser 1’aspecte
més dificil en aquest tipus de demostracions.

Idea clau. Una idea possible és partir d’una part de P(n), el membre de I’esquerra de la
igualtat en aquest exemple, efectuar manipulacions algebraiques fins a fer apareixer una
subférmula que sigui la que figura a la HI, per tal de poder fer la substitucié oportuna (en
aquest cas, ja que no sempre es tracta d’una substitucid), en aplicacié de la HI.

Induccio %
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En efecte, reescrivim:

k

Ara podem aplicar HI i substituir a la férmula anterior Zi per
i=1

k(k+1

, 1 aixi resulta

kt1 k k(k+1)
Zi = (Zz) +(k+1)= 5 + (k+1). Ara, amb calculs rutinaris, es demostrara

i=1 i=1

k(k+1)
2

(k+1)(k+2)

finalment +(k+1)= —

Resumint:

k+1 k

}:i=§:r+@+4)ﬂk“+1f+@+4):Qti%giﬁl

2

Observacio. Hem presentat la resolucid del pas inductiu en termes de la variable k. L’e-
lecci6 de la variable “de treball”, k en aquest cas, €s irrelevant. S hauria pogut plantejar el
pas inductiu en termes de demostrar, per exemple, P(n) = P(n+1) o P(m) = P(m+1).

Observacio: exposicio alternativa. On i com aplicar la HI? En aquest exemple, la HI no
s’ha aplicat a I’inici de la demostracid, sind en un pas més avancat de I’argumentacio.
Se’n pot presentar una variant argumental de manera que el punt de partida del raona-
ment sigui la HI (perd no sempre sera possible, depenent de la tipologia de 1’enunciat).
Vegem-ho:

;D k(k+1)
o 2

M-

i=1

|l (sumant k£ + 1 a ambdds membres de la igualtat)

}:p+@+1y:k“;1f+w+1)

i=1

|l per propietats del sumatori: associativitat de la suma

k+1' Kk 41
§ k)

T (k1)

=

SN k(D) +2(k+1
E:“:( )2( )

| es treu factor comd, per distributivitat del producte respecte de la suma

k+1

Zl:_ (k+1)(k+2)



Una altra formulacié (“P(n—1) = P(n)").

Es pot reformular el principi d’induccid, amb una variant que consisteix a “passar de
n—1an”, en comptes de “de n a n+ 1”. Es totalment equivalent. Es formularia com

P(ng) AVn(n>ng — (P(n—1) — P(n)))
P(no) AVk(k>ng — (P(k—1) — P(k)))

Esquema demostratiu per al pas inductiu: P(k — 1) = P(k), per a qualsevol k > ny+ 1,
que aplicarem al problema anterior per tal de proporcionar una variant argumental:

PROBLEMA 7.2

La suma dels n primers nombres naturals. Demostreu per induccio que

142+ +k+---+n= "<"2+1>,peratotnombrenaturaln2 1,

aplicant I’esquema demostratiu per al pas inductiu: P(k— 1) = P(k), per a qualsevol
k>2.

Solucié. Aquest problema ja s’ha resolt amb detall a I’exercici anterior. Només es tracta
de presentar-ne una variant en la resolucié del pas inductiu. Per completesa, repetirem
alguns apartats.

. 3 . . onn+1
La propietat que es vol demostrar és, en termes de sumatoris, P(n) : Zl = ( 5 ), per

i=1

a qualsevol nombre natural n > 1. En aquest cas, ng = 1.

Pas basic: (ng =1, P(ny) és cert). Cal provar que la propietat és certa per a ngp = 1, és a
dir, que P(1) és cert. Ates que es tracta d’una igualtat, hem de veure que el membre de
la dreta (D(n)) i el de I’esquerra (E (n)) coincideixen per an =1, és a dir, E(1) = D(1).
Ara bé, aix0 és només una comprovacio:

E(l):Zj:I

Per tant, coincideixen i queda demostrat el pas basic.

Pas inductiu: (P(k — 1) — P(k), Vk(k € NAk > 2)). El pas inductiu consisteix a fixar
k > ny+ 1 arbitrari i a demostrar la implicacio:

P(k—1) = P(k), per a tot k > ng+ 1 (natural), és a dir,

P(k—1) = P(k), per a tot k > 2. Concretant al nostre problema:

Induccio %
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Com aplicar la hipotesi d’induccié? Aquest sol ser 1’aspecte més dificil.

Idea guia. Una idea és partir d’una part de P(k), el membre de ’esquerra de la igualtat
en aquest exemple i efectuar manipulacions algebraiques fins a fer apareixer una sub-
férmula que sigui la que figura a la HI, per tal de poder fer I’oportuna substitucio (en
aquest cas), en aplicacié de la HI.

k-1
Ara podem aplicar HI i substituir a la férmula anterior Zi per

i=1

, 1 aixi resulta:

k—1)k

Zi =( i +k= % + k. Ara, amb calculs rutinaris, es demostrara finalment:
i=1 i=1
(k—1)k) k= (k—1)k) +% B (k—1)k+2k _ k(k—142) _ k(k+1)

2 2 2 2 N 2 2
Resumint:

k k—1
. . ar (k—1)k k(k+1)

i=1 i=

Aix0 completa la demostracié del pas inductiu i també completa la demostracié per
induccid.

7.1.4. Redaccio de la resolucio

Resumim quina ha de ser la guia de la redacci6 d’una demostracio per induccid. Els dos
primers apartats que figuren a continuacié corresponen a una primera etapa de prepara-
cio. Els dos segiients constitueixen la demostracié propiament dita. L’dltim apartat ser-
veix per donar per acabada la prova i la seva exposicid, i explica el que s’ha aconseguit.

a) Identifiqueu clarament la propietat P(n) que es vol demostrar i identifiqueu quin és
el valor inicial ny a I’enunciat, i assegureu-vos que previsiblement sera demostrable
en principi per induccié. Formuleu P(n) si no esta explicitament enunciat. Indiqueu
I’expressié completa de la propietat amb quantificacié universal.

b) Escriviu que es procedeix a demostrar la propietat P(n) per induccid. Indiqueu la
modalitat d’induccid, respecte de quin parametre i quin és el seu valor minim (a
I’enunciat).
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¢) Demostreu el “pas basic™:

— Escriviu I’enunciat P(n,), indicant que s’ha de veure que és cert.

— Demostreu P(ny), és a dir, que P(ny) és cert.

d) Demostreu el “pas inductiu’:

Fixeu k > ng arbitrari.

Escriviu que aneu a demostrar P(k) = P(k+ 1), Yk > ny.

Concreteu, particularitzeu, a I’enunciat del problema el pas inductiu P(k) = P(k+
1), és a dir, per a la propietat P concreta del problema.

Indiqueu quina és la HI (hipotesi d’induccid), és a dir, la suposici6 que P(k) és cert
en el marc del condicional.

Feu la demostraci6 de la implicacié P(k) = P(k+ 1), és a dir: suposant P(k) cert,
proveu que se’n dedueix que P(k + 1) és cert. Exposeu amb claredat el fil argu-
mental. No escriviu com a demostrat allo que s’ha de demostrar.

En el curs de I’apartat anterior, indiqueu on i com apliqueu la HI, és a dir, la supo-
sicié que P(k) és cert.

— Indiqueu clarament el final de la demostracié del pas inductiu i de la demostraci6.

e) Esrecomanable escriure la conclusié de tot 1’anterior.

7.1.5. Quines propietats es poden intentar demostrar per induccio?

Quines propietats son susceptibles de ser demostrades per induccio? Dit d’una altra
manera, quina tipologia de propietats podem intentar demostrar per induccié? I quines
no?

Les propietats que ens podem plantejar de demostrar per induccio sén les que es formulen
en termes d’un nombre natural n, P(n) en genéric, a partir d’un cert lloc en endavant, és
a dir, per a tot n > ny, amb ny € N.

Molts enunciats no compleixen aquesta condicid i no s’hi pot aplicar el metode. Per

exemple, al teorema de Pitagores tenim que, si a,b,c son les longituds dels costats d’un

triangle rectangle (catets) i ¢ és la longitud de la hipotenusa, aleshores a? + b* = 2.

Observeu que a, b, ¢ sén nombres reals; no és un enunciat en termes de nombres naturals.
Per tant, no té sentit plantejar el meétode d’induccid per a demostrar el teorema.

En general, I’enunciat que es vol demostrar es formula amb afirmacions del tipus que
segueix:

Sigui ny € N. Per a tot nombre natural n > ny, P(n), o bé
Sigui ny € N. Per a tot nombre natural n > ny, P(n) és cert, o bé

P(n) és cert per a tot nombre natural n > ny, on ng € N, o bé
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P(n),Vn > ny (sobreentenent el domini N), o bé
Vn > ny P(n), o bé
Vn((n € NAn>ng) — P(n)).

Observeu que totes les afirmacions anteriors volen dir el mateix: “per a tot n > 07, ““ per
acadan > 07, “per a qualsevol n > 0.

1
Exemple 7.2 Suposem que hem de demostrar 1 +2+---+k+---+n= @, pera
- 1
tot nombre natural n > 1. En termes de sumatoris, E k= @ Amb el formalisme

k=1
anterior, la propietat que es vol demostrar és

P(n):“1424-+k+--+n= "("—;1)”, per a tot n > 1. Formalment, I’enunciat complet

z

€S

Va((n€eNAn>1) = > k=———).

k=1

En aquest exemple, ng = 1.
Es faria una demostracié de P(n) per induccid respecte de n. W

“Sobre n”. Quan es fa una demostracié per induccid, es diu que es fa una demostracio
per induccié respecte de n o “sobre n” (per exemple). Hem de triar respecte de quin
parametre (nombre natural) es fard la demostracié per induccid, en aquest cas n. Es
convenient indicar-ho, ja que pot passar en alguna ocasié que hi hagi més d’un parametre
possible respecte del qual es pugui fer la demostracié per induccid. Per exemple, en un
graf tenim diverses possibilitats: pot ser respecte del nombre de vertexs, d’arestes, de
components connexos, de cares (si és planari) o altres.

En alguns enunciats on apareguin diverses variables, hem de distingir les variables res-
pecte de les quals es pot demostrar per induccid, de les variables auxiliars d’una férmula,
com pot ser una variable que sigui index d’iteracié o sumacid. Per exemple, si conside-
rem 1’afirmacio

z":k: n(nJrl),
2
k=1

la variable k €s només auxiliar i I’afirmacio no “diu” res sobre k. L’enunciat €s sobre n,
sobre la qual “es diu” la igualtat anterior. Per tant, si es vol demostrar per induccid, ha
de ser respecte de n, és a dir “sobre n”. No podem fer induccio sobre la variable k de la
férmula.

Se suposa que n creix d’un en un, de manera ascendent. Si no €s aixi a I’enunciat,
aleshores potser no sera adequat per a aplicar el metode o s’haura de fer algun tipus de
manipulacié o argumentacid per a reduir-lo al cas estandard.
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Altres exemples en que és possible aplicar el métode de demostracié per induccid son:

n(n+1)2n+1)

P42 434 40P = 5

, Vn > 1 (igualtats),
2" > n, Vn > 0 (desigualtats),

2n* —2n—1>0, Vn > 0 (desigualtats),

n!>n,peratotn >3,

79|80" — 1 . per a tot n > 0 (divisibilitat).

Pot passar que un enunciat estigui formulat en termes dels nombres naturals, perd aixo
no vol dir que forcosament s’hagi de poder demostrar per induccid.

Observacio. Que un problema es pugui resoldre per inducci6 no significa que no es pugui
resoldre per un metode diferent. Dependra de cada cas. En alguns exemples que es veuen
en aquest capitol, son possibles demostracions no inductives, i també al capitol dedicat a
sumatoris. Es també un exercici recomanable que el lector s’ho plantegi a cada problema
que es demostri per induccid.

Mostrem un exemple formulat en termes de nombres naturals, en que és possible una
demostracié no inductiva (en aquest cas, per casos). Més endavant en aquest capitol, es
demostra per induccid:

PROBLEMA 7.3

Demostreu que n*> —2n— 1> 0 per a tot nombre natural n > 3 sense utilitzar induccid.
Solucio
Meétode 1. Vegem-ho per casos segons la paritat de n.

Cas 1. Sigui n parell. Aleshores existeix k enter tal que n = 2k. Essent n > 3 i parell, és
n>41i, pertant, k > 2. Aleshores n* —2n—1=(2k)> —2(2k) —1=(2k—1)*—1)— 1=

k>2
(2k—12-2> (2.2—12=2=7>0.

Cas 2. Sigui n senar. Aleshores existeix k enter tal que n = 2k + 1. Essent n > 3, és
2k+1=n>3,don2k>2,d’onk > 1. Aleshores n* —2n— 1= (2k+1)* —2(2k+1) —
1 =4k*—-2=2(2k*—1) >0,jaque k > 1.

Metode 2. Alternativament, es pot resoldre el problema estudiant la funcié

f:R — R, donada per f(x) = x> —2x—1 i veient que f(x) > 0 per a tot x > 3. La
grafica de la funci6 és una parabola d’eix parallel a I’eix Oy, oberta cap al semipla de
les y positives i amb interseccions amb 1’eix Ox en els punts d’abscisses les solucions de
K —2x—1=0,ésadir,x; =1 —v2,x, =1++2. Perax > x,,és f(x) >0.Sin>3,
n > x, i, per tant, f(n) > 0. Es adir, n> —2n—1>0.
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No tota propietat que es formuli en termes d’un nombre natural s’ha de poder demostrar
per induccid. La segiient n’és un exemple, juntament amb moltes altres de tipus similar.

Propietat: “Per a tot nombre natural, med(2n+3,4n+5)=1".

Si intentem resoldre el problema per induccid sobre 7, tindrem dificultats per relacionar
P(n) amb P(n+1) i, per tant, per a aplicar la hipotesi d’induccid, malgrat que sigui una
propietat que es formula en termes del nombre natural n. En aquest cas, €s preferible
optar per resoldre el problema per algun altre metode, no inductiu.

Tampoc no son (directament) propietats que es formulen en termes d’un nombre enter,
tot i que potser es pugui reduir al cas dels naturals. La propietat del problema anterior
també €s certa per a nombres enters, pero, per a la demostracié d’aquest fet, no podem fer
servir directament el meétode d’inducci6 (tot i que se’n podria intentar alguna adaptacio).

7.2. Diverses tipologies a través dels exemples

Vegem diverses tipologies de demostracions per induccid, a través d’exemples. No es
tracta d’una auténtica classificacid, siné només d’una exposicio de casos freqtients. Pot-
ser el tipus més dificil és el dels enunciats de propietats amb desigualtats.

7.2.1. Enunciats amb igualtats, sumatoris

Cal dir que molts dels exercicis d’induccié amb igualtats estan al capitol de sumatoris
(cap. 3).

El primer exemple que hem resolt correspon a aquesta tipologia. Vegem-ne alguns més:

PROBLEMA 7.4

La suma dels n primers nombres naturals parells no nuls. Sigui n un nombre natural
qualsevol, amb n > 1. Proveu per induccio

Z2k =n(n+1).
k=1

n
. . L . P
Solucié. Denotem per P(n) la propietat anterior, és a dir, Z 2% " n(n+1), per a tot
k=1
n > 1. La demostracio per induccio sobre n segueix el patré usual de les demostracions
per induccid; el valor inicial s ny = 1.

Pas basic. Es el pas en qué es demostra que la propietat P(n) és certa per a nop = 1.

n 2 1 2
Que P(1) és cert és una comprovacia: ZZk =n(n+1) peran =1, és adir, ZZk =
k=1 k=1
1(1+41). El valor del membre de ’esquerra és E =2 -1 = 2; el de la dreta, D = 2. Atés
que hi ha coincidéncia, queda demostrat i superat el pas basic.
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Pas inductiu. Hem de veure que P(n) = P(n+1), per atot n > 1, que es concreta en

n+1

sz = nn+1 :>sz (n+1)((n+1)+1), peratot n > 1, és a dir,

n+1
Z2k(—l)n n+1) :>Z2k: (n+1)(n+2),peratotn > 1.

k=1

n+l
Idea de la demostracio del pas inductiu. Partirem de Z2k. Manipularem algebraica-

k=1
n

ment la férmula per fer-hi apar¢ixer com a subférmula ZZk, que substituirem per

k=1
n+1

n(n+1) en aplicacié de la HI. La resta és rutina fins a aconseguir Z 2k=(n+1)(n+2).
k=1

En efecte:

§22k: 320+ 200+ 1) 1) 12+ 1) = (04 1) 42).

k=1
Certament, també es pot comengar per n = 0, ja que la suma no varia:

0+24+4+- 4+2k+---+2n=244+---+2k+---+2n.

Observacio. En capitols anteriors (preliminars, per exemple), s’han fet demostracions

diverses d’aquest resultat sense utilitzar el metode d’induccid.

PROBLEMA 7.5

La suma dels n+1 primers nombres naturals senars. Sigui n un nombre natural qualsevol.
Proveu per induccid la propietat P(n) donada per

14345+ 4+2n+1)=(n+ 1)~

Solucié. Demostrarem la igualtat per inducci6 sobre n, amb el valor inicial g = 0. Ob-
servem que, en termes de sumatoris, la propietat es pot escriure com:

Zn:(zk+1):(n+1)2

Segons I’esquema demostratiu habitual, cal demostrar els dos passos seglients:

Pas basic. Provem que P(ny) (és a dir, P(0)) és cert. Comprovem que
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0
(2k+1) = (0+1). En efecte, a I’esquerra és Z(2k—|— 1)=2-0+1=1;aladreta,

k=0

M-

k=
és

—~°

0+ 1)? = 17 = 1. Hi ha coincidéncia.
Pas inductiu. Cal provar P(n) = P(n+ 1), per atot n > 0. Es a dir:

n n+1

> @k+1)=(n+1)"=> (2k+1)=((n+1)+1), o sigui:

k=0 k=0

n n+1

> @k+1)=(n+1)*=) (2k+1)=(n+2), o sigui:

k=0 k=0
14345+ 4+2n+1)=(n+1)*= 14345+ +(2(n+1)+1) = (n+2)?, o sigui

14345+ +2n+1)=nm+1>=1+4+3+5++(2n+3)= (n+2)~.

La hipotesi d’induccié (HI) és la suposicié que Z(Zk +1) = (n+1)* és cert (en el marc
k=0
del condicional).

Com aplicar la hipotesi d’induccio? La idea és efectuar manipulacions algebraiques
n+1

sobre 2k + 1) per tal de fer-hi aparéixer una subformula que sigui igual a la férmula
p p q guiig

k=0
n

que apareix a la HI, en aquest cas Z(2k+ 1), per tal de poder substituir, aplicant la

k=0
hipotesi d’induccid. En efecte:

i(2k+1) = (i(2k+1))+(z(n+1)+1) HD (n+1)P2+2(m+1)+1)=(n*+2n+

k=0 k=0

D+ @2n+3)=n"+4n+4=(n+2).

Amb aixo hem demostrat la férmula per induccid.

Observeu que hem aplicat la HI en un lloc intermedi de I’argumentacié. També es pot
reformular la demostracié de manera que el punt de partida sigui la HI:

n n

> (2k+1) (HD (412 = O (@k+ 1))+ Q2+ 1) +1)=(n+1)*+2(n+1)+1) =

k=0 k=0

n+1 n+l
S @kt 1) =n’+ant+4=> (2k+1)=(n+2)"
k=0 k=0



Observeu que, amb aquesta férmula, tenim també altres formules derivades, com per
exemple:

143454+ 4+2n—1)=143+5+---+2n—-1)+1)=((n—1)+1)* =n?, que és
la suma dels n primers nombres naturals senars.

Observacio. En capitols anteriors (sobre preliminars i sumatoris, per exemple), s’han fet
demostracions diverses d’aquest resultat sense utilitzar el metode d’induccid.

PROBLEMA 7.6

Sigui a un nombre real, a # 1. Demostreu per induccio que, per a tot n natural (n > 0),
es compleix:

1— an+1

l+a+a®+a+--+d'+---+a" =

l1—a
Solucié. Observeu que la propietat es pot reescriure com:

1— an+l
d+tad+ata 4 td o ta =

1—a
i també en termes de sumatoris:
n+1

n l_a
;ak: l1—a

La demostracid per inducci6 sobre n consta de dues parts. Denotem per P(n) la propietat,
és a dir, la igualtat anterior, per a tot n > 0. El valor inicial és ny = 0.

Pas basic. Consisteix a demostrar que la propietat P(n) és certa per a n = 0, és a dir,
que P(0) és cert. En aquest cas, és només una comprovacid. En efecte, el membre de
I’esquerra E de la igualtat val, per a aquest valor de n, E = 1° = 1. El membre D de la
dreta val D = 1=~ 1. Es D = E. Per tant, queda demostrada la igualtat per a
n=0.

_ l-a __
l—a =~ l-a

Pas inductiu. Hem de demostrar que P(n) = P(n+ 1), per a tot n > 0. Concretant, hem
de demostrar que, per a tot n > 0, es compleix:

1 — g™+t 1— (n+1)+1
4@+t @ i@t td b = —
l1—a l1—a
és a dir,
1— n+1 1— n+2
1+(,12+"'+(ln(12> la :1+a2+.”+an+an+1217a'
—a —a

El problema és com apliquem la hipotesi d’induccio (HI): es tracta de fer apar¢ixer a
1+ad®+---+a"+a"*" (o a un desenvolupament d’aquesta férmula) una subfdrmula

Induccio %

399



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

400

que coincideixi exactament amb la que tenim a la hipdtesi d’induccid, per tal de poder
aplicar-la, substituint en aquest cas. En efecte, per associativitat de la suma:

(HI) |_gnt+1
1+a2+”.+an+an+l:(l+a2+...+an)+an+l:laT_i_an‘Fl.
La resta és rutina:
24 ... n ntl _ 1—a™! ntl _ l=a i (i—a)a™ _ jgm gt gt g2
1+(l + +a'ta T l-a t+a - 1-a - 1-a - l-a

Aix0 conclou el pas inductiu i la demostracio.

7.2.2. Enunciats amb desigualtats

Exemple 7.3 Vegem un exemple on es demostra una desigualtat per induccié. La pro-
pietat que es vol demostrar, per a tot nombre natural n > 1, és n < 2". El problema se
sol presentar en la demostracio del pas inductiu, en qué no sempre €s clar que cal fer, en

aquest tipus de problemes amb desigualtats.

Demostrem la propietat per induccié sobre n, amb valor inicial ny = 1. Si denotem per
P(n) la propietat que volem demostrar, cal provar:

P(ng), és a dir, P(1) (pas base)
P(n) = P(n+1),Vn > 1 (pas inductiu).
Aquest esquema es concreta en el segiient:

Pas base. Vegem la propietat per al valor inicial n = 1. Només cal provar 1 < 2!, que es
compleix trivialment.

(HI)
Pas inductiu. Hem de veuren < 2" = n+1< 2" peratotn > 1.

En efecte:

(HI) )
2l =2m.2=2.2" > 2n=n+n>n+1,jaquen > 1.
O bé es pot argumentar segons la variant:

n<2'"=2n<2-2"=>14+n<n+n<2""'M

PROBLEMA 7.7

Proveu per induccid 5" > 5", per a tot nombre natural n > 1.
Solucié

Observacio. Se’n poden aportar demostracions directes senzilles, no inductives.



Metode 1. Tenim les equivaléncies segiients (n > 1):

5">5"1e 55" > 065" (5-1) > 045" -4 > 0. Ldltima afirmacié és dbvia;
per tant, resulta demostrada la primera, per transitivitat.

Metode 2. Essent 5*~' > 0, tenim les equivaléncies segiients (n > 1):

5">5"1e 2 > 165" > 145" > 14 5> 1. Ldltima afirmacid és certa; per
consegiient, queda demostrada la primera, ateses les equivaléncies, per transitivitat.

Demostracio per induccio. Encara que se’n pugui fer una demostracio directa senzilla,
com ja s’ha vist anteriorment, demostrem la propietat per induccid, atés que és un capitol
d’exposicié del metode demostratiu.

Fem una demostracié per induccié sobre n, amb ng = 1. Denotem per P(n) la propietat
“5n > Snfl”

Pas basic. Vegem que P(1) és cert. Aix0 es concreta a provar 5' > 57!, és a dir, 5 > 1,
que €s cert.

Pas inductiu. Fixem k natural, kK > 1, arbitrari (pero fix per a aquesta demostracid; k no
varia). Cal provar P(k) = P(k+ 1). Equivalentment, i concretant,

5% > 5kl = skHL S 5UD=T (&g a dir, 5F > 5K = 5K > 5K

“Si 5K > 541 aleshores 57! > 5¢”.

HI (hipotesi d’induccid): se suposa cert 5 > 55! (al condicional anterior).
Cal veure que és cert 57! > 5% com a conseqiiéncia de HI.

Essent 5 > 0, multiplicar els dos membres d’una desigualtat per 5 en conserva I’orientacid
de la desigualtat; ho apliquem a la desigualtat 5* > 57!, de manera que:

5k 2561 5 5.5 > 5561 o SkH S SE-DH o 5 Sk

Queda demostrat el pas inductiu i aixo conclou la demostracié per induccid.

Observacid. Es pot fer una presentacid diferent del pas inductiu, partint de 55!, que
manipularem per a donar entrada a la HI, fent que hi aparegui com a subférmula “5¢”,
que apareix a la HI:

5k+1 — 5k .5 I;I Skfl .5 = 5(k71)+1 — Sk.
PROBLEMA 7.8
Demostreu que 3" > n per a tot nombre natural n > 1.

. . . P(n)
Solucié. Relaci6 que es vol demostrar: P(n) : 3" > n. Realment, és la desigualtat: 3" > n.

Propietat que es vol demostrar: Vn((n € NAn> 1) — 3" > n).
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Metode: per inducci6 sobre n (induccid simple).
nyg = 1.

Pas basic (P(1)). Vegem que P(1) és cert. Quina és I’afirmacié P(1)? Es 3' > 1. Només
cal comprovar que 3! > 1, que es compleix trivialment, ja que 3 =3' > 1.

Pas inductiu (P(n) = P(n+1),Yn > 1).

Cal demostrar que, per a tot n > 1, es compleix P(n) = P(n+ 1), que es concreta en:

(HI)
31> =3 > (n+ 1),

Es a dir, fixant 7 > 1 i suposant que 3" > 1 és cert, ara provarem que €s certa la desigualtat
del mateix tipus o patré perd amb 7 substituit per 7+ 1.

z

Guia de resolucid: Prenent I’expressi6 “3"1”, s’efectuaran les manipulacions que con-
vinguin per tal de fer-hi apareixer la féormula “3"”, com a subférmula, i aixi poder aplicar
la hipotesi d’inducci6 (HI).

En efecte:

HI
371 =3.3">3n (3" > n = 3-3" > 3n, ja que multipliquem per 3 > 0 i, per tant, es
conserva I’orientacio o el sentit de la desigualtat).

()
Si fos 3n>(n+ 1), el problema estaria resolt, per transitivitat, ja que aleshores tindriem
3+ >3 >n+1,don 3" >n+1.

Vegem si aconseguim demostrar-ho (no en tenim cap garantia a priori; en que cas que
no sigui aix{, hauriem de buscar una altra via de resolucié). Vegem-ne diferents variants
argumentals.

Variant argumental 1. Escrivim 3n = n+ 2n. Atés que n > 1, és 2n > 2 > 1. Per tant,
3n>n+2n>n+1.

Variant argumental 2. Sera 3n > (n+ 1), si, i només si,
3n—(n+1) >0, és adir, si i només si,

2n—1>0, que és cert si

n > 1, que és cert.

Observeu que es podria refer 1’dltima argumentacio i es podria presentar aixi (n’hi hauria
prou amb només implicacions =):

n>1=2n-1>0<3n—(n+1)>0<3n> (n+1).

>1
Variant argumental 3. També es podria argumentar aixi: 3n = n+ (n+ n)nz 1+ (n+

n>1
n)>1+(1+n)>1+n.



Observacio. La propietat també €s certa per a n = 0, com es pot comprovar trivialment,
de forma directa i separada de la induccié. Només cal comprovar que 3° > 0, que es
compleix, ja que 1 = 3% > 0. Ara bé, la demostracid per inducci6 la fem en el cas n >
1: aix0 és degut que el pas que ens convé (*) no és cert per a n = 0 (no representa
cap problema, ja que només €s una fita superior). Finalment, amb els dos procediments,
aquesta observacio i la demostracié per induccio, la propietat es pot enunciar per a tot
n>0.

Observacio: Seria un exercici similar demostrar 2" > n, 4" > n, per exemple.

PROBLEMA 7.9

Demostreu que 3" > n® per a tot nombre natural n > 2.

Solucié

P(n):=3">n*

Vn(n€ZAn>2)— 3" >n?

Metode de demostracio: per induccié simple respecte de n.

ng = 2.

Pas basic. Provem la propietat P(n) per a n = 2, és a dir, 3> > 22, que és trivialment cert.
Pas inductiu. Hem de demostrar que, per a tot n > 2, es compleix:

3" >n* = 3" > (n+1)% Per a aixo, fixem n > 2 i demostrem la implicacié, és a dir,
P(n) = P(n+1),VYn > 2. En altres paraules, vegem que, si 3" > n?, aleshores 3"*! >
(n+1)>2

HI (hipotesi d’induccid): és la hipotesi de la implicacid, la suposicié que 3" > n? és cert.
Tesi d’induccié: 3" > (n+1)%
Volem demostrar (aplicant HI): 3""! > (n+ 1)

s . 1 N Al 5330
Com a conseqiiencia de la HI, podem escriure: 3" = 3-3">3pn. Es a dir, 3">n"=3-
3" < 3n?.

Aconseguiriem demostrar el que volem si fos 3n? > (n+ 1) (que no sabem si és cert), ja
que aleshores 3" > 3n? > (n+1)%

Ara bé, seria 3n> > (n+ 1)2, si, i només si,
3n2 > n*+2n+ 1,1 aixo si, i només si,
2n*—2n—1>0.

Observi el lector que, “sobre la marxa” no tenim cap garantia que aixo sigui cert; podria
no ser-ho. Ens aniria bé si ho fos. Ens plantegem estudiar si és certa aquesta ultima
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propietat, amb la qual cosa ens veiem obligats a resoldre un problema auxiliar en el curs
de la demostracié del pas inductiu (a I’interior de la demostraci6 del pas inductiu).

Resolucio del problema auxiliar (fem un incis en I’argumentacio general).

Metode 1. Als problemes 38 i 3 d’aquest mateix capitol, es demostra un resultat per a
n>3,n>—2n—1 >0, que podem utilitzar per a resoldre el nostre problema, ja que
2n* —2n—1=n*+(n*—2n—1) > n* > 0, que es pot estendre per comprovacié directa
an=2.

Meétode 2. També se’n pot fer una demostracid directa. Escrivim n? —2n — 1 = 2n(n —
1)—1.Den>2,resultan—1> 1. Pertant,2n(n—1) >2-2-1=4.Pertant,n”> —2n—1=
2n(n—1)—1>4—-1=32>0.

Meétode 3 (induccid dins de la induccid). Vegem una demostracié de 2n*> —2n—1 > 0,
per a n > 2 per induccié (induccid dins del pas inductiu per tal de demostrar un resultat
auxiliar); de fet es demostra la desigualtat estricta:

Pas basic (propietat auxiliar): 2n?> —2n — 1 > 0 per a n = 2, que es comprova rutinaria-
ment substituint n per 2 (noteu que no es compleix peran =0, 1).

Pas inductiu (propietat auxiliar): per a tot n > 2, demostrem que 27> —2n—1>0 =
2(n+1)*—2(n+1)—1>0. En efecte, desenvolupem 2(n+1)> —2(n+1) — 1 de manera
que aparegui 27> — 2n — | com a part de la férmula i es pugui afirmar 25> —2n—1 >0,
en aplicacié de la hipdtesi d’induccié: 2(n+1)>—2(n+1)—1=2(n*+2n+1) —2n—
2—-1=02n*-2n—1)+4n>0+4n>0.

Metode 4. Estudiant la funcid, en especial la grafica, f(x) = 2x> —2x— 1, per a x > 2.
Cal veure f(x) >0 perax > 2.

Reprenem ara el fil argumental principal:

Ha resultat ser cert. Aleshores, per transitivitat, de 3"*! = 3-3" > 3 > (n+ l)2 resulta
3" > (n+1)?%, que és el que voliem veure.

En un pas de la demostracio, s’ha fet servir que n > 2, pero es pot fer una comprovacid
directa de la propietat 3" > n? per als casos n =0, 1, i aix{ estenem el resultat a tot n > 0.

PROBLEMA 7.10

Proveu per induccio que 2n < 2" per a tot nombre natural n > 1.

Solucié. Demostrarem la propietat per induccid, amb valor inicial rny = 1.

Pas basic. Cal provar la propietat per a n = ny = 1, és a dir, que 2 x 1 < 2!, que és obvi.
Pas inductiu. Cal provar la implicacid

2n<2"=2(n+1)<2"! peratotn>ny=1.



(HI)
La hipotesi (HI, hipotesi d’induccid) és 2n < 2.
Observant la desigualtat de la tesi, es pot reescriure com 2n+2 < 2"*!, Justament 1’ex-

pressio 2n de I’esquerra apareix a la hipotesi, i aquest detall ens permetra connectar la
hipotesi amb la tesi:

HI n>1
< 2" =2+2<2"+2=2n+2<2"4+2 < 2" 42" =2.20 =L,

HI
Per tant, 2n < 2" = 2n+2 < 2",

Queda demostrada la propietat per induccid.

PROBLEMA 7.11

Proveu per induccio que 3n < 2" per a tot nombre natural n > 4.
Solucié. Demostrarem la propietat per induccid, amb valor inicial ny = 4.
Pas basic. Cal provar la propietat per a n = ny = 4, és a dir, que 3 -4 < 24, que és cert.

Pas inductiu. Cal provar la implicacié 3n < 2" = 3(n+1) < 2", peratot n > ny = 4.
La hipotesi d’induccié (HI) és 3n < 2", peran > 4.

()
Tenim 3(n+1)=3n+3 < 2"+43.

Essent n > 4, és 3 < 2" (de fet, ja és cert per a n = 2). En efecte, essent la funcié expo-
nencial creixent, 4 <n = 2* < 2" d’on3 < 2* < 2",

(HI)
Pertant, 3(n+1)=3n+3 < 2"4+3 <20 42" =2.2"=2"1

Queda demostrada la propietat per induccid.

PROBLEMA 7.12

Proveu per induccio que 1+ 2n < 3" per a tot nombre natural n > 1.
Solucié. Demostrarem la propietat per induccid, amb valor inicial ny = 1.
Pas basic. Cal provar la propietat per an = ny = 1, és a dir, que 1 +2-0 < 3%, que és cert.

Pas inductiu. Cal provar la implicacid:

(HI)
14+2n < 3"=1+4+2(n+1)<3" peratotn >ny = 1.

Considerem el terme de I’esquerra de la tesi: 1 +2(n+ 1) = (1 + 2n) + 2, reescrit de
manera que hi aparegui el membre de 1’esquerra de la hipotesi (HI). Amb aquesta rees-
criptura, podem aplicar la hipotesi:
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(HI)
14+2(n+1)=(14+2n)+2 < 3"4+2<3"43 <3431 <3430 431 =3.3" =31,
com voliem veure. Aixi queda demostrada la implicacid del pas inductiu.

Queda demostrada la propietat per induccio.

PROBLEMA 7.13

Proveu per induccid que n* < 2*" per a tot nombre natural n > 2.
Altres resultats similars: 2*" > n, 2% > n?, 3" > n?, 32" > n?, 3% > n, 22" > n’, 2% > n’.
Solucié. Demostrem la propietat per inducci6 sobre n, amb valor inicial ny = 2.

Pas base. Es demostra la propietat per al valor inicial ny = 2. Cal comprovar 22 < 222,
és a dir, 4 < 2%, que és cert.

Pas inductiu. Provem que, per a n > 2, es compleix:

(HI)
n2 < 22n = (l’l+ 1)2 < 22(n+l).

En efecte:

22(n+1) — 22n+2 — 22 . 22n —4. 22n (I;I) 41’12.

Si fos 4n* > (n+ 1)?, hauriem resolt el problema. Pero aix0 equival a 4n> > n> +2n+1,
que equival a 3n* > 2n+ 1. Ara bé, 3n* = 2n> + n*. Es 2n* > 2n, n* > 1. Per tant, queda
demostrat 3n*> > 2n + 1, i el problema queda resolt.

Aix{ doncs, queda provat el pas inductiu, i conclou la demostracié per induccid.

PROBLEMA 7.14

Siguia € Ria> —1. Proveu que (1+a)" > 1+ na per a tot nombre natural n.

Solucié. Demostrarem el resultat per induccié sobre n, amb valor inicial ny = 0. Deno-
tem per P(n) la propietat que volem demostrar, és a dir, P(n) :“(1+a)" > 1 4+ na”, per a
tot n > 0 (fixat a).

Pas basic (P(ny) és cert). Vegem que P(0) és cert. En aquest cas, es concreta a comprovar
que (14 a)o > 1+40-a, que és trivialment cert.

Pas inductiu (P(n) = P(n+ 1), per a tot n > 0). La implicacié que es vol demostrar es
concreta a:

HI
(14a)">1+na= (1+a)"™" > 1+ (n+1)a,peratotn > 0.

La propietat @ > —1 equival a a+ 1 > 0, de manera que podem multiplicar els dos
membres d’una desigualtat per a + 1 i I'orientacid de la desigualtat es manté. Aix{, a
partir de la HI, que és (1 4+a)" > 1 + na, multipliquem membre a membre la desigualtat
anterior ((14+a)" > 1+ na) per 1 +a i n’obtenim
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(1+a)"(1+a) > (1+na)(1+a),ésadir, (1+a)""' > (1+na)(1+a).

Ara, si fos (14 na)(1+4a) > 1+ (n+ 1)a, quedaria resolt el nostre problema, ja que
tindriem (1+a)"™' > (14+na)(1+a) > 1+ (n+1)a,d’on (1 +a)"™" > 1+ (n+1)a (per
transitivitat). I és facil veure que és aixi: podem veure, equivalentment, que (1 +na)(1+

a)— (14 (n+1)a) > 0. Ara bé, per un calcul rutinari,

(1+na)(1+a)—(1+(n+1)a) = na* >0, no negatiu com a producte de dos no negatius.
El problema esta resolt.

Variant argumental. També es pot procedir segons una altra variant:
(1+na)(1+a) =1+a+na+na*= (1+(n+1)a)+na®> > 1+ (n+1)a, jaque na*> >0

Variant argumental. Fins ara s’ha partit de la HI. Es pot procedir d’una altra manera, pre-
nent com a punt de partida ’expressié (1 +a)"*! de P(n+ 1), férmula que manipularem
fins a fer-hi aparcixer alguna subférmula que ens permeti aplicar la HI. En efecte:

HI
(I4+a)""' = (1+a)"(1+a)>(1+na)(1+a),jaque 1 +a >0 (aqui apliquem que ((a >
BYAy >0)= ay > By). Ara, (1+a)"™ > (1 +na)(1+a) = (1 +na) + (1 +na)a=
1 +na+a+na*= (1+(n+1)a)+na* > 1+ (n+ 1)a, ja que na> > 0.

7.2.3. Enunciats amb propietats de divisibilitat

PROBLEMA 7.15

Demostreu que, per a tot nombre natural n, es compleix: 2|n* + n. Es a dir, Vn(2|n® +n),
suposant n nombre natural.

Solucié Cal provar Vn(2|n® +n), amb n € N, n > 0. Es a dir, Vn P(n), amb P(n) :=
(2|n* +n).

Fem la demostracié per inducci6 sobre n, amb ng = 0.

Pas basic (Provem que P(0) és cert). Es a dir, cal veure que 2|0 + 0, que &s trivial.
Pas inductiu (Demostrem que P(n) = P(n+ 1) per a tot nombre natural).

Cal provar 2|n* +n = 2|(n+1)*+ (n+ 1) per a tot n natural.

Equivalentment, hem de veure: si existeix ¢ € N tal que n> + n = 2t, aleshores existeix
' € Ntal que (n+1)*+ (n+1)=2r,és adir:

Jt(n*+n=2t)= 3 ((n+1)*+ (n+1) =2¢) (amb £,# nombres naturals)
Guia de resolucid: Efectuem calculs amb el membre de I’esquerra, (n+ 1)+ (n+ 1),

amb 1’objectiu de fer apareixer n*> +n com a subférmula i aixi poder-hi aplicar la hipotesi
d’induccid. En efecte:
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(n+12+(n+1)=m+2n+1)+(n+1)= @R +n)+2n+1+1)
=2t + (2n+2), per la hipodtesi d’induccid,
=2 +2(n+1)=2(t+n+1).

Prenent 7' =7+ n+ 1 € N, es conclou que existeix un nombre natural ¢’ tal que (n+
1)+ (n+ 1) =2, com s’havia de veure.

Observacions:

1. El resultat és valid per a tot enter (per exemple, demostrable per casos segons paritat
de n).

Si admetem que, de cada dos enters consecutius, exactament un és parell (i, per tant,
Daltre senar), aleshores resulta de n> +n=n(n+1).

També es pot fer servir el que s’ha provat per a nombres naturals per a estendre
el resultat a nombres enters negatius. Sigui m < 0. Sigui m' = —m > 0. Ara es pot
aplicar el resultat a m’: m'(m’ + 1) és parell. Ara bé, m'(m' +1) = —m(—m+1) =
m(—(—m+1)) = m(m— 1), que resulta ser parell.

2. Un resultat similar és valid per a n* —n = n(n— 1), on un dels dos factors és parell.

També es podria demostrar per induccié de manera similar.

PROBLEMA 7.16

Proveu per induccio que el producte de tres nombres naturals consecutius és miiltiple
de 3. Es a dir, 3|n(n+ 1)(n+2) per a tot n natural.

Observaci6: Son variants equivalents 3|(n—2)(n—1)n (peran>2)i3|(n—1)n(n+1)
(peran > 1).

Observacio. El resultat és generalitzable a tot enter (demostrable per casos, per exem-
ple).

Solucié Hem de demostrar Vn(3|n(n+ 1)(n+2)), on n és un nombre natural. Es fa la
demostracio per inducci6 sobre n, amb ny =0, ja que I’enunciat €s per a tots els nombres
naturals. Aqui, P(n) és 3|n(n+1)(n+2).

Pas basic. (P(0) és cert?). Vegem que P(n) és cert per a ny, és a dir, per a n = 0. Perd
aixo es redueix a comprovar que 3|0(0+ 1)(0+2), que és una obvietat, ja que 3|0.

Pas inductiu (Yn >0 (P(n) = P(n+1))).

Comentaris i preparatius per a la demostracid. L afirmacié P(n+ 1) s’obté a partir de
P(n) substituint n per n+ 1 a I’afirmacid. Aixf:

P(n): 3n(n+1)(n+2)
P(n+1): 3|(n+1)((n+1)+1)((n+1)+2).



Vegem que, per a tot n > 0, es compleix:
Bln(n+1)(n+2)=3|(n+1)((n+1)+1)((n+ 1) +2), és adir,

Bn(n+1)(n+2)=3|(n+1)(n+2)(n+3)

P(n) P(n+1)
3| nn+1)(n+2)=3 | (n+1)(n+2)(n+3).
Observeu que I’afirmacio de 1’esquerra de la implicacié és la hipotesi d’induccio (HI).

3(b|”>n(n+ 1)(n+2)=3|(n+1)(n+2)(n+3).

Una opci6 possible seria desenvolupar els productes, desfent la factoritzacié. Preferim
no seguir per aquesta via i a aquest efecte, fem alguna manipulacié algebraica de (n +
1)(n+2)(n+3) per tal d’utilitzar la HI. Observeu que els factors (n+ 1)(n+2) apareixen
a ambdues férmules, i aix0 €s el que guia la resolucio.

La hipotesi d’inducci6 equival a 3k(k € Z An(n+1)(n+2) = 3k) (de fet, k és natural,
en aquest cas). Hem de veure 3k’ (k' € ZA (n+1)(n+2)(n+3) = 3k'). Es a dir:

Fk(keZAn(n+1)(n+2)=3k)= 3K K € ZN(n+1)(n+2)(n+3)=3k).

Demostracid del pas inductiu. Expressem (n+1)(n+2)(n+3) de manera que hi aparegui
n(n+1)(n+2)is’hi pugui aplicar la HL.

Aleshores, escrivim:
(n+1)(n+2)(n+3)=(n+1)(n+2)n+(n+1)(n+2)-3=n(n+1)(n+2)+3(n+
(n+2) ) 3k+3(n+1)(n+2) per a algun enter k.

De fet, seria més exacte dir Fk(k € ZA (n+1)(n+2)(n+3) =3k+3(n+1)(n+2)).

O millor:

Fk(k€eZAn(n+1)(n+2)=3k) = Jk(k€ ZN(n+1)(n+2)(n+3)=3k+3(n+1)(n+
2)).

Arabé, (n+1)(n+2)(n+3)=3k+3(n+1)(n+2)=3(k+ (n+1)(n+2)), i prenent
K =k+(n+1)(n+2), resulta (n+1)(n+2)(n+3) = 3k, amb la qual cosa hem acabat
la demostracid.

PROBLEMA 7.17

Proveu per induccio que, per a tot nombre natural n, I’ expressio
n® +3n® + 2n és nuiltiple de 3.

Observaci6: el resultat ja s’ha provat d’una altra forma, desenvolupant n(n+1)(n+2);
ésn(n+1)(n+2)=n*+3n’+2n.
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Observacio. el resultat és generalitzable a tot enter (demostracio per casos, per exem-
ple).

Solucié. Denotem P(n) : 3|n® + 3n*+ 2n.
Fem la demostracié per induccié (simple) sobre n, amb ny = 0.

Pas basic. Cal demostrar que P(0) és cert, és a dir, 3|n* +3n*> +2n peran =0, és a dir,
que 3|0° +3-02+2-0, que és cert. En efecte, 3]0, jaque 0 =0-3.

Pas inductiu. Cal provar que, per a tot nombre natural (n > 0), se satisfa:
P(n) = P(n+1), que es concreta, per a aquest enunciat, en:
3|n*+3n2+2n=3|(n+ 1> +3(n+1)>+2(n+1)

La HI (hipotesi d’induccid) és 3|n® + 3n* +2n, que equival a dir que existeix algun enter
k tal que n® + 3n* + 2n = 3k.

Guia de resolucio. Efectuem manipulacions algebraiques a la formula
(n+1P+3(n+1)>+2(n+1)

per tal de fer-hi apareixer com a subférmula o subexpressio justament la que figura a la
HI (hipotesi d’induccid), és a dir, n® +3n? + 2n, i aixi poder aplicar-hi la hipotesi (HI).

De fet, hem de veure que, si n® + 3n® + 2n = 3k per a algun enter k convenient (en
aquest cas, natural), aleshores (n+1)* +3(n+1)?+2(n+ 1) = 3k’ per a un cert k' enter
adequat.

Calculem i agrupem convenientment, per associativitat i commutativitat de la suma:
(n+1)P+3(n+1)*+2(n+1)

=M +3n*+3n+1)+3(n+1)*+ (2n+2)

= (n*+3n*+2n)+3n+3(n+1)*+(1+2)

=M +3n*+2n)+3(n+ (n+1)2+1)

L3k +3(n+ (n+172+1) =3(k-+n+(n+1)°+1).

Amb K =k+n+(n+1)>+1és (n+1)*+3(n+1)>+2(n+1) = 3k, com s’havia de
veure, i aix0 conclou la demostracid.

PROBLEMA 7.18

Proveu per induccid que, per a tot nombre natural n, I’expressid n* — n és muiltiple de 3.
Formuleu una variant de la demostracid per a provar 6|n* — n.

Observacio: El resultat és generalitzable a tot enter.



Solucié Demostracié per inducci6 simple sobre n, amb ny = 0.

Pas basic. Cal demostrar que la propietat €s certa per a ny = 0, és a dir, que 3]0° —0, és
a dir, que 310, que és obvi.

Pas inductiu. Suposant cert 3|n* — n (HI, hipotesi d’induccid), vegem que també és cert
3(n+1)°—(n+1).

Per a aix0, fem manipulacions algebraiques amb (n+ 1)° — (n+ 1), amb I’objectiu de
fer-hi aparéixer la férmula n* — n i aix{ poder aplicar la hipotesi d’induccié. En efecte,
(n+1° =(n+1) =@ +32+3n+1)— (n+1)= (0 —n)+3n*+3n. Es n® —n =3k
per a algun enter k, en aplicacié de HI. Per tant, (n+1)° — (n+1) = (n* —n)+3n*>+3n=
3k+3(n*+n) =3(k+n*+n) per a un k enter convenient. aixi doncs, existeix un enter
K =k+n*+ntalque (n+1)°— (n+1) =3k, és adir,3|(n+1)> — (n+ 1), com s havia
de veure.

Amb una modificacié de les argumentacions, podem demostrar 6|n° — n. En efecte:

Pas basic. Cal demostrar que la propietat €s certa per a ny = 0, és a dir, que 6]0° —0, és
a dir, que 610, que és evident.

Pas inductiu. Suposant cert 6|n° —n (HI, hipotesi d’induccid), vegem que també és cert
6|(n+1)>—(n+1).

Per a aix0, fem manipulacions algebraiques amb (n+ 1)° — (n+ 1), amb I’objectiu de
fer-hi aparéixer la férmula n* — n i aix{ poder aplicar la hipotesi d’induccié. En efecte,
(n+12—(n4+1)= (n* +3n>43n+1)— (n+1) = (n* —n) +3n* +3n. Es n* — n = 6k per
a algun enter k, en aplicacié de HL Per tant, (n+ 1) — (n+1) = (n’ —n) +3n*+3n =
6k +3(n* +n) per a un k enter convenient. La idea és que cal un factor 2 a 3(n* +n).
Escrivim n* +n = n(n+ 1), parell, perqué és producte de dos enters consecutius (un
dels dos és parell). Per tant, n* +n = 2a, per a un enter a, i aix{ (n+1)* —(n+1) =
6k+3-2a=6k+6a=06(k+a).

Per tant, existeix un enter k' = k+ a tal que (n+1)° — (n+ 1) = 6k, s a dir, 6|(n+1)* —
(n+1), com s’havia de veure.

Observacio. Es pot demostrar 3 |n3 — n directament, sense induccio:
Factoritzem: n* —n=n(n*— 1) =n(n*—1?) =n(n+1)(n—1)= (n— Dn(n+1).

Per resultats coneguts i, en tot cas, demostrats en altres llocs del llibre, per a cada tres
enters consecutius n’hi ha exactament un que és multiple de 3; per tant, un dels factors
de I’expressi6 anterior és mdltiple de 3 i, en conseqiiéncia, (n — 1)n(n+ 1) és mdltiple de
3; aqui només cal que n’hi hagi almenys un que sigui multiple de 3.

També es pot demostrar per casos segons els valors possibles del residu de la divisid
entera de n per 3.

Aquestes demostracions directes farien innecessaria la demostracié inductiva, pero aixo
aqui és irrellevant, ja que es tracta d’adquirir técnica demostrativa.
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Observacio. Resultat addicional independent: també es pot demostrar que I’expressid és
muiltiple de 2 (per induccid, per casos segons paritat de n o per la factoritzacié anterior,
en qué apareixen dos enters consecutius n(n+1) an®* —n=n(n*>—1) = n(n* —12) =
nn+1)(n—1)=(n—1)n(n+1)).

Observacid. També es pot demostrar que n* — n és miiltiple de 6 (per induccid, com hem
vist; descomponent el problema en dos problemes (ser miltiple de 2 i ser mdltiple de 3
separadament)).

PROBLEMA 7.19

Demostreu per induccid 6|7" + 5 per a tot nombre natural n > 0.
Solucié. Demostracio per induccié sobre n amb valor inicial ng = 0.

Pas base. Provem la propietat per al valor inicial, és a dir, que 67"+ 5 peran =ny =0.
Concretant, vegem que €s cert 6/7° +5. Ara bé, 7°+5 = 1 + 5 = 6. Per tant, la propietat
és certa per al valor inicial.

Pas inductiu. Vegem que, per a tot n > 0, es compleix 6|7" +5 = 6|7"*! + 5. La hipotesi
d’induccid (HI) és, doncs, suposar cert 67" + 5.

Podem escriure, intentant que aparegui 7" + 5, amb I’objectiu de poder-hi aplicar la HI:
T 45 =T T4+5=T(6+1)+5=T"-6+T7"+5=6-T"+(7"+5).

Aleshores, amb la suposici6 anterior (HI), podem escriure 1I’argumentacid segtient.

El primer sumand 6 -7" és multiple de 6. El segon sumand 7" + 5 és també muiltiple de
6 en aplicacio de la hipotesi d’induccié (HI), €s a dir, 7" +5 = 6k per a algun enter k.
Aixi, 7" +5 = 6(7" + k) = 6k’, multiple de 6, amb k' = 7" +k € Z.

Aix0 conclou la demostracid.

Vegem una altra presentacio de I’argumentacio en el pas inductiu. Per la HI, existeix un
enter k tal que 7" 4+ 5 = 6k. Aleshores podem escriure 7" = 6k — 5. Apliquem aquesta
expressio:

745 =7-7"+5% 7. (6k—5)+5=7-6k—7-5+5="T-(6k—5)30 = 6(Tk—5) = 6K,

amb k' = 7k — 5, enter. Per tant, 6/7""! +5 i queda demostrada la implicaci6 6|7" + 5 =
6/7"+! +5 del pas inductiu.

PROBLEMA 7.20

Proveu per induccid que, per a tot nombre natural n > 0, es compleix: 3|5-2" + 1.
Solucié. Demostracio per induccié sobre n amb valor inicial ng = 0.

Pas base. Cal veure que la propietat és certa per al valor inicial ny, és a dir, que 3|5 -
2% +1peran=ny=0.Esconcretaen 3|5-|2*°+1=5-1+1=6, que és obvi.



Pas inductiu. Cal provar que 3|5-2% + 1 = 3|5- 24D 4+ 1, peratot n > 0.
Hipotesi d’induccié (HI): suposar cert 3|5 24 + 1.

Aix0 significa que existeix un enter k tal que 5-2* + 1 = 3k. Es pot reescriure com
5.2 =3k—1.

Intentem expressar 5 - 24" + | en termes de 5 -2*" per tal de poder-hi aplicar la hipotesi
d’induccid:

5.2400) 4] =5.24m44 4 1 =5.24.0% 4 1 =5.16-2" + 1 Z 16(3k—1)+1=16-3k—
16+1=16-3k—15=3(16k +5), miltiple de 3.

Aix0 conclou la demostracié per induccid.
Observacio. També es pot seguir una altra variant argumental:

5.24mD) ] =520 4 [ =5.24.2 4 [ =5.16-2" 41 =52"(15+1)+1 =
5-24”~15+(5-24”+1):3-25-24”+(5-24”+1)123-25-24”+3k:3(25-24”+k),
muiltiple de 3.

PROBLEMA 7.21

Estudieu si es pot provar per induccio que, per a tot nombre natural n > 0, es compleix:

a) 212n* +3n*+n
b) 30|n° —n
c) 6]2n* +3n*+n
d) 4|n*+2n’ +n?
Solucié. En demostrarem algun. Per exemple, 4|n* + 2n® + n?.
Observacio. Es pot demostrar directament:
Tenim n* +2n* +n* = n*(n* 4+ 2n+1) = n*(n+1)> = (n(n+1))>. El producte n(n+1)
és producte de dos enters consecutius i, per tant, atés que un dels dos factors és multiple

de 2, resulta multiple de 2. Es a dir, n(n+ 1) = 2k per a algun enter k. Finalment, n* +
2n* +n* = (n(n+1))? = (2k)? = 4k* = 4K, miltiple de 4, amb k' = k*.

Demostracié per induccié. Demostrem 4|n* +2n* + n? per inducci6 sobre n, amb valor
inicial ny = 0.

Pas basic. Cal veure que la propietat es compleix per al valor inicial ny = 0, €s a dir, que
4|0*+2-0° 407 Perd 0* +2-0°+0? = 0, i és evident que 4/0.

Pas inductiu. Vegem que, per a tot n > 0, es compleix:

dn*+ 20 +n* = 4|(n+ 1)*+2(n+1)° 4+ (n+ 1)
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Tenim:

(n+12=n+2n+1,

(n+1P2=n*+3n*+3n+1,

(n+1)*= (g) + (T)”Jr (3) n?+ (2) n+ (2) n*, per la férmula del binomi de Newton. Aixi:
(n+1)*=1+4n+6n>+4n* +n*.

Per tant:

(n+1)*+2(n+1)P3+(n+1)>?
= (1+4n+6n*+4n* +n*)+2(n*+3n* +3n+1) + (1’ +2n+1).

Reagrupant de manera que aparegui n* + 2n° + n?, resulta:

(n+1)*+2(n+1)P3+(n+1)>?
= (n*+2n° +n*) +4n* +12n2 + 12n+ 4
= n*+2n* +n?) +4(n* +3n2+3n+1).

Per la hipotesi (hipotesi d’induccid), n* + 2n® +n? = 4k per a un enter k convenient. Per
tant:

(n+1)*4+2(n+10>+(n+1)*> = (n* +2n° +n*) +4(n* +3n* +3n+1) = 4(k+n* +
3+ 3n+1)=4K,amb k' = k+n*+3n>+3n+ 1.

Aixi, existeix un enter k" tal que (n+ 1)* +2(n+1)>+ (n+1)* = 4K, és a dir, 4|(n+
D*+2(n+ 17>+ (m+ 1)

Queda demostrat, per tant, el pas inductiu, i completada aix{ la demostracié per induccio.

PROBLEMA 7.22

Demostreu per induccié 4|9" + 3, per a tot nombre natural n > 0.

També és cert 12|9" + 3 per a tot nombre natural n > 1. Demostreu-ho per induccio.
Solucié. 49"+ 3 Demostrem-ho per induccid sobre 7, amb valor inicial 7y = 0.

Pas basic. Cal provar que la propietat es compleix per an = ny =0, és a dir, que 4|9° + 3,
cosa que és evident.

Pas inductiu. Cal provar 4|9" +3 = 4|9""! 3 pera tot n > ny = 0.

La hipotesi d’induccié (HI) és la suposici6 4|9" 4+ 3 en el marc del condicional anterior.



Idea de la demostracid. Intentarem expressar 9" + 3 com una férmula on aparegui
I’expressié 9" + 3 com a subférmula i es pugui aplicar la hipotesi d’induccié. Observeu
que escrivim 9 = 8 + 1 amb 1’objectiu d’obtenir un sumand 9”.

Tenim 9" +3=9.9"+3=(8+1)-9"+3=(8-9"+9")+3=8-9"+ (9" +3). Per HI,
9" +3 = 4k per a algun enter k; per tant, 9" +3 = 8-9" + 4k = 4(2-9" + k), mdltiple de
4, com s’havia de veure.

Aix0 conclou la demostracio.

Variant expositiva 2. Per la HI, existeix un enter k tal que 9" + 3 =4k, és adir, 9" =4k —3.

Aleshores 9" +3=9.9"4+3=9.(4k—3)+3=9-4k—27+3=4-9k —24 =4(% —6),
muiltiple de 4.

12|9"+3 Es similar a I’anterior.

El pas basic és immediat, ja que 12]9' + 3.

Vegem I’adaptacid que es pot fer del pas inductiu:

12|19"+3 = 12]9""1 43, peratotn > 1.

Per la hipotesi d’induccid, per a un enter k convenient, 9" = 12k — 3.

Per tant, 9""' +3=9.-9"4+3=9-(12k—3)+3=9-12k—9-3 -3 =12-9%k —24 =
12(9k —2) = 12k, amb k' = 9k — 2, enter. Aix{, 12|9"™ 4 3 i resulta demostrada la im-
plicaci6 12]9" + 3 = 12]9"+! 4+ 3.

Variant argumental. 9"t' +3=9-9"4+3=(2-441)-9"+3=2-4-9"+ (9" +3) =
2:4-3-3.9"1=12.6-9""" + (9" +3) (recordem que n > 1). Per hipotesi d’induccid,

és 9" + 3 = 12k, per a algun enter k. Per tant, 9"*! +3 = 12/, miltiple de 12, amb
K=6-9""+k

PROBLEMA 7.23

Demostreu per induccid 2|n* +n — 2, per a tot nombre natural n > 0.
Solucié. Demostracié per induccié sobre n, amb valor inicial ng = 0.
Pas base. Vegem que 2|0 40 —2 = —2, que s obvi.
Pas inductiu. Vegem que, per a tot n > 0, es compleix

2l +n—2=2|(n+1)>+(n+1)-2.

Desenvolupem la férmula (n+1)*+ (n+ 1) — 2 reescrivint-la de manera que en el desen-
volupament hi aparegui la férmula n*> +n — 2 i es pugui aplicar la hipotesi:

(n+ 1P+ m+1)=2=@E+2n+1)+(n+1)-2= (@ +n—-2)+(2n+2) = (n* +
n—2)+2(n+1). Es suma de dos parells i, per tant, parell, ja que per hipotesi n* + n és
parell.
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PROBLEMA 7.24

n® 4 3n? +2n, per a tot nombre natural n > 0.

Demostreu per induccio 6
Solucié. Demostracio per induccié sobre n, amb valor inicial ny = 0.

Pas base. Vegem que la propietat és certa per al valor inicial ny = 0, és a dir, que 6|0 +
3x 0242 x0=0, cosa Obvia.

Pas inductiu. Cal provar 6|n® +3n>+2n = 6|(n+1)> +3(n+1)>+2(n+ 1) per a tot
n>0.

Hipotesi (d’induccid): 6|n® + 3n> +2n, és a dir, existeix un enter k tal que n* +3n*+2n =
Ok.

Tesi: 6|(n+1)* +3(n+1)>+2(n+ 1), és a dir, existeix un enter £’ tal que (n+1)° +
3(n+1)2+2(n+1)=6Kk.

Efectuarem calculs amb (n+1)*+3(n+1)*+2(n+ 1), amb I’objectiu de poder-hi apli-
car la hipotesi d’induccid.

(n+1P+3(n+124+2(n+1)= R +3n+3n+1)+3(n*+2n+1) +2n+2.
Ara reagrupem termes per tal de fer-hi aparéixer n® + 3n” 4 2n, si és possible:

(n+1P2+3n+1)2+2(n+1)= (n*+3n*+2n)+3n+1+3n*+6n+3+2= (n* +
3n2+2n) 4+ 3(n+n?) +6n+ 62 6k+6n+6+3(n+n?).

Sembla que hi falta un factor 2. Escrivim n + n* = n(1+ n), producte de dos enters
consecutius: un d’ells és parell, €s a dir, miltiple de 2 i, per tant, també ho és el producte.
Aixi, n+n? = 2a i, per tant:

(n+1)+3(n+1)*4+2(n+1)=6k+6n+6+3(n+n*) =6k+6n+6+3-2a=6(k+
n+ a) = 6k', miltiple de 6.

Hem demostrat la implicacio: final de la demostracid per induccio.

PROBLEMA 7.25

Demostreu per induccid 25|4*" + 10n — 1, per a tot nombre natural n > 0.
Solucié. Demostracid per induccié sobre n amb valor inicial ny = 0.

Pas base. Cal provar la propietat per a ny = 0, cosa que €s una obvietat, ja que 25[4> +
I0x0—-1=14+0-1=0.

Pas inductiu. Vegem que, per a qualsevol n > 0:
2547 4 10n — 1 = 25[420+D +10(n+1) — 1.

La hipotesi (hipotesi d’induccid) és: 25[4%" + 10n — 1.
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Reformulacio de la hipotesi. Per la hipotesi, existeix un enter & tal que

*

4% 4+ 10n — 1 = 25k, igualtat que podem reescriure com 42" = 25k — 10n+ 1.

Ara efectuem calculs amb 421 4+ 10(n+ 1) — 1, amb I’objectiu de fer-hi aparéixer 4%
i aplicar la hipotesi (*):

0D L 10(n+1) =1 =42 4+10n+10—1=16-4" +10n+ 10— 1 = 16 - (25k —
10n+ 1)+ 10n+9=16-25k — 150n + 25 = 25(k — 6n+ 1), miltiple de 25, com s’havia
de veure.

Aix0 conclou la demostracié per induccid.

PROBLEMA 7.26

Demostreu per induccio

9n* + (n+ 1)* + (n+2)* per a tot nombre natural n > 0.

Solucié. Vegem una demostracid per induccié sobre n, amb valor inicial ny = 0.

Sigui P(n) := “9|n* + (n+1)* + (n+2)*” la propietat que es vol demostrar.

Pas basic. Cal provar P(ny), és a dir, P(0). Aix0 significa que hem de provar que la
propietat és certa per a n =0, o sigui, 9/0° + (0+ 1)+ (0+2)*. Pero 0°+ (0+ 1)+ (0+

2)3 =91, per tant, s cert.

Pas inductiu. Hem de demostrar la implicacio:

P(n)=>P(n+1), per a tot n > ny = 0. Concretant, s’ha de provar:

9+ (n+ 173 + (n+2)°39|(n+ 1>+ (n+ 1)+ 1)+ ((n+1) +2)3, és a dir, 9|n> +
(4174 (n+239/(n+ 1)+ (n+2)* + (n+3)*.

La suposici6 9|n® + (n+ 1)* + (n+2)* és la hipotesi d’induccié (HI), i es pot expressar
com n* + (n+1)* 4 (n+2)* = 9k per a algun enter k convenient (que existeix). A la vista
de la tesi, i amb la intencid de fer-ne una substitucié posterior, podem reescriure-la com
(n+17°+(n+2)* =9% —n’.

Ara considerem ’expressi6 que figura a la tesi: (n+1)* + (n+2)* + (n+3)?, que relaci-
onarem amb la hipotesi. En aplicacio de la hipotesi d’induccio:

(n+1)*+(n+2)° 4 (n+3)°
=[(n+1) 4+ (n+2)°| + (n+3)°
= (9% —n®)+ (n+3)%.

Vegem que aquesta tltima expressié s miltiple de 9: (9k —n®) + (n+3)* = 9%k —n’ +
(n* +9n* +27n+27) = 9%k +9n* + 27n+ 27 = 9(k + n*> + 3n+ 3), mltiple de 9.

La demostracio esta acabada.
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Variant expositiva. Partim de la HI (amb la idea d’““aproximar-nos” a la tesi):
m*+ (n+1)>+ (n+2)* = 9k. Restem n’, membre a membre, a la igualtat:
(n+1)>+ (n+2)* = 9k — n*. Sumem (n+3)*:
(n+1P+(n+2)°*+(n+3)7° =% —n*+ (n+3)°.

Ara només resta demostrar que 9k — n® + (n+3)* és miiltiple de 9, cosa que s’ha fet
anteriorment.

PROBLEMA 7.27

Demostreu per induccid 649" — 8n — 1 per a tot nombre natural n > 0.
Solucié. Es demostra per induccid sobre n, amb valor inicial ny = 0.
Pas basic. Cal demostrar la propietat per a n = ny = 0.

Cal demostrar 649 —8 x 0 —1,és a dir, 64|/1 —0 — 1 =0, cert.

Pas inductiu. Cal demostrar que, si la propietat €s certa per a n, aleshores també ho €s
peran—+1, peratotn > 0. Es adir, 649" —8n—1 = 649" —8(n+1) — 1, per a tot
n>0.

Suposant cert 9" — 8n — 1 = 64k per a algun enter k (hipotesi, hipotesi d’induccid), hem
de veure que és cert 9" —8(n+ 1) — 1 = 7k’ per a algun enter k' adequat (tesi).

Efectuem calculs sobre 9"*! —8(n+1) — 1 amb la idea de fer-hi apareixer la férmula del
mateix patré de la hipotesi, per tal de poder aplicar-la:

9l —8(n+1)—1=9.9"-8n—-8—1=(8+1)-9"—8n—8—-1=8-9"+9"—8n—
8—1=(8-9"—8)+(9"—8n— l)g(8~9”—8)+64k:8(9"7 1)+ 64k.
Atés que 64 = 82, vegem si 9" — 1 aporta el factor 8 que ens convindria. En efecte,

podem utilitzar la férmula x” —y" = (x —y) (x" ' +x""2y+ -+ +xy" 2 +y"!) expressant
0" 1= 91— 17— (9— 1)(9" 1 49" 2y .4 9 1) = 8(9"! 4972y ... 194 1),

Per tant, finalment, 9""' —8(n+1) — 1 =8(9" — 1) + 64k = 8(8Kk') + 64k = 64(k' + k) =
64k", miltiple de 64.

Observacid: Resolem el problema auxiliar 8|9" — 1 utilitzant alternativament la férmula
del binomi de Newton (amb 9 = 8 4 1):

Suposem que n > 1.

n

9" —1=(8+1)"—1=( (’f)sfl"f)—lz(
0 N
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amb a = Z <n> g/l eZ.
J

Jj=1
Argumentacio alternativa. Utilitzeu la reexpressio de la hipotesi d’induccio:

9" = 64k +8n + 1 per a un enter k convenient.

PROBLEMA 7.28

32+ 4 2742 per a tot nombre natural n > 0.

Demostreu per induccio 7

Solucié. Sigui P(n) := “7|3*"1 42" que demostrem per inducci6 sobre n, amb valor
inicial ny = 0.

Pas base. Demostrem que P(0) és cert, és a dir, que 7|32 +2%F2 &s cert. Aix0 és
7|13 4+4 =17, obvi.

Pas inductiu. Demostrem P(n) = P(n+ 1) per a tot n > 0, és a dir,
7|32 g 22 o 7|32 | k)42

La hipotesi d’induccié (HI) és suposar que 7|32"+1 242 &s cert.
S’ha de veure:

Fk(32 4242 = Tk) = JK/ (3t DFL 4 2042 = 7 (kK enters).

Idea per a la demostracid. Desenvolupem 32"+D+1 4 2("+1+2 de manera que hi aparegui
32n+1 4 2742 | puguem aplicar la HI:

32(n+l)+l +2(n+l)+2

= 32n+1)+2 4 2(m+2)+1 (intentant obtenir les expressions que apareixen a la HI)

=0. 32n+1 + 2. 2n+2

— (7 +2) . 32n+1 +2 . 2n+2

=7. 32n+l +2. 32n+1 +2. 2n+2

=7. 32n+1 + 2(32n+1 + 2n+2)

47,321 4 2(7k) per a un enter k.

Aixf, 320D+ 2002 — 7(3204 1 9k) — 7K, muiltiple de 7, amb k' = 32"+ 4 2k.

Aix0 conclou la demostracié del pas inductiu i de la demostraci6 per induccid.
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Argumentacid alternativa a la demostracid del pas inductiu. Escrivim la HI, 7|32 4
2"+2 de la forma 32"+! = 7k — 2"*2 per a cert enter k. Substituim:

32AntD+1 4 p(nt1)42

— 3@nt1)+2 4 p(n2)+1

— Q.32+l 9. ont2

= 9(Tk—2"2) +2.2m2

=9.7k—9.2"242.2m2

=97k + (2 — 9)2™2 = 7(9% — 2"*?), muiltiple de 7.

PROBLEMA 7.29

Demostreu per induccidé 5|8" — 3" per a tot nombre natural n > 0.

Solucié. Sigui P(n) := “5|8" —3"”, que demostrarem per induccid sobre n, amb valor
inicial ny = 0.

Pas base. Demostrem que P(0) és cert, és a dir, que 5/8° — 3%, Aix0 és 5|1 —1 =0, cosa
obvia.

Pas inductiu. Demostrem P(n) = P(n+ 1) per atotn > 0, és a dir,
5[87 — 37 = 5|87+ — 3+,

La hipotesi d’induccié (HI) és suposar 5|8" — 3".

S’ha de veure: k(8" — 3" = 5k) = 3K/ (8" — 3" = 5K) (k,k enters).

Idea clau. Desenvolupem 8""! — 37" de manera que aparegui 8" — 3" a la férmula i
puguem aplicar-hi la HI:

gl —3ntl =8.8"—3.3"=(5+3)8"-3-3"=5-8"+3-8"—3-3"=5-8"+3(8"—3").
Per la HI, existeix un enter k tal que 8" — 3" = 5k, d’on

gl —3ntl = 5.8" 4 3(8"—3") = 58"+ 3(5k) = 5(8" + 3k) = 5k,

multiple de 5, amb k" = 8" + 3k.

Aix0 conclou la demostracié del pas inductiu i de la demostracio per induccid.
Argumentacio alternativa a la demostracio del pas inductiu. Escrivim la HI de la forma
8" = 5k+3". Aleshores, podem substituir: 8"*! — 3! =8.8"—3.3" =8 (5k+3") —3-

3"=8-5-k+8-3"-3.3"=8-5-k+(5+3)-3"-3-3"=8-5-k+5-3"+3-3"-3.3" =
8:5-k+5-3"=5-(8k+3"), mdltiple de 5.
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PROBLEMA 7.30

Demostreu per induccié 8110" — 9n — 1 per a tot nombre natural n > 0.

Solucié. Sigui P(n):
valor inicial ny = 0.

“81|10" — 9n — 17, que demostrarem per induccié sobre n, amb

Pas base. Demostrem que P(0) és cert, és a dir, que 81/10°—9-0 — 1. Aix0 és 81|1 —0—
1 =0, que és obvi.

Pas inductiu. Demostrem P(n) = P(n+ 1) per a tot n > 0, és a dir:
8110 —9n— 1 = 81|10"! —9(n+1) — 1.
La hipotesi d’induccié (HI) és suposar 81[10" —9n — 1.

Idea clau. Desenvolupem 10" —9(n+ 1) — 1, de manera que aparegui 10" —9n— 1 ala
férmula i es pugui aplicar la HI:

10" —9(n+1)—1=10-10"—9n—9—1=(9+1)-10" =97 —9—1=9-10"+ 10" —
M—9—-1=9-10"=9+ (10"—9n—1)29.10" — 9+ 81k = 9(10" — 1) + 81k.

Es pot demostrar que 910" — 1 per diversos métodes: per induccid, desenvolupant per la
férmula del binomi de Newton o amb la igualtat

X =y = (x—y)(x" X" 2y 4 -xy" 2 4y 1) amb x = 10, y'. Aixi, doncs, fet aixo,
tenim 10" — 1 = 10" — 1" = (10 — 1)k’ = 9k’ per a algun enter '.
Per tant:

10" —9(n+1)—1=9(10"— 1)+ 81k = 9-9K + 81k = 81 (k+K') = 81k, muiltiple de
81.

Observacid: Resolem el problema auxiliar 9]10" — 1 utilitzant la férmula del binomi de
Newton (esquema: amb 10 = 9 4 1, vegeu-ne el capitol corresponent, amb 1’exercici
similar resolt 6/7" — 1):

Per a n = 0, substituint resulta 9| 10°—1=1—1=0. Suposem, per tant, que n > 1.

10" =1=(9+1)-1=(>_ <rf>9f1”j)—l =(§n: (7)9")—1 = <g)9°+(§n: (7)9")—

i~ = N

=140 <;>9f1) 1=9%" <;>9f1 —9a,amba =Y <;>9f1 €z
J=1 j=1

j=1

També es demostra 9]10" — 1 per inducci6 en un problema independent en aquest mateix
capitol.

Aix0 conclou la demostracié del pas inductiu i de la demostraci6 per induccid.
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Argumentacid alternativa a la demostracid del pas inductiu. Escrivim la HI 81]10" —
9n —1 en la forma 10" = 81k +9n + 1 per a algun enter k. Aleshores, podem substituir:
10" —9(n+1)—1=10-10"-9n—-9—-1=10-(81k+9n+1)—9n—9—-1=10-
8lk+10-9n+10—-9n—9—1=10-81k+ 10-9n—9n=10-81k+ 81n = 81(10k+n),
muiltiple de 81.

PROBLEMA 7.31

Demostreu per induccio 9|10" — 1 per a tot nombre natural n > 0.

Solucié. Sigui P(n) := “9|10" — 17, que demostrarem per induccié sobre n, amb valor
inicial ny = 0.

Pas base. Demostrem que P(0) és cert, és a dir, que 9]10° — 1. Aixd és 9|1 — 1 =0, que
és obvi.

Pas inductiu. Demostrem P(n) = P(n—+ 1) per atotn > 0, és a dir:
910" — 1 = 9[10" —1.
La hipotesi d’induccié (HI) és suposar que 9|10" — 1 és cert.

Idea clau. Desenvolupem 10™"! — 1, de manera que aparegui 10" — 1 a la férmula i es
pugui aplicar la HI:

10! —1=10-10"-1=(9+1)-10"—=1=9-10"+10"— 1

=9-10"+ (10" — 1)129 10"+ 9k = 9(10" 4+ k) = 9k”, mdltiple de 9.

Aix0 conclou la demostracié del pas inductiu i de la demostracio per induccid.
Argumentacio alternativa a la demostracio del pas inductiu. Escrivim la HI en la forma
10" = 9k + 1. Aleshores, podem substituir: 10" —1=10-10"—1=10(%+1)— 1=
9-10k+10—1=9-10k+9=9(10k+ 1) = 9™, muiltiple de 9.

7.2.4. Enunciats amb factorials

Els que presentem sén majorment amb desigualtats.

PROBLEMA 7.32

Demostreu per induccio que 4" < n! per a tot nombre natural n > 9.

Enunciats analegs: 2" < n!, 3" <n!, 5" < n! a partir de determinats valors inicials de n
(que el lector obtindra).

Solucié. Efectuem uns calculs auxiliars que calen per al pas base de la demostracio per
inducci6:



4° =262144

9! = 362880

Formalment, denotem P(n) :=“4" < n!”. Cal veure P(n),Vn > 9.

Pas base. Demostrem la propietat P(n) per n = 9. Aix{, ny = 9 (valor inicial).
Equivalentment, provem que P(9) és cert, és a dir, que 4° < 9!. Perd aix0 és una simple
comprovacio a partir dels calculs anteriors. Observacié: Es pot comprovar que, per a

valors anteriors a nop = 9, no es compleix.

Pas inductiu. Cal provar P(k) = P(k+ 1), per a tot natural k > 9. Es a dir:

(HI)
A<kl = 4 < (k+1)!
En efecte:
(HI) . . . 1 .
41 = 4. 48 <4k! (aplicant la hipotesi d’induccid)

< (k+1)k!'Gaquek>9=k+1>10>4)

= (k+ 1)!, per la férmula recurrent per al factorial.

Aix0 conclou el pas inductiu i també la demostracié per induccid.

Afegit. Vegem detalls de la demostracié de 3" < n!, per a tot n > 7, per inducci6 sobre
n, amb valor inicial ny = 2. Observacio: Per a valors inferiors a 7, la desigualtat no és
valida.

El pas basic és una simple comprovacié de 37 < 7! (37 = 2187, 7! = 5040).

En el pas inductiu, hem de provar 3" < n! = 3"*! < (n+1)!, per a tot n > 7. En efecte,
(HI)
3 =3.30 <3l < (n+1)(n!) = (n+ D)L jaque n+1>6+1=7>3.

Observacio. N'hi ha hagut prou amb n > 2 per a la demostracié del pas inductiu.

PROBLEMA 7.33

Demostreu per induccid que n! < (n+ 1)"*! per a tot nombre natural n > 2.
Solucié. Afirmacié que es vol demostrar:

P(n),¥n >2,amb P(n) :=“n! < (n+ 1)1,

Valor inicial: ny = 2.

Pas basic. Demostrar P(2), és a dir, que 2! < (2+1)*"!, que és una obvietat, ja que
2=2!< 33
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Pas inductiu. Hem de demostrar: P(k) = P(k+ 1), per a tot nombre natural k > 2, és a
dir:

(HI)
kU< (k+ 1) = (k+ 1) < ((k+ 1)+ 1)*&D+ s a dir:

HI
B e+ )9 = (ke 1) < (k+2)%.

En efecte:

(HI)

(*)
(k+ 1) =kl(k+1) < (k+ D (k+1) = (k+ 1)+ = (k4 12 < (k4 2)k+2
(*): hi apliquem k+1 < k+2 = (k+ 1) < (k+2)F2.

Aix0 conclou la demostracid per induccio del resultat.

PROBLEMA 7.34

Demostreu per induccio n! > n per a tot nombre natural n > 3.
Solucié. Fem la demostraci6 per inducci6 sobre n, amb ny = 3.

Pas base. Vegem que la propietat és certa per a n = 3, és a dir, que 3! > 3, cosa que és
evident.

(HI)
Pas inductiu. Cal veure que k! >k = (k+1)! > (k+1), per a tot k > 3.

En efecte:

(HI)
(k+1)!=kl(k+1) >k(k+1)>1-(k+1)=k+1,jaque k > 1.

PROBLEMA 7.35

Demostreu per induccid n! > n* per a tot nombre natural n > 4.
Solucié. Fem la demostracié per induccié sobre n, amb ny = 4.

Pas base. Vegem que la propietat és certa per a n = 4, és a dir, que 4! > 42, cosa evident.
(HI)

Pas inductiu. Cal veure que k! >k* = (k+1)! > (k+ 1), per a tot k > 4.

En efecte:

(HI)
(k+ 1) =k!(k+1) > K (k+1).

Si veiem que k*> > k+ 1, el problema queda resolt ja que aleshores tenim k*(k+1) >
(k+1)(k+1)=(k+ 1)
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Sera cert si k> —k > 1, que equival a k(k — 1) > 1. Ara bé, si k > 4, resulta k(k — 1) >
4.4-1D)=12>1.

Per tant, pera k > 4,

(HI)
(k+1)!=k!(k+1) >k (k+1) > (k+1)(k+1) = (k+ 1)?, com haviem de veure.
Queda demostrada la propietat per induccio.
Observacid. La propietat auxiliar k> > k + 1 també es pot establir estudiant les funcions
x%, x+ 11 veient que, a partir d’un cert lloc en endavant, es compleix x> > x+ 1 (la

grafica de la parabola y = x? esta per sobre de la de la recta y = x+ 1), o bé que la funcié
x? —x — 1 és positiva d’un cert lloc en endavant.

7.3. Sobre el pas basic

Demostrar el pas basic €s imprescindible per a la demostracié per induccid. L’ omissié
d’aquest pas significa que la propietat resta no provada, encara que es faci la demostracié
del pas inductiu.

La prova de I’anomenat “pas basic” pot que requerir provar més d’un cas, de manera que,
segons I’enunciat, s’hagin de demostrar dos o més casos basics, a fi que pugui funcionar
el mecanisme a partir dels inicis. Un exemple tipic és el de determinades successions

recurrents, en que tenim una, dues o més condicions inicials.

En molts exemples, la demostracié del pas basic sol reduir-se a una simple comprovacio,
perd no sempre €s aixi. N’aportarem algun exemple.

1. El pas basic no es pot ometre

En el metode d’induccid, ja es veu que, per radé del metode, €s imprescindible demostrar
el pas basic (que pot constar, de fet, de més d’una part, i aix{ tenir un, dos o més passos
basics, o diferents parts del pas basic). Vegem un parell d’exemples d’una afirmacio falsa

per a la qual podem demostrar el pas inductiu.

Exemple 7.4 Considerem la suposada propietat segiient P(n), per a n nombre natural
(n=1):

“UT4+3+5+7++2k—1)+--+2n—1)=n"+1",0bé
“Ynn>1—=14+3+5+7++2k—1)+-+02n—1)=n*+1)"
Vegem com es pot demostrar el pas inductiu, encara que la propietat no sigui certa:

Pas inductiu. P(n) = P(n+1), per tot n > 1.
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n n+l1
Cal provar Z(2k— N=n+1= Z(2k— 1) = (n+1)>+ 1. En efecte:

k=1 k=1

n+1 n
(HI)

S @k=1)=>"(2k-1)+Q2n+1)-1) = @+ 1)+ Q2n+1)—1)=n"+2n+2=

(R 4+2n+1)+1=(n+1)*+1.
En aquest cas, no només és falsa I’afirmacid, sin6 que no és certa per a cap nombre

natural. En efecte, la suma auténtica es pot calcular com

n n n

Sek-1n=Y -1 :2ik:2”(n;l) —n=n(n+1)—n=n

k=1 k=1

Vegem que no és cert el pas basic, que seria per an = 1:
1

D (2k—1)=2-1-1=1"+1, fals. W

k=1

Exemple 7.5 Vegem-ne un segon exemple:

Considerem I’enunciat segtient:

“V4+2+34+---+k+---+n= (2n—|—1)2,peratotnombrenaturaln2 17.

oo —

Aquest enunciat no sols és fals, sind que €s fals per a qualsevol n positiu. En efecte, si
existis algun n natural per al qual la igualtat fos certa, aleshores, tenint en compte que

1
142+ +n= n(n2+ ) (resultat cert), tindriem:
nn+1) 1 9
=-(2n+1)".
5 8( n+1)

Efectuant els calculs pertinents, resulta 1’absurd 1 = 0.

Si intentem demostrar el suposat resultat per induccid, no aconseguirem demostrar-ne
cap pas basic; en canvi, €s demostrable el pas inductiu, i aixi veiem que el pas basic no
és superflu.

Pas inductiu. Per al pas inductiu, suposem certa 1’afirmacié per a n, és a dir:
1

142434 k4 +nZ §(2n+ 1)? (hipotesi d’induccid)

i ’aplicarem per a demostrar I’afirmacio per a n+ 1, és a dir:

1
14243+ 4k+---+n+(n+1)= §(2(n+1)+1)2.



En efecte:

14243+ Akt dnt (1) = (14243 ++k+-+n)+(n+1)Z - (2n+

oo —

1
1)+ (n+1) =--- calculs rutinaris --- = g(Z(n—i— 1)+1)%

i aixi queda demostrat P(k) = P(k+ 1), per a tot nombre natural k > 1, malgrat que la
propietat €s falsa. ll

Vegeu un exemple més de com €s imprescindible demostrar el pas basic en una demostra-
ci6 per induccié. Observeu que el pas inductiu és demostrable, malgrat que la la propietat
és falsa (més encara, és falsa per a tot n).

PROBLEMA 7.36

Considerem I’afirmacio
“P(n): 3" < 3", per a tot nombre natural n >1".

a) Proveu que 3" < 3" és falsa per a tot n natural, n > 1. En particular, és falsa
I’afirmacio anterior.

b) Proveu el pas inductiu per a una demostracid per induccid sobre n de P(n).
Solucié

a) Formalment, i de manera completa, Vn((n € NAn > 1) — 3" < 3"!). La negacié
seria In(n e NAn > 1A—-(3" < 3" 1)), ésadir, m(ne NAn> 1A3">3""). Hau-
riem de demostrar aquesta ultima afirmacié. Resumidament, i suposant les propietats
indicades per a n, In(3" > 3"°1).

S’ens demana demostrar una propietat més forta: Vn(3" > 3""!), és a dir:

Per a tot natural n > 1, 3" < 3"~! és fals, és a dir:

Per a tot natural n > 1, 3" > 3"~! s cert.

De fet, si demostrem Vn (3" > 3”’1), com a conseqiiencia resultara el que volem veure.

Es pot veure directament: 3" =331 > 1 .37 1 =31,

Fem també la demostraci6 per reduccié a I’absurd. Vegem que, si existeix algun n tal
que 3" < 3"!, aleshores s’arriba a una contradiccid.

Meétode 1. Si fos 3" < 3"! (per a algun n), tenint en compte que el logaritme (per
exemple neperia o en base 3 o altres) €s una funci6 creixent, resulta:

31 <31 = 1n3" <In3"' = nln3 < (n—1)In3 "2’ n < n—1=>0 < —1. Deduim
0 < —1, absurd.
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3n

1 < 1, és adir, 3"7(”*1) <1.

Meétode 2. Si, per a algun n > 1 és 3" < 3"~ aleshores
Per tant, 3! < 1,d’on 3 < 1, absurd.

Meétode 3. Si, per a algun n > 1 fos 3" < 3"!, seria 3" —3""! < 0. Ara bé, 3""!(3 —
1) <0,ésadir,0<2-3""! <0, absurd.

b) Pas inductiu. Fixem k arbitrari, k nombre natural, k > 1. Vegem que P(k) = P(k+1),
és a dir, 3% < 3k 1 = 3kt « 3(+D-1 Fjpalment, hem de demostrar: 3% < 3¢ =
3R < 3k,

Hem de relacionar P(k+ 1) amb P(k) per tal de poder-hi aplicar la hipotesi d’induc-
ci6é (HI), és a dir, la suposicié que P(k) és cert, en el marc del condicional anterior.
En efecte:

3kl — 3k. 3 121 k=13 — 3(k71)+1 = 3k

També es pot escriure d’una altra manera:

3h+l — 3k .3 — 3k+3k+3k Ié[ 3k-1 +3k—1 +3k—1 —3.3k1 — 3(k71)+1 — 3k,

O bé, en una altra variant argumental, multipliquem per 3 els dos membres de la
desigualtat 3* < 37!, que és la HI. Essent 3 > 0, es manté 1’orientacié de la desi-
gualtat i en resulta:

3k Iél 3k71 = 3. 3k < 3. 3k71 = 3k+l < 3(k71)+1 — 3k,

que és el que haviem de demostrar.
Aixo prova que no es pot ometre el pas basic en cap demostracio inductiva.
2. Pas basic muiltiple

Es possible que, per les caracteristiques d’un enunciat, sigui dificil demostrar el pas
inductiu per a un n arbitrari, genéric, i, en canvi, sigui factible provar, per exemple
P(k) = P(k+3),peratotk > 1(ny). Demostrant diversos passos basics, aconseguim de-
mostrar la propietat per a tot n. En efecte, demostrant P(1), P(2) i P(3), queden demos-
trats tres fils argumentals inductius (o linies paralleles), que conjuntament demostren la
propietat per a tot n > 1.

En efecte:

per P(1) i P(k) = P(k+3), Vk > 1, resulta demostrada la propietat per a
n=1,4,7,10,13,...

per P(2) i P(k) = P(k+3), Vk > 2, resulta demostrada la propietat per a
n=2,52811,14,...

per P(3) i P(k) = P(k+3), Vk > 3, resulta demostrada la propietat per a
n=23,6,9,12,15,...



3. El pas basic no sempre és trivial. No sempre és una simple comprovacié de
rutina.

Considerem la generalitzacié de les equivaléncies de De Morgan per a n proposicions,
amb n > 2:

Siguin py,---,p, proposicions arbitraries, amb n > 2, n nombre natural. Aleshores, es
compleix:

(prV VeV pa) = (2piA-Aop)

(PrAp2 A Apa) = (21 V-V opy)

Recordem que podem definir p; V-V p, = (p1 V-V pu_1) V Py

Centrem-nos en una d’elles; analogament, es procediria amb 1’ altra.

Exemple 7.6 Considerem la propietat segtient:

P(n):==(pVpV---Vp,)=(—p A~ A—p,), peracadan > 2.

En aquest cas, es demostrara P(n) per inducci6 sobre n, amb el valor inicial ny = 2.

Pas basic (P(2) és cert). Cal provar que —(p; V p,) = (—p; A—p,). Es pot demostrar per
taules de veritat, comprovant que les proposicions tenen la mateixa taula de veritat (les

mateixes columnes). D’aqui en resulta ’equivaléncia logica.

Taules de veritat:

p1 p2 ~p1 —p2 piVp2 —(piVp2) SpiATp
0o 1 1 0 1 1

—_—l—_ o o

1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0

Aix0 acaba la demostracié del pas basic.
Pas inductiu (P(n) = P(n+ 1), per atot n > 2).
Fixem n > 2, nombre natural arbitrari (és a dir, arbitrari pero fix per a la demostracid).

Cal veure que

HI
(P VP2V VP )ZE(pi A Amp) = PV VeV pat) = (5P A Ampan)

En efecte:

PV PV pu) =
=((p1VpaV-+-Vp,)V pai1) per associativitat de V o per definicid,
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=(p1VpaV---Vp,) A=p,.y; pel que s’ha demostrat per a 2,

“pi A A=py) A=p,sg per HI

(
(=p1 A+ A—p,y1) per associativitat.

Observacio. Aquest esquema és certament especial, ja que en el pas inductiu hem fet
servir el resultat del pas basic. Res no ho impedeix, perd aleshores de fer I’esquema
demostratiu ha estat (P(2) AP(n)) = P(n+1).1

Analogament, demostrariem per induccid les generalitzacions de les formules de De
Morgan per a conjunts.

Considerem la funcié f(x) = e*. Es infinitament derivable. En calculem les primeres
derivades, aplicant la regla de la cadena:

S =—e
f) = (e =e
f///(x) = —e¢*

Ja es veu la llei de formacid. Recordeu que I’alternanca de signe segons paritat es pot
aconseguir amb 1’expressié (—1)". Depenent del que interessi, potser s’haura d’utilitzar
alguna altra variant possible, com per exemple (—1)""!. Aleshores, sembla que podem
escriure que la derivada n—&sima de f és f = (—1)"e™* per a qualsevol n nombre
natural, n > 1. Es tracta de demostrar-ho formalment per induccié:

PROBLEMA 7.37
Sigui f(x) = e . Demostreu que la derivada d’ordre n de f, per a tot n natural positiu,
és ) = (—1)"e™.

Solucio

Metode de demostracio: per inducci6 (simple) sobre n.
Propietat que es vol demostrar: P(n) : f) = (—1)"e™*, peratotn > 1.
Sobre quina variable es fa la demostracié per induccio: n.

Valor inicial: ny = 1.

Pas basic. Vegem que P(1) és cert, és a dir, que fV)(x) = (—1)'e™*. Cal veure que
f'(x) = —e ™, que és conseqiiéncia de la regla de la cadena i del fet que (¢*) = ¢,
resultats que suposem sabuts i que no cal provar aqui (vegeu qualsevol text de calcul en
una variable). Si no fos aix{, en aix0 consistiria justament el pas base (i seria un exemple
en que el pas base no es limita a una simple comprovacio).

Pas inductiu. Cal provar que P(k) = P(k+ 1), per a tot k > 1 natural.



Fixem k nombre natural, k > 1. Vegem que

SO (1) = fE () = (~1) e

En efecte,

FED) = () 2 (1Fe) = (“1Fe) = (FDH=D(e) = (~1Fe
S’ha aplicat la regla de la cadena i el fet que (¢*) = €.

Queda demostrat el pas inductiu i conclosa la demostracié per induccid.

5. Més d’un pas basic

En el metode d’induccid (simple), finalment es demostren infinites implicacions. Supo-
sant, per exemple, que ng = 1:

P(1)=P(2)
P(2)=P(3)
P(3) = P(4)
P(4) = P(5)

Perd amb tot aix0 d’abans no resulta demostrada ni una sola propietat P(k).
Cal un inici: el pas basic.

Si demostrem P(1), aleshores en cascada resulta demostrat: P(2), P(3), ... i els infinits
P(k). En efecte (per modus ponens, “MP”):

— de P(1) (obtingut en el pas basic) i de P(1) = P(2) en resulta P(2),
— de P(2) (obtingut en el pas anterior) i de P(2) = P(3) se’n deriva P(3),

— de P(3) (obtingut en el pas anterior) i de P(3) = P(4) se’n deriva P(4), i aixi succes-
sivament.

Aix{, el pas basic ens serveix de “palanca” per a iniciar el procés demostratiu. Es fona-
mental que aquest inici es pugui realitzar. Per aquest motiu, de vegades cal considerar
un pas basic més complex, compost de dos 0 més passos que s’han de demostrar. Ho
exposarem en forma de pas basic 1, pas basic 2 o partl, part 2 del pas basic. El que ha de
guiar que cal fer €s que es pugui realitzar I’inici de la demostracid de totes les propietats
P(n), i aix0 s’ha d’analitzar en cada cas. Per tant, hi pot haver altres modalitats de pas
basic.
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Vegem el cas d’una successié recurrent, exemple en que ja s’apunta a una altra modalitat
de demostracio per induccid, que es tractara al capitol segiient.

Considerem la successio recurrent a,, n > 1, donada per les condicions inicials i la
férmula de recurréncia:

a; = 1, a, = 4 (condicions inicials)
a,=2a, 1 —a, ,+2,peran>3

El problema consisteix a provar per induccié sobre n que el terme general és a, = n?,

per a tot n > 1. La propietat P(n) és justament a, = n>.

Suposem que adoptem 1’esquema demostratiu, en el pas inductiu:
(P(n—2) AP(n—1) = P(n). Observeu que aix0 equival a demostrar:

(P(1) AP(2)) = P(3)
(P(2)AP(3)) = P(4)
(P(3) AP(4)) = P(5)

[\

Per tal que el mecanisme de demostracié pugui arrencar, no n’hi ha prou a demostrar
P(1) en el pas basic: cal, a més, demostrar P(2). De manera que el pas basic constara de
dues parts:

Part 1: demostracié de P(1)

Part 2: demostracid de P(2)
D’aquesta manera, havent demostrat P(1), P(2), tenim demostrat P(1) A P(2).
Havent demostrat (P(1) A P(2)) = P(3), resulta demostrat P(3).

Aixi, tenim demostrat P(2) A P(3); juntament amb (P(2) A P(3)) = P(4), resulta P(4).
I aix{ successivament.

Aqui només es fa una reflexid sobre aquesta qiiestid. No es resol el problema de demos-
trar per inducci6 quin és el terme general.

7.4. La hipotesi d'induccio (HI) i el pas inductiu

Per raons tradicionals, es manté (pero pot no utilitzar-se) la denominacié d’*“hipotesi
d’induccié” per a la suposicié que P(n) és cert en el marc del condicional P(n) — P(n+
1) del pas inductiu. Per tant, no és que sigui P(n) cert, sind la suposicid de certesa en el

curs de la demostracid de la implicacié P(n) = P(n+1).

Suposem que s’ha de demostrar per induccié una propietat P(n). Se n’ha de demostrar
el pas basic i el pas inductiu. Un dels problemes en les demostracions del pas inductiu és



relacionar P(n+ 1) amb P(n) de manera que es pugui aplicar “P(n) cert” (que és la HI).
El més dificil sol ser com i on aplicar la HI, és a dir, que P(n) és cert, per a demostrar
que P(n+ 1) és cert.

No hi ha regla general en aquest sentit. Depén de 1’habilitat de qui estigui resolent el
problema. No sempre és facil relacionar P(n) amb P(n+ 1). Es vital per a poder aplicar
la HI, és a dir, la suposicié que P(n) és cert.

El més tipic és manipular o desenvolupar 1’expressié de la tesi per tal de fer apareixer
una férmula (subférmula) que coincideixi amb la de la HI, de manera que aixo ens per-
meti aplicar la hipdtesi d’induccid. Aquesta és la idea principal que guia la resolucié (la
demostraci6 del pas inductiu). Gran part de les demostracions per induccié del capitol
son un exemple d’aquesta manera de procedir.

Vegem-ne un exemple addicional.

PROBLEMA 7.38

Demostreu per induccid que n* —2n — 1> 0 per a tot nombre natural n > 3.
Solucié. Propietat que es vol demostrar: P(n) : n> —2n—1 >0, per a tot n > 3.
Parametre sobre el qual es fa la demostracié per induccio: n (per inducci6 sobre n).
Valor inicial: ny = 3 (per al pas basic).

Pas basic. Vegem que P(3) és cert. Es a dir, cal veure que 32 —2-3 — 1> 0, cert.
Observeu (comproveu) que, per a n = 0,1,2 I’afirmacio no és certa.

Pas inductiu. Fixem k > 3, arbitrari. Cal provar: P(k) = P(k+1).

Hipotesi d’induccio (HI): Suposem que la propietat P(k) és certa per a k > 3, és a dir,
que K —2k—1>0.

Aplicant la HI, provarem que la propietat és certa per a k+ 1, és a dir, (k+ 1) —2(k+
1)—1>0.

Com aplicar la hipotesi d’induccio? En aquest cas, es tractaria de manipular conveni-
entment la férmula (k4 1)> —2(k+ 1) — 1 per tal que hi aparegui com a subférmula
justament la de la HI, k> — 2k — 1 en aquest cas, i aplicar-hi aleshores la hipotesi (HI).
Vegem-ho en aquest exemple, pensat per a illustrar la idea.

Desenvolupant:

(k+12=2(k+1)— 1=K +2k+1)—2k—2—1= (K —2k—1)+(2k—1)
| S —

Per hipotesi d’induccio, és kK> —2k—1>0.Pel que fa al segon sumand, 2k — 1, si k > 3,
aleshores 2k —1 > 6 —1=15> 0. Per tant, (K’ —2k—1)+(2k—1) >0+0=01i, en
N————’
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conseqiiéncia, (k+ 1) —2(k+1) — 1 > 0. Aix{, hem demostrat P(k+ 1) a partir de P(k),
és adir, P(k) = P(k+1), és a dir, el pas inductiu.

Queda demostrada per induccio la propietat.
Es poden aplicar altres tecniques, tot depenent de 1’enunciat, com per exemple:

— Sumar i restar una mateixa expressio. Vegem, per exemple, I’exemple segiient:

PROBLEMA 7.39

Siguin x,y nombres enters, i sigui n un nombre natural, n > 1. Demostreu per induccio
que x — y|x" —y".

Observacio.: Aquest resultat s’ha obtingut per altres métodes al capitol 10, sense fer
servir el metode de demostracio per induccio. No sempre que un enunciat s’expressa en
termes de n natural hem de pensar que només es pot demostrar per induccio.

Solucié. Formalment, cal provar:

Vn((n e NAn>1) — x—ylx" —y") (fixats x,y).

La propietat que s’ha de provar, doncs, és P(n) := x— y|x" —y", per a tot n > 1 (fixats
X,Y).

La demostrarem per induccid sobre n, amb valor inicial ny = 1.

Com sempre, I’esquema demostratiu consta dels dos passos caracteristics de les demos-
tracions per induccio: el pas basic i el pas inductiu.

Pas basic. Cal provar que P(1) és cert. Es a dir, que x — y|x" — " és cert per an = 1, cosa
que €s una obvietat, ja que x — y|x' — y! = x —y (de fet, hi ha igualtat).

Pas inductiu. Cal provar P(n) = P(n+ 1), per a tot n natural, n > 1. Concretant a 1’e-
nunciat, cal provar:

X =yl —y" = x — ylx -y peratotn > 1.

La suposici6 de veracitat de P(n), és a dir, x — y[x" — y", en el marc del condicional és
la hipotesi d’induccié (HI). En aquest tipus de problemes, una de les dificultats €s com
aplicar la HI. Com veurem en aquest exemple, de vegades és convenient introduir algun
artifici.

La hipotesi d’inducci6 es pot reformular com: existeix k € Z tal que x" —y" = k(x — ).

En aquesta mateixa linia, hem de demostrar que existeix k' € Z tal que x"™' —y"! =
K (x—y).Es adir,

Fk(k€e ZAX"—y' =k(x—y)) = WK € ZAxX"T —y" ' =K (x—))
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En efecte, partim de x" ! — y" 1
Sumant i restant una mateixa expressio, podem escriure:

XLyt = ety 4y — y = X (x —y) +y(x" —y"). Aplicant-hi la hipdtesi (HI),
existeix k enter tal que

=y =2 (x = y) +y(" = ") = x"(x —y) + yk(x —y) = (" + yk)(x — y). Prenent
k' = x" + yk, enter, resulta que existeix un enter k" tal que

X =yt = (k) (x—y) = K (x ).
Queda demostrada la implicacid. Aixo conclou la demostracié per induccid.

Observacio. Alternativament, podem sumar i restar una altra expressio, diferent de I’an-
terior, amb la mateixa conclusi6 final. En efecte:

xn+1 7yn+l :xn+l 7ynx+ynx7yn+l :X()C" 7yn) +yn(x7y).

Vegem un exemple addicional sobre les dificultats de relacionar P(n) amb P(n+1), i
posteriorment un problema de tipus similar:

Exemple 7.7 Proveu, per induccié sobre n > 1 (amb valor inicial ny = 1):

1+1+1+1+ + ! <1+
2737 2 "
o
Millor encara, en termes de sumatoris: - <1+n.

Pas basic. Vegem que la propietat €s certa per an = 1, cas en que¢ hem de comprovar que

2111
ZE:T+§<1+1,queésobVi.

k=1

Pas inductiu. Fixat n, provem que P(n) = P(n+1), on

P(r)és 1425 ta gt a <14
n)es 3 3 2 oL n.

Es molt facil caure en I’error de pensar que

Plnt1)és 1ottt —ipt gty ]
eés — - = — i
n 2 2n+1 2 on 2n+1

Faltarien molts de sumands intermedis; els denominadors no sén poténcies de 2; son els
nombres naturals consecutius 1,2,3,4,..., fins aarribar a 2", és adir, 1,2,3,--- ,k,--- ,2",
amb terme general el sumand % De manera que I’enunciat €s
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1+%+%+"'+%+“’+ﬁ+ﬁ+%<1+’l
Vegem amb més detall I’expressio:
l—l—l—l—l—l—----i-l-i----—i— ! + ! + ! +.oF ! -i-l
2 3 k P Y g (2t —1)  2n
1 1 1 1

L dltim sumand és 2o 20D 22w 2t o

O bé:
1+1+ + —(1+1+ +i)+ + +ot —s
2 o+l 2 on 4] 2n4D on 4 n’

ja que 2" +2" =2.2" = 2"*!, De manera que cal sumar 2" sumands; el nombre de
sumands I’obtenim per simple inspeccid visual o per 2"*! —2" =2"(2—1) =2" (0 2" =
2.2"=2"42").

on ontl

1 1
Calveurez%}glJrnﬁ Z% <1+ (n+1).
k=1 k=1

Escrivim:
2n+l on

1 1 1 1 1
;E’(E%H(zwl+2n+2+2n+3+"'+m>’

1 1 1 1 1
(ZE)+(2n+1+2n+2+2n+3+"'+2.2n)_

k=1

| 1 1 1 1
(le)+(2n+l+2n+2+2n+3++2n+1)

k=

Aplicant-hi la HI,

ontl

Zl<l+n+( L b b

— k 2n41 242 2743 2nt1

Si fos ( ! + ! + ! + o + ) < 1, el probl dari It j

1 108 , €1 problema quedaria resoit ja que
2n+1 2n+2 2n+3 2n+1 p q Jaq

aleshores seria:

ontl

1 1 1 1 1
< e ) < (1 1=1 ).
;k<( TGt e e bt (=T et D)

Vegem que, en efecte, és aixi.



Analitzem I’expressid: essent els 2" sumands de la forma peral < j<2" el

.

2n
sumand més gran €s - per a j = 1, i aix{ resulta:
2n+j
1—l—l—l—l—l——|—1<1-i-—|—1—2”1—2n<1
2141 2742 2743 2l Ty ] 2141 T 241 2l

Aix0 conclou la demostracid.

PROBLEMA 7.40
Proveu per induccio sobre n > 1 (amb valor inicial ng = 1):

s s st <142
— p— — ... _— n
234 3

3)1
1
Solucio. Cal veure Z A <142n.

k=1

31

1 1 1
Pas basic. Cal veure que ZE <1+42-1=3,¢ésadir, 1+§+— <1+2=3,queés

3
k=1
obvi.
3n l 3n+l 1
Pas inductiu. Fixat n, cal veure - <1+42n= — < 14+2(n+1),1aixo per a tot
21 2= i
n>1.

‘,;/l
— 1
La HI (hipotesi d’induccid) és E x <142n.

k=1

Escrivim

‘,;/l

1 -1 1 1 1

g - 142

;k (;kH( ot g < U2+ (g + o+ )

aplicant-hi la HI.
En el segon paréntesi, hi ha 3""! —3" = 3"(3 — 1) = 2- 3" sumands,

1 1
3n+1""’ 3n+3n+3n - 3;1+2,3rz’

tots ells menors que el més gran (corresponent a denominador minim), que és R
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Per tant:

1 1 1 1 1 3n

T < 44— —D.3" =2 <9
Gt oty <zt ot ST
Aixi:
3n+1
Zl<(1+2n)+(—+m+—)<(1+2n)+2:1+2(n+1),comhav1’emde
k:1k 3n+1 3n+1
demostrar.

7.5. Ampliacions, observacions i enunciats diversos

1. A la descripci6 del metode d’induccid, s’ha indicat el cas més habitual, en que s’ha
de demostrar una propietat P(n) per a tot nombre natural n > ng, amb n, natural.
Es demostra la propietat per al conjunt ng,no + 1,19+ 2, - - -. Per exemple, si ng = 2,
resulta demostrat per al conjunt 2,3,4,5,6,7,---.

El que és important és que aquests conjunts tenen primer element. Aixo permet esten-
dre el metode d’induccié a conjunts d’enters a partir d’un cert enter en endavant. Per
exemple, si my € Z, aleshores el conjunt mgy,my + 1,mo+2,---,—3,-2,—1,0,1,2,
3,4,5,--- és un conjunt amb primer element, my, i es pot plantejar la demostracio per
inducci6 d’una propietat P(n) per als enters (naturals inclosos) a partir de m.

Vegem un enunciat d’aquest tipus, amb m € Z:

m>-3=3m’+21m+37>0

2. Com enfocar la demostracio per inducci6 de resultats del tipus:

1
1< —4.--
n—+ + Jr?an—i-l

<2,

peratotan > 1?

En realitat es tracta de demostrar dues propietats per separat, per induccid:

1 1
Propietat 1: 1
ropieta <n+1+ +3n—|—1

1
Propietat 2: —— 4---+ <2

n+1 3n+1
Vegem-ne un parell més:

3
12+22+32+---+(n—1)2<% <PP4+22 43+ +n?

4
13+23+33+'~+(n—1)3<%< P42 433+ 40’



Vegem la resolucio de la primera:

3
P42 434+ (n—1)* < % <PP4+22 437+t

PROBLEMA 7.41

Demostreu per induccio que, per a cada nombre n natural, n > 2, es compleix:
n
P42 434+ (n—1)* < 7 < PP4+22 4374 n?

Solucié. Es tracta de resoldre amb demostracions per induccié dos problemes indepen-
dents:

PROBLEMA 1. Per a tot n natural, amb n > 2,

3
%<12+22+32+--~+n2.

3
P(n):%< 12422432 ... 4n?.

PROBLEMA 2. Per a tot n natural, amb n > 2,

)

P422 432+ (n—1)P< %
n3
Qn): 12 +22 43 4.+ (n—1)*< 3

Es resoldran separadament, per induccié sobre n. Seran també exemples de demostraci-
ons per induccié de propietats amb desigualtats.

Resolucié del problema 1. Es pot demostrar amb el valor inicial ny = 1.

n%

Pas basic. Cal veure ? < Zkz per a n = 1. El membre de I’esquerra de la desigualtat
k=1

o1 N 1 2
que es vol comprovar, peran =1, és 3 =73 El membre de la dreta és Zk = Zk =

k=1 k=1
1? = 1. Per tant, P(1) és cert.

Pas inductiu. Fixem n > 1 arbitrari. Cal provar:
P(n) = P(n+1),¥n > 1. Es a dir, concretant:

(n+1)
3

3 uI 3
%<12+22+32+---+n2:> <P4+224+3%+ 40’ + (n+1)
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Considerem el terme de la dreta i hi apliquem la hipotesi d’induccié:

3
12+22+32+m+n2+(n+1)2:(12+22+32+---+n2)+(n+1)2§1%+(n+1)2.

(n+1)°

3 ?
Si fos % +(n+1)*> , haurfem resolt el problema. Estudiem aquesta hipotética

desigualtat, que no sabem si €s certa:

n’ (n+1)3
3

3 +(n+1)*> , que equival a

3

% +(n+1)*>=(n’ +3n*+3n+1), que equival a

W[ =

3 .
%+(n+ 1)2>% + =(3n* +3n+ 1), que equival a

W | =

(n+1)*>=(3n*+3n+1), que equival a

W —

? 1
nw+2n+1>n*+n+ 3 que equival a

2 1
I>=.
n—+ 3
Pero aquesta ultima desigualtat és certa, jaque:n > 1=n+1>14+1=2> %

Per tant, a partir d’aquesta ultima, i per les equivalencies, totes les desigualtats anteriors
son certes; en particular, la primera, que és la que ens calia.

Encara que hi hagi equivaléncies, I’esquema demostratiu que aprofitem €s el de les im-
plicacions “cap amunt”:

n’ (n+1)3
— 1)2
3 +(n+1)°> 3
r
n’ PRI 2
?+(n+1) > g(n +3n"+3n+1)
T
"3+( +1)2> 1+1(3 *+3n+1)
—+(n —+=(3n n
3 n 3
fr
1
(n+l)2>§(3n2+3n+l)
r
1
n2+2n+1>n2+n+§
r
1
n+1>—.

3
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O refem I’exposicié amb les implicacions “cap avall”.

Aix0 acaba la demostracié del pas inductiu i completa la demostracio per inducci6.

n—1 3
Resolucio del problema 2. En termes de sumatoris, €s: Z K< % En aquest problema,

k=1
el valor inicial €s ny = 2.

Observacio: De fet, es podria considerar ny = 1, perd aleshores hauriem de reformular
I’enunciat:

3
O+ 12 +2°+3+-+(n—1)7°< %
3 n-l 3
Pas basic. Cal veure 17 +2* + 3+ ...+ (n—1)* < 3 peran=2, ésadir,z:k2 < 3
k=1

n—1 2—1 1
per an =2. Per a n =2, el membre de I’esquerra és Zkz = Zkz = Zkz =1’=1;
k=1 k=1 k=1

n—1
1’13 3 3

2 8
pel mateix valor n = 2, el de la dreta és 33 -3 > 1. Per tant, kzzl:kz < % per a

n=2.
Pas inductiu. Cal veure Q(n) = Q(n—+ 1), per a tot n > 2, és a dir, concretant,

(n+1)>
3

"I 1
P42 4324+ (n—1)7< % = 1242243+ (n— 1)1 +n<
per a tot n > 2 (pero ara amb n fix).

Aplicant la hipotesi d’induccié (HI):

3

P22 43 (n— 1)+ < = 4,

3
Si fos g +nt< (n g Ly , hauriem resolt el problema, ja que aleshores tindriem:
P42 +3% 4+ (n—1)+n* < %3+n2 < (n—;ilf,d’on
24224324 4 (n—1)>+n* < (n§1)3.
Vegem, doncs, si €s cert %3 + nzé (n g 1)3.
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Efectuant calculs, la desigualtat anterior, per demostrar, equival a

3

2 1
% +nz<§(n3 +3n* +3n+ 1), que equival a

n’ 2 n? 1
3 +n2<? +nt4n+ 3 que equival a

? 1
O<n+ 3 que és obvi.

Per aquest encadenament d’equivaléncies, resulta certa la desigualtat

%3+n2 < (n+ 1)

, que €s el que voliem provar.

Aix0 acaba el pas inductiu i completa la demostracio per induccid.

PROBLEMA 7.42

Demostreu per induccio que el producte de n > 2 nombres naturals senars qualssevol €s
senar.

Observacid. La propietat és valida per a enters.

Solucié. En aquest enunciat, n és un nombre natural. Fem la demostracié per induccié
sobre n, amb valor inicial ny = 2.

Resultat auxiliar: “El producte de dos nombres enters senars €s senar”.

Per presentar una modalitat argumental, demostrem a part que el producte de dos nom-
bres enters senars també €s senar. De fet, s’ha provat en capitols anteriors (preliminars), i
fins 1 tot es podria considerar un resultat “general” disponible; en cas que no es consideri
aixi, és el pas basic (per a nombres naturals) i alla s’ha de demostrar explicitament.

Formulacio de la propietat (férmula de predicats):
VeVd((c € ZNc€Z) — ((21cN21d) —21cd))

Si queda sobreentes que ¢,d son enters, aleshores:
VeVd((21cAN21d) = 21cd)

Es a dir, fixats c,d nombres enters, (2fcA2{d) — 21 cd.

En efecte, com que sén senars, existeixen enters r,s adequats tals que c =2r+1,d =
25+ 1. Vegem que cd es pot escriure com a nombre senar: cd = (2r+1)(2s+1) =4rs+
2r++42s+1=22rs+r+s)+ 1. Prenent w = 2rs+r+s € Z, resulta que cd = 2w+ 1,
senar.



Demostracio per induccio

Pas basic. “El producte de dos nombres naturals senars qualssevol €s un nombre senar”.
Formalment:

VeVd((c senar Ad senar ) — cd senar ).

Observeu que aquest €s un exemple en el qual el pas basic no €s trivial, en el sentit d’una
simple comprovacio, siné que cal fer una demostracié. En aquest cas, o bé reproduim
aqui, a efectes de completesa, la demostracié del “resultat auxiliar” que s’ha fet anterior-
ment o simplement I’utilitzem com a resultat disponible.

Reproduim la prova:

2tc=3k (c=2k+1) v ,

2hd = I (d =2k 1) }:>Elk5|k (cd = (2k+1)(2K +1))

Resulta cd = (2k+ 1)(2K + 1) = 4kK' + 2k + 2k + 1 = 2(2kK' +k+K) + 1; amb k" =
2kk' + k+ k', podem escriure:

2)[C:>3k(022k+1) 7 o "

2hd = I(d=20+1) = K" (cd =2k"+1)=21cd.

Pas inductiu. Cal provar: “Si el producte de n > 2 naturals senars qualssevol és senar,
aleshores el producte de n + 1 naturals senars qualssevol és un nombre senar”.

La hipotesi d’induccié és, en el marc del condicional anterior, “el producte de n > 2
naturals senars qualssevol és senar”.

Fixem n, d’altra banda arbitrari. Siguin by,---,b,,; n+ 1 nombres naturals senars quals-
sevol, ara fixos per a la resta de la demostracié. Escrivim p,.y = by -+-b,.y = (by---b,) -
b,.1, per associativitat. Pero by ---b, és un producte de n nombres senars; per hipotesi
d’induccio, és p, = by ---b, senar. Ara tenim p,,; = p, - b,.1, producte de dos nombres
naturals senars. Aplicant el resultat auxiliar del principi, o el pas basic, €s p,b,,; un
nombre senar, €s a dir, p,; = b, --- b, és senar.

Queda demostrada la propietat per induccio.

Observacid. Una altra variant argumental consistiria a demostrar el pas basic P(2) : “El
producte de dos nombres naturals senars és senar”, integrant aqui la demostracié del
“resultat auxiliar”. Perd, aleshores, en el pas inductiu necessitem utilitzar P(2), de manera
que I’esquema del pas inductiu seria (P(2) A P(n)) = P(n+1), on:

P(n) : “El producte de n > 2 naturals senars és un enter senar” (hipdtesi d’induccid)

P(n+1) : “El producte de n+ 1 > 2 naturals senars és un enter senar”.
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Ho podriem considerar com un cas especial de demostracid per induccié completa, basa-
da en I’esquema demostratiu del pas inductiu (P(2)A---AP(n—1)AP(n)) = P(n+1),
pero en qué només fem servir P(2) i P(n).

Observacio. En aquest exercici, s’han descrit les propietats, la hipotesi d’induccio i el
pas inductiu de forma verbal, practicament de llenguatge natural. A continuacid presen-
tem un grau major de formalitzacio.

Propietat completament expressada:

Vn((ne NAn>2) —Va,---Va,((a; eNA---Na, e N) = (2ta; A---N21a,) =21
01"'%)))

Es pot simplificar si queden sobreentesos els dominis de les variables, o s’expliciten
externament:

Vn(n>2—Vay---Va,(2ta A---AN24a,) = 21a,---a,))
Fixatn > 2,

P(n):Va,---Va,((2ta;N---N2ta,) = 2ta,---a,) (HI)
P(n+1):Vby-- Vb, (21by A+ AN24Dby1) = 21by - byyy).
El pas inductiu consistiria a provar:

Va1---Va,l((ZJ(al/\---/\T(a,,) —>2)[a1---a,l) :>Vb1Vb,,+1((2’fb1/\/\2’fbn+l) —
24by - bpi).

En efecte, siguin by,---,b,,; nombres naturals senars. Es b, - by =by- bbby =
(by -+ b,)b,y1. Com aplicar la HI? Escollim a; = by,---a, = b,. Donat que els by, - - ,b,
son senars, també ho son ay,--- ,a,. En aplicacié de la hipotesi d’induccio, també és
senar el producte a;---a,, que és by---b,. Aixi doncs, by b,y = (by---b,)b,.1 és
producte de dos senars, i, per tant, €s senar.

Observacio. Repetim que aquest és un exemple en el qual el pas basic no és trivial, en
el sentit d’una simple comprovacid.

7.6. Enunciats diversos

Altres demostracions per induccio.

PROBLEMA 7.43

Proveu que, per a tot nombre natural n > 2 i per a tota colleccio de funcions fi,---, fn:
R — R derivables en qualsevol punt (de manera que existeixen les funcions derivades
£l f"), es compleix:
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a) fi+-+ f,ésderivable i (fi+--+f,) =fl+-+ f.
b) fi---f, és derivable i

(frf) =(ffe - f) (N f)+o (o S f) o (S fai )
Solucio

Comentaris

1. Aquest problema és un exemple en que el pas basic no és trivial i requereix una
demostracio especifica.

2. Abans que res, considerem demostrat:
Resultat auxiliar 1. f,g son derivables = f + g €s derivablei (f+g)' = f'+ &'
Resultat auxiliar 2. f,g s6n derivables = fg és derivablei (fg) = f'g+ f¢’

Son resultats de teoria general matematica i estan disponibles, en el sentit que no
cal demostrar-los aqui. Vegeu qualsevol text basic de calcul en una variable, com
[POZ02013].

a) La propietat P(n) que es vol demostrar €s:

“La suma de n > 2 funcions derivables qualssevol (reals de variable real) és de-
rivable i la seva derivada és la suma de les derivades.”

Si es vol un més gran nivell de formalitzacid, aleshores €s convenient introduir,
per exemple, el conjunt D = {f|f : R — R i és derivable}.

I aleshores, suposant # nombre natural:

Vn(n>2 =V Vf((i €DA-ALED) (O LEDAD L) =D 1))
k=1 k=1 k=1

La demostracid sera per induccid sobre n, amb ny = 2.

Pas basic, P(2). Cal veure que, per a qualsevol parella (n = 2) de funcions de-
rivables f, f», es compleix que (f + f») és derivable i (f, + f») = f| + f5. Es
justament el “resultat auxiliar 1”. La demostracio és estandard ([POZ02013]).
Pas inductiu, P(n) = P(n+1),Yn > 2.

Fixem n > 2 arbitrari. Cal veure que:

“Si la suma de n funcions derivables €s derivable i la derivada de la suma és

suma de derivades, aleshores la suma de n + 1 funcions derivables és derivable i
la derivada de la suma €s la suma de les derivades”.
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b)

Formalment, i per a expressar exactament el que es vol dir:
P(n) (hipotesi d’induccid):

Vi VMVi(ieNAL<i<n) = fieD)— (i++fi €DA(fi+-+
f) = fi+-+ 1)) (HD.

P(n+1) ((tesi d’induccid)):

Vg1 Vg (Vi(eENAL<i<n+1) =g €D) = (gi+ - +8g1 EDA (g1 +
“'+gn+1)l:g,1+'“+g:1+1)) .

Formalitzacié alternativa:
P(n) (hipotesi d’induccid):

Vfir (L EDA A S €D) = (fit o+ L€ DA+ fi) = fi+
-+ f,)) (HD.

P(n+1) (tesi d’induccid):

Vg1 - Vgui1((g1 EDA--Ngui1 ED) = (81+- -+ 8ur1 EDA(g1 4+ &u1) =
gt &)

Demostracid del pas inductiu. Cal provar: P(n) = P(n+1),Yn > 2.

Siguin gy, - ,g,+1 funcions de D (derivables). Per associativitat, podem escriu-
re:

g1+ +gu =g+ +g)+ &1, expressié com a suma de dues funcions.
La primera €s suma de n funcions derivables: esperem aixi poder establir la
connexié amb la HI.

Escollint f; = gy,---, f, = g, tenim que f},---, f, sén derivables i, per HI, f; +
-+ f, és derivable, amb (f, +---+ f,,) = f{ +---+ /. Per la “propietat auxiliar

17, la suma de les dues funcions (g; +- -+ g,) + gn+1 €s derivablei [(g, +--- +

! ! ! (HI) ! !
grz)+grz+1] = (gl +"'+gn) +gn+1 = (fl +"'+ﬁz),+gln+1 = (fl +"'+f;z)+

g =G+t tg =8+ +g g

Observacio. Sino utilitzem el “resultat auxiliar 17, demostrat externament, ales-
hores cal demostrar-lo en el pas basic. Perd aleshores, en el pas inductiu, fem
servir novament P(2), de manera que es pot considerar que ’esquema demos-
tratiu és (P(2) A P(n)) = P(n+ 1), o fins i tot induccié completa.

La resoluci6 €s analoga a 1’apartat anterior. Ates aixo, en donarem només les
idees basiques.

Pas basic. Cal demostrar 1’afirmacio per a n = 2, que €s precisament el “resultat
auxiliar 2”.
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Pas inductiu. Siguin gy,--- ,g,+1 funcions derivables.

Sigui g1+ gnr1 = (81 &n) - ui1»> €Xpressié com a producte de dues funcions.
Denotem h =g, ---g,,de maneraque g, --- g1 = - gus1-

Ara h és el producte de n funcions derivables i li €s aplicable, per tant, la hipotesi
d’induccid. Aplicant la HI a la funcié h = g - - - g,,, podem afirmar que

— hés derivable (conseqiiencia 1) i que:

- h=(g18) = (818 8:)+ (818 &)+ + (8182 8,)
(conseqiieéncia 2).

Essent & derivable (conseqiiencia 1 de la HI) i, pel “resultat auxiliar 27, és
(gl o 'gn) “8nt1 = hgn+l derivable i

[(81+-8n) - 8n1]' = (hgur1)' =N gui1 +hg,,,. Laixi resulta que gy - g,41 €s de-
rivable, amb derivada (g, -+ g,+1) = W' g1 + g, ;.

Aplicant novament la HI (conseqtiencia 2):

, ,  (HI)
(gl o 'gn+1) = h,gn+1 +hgn+1 =

= (8182 &n+ 8185 &t 8182 &) 8ni1 T (817 8n)8hit =
= (81827 &n&ni1+ 8185 8n8ni1 + -+ 81827 8u&ni1) T &1 81 =
= 8182 8n&n+1 T 8185 8n&nr1 F + 8182 8h8ni1 T &1 En&ir»

com s’havia de veure.
Si g(x) = sinux, les derivades successives (d’ordre n) sén:

g(x) =cosx(n=1),
g"(x) = —sinx (n =2),
g"(x) = —cosx (n=23),
g" (x) =sinx (n =4),

amb repeticio cada quatre vegades. Es pot expressar en termes del residu de la divisio
entera de n entre 4 en que tenim quatre casos possibles: n =4g =4g+0o0n =49+ 1
on=4qg+2 on=4qg+ 3. Tot nombre enter €s d’alguna d’aquestes formes, per a algun
enter g convenient.

Analogament per a d’altres funcions: cosx, xcosx. Per exemple, si f(x) = xcosx:

f'(x) = cosx —xsinx
f"(x) = —sinx — (sinx+xcosx) = —2sinx —xcosx
f"(x) = —2cosx — (cosx —xsinx) = —3cosx +xsinx

f""(x) = 3sinx+ (sinx+ xcosx) = 4sinx +xcosx
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Observem que, amb f©°), tornem a obtenir el mateix patré que f* (i aix{ successivament):

f®(x) =4cosx+ (cosx — xsinx) = 5cosx — xsinx

f©(x) = —5sinx — (sinx +xcosx) = —6sinx — xcosx

Aquest €s un exemple en que es mostra que és possible haver de demostrar el pas induc-
tiu per metodes no directes. En particular, convé fer la demostracid per casos, en aquest
exemple.

PROBLEMA 7.44

Sigui f(x) = xcosx. Demostreu per induccid que les derivades successives de f son, per
an>1:

nsinx+xcosx  sin=4q+0 per aalgun q enter
ncosx —xsinx  sin=4q+ 1 per a algun q enter
—nsinx —xcosx si n =4q+2 per a algun q enter
—ncosx+xsinx  si n =4q+ 3 per a algun q enter

£ =
Solucié. La propietat P(n) és la igualtat anterior, per a tot n > 1. Vegeu que hi ha diver-
SOS €asos o tipus:

Tipus 1. Suposem n = 4q per a un g enter adequat.

Tipus 2. Suposem n = 4q + 1 per a un g enter adequat.

Tipus 3. Suposem n = 4q + 2 per a un g enter adequat.

Tipus 4. Suposem n = 4q + 3 per a un g enter adequat.

Pas basic. Cal provar la propietat per a n =y = 1. Es 1 = 0-4 + 1, de manera que
correspon al tipus segon, i hem de veure, doncs, que f/(x) =ncosx—xsinx, peran= 1.
En efecte, f'(x) = (xcosx)’ = cosx —xsinx = 1 -cosx — xsinx.

Pas inductiu. Cal demostrar P(n) = P(n+ 1), per a tot n > 1 (ny = 1). Fem la demos-
tracid per casos, atesa la formulaci6 en termes de casos:

Cas 1. Suposem n = 4q per a un g enter adequat. Aleshores, n+ 1 =4g+ 1 (segon tipus).
Per tant, hem de veure:

0 (x) Z nsinx+xcosx = £ (x) = (n+ 1) cosx — xsinx. En efecte:

T (x) = (f”)/(x) = (f”(x))/ m (nsinx 4 xcosx)’ = ncosx + (cosx — xsinx) = (n+
1) cosx — xsinx.



Cas 2. Suposem n = 4g+ 1 per a un g enter adequat. Aleshores n+ 1 = 4g+ 2 (tercer
tipus). Per tant, hem de veure:

F(x) Z neosx —xsinx = f*!(x) = —(n+ 1) sinx — xcosx. En efecte:
S = () (%) = (f(x) = (ncosx —xsinx)’
= —nsinx — (sinx+xcosx) = —(n+ 1) sinx — xcosx.

Cas 3. Suposem n = 4g+ 2 per a un g enter adequat. Aleshores n+ 1 = 4+ 3 (quart
tipus). Per tant, hem de veure:

F(x) 2 —nsinx —xcosx = f!(x) = —(n+ 1) cosx — xsinx. En efecte:
FH) = () () = (f"(x)) = (~nsinx —xcosx)
= —ncosx — (cosx —xsinx) = —(n+ 1) cosx — xsinx.

Cas 4. Suposem n = 4q + 3 per a un g enter adequat. Aleshores n+1 =4g+4 = 4¢
(primer tipus). Per tant, hem de veure:

(x) 2 —ncosx+xsinx = £ (x) = —(n+ 1) sinx — xcosx. En efecte,

S = () (6) = () 2 (=ncosx+xsinx)

= nsinx+ (sinx+xcosx) = (n+ 1) sinx + xcosx.

Exercicilexemple addicional similar. Considereu h(x) = xsinx. Tenim algunes derivades
successives:

I (x) = sinx+xcosx

h"(x) = cosx + (cosx —xsinx) = 2cosx — xsinx

K" (x) = —2sinx — (sinx+xcosx) = —3sinx — xcosx

h™)(x) = —3cosx— (cosx—xsinx) = —4cosx+xsinx 2" (x) = 4sinx+ (sinx+xcosx) =

5sinx+xcosx

Aleshores, si n és un natural positiu, quina €s la férmula general de la derivada d’ordre n
i com es pot demostrar?

Podeu trobar altres demostracions per induccié en diversos exercicis de la resta de capi-
tols.
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Conjunts

8.1. Conjunts i elements, relacié de pertinenca
Queé és un conjunt (nocid intuitiva)

Donem la idea de conjunt de manera intuitiva.

Un conjunt és:

— una collecci6 d’objectes de manera que
— I’ordre no importa i

— no s’admeten repeticions.

Els objectes que el formen son els elements d’un conjunt. Un conjunt el determinen
els seus elements. Allo que caracteritza un conjunt sén els seus elements, encara que el
conjunt es pugui definir de maneres diverses.

La notacid per a expressar un conjunt és {...}.
Exemple 8.1

>{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} és el conjunt dels digits decimals,

> {a,e,i,o,u} és el conjunt de les vocals del nostre alfabet. H

No hi ha repeticions, de manera que sén el mateix conjunt els segiients: {a,a,b} i {a,b}
(s6n iguals, cosa que expressem com {a,a,b} = {a,b}). Aixi, les eventuals repeticions
d’objectes s’identifiquen a un unic objecte o element.

L’ordre no importa: els conjunts {2,—2}, {—2,2} sén el mateix (sén iguals, cosa que
expressem {2,—2} = {—2,2}). Només importa quins elements el formen, no en quin
ordre. Aixo no és contradictori amb el fet que, per a descriure un conjunt, de vegades
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s’hagi de donar ordenadament en una llista: conceptualment, no hi ha cap ordre i qual-
sevol reordenacié produeix el mateix conjunt.

Observeu que hi ha objectes (o, pensant més en el terreny de la informatica, de les
estructures de dades) que no sén conjunts, com per exemple les llistes o les cadenes
de caracters. Per exemple, en una cadena binaria 1100011100, I’ordre importa i s’ad-
meten repeticions. També a les paraules ordinaries sobre un alfabet: a “MISSISSIPPI”
no podem suprimir les repeticions ni canviar 1’ordre. No tota llista és un conjunt: per
exemple, un poligon pot descriure’s mitjancant una llista ordenada dels seus vertexs:
[P, Ps,- -+ ,B,], en qué ’ordre importa.

Hi ha d’altres situacions en que no hi ha repeticions, pero importa I’ordre, com en el cas
de les permutacions. Una permutacié no €s, doncs, un conjunt.

Resulta til fer assignacions com

A= {1,2,4}
B={a,b,c}

i aixi poder-nos-hi referir.
Recordem que disposem de notacions estandard per als conjunts numerics:

N: el conjunt dels nombres naturals,
Z: el conjunt dels nombres enters,

Q: el conjunt dels nombres racionals,
R: el conjunt dels nombres reals,

C: el conjunt dels nombres complexos.

Element, pertinenca a un conjunt, no-pertinenca

Els objectes que formen un conjunt sén els seus elements. La notacié per a expressar
que a és un element del conjunt A és a € A; es diu també que a pertany a A. Aixi, si
A={1,2,w,z}, tindremque 1 €A,2 € A, wE A,z € A.

Si un objecte x no és element d’un conjunt C, és a dir, no hi pertany, ho expressem amb
la notacid x ¢ C. A 1’exemple anterior, 4 ¢ A, 1 ¢ A. Altres exemples: —2 ¢ N, v/2 ¢ Q,
perd v2 € R.

Vegem-ne alguns exemples addicionals:

Exemples 8.2

Exemple 1. Considerem A = {1,2,{3,5,a},w,z,{{t}}}.

Observem que hi ha elements a A que, per la seva banda, s6n conjunts; per exemple

{3,5,a}. Pero ara aix0 no importa: el paper que juga aqui {3,5,a} és el d’element del
conjunt A.



Tenim:

1eA,2€A,{3,5,a} A, weA, zeA {{t}} €A,
3¢A,5¢A,adAtgA {t}¢A.

Aquest conjunt té sis elements: 1,2,{3,5,a},w,z,{{t}}.

De fet, podria ser perfectament “opac’:

A={12, CAIXA2]}

CAIXAL |w,z,

A == {1’2’ W, Z, }
A =1{1,2,| elementl |,w,z,| element2 |}

Exemple 2.1 ¢ {{t}},
Exemple 3. {t} € {{t}}.

Exemple 4. x ¢ {{x.{x.{x}} }.{x}. {x.y}}.

Exemple 5. Quants i quins elements té {{{{{a}}}}}? Un tnic element, {{{{a}}}}. W

Diagrames de Venn

Una possible representacié esquematica per a conjunts és la dels diagrames de Venn.
Cada conjunt es representa per una “rodona” o similar. No és demostratiu, gairebé només
expositiu, i encara per a dos, tres i pocs conjunts més. Vegem-ne alguns exemples.

)+

El conjunt buit

Un conjunt especial és el que no conté elements.

Es denota per 0 (de fet, ® = {}). Es Vx(x ¢ 0).

Conjunts %
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Exemple 8.3 Sigui A= {1,2,0,{0}}. Aleshores:

AF#0,

0 €A,

{0} € A,

(vegeuinclusio )0 CA. W

Exemple 8.4 Indiqueu si son certes les afirmacions segtients (formalitzeu-les):

a) Tots els elements del conjunt buit sén de color blau.

b) Tots els elements del conjunt buit no sén de color blau (o: cap element del conjunt
buit és blau).

Per a la formalitzacid, introduim el predicat B = “ser de color blau” (B(x): “x és de color
blau”).

Les afirmacions son certes, ja que cap element és de 0 i, per tant, és cert que qualsevol
element de 0 satisfa la propietat (buidament).

També es pot donar un argument formal a través de les simbolitzacions:

a) Vx(x €0 — B(x)).
Fixat un x (i per a cada x), vegem que x € @ — B(x) és cert. L’afirmacié x € 0 és falsa
i, per tant, d’acord amb la taula de veritat del condicional, on €s 0 — = &s cert, resulta

x € 0 — B(x) cert. Com que aixi és per a qualsevol x, I’afirmacié Vx(x € 0 — B(x))
és certa.

b) Vx(x € @ — —B(x)). Es cert, exactament per la mateixa argumentacié de 1’apartat
anterior. M

Definicio o descripcié de conjunts

Es poden definir conjunts de diverses maneres:

— per extensio, explicitant els elements que formen el conjunt.

— per comprensid, mitjancant la propietat que satisfan els elements del conjunt i només
ells, és a dir, la propietat que els caracteritza.

Exemple 8.5 El conjunt dels nombres senars es pot expressar com:
{m|Zk(k e ZAm=2k+1)}
0 bé (també s’admet) {2k+ 1|k € Z}. B

Vegem un exemple addicional d’aquesta dltima forma.
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Exemple 8.6 Amb
A= {(71)2n+2 + (71)5n+2|n c N}

volem definir el conjunt dels “elements de la forma (—1)*"*2 4 (—1)>*2 variant n en el
conjunt de (tots) els nombre naturals”. O també:

A = {m| existeix n € N tal que m = (—1)*"** 4 (=1)>*?} o, més formalitzadament:
A={m|In(ne NAm= (—1)2”+2 4 (71)5n+2)}.

A={m|Fn eN(m = (_1)2"+2 =+ (_1)5n+2)}.

A={mlFneNm= (=124 (=1)"2}. |

A la practica, encara hi ha altres formes de definir conjunts:

— per recursid, que no tractarem,

— per operacions conjuntistes a partir de conjunts preexistents, i mitjancant férmules
conjuntistes: per exemple, donats A, B,C, formem un nou conjunt mitjancant: A — (B —
C) o AU(BNC), per exemple.

A I’exercici posterior, es presenten exemples de definicié per comprensié i es demana la
descripcid per extensio.

PROBLEMA 8.1
Descriviu els conjunts segiients per extensio (és a dir, indicant quins son els seus ele-
ments).

a) {x e R|¥* =2} j) {ilneN,;3<n<13}

b) {x e Rjx*—3x+2=0} k) {xe€Qx* =7}

c) {)CGR|)C2+2:O} 1) {XER|)€2<—3}

d) {x€N[x* =15} m) {{neN,2jn,4 <n<16}
e) {xeN|x* =4} ’

P {xez=4 n) {(=1)"ln € N}

¢) {1+ (~1)neN} o) {(=1)"(=1)*+(=1)**°|n € N}
h) {3+ (-2)"|n€ N} p) {(=1)" (=) 4 (=1)""2n € N}
i) {n*|n € {-2,5,0,3}} q) {(=1)*"2 4 (=1)>"|n € N}

r) {3lneN,2|n,3{n,5¢n,4 <n<16}

Solucio

a) {x eR|¥® =2} ={-Vv2,V2}.

b) Es resol I’equacié de segon grau en R; el conjunt de les solucions €s el que es
demana: {x € R|x* —3x+2=0} = {1,2}.
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¢) {x € R]x*+2 =0} = 0. En efecte, per a tot nombre real x, és x> > 0. Per tant,
x*+2>2>0,donx*+2#0 peracada x € R.

d) {x € NJx* =15} = 0. Les tniques solucions s6n ++/15, que no sén nombres natu-
rals.

e) {xeNx* =4} ={2}.

f) {xeZ|x¥* =4} = {-2,2}.

2) {14+ (—1)"|ne N}
Fem una distinci6 de paritat per a n: si n és parell, aleshores (—1)" = 1 i sera, per
tant, 1 4+ (—1)" = 2; si n és senar, aleshores (—1)"=—1,d’on 1+ (—1)"=1—-1=
0. Aixi, {1+ (—1)"|n € N} ={0,2}.

h) {3+ (-2)"|n € N}.

Segons la paritat de n: (—2)" = (—1)"2" =2"sinés parell; (—2)" = (—1)"2"=-2"
si n és senar. Per tant:

{34+ (=2)"ne N} ={3+2"|n € N}U{3 —2"n € N} (vegeu I’operaci6 conjuntista
de reunio).

i) {n?|n € {-2.,5,0,3}} = {(~2)2.5%,0%,32} = {4,25,0,9}.

1 1111111
i — <n< ={—-,=-,—-,=,—,— — t.
D A{jIneNAsn=<10t=1{7.5.5.5.35 1)
k) {x € Q|x* =7} = 0. Les solucions reals —+/7,+/7 s6n irracionals.

) {x€R[x* < -3} =0, jaque, per a tot nombre real x, es compleix: x> >0 > —3.
1
m) {-|neN,2|n,3 <n<13}.
n

Els possibles valors de n sén els parells d’entre 4,5,6,7,8,9,10,11,12, és a dir,

1111 1
4,6,8,10,12. Per tant, el juntés {—,—, <, —, = |-
er tant, el conjun es{4 S8 10 12}
n) {(-1)neN}={-1,1}.
Considerant la paritat de n, si n és parell, (—1)" = 1; si n és senar, (—1)" = —1;

d’aqui el resultat.
0) {(=1)"(=1)*"+(=1)**’|n € N}.

El nombre 21+ 9, suma de parell i senar, és senar. El nombre 2n és parell per a
qualsevol n. Per tant, (—1)"(—1)* + (=1)*" = (=1)"+ 14 (=1) = (—1)". Se-
gons la paritat de n: (—1)" =1 si n és parell, i (—1)" = —1 si n és senar. Per tant,
{(=D)" (=1 + (=1)**"[n e N} = {-1.1}.



p) {(=1)"(=D)¥* + (=1)""?|n € N}.

Sin és parell, 3n+ 1 és senar i n+2 és parell; per tant, (—1)"(—1)>' 4 (—1)"" =
1-(=1)+1=0. Sin és senar, aleshores 3n+ 1 és parell, n+ 2 és senar; per tant,
(=D (=1 (1) = (D1 + (1) = -2.

Finalment, {(—1)"(—1)**' + (—1)"2|n € N} = {0, ~2}.

També es poden sumar els exponents, (—1)"(—1)¥+! = (—1)*CmD) = (—1)%+1;
I’exponent 4n + 1 €s sempre senar i, per tant, (—1)"(—1)*! = (—1)**1 = —1.

q) {(_1)2n+2+ (_l)5n+2|n c N}

L’exponent 21+ 2 és sempre parell i, per tant, (—1)2"*2 = 1. Si n és parell, aleshores
5n+2 és parell, d’on (—1)>*2 = 1, i si n és senar, aleshores 51+ 2 €s senar i, en
conseqiéncia, (—1)"2 = 1.

Resulta finalment, d’acord amb els casos considerats:

{(=1)""+(=1)""?|n € N} = {0.2}.

1
) {-lneN,2|n,3{n,5{n,4 <n<16}.
n

Per la quarta condicid, els possibles valors de n sén: 5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15.
Per la primera condicid, resten 6,8,10,12,14. Per la segona, resta 8,10, 14. Per la
tercera, resten 8, 14. Per tant:

{’—11|n€N,2|n,3J(n,5J(n,4<n< 16} = {%|n€ {8,14}} ={},1

82147

Es possible que un conjunt pugui ser definit per comprensié (per propietats) de més d’una
manera:

Exemple 8.7 Considerem el conjunt dels enters no multiples de 3, és a dir: A = {n €
Z|3tn} ={nln€ ZN31{n}.

Com pot ser un nombre enter no divisible per 37 Per la divisi6 entera de n entre 3, resulta
que existeixen enters g, r tals que n =3g+r, amb r =1 o r =2 (no mdltiple de 3). Es a dir
n=3q+10n=23qg+2. També es pot expressar com {n|3g(q € ZAn=3qg+ 1)V It(t €
ZAn=3t+2)}.

Observacio. També es pot expressar (vegeu 1’operacié conjuntista d’unid) com:
A={3a+1lacZ}U{3b+2lbcZ}. M

Conjunts finits, infinits

Un conjunt és finit si t€ un nombre finit d’elements, és a dir, si en podem comptar el
nombre d’elements. Per exemple, C = {1,2,3,6} és finit i té 4 elements. El nombre
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d’elements d’un conjunt finit és el cardinal del conjunt. La notacié habitual és |C|; aix{,
|C| = 4. En canvi, N no és finit: és infinit. Es infinit tot conjunt que no sigui finit (no
en podem comptar el nombre dels seus elements). També ho son el conjunt dels enters
parells, el conjunt dels enters senars, el conjunt dels multiples de 3, el conjunt dels enters,
dels racionals, dels nombres reals i dels complexos. Es |0] = 0. De fet, C =0 < |C| =0.
8.2. Igualtat i desigualtat de conjunts

8.2.1. Igualtat de dos conjunts

Abans s’ha dit que el que importa d’un conjunt, el que el defineix, son els elements que
el formen. Per aquest motiu, és natural la definicié (conceptual) segtient:

Definicié 8.1 Dos conjunts son iguals si tenen els mateixos elements.

Els elements de qualsevol dels dos també sén de 1’altre. En cas contrari, son diferents.

Notacio. Si A i B sén conjunts, A= B denota que sén igualsi A # B denota que sén
diferents.

Exemples 8.8
Exemple 1. Abans s’ha dit que I’ordre no importa; aixi que els conjunts

{0 {1,2,{y}},a,0}, {0,a,x,{1,2,{y}}} i {0,a,x,{2,1,{y}}} s6n iguals. D’acord amb
la notacié anterior (A = B), és {x,{1,2,{y}},a,0} = {0,a,x,{1,2,{y}}}.

Exemple 2. Els conjunts A = {1,2,3} i B={2,4,7,9} no s6n iguals (s6n diferents). Per
exemple, perqué 3 € Ai3 ¢ B. Per tant, A # B.

Exemple 3. Els conjunts N i Z no sén iguals. Per exemple, —3 € Z i, en canvi, —3 ¢ N.
Per tant, N # Z.

Expressio de la igualtat de dos conjunts mitjancant formules de predicat: Tot element
de A ho és de B i tot element de B ho és de A. Per tant, podem escriure

(xeA—xeB)i(xeB—xcA),ésadir
(xeA—>xeB)AN(xeB—x€A)
Equivalentment:

(x€eA<>x€B)

I aixo és per a un x arbitrari, de manera que les férmules de predicat concretes (equiva-
lents) que corresponen a la igualtat son:
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Vx((xeA—xe€B)A(xeB—x€A))

Vx(x € A <> x € B)

També: Vx(x € A — x € B)AVy(y € B—y € A)).

Que hem de demostrar per a provar la igualtat dels conjunts A i B?

> Hem de considerar un x arbitrari, pero fix per a la demostracid, i provar

XEA=xEBIi

xXEB=xcA

o bé, equivalentment, si es pot aconseguir, provar:
xX€A&xeB

> També es pot considerar

x¢A=x¢B

Aix0 és degut al fet que (F <> G) = (=F < —G)
> En comptes de provar

XEA=xEBi

XEB=x€cA,

podem provar, equivalentment, els contrareciprocs respectius:
x¢B=x¢Ai

x¢A=x¢B

Per exemple, per a I’esquema:

XEA=xEBI

xeB=xcA
es podria procedir de la manera seglient (esquema demostratiu general).
Per a la primera implicacid, és a dir, perax € A = x € B:
Estructura de I’enunciat:
Hipotesi: x € A
Tesi: x € B
Se suposa x arbitrari, pero fix per a tota I’argumentacio.

Analogament, perax € B=x € A.
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Demostracio
Partl:xeA=x€B

Sigui x € A (se suposa x arbitrari, pero fix per a la resta de I’argumentacio).

(arguments) ...

Aleshores x € B.

Per tant, x € A = x € B.

Aixi, Vx(x € A — x € B) és cert.
Part2:yeB=ycA

Sigui y € B (se suposa y arbitrari, pero fix per a la resta de I’argumentacid).

(arguments)

Aleshores y € A.
Per tant,y € B=y € A.
Aixi, Vy(y € B—y € A) és cert. Conclusio: A= B

Més detall (arguments):

XEA

Aleshores P ...
Per tant, P ...

En conseqtiencia, P;

xXeEB

X€EA=P =P =P =..=x€EB.

Veurem que el problema també es pot formular en termes d’inclusié de conjunts (seccid
8.3).

El que s’ha descrit anteriorment €s generic, tot i que en el fons €s aixo. Hi ha altres
situacions possibles, com per exemple aquella en la qual definim un conjunt a través de
férmules conjuntistes (seccid 8.10). En aquest cas, pot ser possible demostrar la igualtat



“a alt nivell”, sense haver d’argumentar amb elements, mitjangant operacions conjuntis-
tes, i fins i tot amb metodes especifics, com el de les taules de pertinenga. Amb aquest
metode, també podem demostrar no igualtat.

Exemples i exercicis de demostracio de la igualtat de dos conjunts

Exemple 8.9 Conjunt dels enters senars.

Provemque A=BsiA={nc€Z]2tn}iB={2k+ 1|k € Z}.
En efecte, vegem:

Vn(n € A— n € B)

Sigui n € A. Aleshores no és divisible per 2.

Efectuant la divisi6 entera de n per 2, existeixen enters k,r tals que n = 2k +r, amb
0<r<2,ésadir,0 <r < 1. Essent n no divisible per 2, el residu r de la divisio entera
denper2hadeserr#0,d’onr=1.

Per tant, n = 2k + 1 per a algun k enter. Aix{, n € B.
Reciprocament, vegem:

Vm(m € B— m € A)

Sigui m € B. Aleshores existeix k € Z tal que m = 2k + 1.
Vegem que m €s senar, és a dir, no multiple de 2, és a dir, m € A.

Ho demostrarem per reduccio a I’absurd. Suposem que m no és senar. Per tant, és parell,
és a dir m = 2¢ per a algun enter g. Per consegiient, 2g =m =2k+1, és adir, 2g =2k + 1,
d’on 1 = 2q — 2k =2(gq — k), que és parell. En conseqiiéncia, 1 és parell, que és absurd.

Finalment, doncs,m € A. &
Exemple 8.10 {x € Z| 6|x} = {x € Z| 2|xA3|x} (= {6k|k € Z}).
Sigui A = {x € Z| 6|x} i B={x € Z| 2|xA3x}.
1. Vegem que, peratotx,x € A= x € B:
Sigui x € A.

Aleshores 6|x, és a dir, existeix un enter g tal que x = 6q. Per tant, x = 6¢ = 3(2q),
d’on 3|x. També podem escriure x = 2(3g), d’on 2|x. Per tant, 2|x i 3|x.

En conseqiiéncia, x € B.

2. Vegem que, peratotx,x € B=x € A:
Sigui x € B.

Aleshores 2|x i 3|x. Per 3|x, x és de la forma x = 3¢ per a algun ¢ enter. Per I’altra
hipotesi, és 2|x = 3¢g. Vegem que podem deduir 2|q, i aix{ tindriem ¢ = 2¢, per a algun
t enter i, per tant, x = 3(2¢) = 6¢, d’on x € B, i aix0 conclouria la demostracid. Vegem,
doncs, 2|3g = 2|g.
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Demostrem-ho per reduccio a I’absurd. Suposem que la implicacid no és certa, és a
dir que és cert: 2|3g i 21 ¢. Vegem que arribem a alguna contradiccié. Si 2 { ¢, per
divisi6 entera és ¢ = 2w+ 1 per a algun enter w, d’on 3¢ =3(2w+ 1) = 6w+ 3. Ara
bé, és 2|3q i, per tant, 2|6w+ 3, d’on 6w + 3 = 2s per a s enter convenient. Aixi,
resulta 2s — 6w = 3 = 3, és a dir, 2(s — 3w) = 3. 1, atés que 2|2(s — 3w), resulta 2|3,
d’on resulta que 3 és multiple de 2, que és absurd.

Finalment,x € A. &

Exemple 8.11 Provem que els conjunts segiients son iguals (dues expressions dels se-
nars):

Si={nneZN3kkeZNrn=2k+1)}

S, = {m|m € Z i existeix un nombre enter ¢ tal que m = 2¢ — 1}
Obé {2k+1keZ}={2t— 1|t € Z}.

Observem que S, es pot expressar amb férmules de predicat com a expressio de les
propietats:

Si={nneZNIkkecZAn=2k+1)}
So={mmeZANFHtecZ nm=2t—1)}

Demostrarem la igualtat provant les dues implicacions

xeS i =xesi

xeSH=xes,

per a tot x, dos subproblemes que resoldrem independentment.
Subproblema 1. Vegem que €s cert:

Vx(x €S = x€S,)

Hipotesi: x € §;

Tesi: x € S,

Fixem x de S,. Aleshores, hem de veure que x € S} = x € 5.

Six € Sy, aleshores x = 2k + 1 per a un determinat k enter (i x també €s enter).

Vegem que 3¢(r € Z Ax =2t —1). Imposem 2t — | = x = 2k + 1. Operant, resulta r =
k+1,d’on k =t — 1. Per tant, i com a comprovacié x =2k+1=2(t—1)+1=2r— 1.

Aix{ doncs, existeix un nombre enter ¢ tal que x = 2¢ — 1 (és suficient prendre t = k+ 1),
ésadir,x € 5,.
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Subproblema 2. Analogament, demostrem que és cert:
Vx(x €S, = x€S)

Hipotesi: x € S,

Tesi: x € S,

Fixem x de S,. Vegem que x € S, = x € S).

Six € 5,, aleshores x = 2f — 1 per a un determinat ¢ enter (i x també és enter).

Vegem que Jk(t € ZAx=2k+1). Imposem 2t — 1 =x =2k+ 1. Operantresultat = k+1,
d’on k =t — 1. Per tant, i com a comprovacié, x =2t — 1 =2(k+ 1) — 1 =2k + 1. Aix{
doncs, existeix un nombre enter k tal que x = 2k 4 1 (és suficient prendre k =1 —1),és a

dir,xe S,. 1

Tot seguit, veiem més exercicis en que s’ha de demostrar la igualtat de dos conjunts.

PROBLEMA 8.2

Proveu que els enters senars nuiltiples de 5 son de la forma 10n+5 per a n enter. En
termes de conjunts:

{meZ|2tmAn5m}={10n+5|necZ}.
Solucié. Hem de veure dues implicacions:

a) xe {meZ2tmA5m} =xec{10n+5|neZ}?
Siguix € {m € Z|2t m A 5|m}.

En efecte, si x és miiltiple de 5, és x = 5k per a algun k enter. Ara bé, si 5k ha de ser
senar, ho ha de ser també k (ja que, en cas contrari, seria x parell). Per tant, k = 2¢ + 1
(una altra versiG: 27 — 1). En conseqiiéncia, x = 5(2r+ 1) = 107 + 5.
Per tant, x € {10n+5|n € Z}.
Observacio. Fent servir ’altra possible expressio per a senars, s’arriba a la mateixa
conclusié (és una comprovacid, no podia ser d’altra manera): k =2¢' — 1, d’on x =
52 —=1)=10/'-=5=10(+'—1) +5.

b) xe {10n+5n€Z}=xec{mecZl2tmA5m}?
Siguix € {10n+5|n € Z}.
Llavors x = 10n + 5 per a algun n enter. Ara tenim x = 2(5n) 4 5, suma d’un nombre
parell i un de senar, que és senar. Per tant, 2t x. D’altra banda, x = 10n+5=5(2n+1),

que és mdltiple de 5. Aix{, 2 { x A 5|x. Per tant,

xe{meZ2tmA5|m}.
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PROBLEMA 8.3

Proveu que els enters parells miiltiples de 5 son de la forma 10n per a n enter. En termes
de conjunts:

{m € Z|2lmA5|m} ={10n| n € Z}.
Solucié. Siguin A = {m € Z| 2|m A5|m}, B={10n| n € Z}. Volem demostrar A = B.
a) Vegem que x € B=x € A. Sigui x € B.

Aleshores existeix n € Z tal que x = 10n. Ara bé, es pot expressar de dues formes:
x=10n=5(2n),d’on 5|n i com x = 2(5n), d’on 2|n.

Per tant, x € A.

b) Vegem que x € A = x € B. Sigui x € A.

Aleshores és x = 5r i també x = 2s, amb r,s enters, d’on 5r = 2s i aix{ resulta que
2|2s i, per tant, 2|5r.

Podem utilitzar el lema d’Euclides o el lema de Gauss per deduir 2|r, d’on r = 2/,
amb r’ enter convenient, i aixi x = 5r = 107,

Per tant, x € A.

També es pot fer una argumentacié que no utilitzi cap dels lemes anteriors. Si, a
partir de 2|5r, volem deduir 2|r, podem suposar que 2 1 r. Aleshores, considerant la
divisio entera de r per 2, és r = 2a + 1, per a un enter a. Com que 5r = 23, per a un
enter 3 adequat és 5(2a+1) =2, d’on 2 — 10a = 5 i, per tant, 2(ff — Sa) = 5.
Com que 2 divideix el membre de 1’esquerra de la igualtat anterior, també divideix
el de la dreta, és a dir, 2|5, absurd. Per tant, 2|r.

PROBLEMA 8.4

Proveu que els conjunts segiients son iguals:
{10n+5neZ} ={10n—5|n€ Z} = {10n—15\n € Z} = {10n+ 15|n € Z}.

Solucié. Provemnomés A=BsiA={10n+5\n€Z}iB={10n—5|n€ Z}. Les altres
igualtats es poden demostrar analogament (exercici).

Quina relaci6 hi ha entre n,n’ (enters) si 10n+5 = 10n’ — 5? De la igualtat en resulta
10n — 101’4+ 10 =0, que equival an —n’'+ 1 =0, que equival a n’ = n+ 1. Per tant:

XEAS
neZx=10n+5)= (*¥)

In' € Z(x = 10n' —5) < (prenent ' = n+ 1 resulta x = 10n+5=10(n' — 1) +5 =
10" — 5), que equival a

X € B.



Ara bé, la implicacié anterior (*) és, de fet, una equivaléncia, ja que:

I’ € Z(x = 10n' —5) implica 3n € Z(x = 10n+5), prenent n = n’ — 1; en efecte, x =
100 —=5=10(n+1)—5=10n+10—5=10n+5.

Per tant, refent I’argumentacio:
x€EAe IneZx=10n+5)< In' € Z(x=10n"—5) < x € B.

Aixi, doncs, aquesta seqiiéncia d’equivaléncies prova x € A < x € B. Per tant, Vx(x €
A <> x € B) és cert, és a dir, A=B.

8.2.2. Desigualtat de dos conjunts

Es simplement la negaci6 de la igualtat, és a dir, =(A = B).

Notacio: La notacio corresponent és A # B .

Aixi:

Exemples 8.12

Exemple 1. Els conjunts A = {1,2,3} i B = {0,4,5,+} no sén iguals (sén djferents). Per
exemple, perqué 3 € A i3 ¢ B. O també perqué 4 € B i, en canvi, 4 ¢ A. Es {1,2,3} #
{0,4,5,+} (és A #B). B

Exemple 2. Els conjunts Q i R no sén iguals. Per exemple, V2eR 1, en canvi, V2 ¢ Q.
Per tant, Q #R. W

Expressio de la desigualtat de dos conjunts mitjancant formules de predicat. Intuitiva-
ment, es veu clar. Vegem una obtenci6 “automatitzada” amb la negacié de

Vx((xeA—=x€B)A(x€B—x€A))
En efecte, escrivim diverses equivaléncies:

—Vx((x€A—>x€EB)A(x€B—x€A))

I—((x € A—x € B)A(x € B— x € A)) (per negacid del quantificador universal)
Ix(—(x €A —x€B)V(x€B— xe<A)) (per De Morgan, logica)
Ix((x e AAx¢ B)V (x € BAx ¢ A)) (per negacid del condicional)
A # Bsi,inomés si, w((x e AAXx ¢ B)V (x€ BAx ¢ A))

Per tant, “hi ha algun element que és d’un conjunt i no de I’altre”.

Es pot reescriure la férmula anterior per a obtenir-ne una d’equivalent:

Ix((x e AANx¢ B)V (x€ BAx¢ A)), que equival a
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Ix(x € AAx ¢ B)V3Ix(x € BAx ¢ A), que reescrivim com
Ix(xeAANXxEB)VIy(yEBAYEA)

Vegem casos diferents de desigualtat, per diferents motius:

Exemples 8.13

Exemple 1. A ={1,2,3}, B={7,8} (no tenen cap element en comtui) (A # B).

Exemple 2. A = {1,2,3}, B={1,2,3,4,5} (tots els elements de A s6n de B, perd no a

I’inrevés) (n’hi ha prou que existeixi un element de A que no sigui de B o a I’inrevés)

(A#B). N

Exemple 3. A={1,2,3,a,b,c}, B={1,2,y} (alguns elements de A no sén de B i alguns
elements de B no s6n de A; n’hi ha prou amb la primera part o la segona) (A # B). W

Que hem de fer per tal de provar la desigualtat dels conjunts A i B? Basicament, i
genericament, hem de mostrar que existeix un element de A que no és de B, o bé que
existeix algun element de B que no €s de A.

Hi pot haver algun cas especial en que es pugui procedir de manera diferent. Per exem-
ple, si els conjunts A, B estan definits per férmules conjuntistes, aleshores es pot veure
a través de les taules de pertinenga (vegeu secci6 8.10); en aquest cas, cal veure que les
taules de pertinenca sén diferents.

A part dels exemples anteriors, vegem-ne algun altre:

Exemple 8.14 Vegem que el conjunt dels enters multiples de 3 i els enters multiples de
6 son diferents.

Formalitzem: siguin A = {3¢|q € Z} i B = {6q|q € Z}. Veiem que 3 € A i, en canvi,
3 ¢ B, ja que 3 no és muiltiple de 6. Es compleix, doncs, 3x(x € AAx € B). En aquest
cas, ates que 6k = 3(2k), resulta que tot mdltiple de 6 també és miltiple de 3, de manera
que Vx(x € B— x € A) és cert. B

8.3. La relacio d’inclusio. Subconjunts

Definicié 8.2 Es diu que un conjunt A és un subconjunt del conjunt B si, i només si, tot
element de A és també element de B. També es diu que A esta inclos en B o que “B conté
A”.

Notacio: A C B és lanotacid corresponent a “A és subconjunt de B”.

A Z B és la notaci6 corresponent a “A no €s subconjunt de B” (negacio del concepte
anterior, ~(A C B)).



Exemples 8.15
Exemple 1.{1,2,3} C{—1,x,{x},1,2,z,3,6}. En efecte:

1€{1,2,3}itambé 1 € {—1,x,{x},1,2,2,3,6}
2€{1,2,3}itambé 2 € {—1.x,{x},1,2,2.3.6}
3¢ {1,2,3}itambé 3 € {—1,x,{x},1,2,2,3,6}. @

Exemple 2. Siguin A = {y,z}, B= {x,{y.z}.{1,y}.z.{y},y}. Aleshores és A C B.
Enefecte, { y, z } C{x,{y.z}.{l.y}. z . {y}. y }. @

Exemple 3. NC Z,7Z C Q (fent m = 7). m

Exemple 4. (2,3) C [2,3], (2,3) C [—4,5] (intervals en els reals). H

Exemple 5. Siguin C el conjunt dels enters muiltiples de 7 i D el conjunt dels enters
multiples de 21. EsC = {7n|n € Z} i D = {21n|n € Z}.

Vegem que es compleix D C C.

Vegem que tot element de D és també de C.

En efecte, si x € D, aleshores €s de la forma x = 21k per a algun k enter convenient.
Vegem que x € C. Tenim x = 21k = 7(3k) = 7k', amb k' = 3k € Z. Aixi, x és multiple de
7,d’onxeC.

Expressio de la inclusio mitjancant formules de predicat: Formalitzant la definici6 ante-
rior, A C B s’expressa com:

Vx(x €A — x € B)

Expressio equivalent pel contrareciproc: Expressem la relacié d’inclusié en termes del
contrareciproc:

(p—q=—qg——p)

De la férmula Vx(x € A — x € B), considerem:

(x € A— x € B), que és equivalent al contrareciproc: (x ¢ B—x ¢ A)
Generalitzant:

Vx(x ¢ B—x ¢ A)

Resumint:

A C Bsi, i només si, Vx(x € A — x € B)

A C Bsi, inomés si, Vx(x ¢ B— x ¢ A)
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Com demostrar A C B?

D’acord amb les dues expressions anteriors, cal considerar un x arbitrari, pero fix
per a la demostracio, i provar una qualsevol de les implicacions segiients:

X € A= x € B (directa)

Sigui x € A.

... (argumentacions)

Per tant, x € B.

Conclusio: A C B.

x ¢ B=-x ¢ A (contrareciproc)

També es pot demostrar per reduccio a I’absurd, a partir de suposar certa la nega-
cidexe A=x€B,ésadibxc AAx¢B.

De manera completa: neguem Vx(x € A — x € B):
I—(xeA—x€B)
Ix(x e AAx ¢ B)

i arribem a alguna contradiccid.

Vegem uns exemples on es demostra la inclusid per diversos metodes.

Exemple 8.16 Sigui A = {15k|k € Z} (conjunt dels miiltiples de 15) i sigui B = {5¢t|t €
Z} (conjunt dels miiltiples de 5). Vegem que A C B, és a dir, que Vx(x € A — x € B) és
cert.

Hem de provar x € A = x € B per a un element x qualsevol fixat.

Sigui x € A.

Aleshores es pot escriure com x = 15k, per a un cert enter k. Vegem que x € B, és a dir,
que es pot expressar com x = 57 per a algun 7 enter. Ara bé, x = 15k = 5(3k) i és suficient
prendre t = 3k € Z.

Per tant, x € B.

Aixi,x € A= xc B.Pertant, AC B. ll

Exemple 8.17 Siguin Dg el conjunt dels enters miltiples de 6 i D5 el conjunt dels enters
muiltiples de 3.

Volem provar que D¢ C D;.

Recordem que D = {6k|k € Z} i Dy = {3k|k € Z}.



Metode 1. Hi ha una demostracio directa i senzilla del resultat:
Hem de provar x € Dg = x € D3, amb x arbitrari. Es a dir, que &s cert: Vx(x € Dg — x € D;)

Sigui x € Dg. Aleshores existeix un enter k tal que x = 6k. Volem veure que x €s de la
forma dels elements de Dj, és a dir, x = 3k’ per a algun enter k'. En efecte, x = 6k = 3(2k)
i és suficient prendre k' = 2k. Per tant, x € Ds. Aix{, Dg C Ds.

Metode 2. Vegem una demostracié per reduccié a I’absurd.

S’ha vist una demostracid directa i senzilla del resultat al metode 1. Vegem la demostracid
per reduccio a I’absurd, més complicada, perd amb proposit d’exercitacié i de mostrar
una metodologia demostrativa:

Suposem fals ’enunciat Vx(x € Dg — x € Ds).
I, per tant, certa la negacié de ’anterior, 3x(x € Dg Ax ¢ D3).

Suposem, doncs, que existeix x tal que x € Dg i x ¢ D;. Vegem que arribem a una contra-
diccid.

Si x no és multiple de 3 i six =3¢ +r,0 <r <2 és la divisid entera de x per r, aleshores
r # 0. Per tant, s6n possibles dos casos (resolucié per casos):

Casl:x=3¢g+1
Cas2:x=3qg+2
Si x € Dg, aleshores x = 6k per a algun enter k.

Enelcas 1, és 3¢+ 1 =x =6k, d’on 3(2k — g) = 1. Ates que 3|(3(2k —q)), resulta que
3|1, que és absurd.

En el cas 2, és 3¢+ 2 = x = 6k, d’on 3(2k — q) = 2. Ates que 3|(3(2k — q)), resulta que
3]2, que és absurd.

S’ha arribat a una contradiccid. Per tant, és cert: Vx(x € Dg — x € D3), d’on Dg C D;.

Meétode 3. Pel contrareciproc (encara que n’hem vist una demostracio directa més sim-
ple).

Volem demostrar Dg C Ds. Pel métode escollit, vegem que Vx(x ¢ D3 — x ¢ Dy) és cert.
Sigui, doncs, x arbitrari. Volem veure que x ¢ D3 = x ¢ Dg.

Si x ¢ D, aleshores x no és multiple de 3. Efectuant la divisi6 entera de x entre 3, el
residu és no nul i, per tant, és x = 3g+ 1 o x = 3¢ + 2. Efectuem la divisi6 entera de x per
6; resulta x = 61 +r, amb 0 < r < 5. Volem veure que r # 0.

Argumentant per casos:

En el cas que sigui x =3¢+ 1, tenim x = 6t +r,d’on 3¢+ 1 =6t +r, d’on 3(q —2¢) =
r—1,d’on 3|r— 1. Si fos r =0, seria 3| — 1, absurd.
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En el cas que sigui x =3¢+ 2, tenimx = 61 +r,d’on 3g+2=6r+r,d’on 3(q—2t) =
r—2,d’on 3|r —2. Si fos r =0, seria 3| — 2, absurd.

Per tant, r # 0 i, en conseqiiéncia, x ¢ Ds. H

2

Per a dos conjunts, no és certa I’afirmacié “A C Bo B C A”. Pot ser que fins i tot cap de
les dues inclusions es compleixi. Per exemple, amb A = {1,2,3,4} i B = {3,4,5,6,7}.

De A C B no se’n deriva B C A, ni viceversa.

Negacio de la inclusio A C B. Quan A  B? La no inclusié de A en B és simplement la
negacié de A C B. També es diu que “A no és subconjunt de B”, o que “B no conté A”
(com a subconjunt). La notaci6 que utilitzem és A Z B, que no és més que —(A C B).

Es veu immediatament que —(A C B) si, i només si, algun element de A no ho és de B. Es
pot obtenir formalment, “automatitzadament”, per negacié de la corresponent férmula
de predicat:

—Vx(x € A — x € B), que equival a (per negacié del quantificador universal)
Ix-(x € A—x € B), que equival a

Ix(x € AA —x € B), per I’equivaléncia de negacid del condicional.

Ix(x € AAx ¢ B), per reescriptura.

Si neguem la férmula amb contrareciproc, n’obtenim logicament el mateix (seqiiencia
d’equivaléncies):

—Vx(x¢ B—x¢A)

Ix—(x ¢ B— x ¢ A) (negaci6 del quantificador universal)
Ix(x ¢ BA—x ¢ A) (negacid del condicional)
Ix(x ¢ BA——x € A) (reescriptura)
Ix(x ¢ BAx € A) (doble negacid)
Ix(x € AAx ¢ B), res de nou.
Exemples 8.18

Exemple 1. {1,2,3,4} < {2,3}. En efecte: 1 € {1,2,3,4} i, en canvi, 1 ¢ {2,3}. Amb
x =1, veiem la no-inclusié. També podriem utilitzar x = 4, perd amb un element n’hi ha
prou. W

Exemple 2. Siguin A = {y,z}, B={x,{y,z}.{1.y}.z,{y},{{»}},0}. Aleshores, A Z B.
En efecte, és y € A i, en canvi, y ¢ B (i també per a z). B

Exemple 3. (—2,3) € (0,7). Es —1 € (=2,3) i, en canvi, —1 ¢ (—2,3). ®



Exemple 4. {y,z} € {{z},{y.2},{3,y.2},{y}}. Efectivament, y € {y,z} i, en canvi, y ¢
H{zh {0.2h By zho{y}).

Exemple 5. {1,2,3} € {1,{2},3,4,5}. 1

Exemple 8.19 Siguin A el conjunt dels enters mdltiples de 7 i B el conjunt dels enters
multiples de 35. Vegem que A Z B. Hem de veure que 3x(x € AAx ¢ B) és cert. Con-
siderem x = 14. Es x = 14 € A i, en canvi, x = 14 ¢ B. Observeu que B C A (ja que
35k = 7(5k); o bé I’exemple similar que hem vist anteriorment).

En resum:
Com demostrar A  B?
A ¢ Bsi, i només si, Ix(x € AAx ¢ B)

Es suficient mostrar algun element de A que no sigui de B.

Igualtat de conjunts en termes d’inclusio. Recordem que la igualtat dels conjunts A i B
és equivalent que sigui cert

Vx((xeA—xeB)A(xeB—x€A))
1 €s cert si sOn certs:

Vx(xeA—x€B)
Vx(xeB—x€A)

o bé, per a qualsevol x:

xeA=xeB
xeB=xcA

Es pot reformular en termes de la relacié d’inclusid. Es a dir, respectivament, A C B i
B C A.

Aixi, A=Bsi,inomés si,AC BAB CA.

Per tant, demostrarem la igualtat de conjunts A = B si demostrem equivalentment la doble
inclusio: A C Bi B C A.

La igualtat és un cas especial d’inclusid. La notacié A C B no exclou la igualtat (pero pot
ser que no es produeixi).

Enresum: A=B<& (ACBABCA)

Provar la igualtat de conjunts (per doble inclusio). Aixi doncs, per a demostrar
la igualtat de dos conjunts hem de demostrar separadament dues inclusions, i aix{
descomponem el problema en dos subproblemes, que resoldrem separadament.

Subproblema I: Provar A C B.
Subproblema 2: Provar B C A.

Conjunts %

471



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

472

Exemple 8.20

SiguiA={2p—3|peZ}.

Sigui B={2g+5|q € Z}.

Vegem que A = B.

Subproblema I: Provar A C B.

Sigui x € A.

Aleshores és x = 2p — 3 per a algun p enter. Per a veure que és x € B, hem de veure que
existeix un enter ¢ tal que x = 2¢ + 5. Imposem 2p —3 =x =2¢g+5. Sera 2(p — q) = 8,
d’ong = p—4o0 p=g+4. Efectivament, i com a comprovacid, 2q+5=2(p—4)+5 =
2p—8+5=2p—3=x(oal’inrevés:x=2p—3=2(q+4)—3=2g+8—-3=2q+5).
Per tant, x € B.

Subproblema 2: Provar B C A.

Sigui x € B.

Aleshores és x = 2g + 5 per a algun enter g. Vegem que existeix un enter p tal que
x=2p—3.S5’hade complir2g+5=2p—3,d’on p=q+4,q=p—41iperaaquest p
serax = 2p — 3, és a dir, x € A. Es fa una comprovaci6 com abans.

Per tant, xc A. R

Exemples 8.21 El lector pot provar diverses igualtats de conjunts (alguna ja s’ha vist a
I’exemple anterior):

{2k+1keZ}={2k—1|keZ} = {2k+3ke Z} = {2k —3lke Z} =
={2k+5keZ} = {2k—5ke Z} = {2k+ Tk € Z} = {2k —T|k € Z}

Vegem-ne alguna:

Exemple 1. {2k + 1|k € Z} = {2k' + 3|k’ € Z}. Hem de veure que tot enter de la forma
2k + 1 és també de la forma 2k’ + 3 i reciprocament. Es a dir:

VkeZ K €Z (2k+1=2K+3)i
VK € Z3keZ 2k +3=2k+1)

Estudiem quina relaci6 hi ha d’haver entre k,k': 2k+ 1 =2k'+3=2(k—K)=3—-1=
k—k =1.

Aixi, donat k, escollim kK’ = k — 11, donat k', escollim k = k' + 1.
Aix0 permet demostrar la doble inclusid i, per tant, la igualtat dels conjunts.

I similarment per als altres exemples.



Exemple 2. Per a provar {2k+ 1|k € Z} = {2k’ — 3|k’ € Z} fem un estudi similar: 2k+ 1 =
U -3 =20 —k) =4, donk —k=2.

I similarment per als altres exemples. l
Exemple 3. Igualtats addicionals:
{2klk € Z} ={2k+2\k€Z} ={2k—2lk € Z} = {2k+ 4|k Z} =

= {2k—4keZ} = {2k+6lkeZ} = {2k—6lk € Z} = {2k + 8]k € Z} = {2k — 8k €
Z}=..1m

Desigualtat de conjunts en termes d’inclusio. Quan dos conjunts sén diferents? Volem
contestar aquesta pregunta en termes de la relacié d’inclusid.

A partir de

A=B+ (ACBABCA)

resulta (per F <> G = —F <> -G)

—(A=B) < 7(ACBABCA). Reescrivim:

A# B+ —(ACBABCA). Per De Morgan (ldgica), equival a:
A# B+ (7(ACB)V~-(BCA)). Reescriptura:

A# B« ((AZB)V(BZA))

Veiem, doncs, que, per a la desigualtat de conjunts, n’hi ha prou que una de les inclusions
no sigui certa; no cal que no ho siguin totes dues.

Exemple 8.22 Siguin A el conjunt dels enters mdltiples de 5 i B el conjunt dels enters
multiples de 10. Es compleix B C A, perd A Z B. Aixi que A # B. B

Exemple 8.23 Siguin A = {2k|lk € Z} i B = {4p|p € Z}. Vegem que {2k|k € Z} #
{4p|p € Z}. Sera suficient veure que alguna de les dues inclusions possibles no &s certa.
En efecte, vegem que {2k|k € Z} Z {4p|p € Z}. Hem de veure que existeix x € A tal que
x ¢ B. Es a dir, 3k € ZVK' € Z(2k # 4k'). Es suficient prendre k = 1,0bé k =3 0k =5
o infinits més possibles. Els elements corresponents a aquests valors de k sén de A perd
no de B. En canvi, B C A. A més de la resolucié formal detallada anterior, el problema

s’hauria pogut resoldre simplement considerant que 6 €s muiltiple de 2 i, en canvi, no de
4.1

Observeu que la negacié de A C B ni equival a B C A ni ho implica.
Propietats basiques de la inclusio
Teorema 8.1 Si A,B,C son conjunts:

a) 0 C A, per a tot conjunt A.
b) A C A, per a qualsevol conjunt A.
¢) (ACB)A(BCC(C))=ACC.
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Demostracions

Donem demostracions com a exemple o exercici de treball amb conjunts.
0 C A, per a tot conjunt A.

Demostracié. Es compleix buidament Vx(x € @ — x € A) (ja que 0 no té elements;
I’afirmacid es compleix per a tots els seus elements). Formalment, €s un cas de propietat
sempre certa ja que logicament és Vx(F — x € A) o Vx(0 — x € A) sempre cert. “Tots
els elements del @ s6n de A”, cert, ja que no n’hi ha cap.

A C A, per a qualsevol conjunt A.

Demostracié. Trivialment, ja que Vx(x € A — x € A). Eselcas0 - 00 1 — 1, certs
formalment en ambdos casos. Es una obvietat, ja que “tot element de A és de A” és cert.

Propietat de transitivitat de la inclusié per als conjunts A, B,C:

ACB

Bgc}:AgC

Demostracié. La hipotesi esta formada per dues afirmacions:

H,:AC B (ésadir,x € A= x € B) (x arbitrari),
H, : B CC (ésadir,x € B=x € C) (x arbitrari).

LatesiésT :ACC.

L'estructura és: (Hy AHy) = T.

Hem de provar que

si x és un element qualsevol de A, també ho és de C,
ésadirrxeA=xeC.

Sigui, doncs, x € A. Aplicant H; (i “MP”, modus ponens), resulta x € B.
Aplicant x € B i H,, deduim x € C.

Inclusio estricta/subconjunts propis:

Definicio 8.3 Es diu que el conjunt A és subconjunt propi de B si ACBiA#B. La
notacio corresponent a aquest concepte és A C B. També es diu que “B conté estricta-
ment A”, o que “la inclusio de A a B és estricta”.




De fet, és equivalent a dir: AC Bi B € A.

Per tant, podem expressar la inclusié estricta mitjancant la formula de predicat segiient:
Vx(xeA—=xeB)AJy(yEBAy ¢ A)

Exemples 8.24

Exemple 1. N C Z.

Exemple 2. Q C R.

Exemple 3. {2njn € Z} C Z.

Exemple 4. El conjunt dels miiltiples de 14 €s un subconjunt propi del conjunt dels mul-
tiples de 7.

Exemple 5. {6k|k € Z} C {3k|k € Z}, ja que 6k = 3(2k) = 3k'.

Exemple 6. (2,3) C [2,3] (intervals en els reals).

Exemple 7. {2,3} C {1,2,3,4}. 1

Naturalment, A C B= A # B.

Conjunts finits, cardinal i inclusio. Recordem que un conjunt €s finit si podem comptar
el nombre dels seus elements. El nombre d’elements del conjunt finit A és el cardinal de
Aies denota |A|.

En el cas dels conjunts finits, tenim:

Si A, B s6n conjunts finits i A C B, aleshores |A| < |B|. Aixi, si |A| £ |B|, aleshores A Z B.
Obé|A| > |B|=AZB.

Per tant, només per un argument de cardinals, ja tenim {1,2,3,4,5} ¢ {1,2,3,4}.

Exemples i problemes de demostracio de la igualtat de dos conjunts per la doble inclu-
sio

Exemple 8.25 Aquest exemple ja I’hem presentat a “igualtat de conjunts”, pero sense
explicitar que es demostrava la doble inclusid.

Proveu que son iguals els conjunts (dues expressions dels nombres senars):
Si={nneZNIkkecZAn=2k+1)}
S, = {m|m € Z i existeix un nombre enter ¢ tal que m = 2¢ — 1}

Que cal veure? Ho demostrarem provant les dues inclusions S; C S, i S, C Sy, dos sub-
problemes que resoldrem independentment.
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Subproblema 1. Demostrem que S; C S5.

Aixo vol dir que Vx(x € S} — x € §,) és cert.

Fixat x (arbitrari), hem de veure que x € S, = x € S,.

Si x € Sy, aleshores és x =2k + 1 per a un cert k enter (i x també €s enter).

Vegem que existeix un enter ¢ tal que x = 2¢ — 1 (3¢(r € Z Ax =2t — 1)). Imposem 27 —
1 =x=2k+ 1. Operant, resultat =k+1,d’on k =t — 1. Per tant, i com a comprovacio,
x=2k+1=2(t—1)+1=2t— 1. En conseqii¢ncia, existeix un nombre enter ¢ tal que
x =2t — 1 (és suficient prendre t = k+ 1), és a dir, x € S,.

Subproblema 2. Analogament, demostrem que S, C S;.

Aixo vol dir que Vx(x € S, — x € §}) és cert.

Fixem x, un element arbitrari. Hem de provar que x € S, = x € S;.

Si x € §,, aleshores x = 2¢ — 1 per a un determinat ¢ enter (i x també és enter).

Vegem que existeix un enter k tal que x = 2k+ 1 (3k(k € Z Ax =2k+1)). Imposem 27 —
1 =x=2k+ 1. Operantresultat = k+ 1, d’on k =¢ — 1. Per tant, i com a comprovacid,
x=2t—1=2(k+1)—1=2k+ 1. En conseqiiéncia, existeix un nombre enter k tal que

x =2k+ 1 (és suficient prendre k =1 — 1), és a dir, x € S.

Aix{, queden demostrades les dues inclusions i, en conseqii¢ncia, la igualtat dels con-
junts. M

Exemple 8.26 Proveu que {4p+6|p € Z} = {4q—10|q € Z}.
Denotem A = {4p+6|p € Z}, B= {49 —10|g € Z}.

Hem de demostrar que qualsevol element de A és de B i reciprocament, €s a dir, qualsevol
element de B és de A.

Equivalentment, hem de veure:

Vk(k € Z — Tk (K € ZN4k+6 =4k —10))
VK (k' € Z — Tk(k € ZN4K' — 10 = 4k +6))
O bé:

Vp€Z3qeZ(4p+6=4g—10)

VgeZ3peZ4g—10=4p+06)



Comencem estudiant quina relacid hi ha entre p,q per a un element comu als dos con-
junts:

4p+6=49—-10=4(q—p)=16=g—p=4.

ACB:Vegemquex € A= x € B.SixecA,és x=4p+6 per a algun enter p. Prenent
q =4+ p (relacid anterior) és p = g —4 i, substituint, resulta x =4(¢ —4) + 6 =4+ 10
i, per tant, x € B.

B C A: Vegemque x € B=x € A. Six € B, és x=4qg— 10 per a algun enter g. Prenent
p = q— 4 (relacid anterior) és g = p+4 i, substituint, resultax =4(p+4) —10=4p+6
1, per tant, x € A.

Aix0 conclou la demostracié de les dues inclusions i, per tant, la igualtat dels conjunts.
|

PROBLEMA 8.5

Proveu que son iguals els conjunts:

A= {n|n€ZAnés senar \3|n}

B={6k+3lkeZ}.

Solucié. So6n dos subproblemes, que resoldrem separadament.
> Vegem B C A (subproblema 1). Vegem que x € B = x € A.

Sigui x € B (hipotesi). Cal veure x € A (tesi). Aleshores x és de la forma x = 6k + 3 per
a algun k enter convenient. Vegem que x satisfa les propietats dels elements de A. En
primer lloc, x és un enter. En segon lloc, és miiltiple de 3, ja que x = 6k+3 = 3(2k+ 1).
Finalment, x = 2(3k) + 3 és senar, ja que la suma d’un parell i un senar és senar. També
es pot veure aixo ultim directament: x = 2(3k) +3 =2(3k+ 1) + 1 =2k’ + 1, senar (amb
kK =3k+1).

Per tant, x € A.
> Vegem A C B (subproblema 2). Vegem que x € A = x € B.

Sigui x € A (hipotesi). Cal veure x € B (tesi). Aleshores x €s enter, senar i miltiple de 3.
Com que és miiltiple de 3, és x = 3¢, per a algun g enter convenient.

Vegem que ¢ €s senar (per reduccié a I’absurd o pel contrareciproc). Si ¢ no fos senar, €s
a dir, si fos parell, aleshores seria 3g parell, d’on x seria parell. Per tant, g és senar.

Hem de veure que x = 6k+ 3 per a algun k enter convenient. Vegem que podem obtenir k
tal que la igualtat anterior es compleixi. Imposem-ho: 6k +3 =x =3¢, d’on 2k =g — 1.
Essent g senar, g — 1 €s parell i, per tant, k = % € Z. Escollint, doncs, k = =1, resulta

2
el que ens cal: 6k+3 = 6(%41) +3 =3(q— 1) 4+ 3 = 3¢, com voliem veure.

Demostrada la doble inclusid, resulta demostrada la igualtat.
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PROBLEMA 8.6

Proveu que son iguals els conjunts:
A={xeZ]2|(13x+7)}
B={x€Z]2tx}

Solucié. Observeu que es pot reformular:
A={x€Z|13x+7 és parell}

B = {x € Z|x és senar}

Que cal veure? Resolem dos subproblemes separadament: A C Bi B C A. Aixo vol dir
que hem de demostrar x € A = x € B i reciprocament, x € B = x € A.

> Vegem A C B (subproblema 1). Vegem que x € A = x € B. Sigui x € A (hipotesi).
Vegem que x € B (tesi).

Per la hipotesi, 13x + 7 és parell, és a dir, 13x+ 7 = 2k, per a cert k enter, d’on 13x =
2k —7, que és senar perque és la diferencia d’un parell i un senar (o també perque
13x =2(k—3)11, senar). Ara bé, 13x és senar = x és senar. En efecte, vegem-ho pel
contrareciproc: si x fos parell, seria x = 2¢, per a un cert enter ¢ i, per tant, 13x = 2(13¢),
parell (o directament: si x fos parell, 13x seria parell, la qual cosa és una contradiccid).
Aixi, doncs, x € B.

> Vegem B C A (subproblema I). Vegem que x € B = x € A. Sigui x € B (hipotesi).
Provem que x € A (tesi).

Aleshores, per la hipotesi, és x =2k + 1, per a un cert k enter. Hem de provar que 13x+7
és parell. En efecte, 13x+7 = 13(2k+ 1) + 7 = 2(13k) +20 = 2(13k + 10) = 2K, que
és parell (amb k' = 13k + 10, enter). També es pot raonar dient: 13x és senar per ser
producte de dos nombres senars; 13x 4 7 és parell per ser suma de dos nombres senars.

PROBLEMA 8.7

Demostreu que els conjunts:

A = {3klk € Z} (els muiltiples de 3)
B={3(k+1)keZ}
C={3(k+2)|kcZ}

D = {3k+9lk e Z}

son iguals.

Solucié. S’ha de demostrar per parelles. Primer, per exemple, A = B. Per transitivitat
de la igualtat, no cal demostrar totes les igualtats possibles. Per exemple, provant les
igualtats A=B =C =D (ésadir, A= B, B=C, C = D), resoldriem el problema.



El conjunt D també es pot expressar com D = {3(k+3)|k € Z} i es podria demostrar la
igualtat amb A de manera similar als altres casos.

Vegem, doncs, A = B. Per exemple, veient les dues inclusions separadament:
ACB?
Sigui x € A.

Aleshores x = 3k per a un cert k enter. Vegem que es pot escriure de la forma 3(g+ 1),
per a un g enter convenient. L’ obtindrem imposant la igualtat: 3k = 3(¢ + 1). Aleshores
ésk=¢g+1,don g =k—1, en funcié de k. Tot i que no cal, podem comprovar que
3(g+1)=3(k—1+1) =3k

Per tant, x € B.

Hem vist, doncs, que, per a un x arbitrari:
xX€A—x€B,d’onVx(x € A— x € B) és cert.
BCA?

Sigui x € B.

Existeix un k enter tal que x = 3(k+ 1), que és de la forma 3k’, amb k' = k+ 1 € Z.
Per tant, x € A.

Hem provat, doncs, que per a un x qualsevol,
xXeEB—xecA donVx(x € B—xecA).

De forma similar, es poden demostrar les altres igualtats, cosa que es deixa com a exer-
cici.

8.4. El conjunt poténcia. Conjunt de les parts

Definicié 8.4 (EI conjunt dels subconjunts d’un conjunt) Donat un conjunt A, el con-
Junt de les parts de A és el conjunt de tots els subconjunts de A. La notacio corresponent
és P(A). Aixi:

2(4) = (BB C A}

Aixi, B C A si, i només si, B € Z(A) (inclusié en termes de pertinenga al conjunt de les
parts).

El conjunt de les parts d’un conjunt A també s’anomena conjunt poténcia de A.
Sempre €s no buit? Efectivament, sempre €s no buit, ja que:

0CA=0e P(A)

ACA=Ac P(A)
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Per tant, &2(A) # 0.

Malgrat que es pugui afirmar que @ € Z(A) i A € &(A), aixd no implica que hi hagi un
minim de dos elements, ja que pot ser que A = (.

2(0) = {0}

Exemples 8.27

Exemple 1. A=0.Es Z(A) =0

Exemple 2. A= {a}. Es Z(A) = {0,{a}} = {0,A}

Exemple 3. A= {a,b}. Es 2(A) = {0,{a},{b},{a,b}} = {0,{a},{b},A}

Exemple 4. A = {a,b,c}. Podem obtenir els conjunts de manera sistematica, considerant
subconjunts dels diversos cardinals possibles:

Conjunts de 0 elements: 0

Conjunts d’1 element: {a}, {b}, {c}
Conjunts de 2 elements: {a,b}, {a,c}, {b,c}
Conjunts de 3 elements: {a,b,c} (el total)

Finalment, #(A) = {0,{a},{b}.{c}.{a,b},{a,c}.{b,c}.{a,b,c}}
També Z(A) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}.{b,c},A}.

Exemple 5. Z({ {{{x}}} }) = {0.{ {{{x}}} }}. ™

8.5. Operacions conjuntistes: unio de conjunts

Definicié 8.5 (Uni6 de dos conjunts) Siguin A i B dos conjunts. Es defineix la unio de
A i B com el conjunt dels elements que pertanyen a A o a B. Es a dir, qualsevol dels
segiients:

AUB={x|x€AoxeB}
AUB={x|x€ AVx€B}
AUB={x: x€Aox€eB}
AUB={x: x€ AVx€ B}

Observeu que la “0” o disjuncid de la definici6 no és exclusiva, de manera que un ele-
ment de la unid pot pertanyer a ambdds conjunts.
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També s’anomena reunio.

Descrivim equivalentment la unié amb una férmula de predicats:
Vx(x eAUB <« (x € AVx € B)).

Com obtenir la unio de dos conjunts?
A la practica, agafem tots els elements d’un conjunt, tots els de 1’altre i formem un nou
conjunt, eliminant les repeticions si n’hi ha.

Exemples 8.28

Exemple 1. A=1{0,1,2,3}, B={2,3,4,a,b}.
AUB=1{0,1,2,3,4,a,b}.

Exemple 2. A={0,1,2,3}, B={2,3,4,a,{0},0}.
AUB=1{0,1,2,3,4,a,{0},0}.

Exemple 3. {a,b,{3}}U{3.{a}}={a,b.3,{3}.{a}}.

Exemple 4. {x e R|3<x<9}U{xeR|6 <x <12} = {x € R|3 <x<12}. En unaaltra
notacio, la d’intervals tancats en el conjunts dels nombres reals,

[3,9]U[6,12] = [3,12].

Exemple 5. {x e Rlx >0} U{xeR|x <0} =R.

Exemple 6. {2klk € ZYU{m e Z|Iw(w e ZAm=2w+1)}} =Z.

Exemple 7. Com traduir en termes de conjunts que tot nombre enter és parell o senar?
Z={2klkeZ}J{2q+1|geZ}.

Observeu que no diem aqui que només pot ser una de les dues coses (encara que sigui
aixi).

Exemple 8. (a,b) U{a,b} = [a,b] (intervals en R).
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Exemple 9. A = {(x,y) € R?|x* +y* < 1} (cercle de centre (0,0) i radi R = 1, sense el
contorn circular, és a dir, sense la circumferéncia x> +y> = 1).

B ={(x,y) € R*|x* +y* = 1} (circumferéncia de centre (0,0) i radi R = 1).

AUB = {(x,y) € R*|x* +y* < 1} (cercle de centre (0,0) i radi R = 1, amb el contorn
circular).

Exemple 10. A= {(x,y) € R*|x* +y* < 25} (cercle de centre (0,0) i radi R = 5, sense el
contorn circular, és a dir, sense la circumferéncia x> +y?> = 25).

B = {(x,y) € R*x* +y* > 25} (I’exterior de la circumferéncia de centre (0,0) i radi
R=5

AU B és el conjunt de punts del pla bidimensional sense la circumferéncia x> + y* = 25.
També AUB = {(x,y) € R?|x* +y* # 25}.

Exemple 11.[2,3] ={2,3}U(2,3)={2}U(2,3)U{3}.

Exemple 12. 2,4] = [2,3]U[3,4]. &

Exemple 8.29 Considerem A = {x € R|x>* —x+2>0}.

Vegem com el podem expressar com a unié de dos conjunts. Resolent I’equacié de segon
grau x> —x+2 =0, en resulten les solucions x = — 1 ix=2. La graficade y = x* —x+2
és una parabola, oberta cap al semipla de les y > 0, que interseca 1’eix x en els punts
(—=1,0) i (2,0). Per tant:

A={xeRx<—-1}U{xeRjx>2} = (-0, —1]U[2,0). &

Ser de la unio

X€AUB& (x€ AVXEB)

x€AUBsi, inoméssi,x EAVxEB

Negacid de ser de la unid (no ser de la unid). Es intuitiu: un element que no sigui de la
unié no pot ser de cap dels dos conjunts, ja que si fos d’algun, aleshores pertanyeria a
la unid, per definicié d’unid. Es pot obtenir automatitzadament: la condicié equivalent
s’obté per negacid de x € AV x € B, és adir:

—(x € AV x € B), que equival a (per De Morgan, 1dgica)

—(x € A) A\—~(x € B), és adir,

xX¢ANx¢B

Esadir, x¢ AUB& (x¢ AAXEB) .

Es pot generalitzar a tres conjunts o més, com veurem a continuacid i al final.



Propietats basiques de la unio

Teorema 8.2 Siguin A,B,C conjunts. Es compleix:

a) AUA = A.

b) AUB = BUA (propietat commutativa de la unio).

¢) (AUB)UC =AU (BUC) (propietat associativa de la unid).
d) AUD = A.

¢) ACAUB,BC AUB.

f) AC Bsi, i només si, AUB = B.

g) AUBCC si,inoméssi, ACCiBCC.

Comentari sobre la propietat associativa. Com a conseqtiéncia de la propietat associati-
va, podem escriure AU B UC sense cap ambigiiitat, ja que és qualsevol de les anteriors.

Exemple 8.30
A=1{4,a,x,y}
B ={x,z,t,w,3}
C={-13{0}}

AUBUC = {4,a,x,y,z,t,w,3,—1,{0}}
AUBUC=(AUB)UC={4.a.x.y.z.t,w,3}U{~1,3.{0}} = {4,a.x.y.2.t,w.3, - 1.{0}}

AUBUC =AU (BUC) ={4,a,x,y}U{x,z,t,w,3,—1,{0}} = {4,a,x,y,2,t,w,3,—1,{0} }
|

Per associativitat, podriem definir la reunié de més de dos, sempre reduint-la al cas de
dos.

Per exemple, AUBUC = (AUB) UC. Per associativitat, no hi ha el problema potencial
de si amb AU (BUC) n’obtindriem un conjunt diferent, ja que ambdds han de coincidir.

Vegem, com a exemple d’aquesta manera de procedir:

AUBUCUD =
=AU(BUCUD)
=AU(BU(CUD))

En general, per a n conjunts, la definicid es pot fer recursivament (“inductivament”) en
dos passos:

1. Pas inicial, definint la reuni6 per a dos conjunts, tal com s’ha fet anteriorment:
Al UA2 = {X| X GAl Vxe Az}
2. Férmula recurrent:

AjU---UA, = (A U---UA,_|)UA,, reuni6 de dos conjunts, ja definida.
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Al final de la seccid, donarem una definicid directa de la unié de n conjunts (de fet, d’una
colleccid arbitraria de conjunts).

Demostracions

(Vegem-les com a aplicacié dels conceptes i les téecniques de demostracié. Algunes
son practicament obvies, pero procurarem donar-ne argumentacions formals).

Quan tenim dos conjunts definits per formules logiques (féormules de predicat), els
conjunts son iguals si les formules logiques son equivalents.

AUA=A (“Reunir un conjunt amb si mateix €s no fer res”).

Demostracié. Es I’expressié conjuntista de I’equivaléncia p\/ p = p, on substituim p =
x€A. Esadir, (x € AVx € A) =x € A, cosa que, d’altra banda, és completament
intuitiva.

Cal veure que Vx(x € AUA <> x € A) és cert.

Hem de veure que, per a tot x arbitrari:

xEAUAS x €A, ésadir,

(x€ AVx € A) & x €A, que és Obviament cert.
AUB=BUA (propietat commutativa de la unid)

Demostracié. Es conseqiiéncia de p\/ g = gV p, que, per substitucid, déna 1’equivalén-
claxcAVxeB=xe€BVxeA.

Tenim la igualtat dels conjunts si, i només si, Vx(x € AUB <> x € BUA), la qual cosa €s
obvia.

(AUB)UC =AU (BUC) (propietat associativa de la unig)
Demostracié. Hem de veure que Vx(x € (AUB)UC <> x € AU(BUC)) és cert.

Es I’expressi6 conjuntista de la propietat associativa de la disjuncié per a férmules de
proposicid i predicats. De ’equivaléncia

(pVq)Vt=pV(qVt) resulta que sén equivalents:
(xeAVxeB)VxeCixe€ AV (x€BVxeC) (pera x arbitrari).
Per tant:

(AUB)UC =
= {x]x € (AUB) Vx € C} (per definici6 de la unié de dos conjunts)



= {x|(x € AVx € B)Vx e C} (per definicié de la unié de dos conjunts)
={xlxe AV (x€ BVxeC)} (per associativitat de V)

= {xlx € AV (x € BUC)} (per definici6 de la unié de dos conjunts)

= {x|x € AU(BUC)} (per definicié de la unié de dos conjunts)
=AU(BUC).

També es pot expressar d’una altra manera:

x€(AUB)UC &

S xe(AUB)VxeC

& (xeAvxeB)VxeC
SxEAV(xeBVxel)
SxEAV(xeBUCQC)

S x€eAU(BUC)

Aixi, Vx(x € (AUB)UC <> x € AU(BUC)) és cert. O bé:
x€(AUB)UC = x € AU(BUC) i, reciprocament:

x€AU(BUC)=x€ (AUB)UC.

AUO=A (“Reunir un conjunt amb si mateix és no fer res”)

Demostracié. Intuitivament, fer 1a reunié amb el buit és no afegir cap element a A, amb
la qual cosa la igualtat és evident.

x€AVxeDequivalax € A, jaque x € 0 sempre és fals. Alternativament:

x€AVxe,queequivalax € AV, que equival a x € A.

ACAUB,BCAUB (“La uni6 de dos conjunts sempre conté com a subconjunts els
dos conjunts que la defineixen”)

Demostracio. Per a veure A C AUB, hem de veure que per a un x arbitrari, x € A =
x€AUB, és adir,x € A= (x € AV x € B), que és obvi, o bé, més formalment, perqué
p — (pV q) és tautologia. També, més senzillament, per la propia definicié d’unid.

Alternativament, pel contrareciproc, podem intentar veure que

x¢ AUB = x ¢ A, és a dir, equivalentment, que (x ¢ AAx ¢ B) = x ¢ A, que és obvi.
També, més formalment, perqué (p A ¢) — p és una tautologia.

Analogament, per B C AU B. Cal veure que Vx(x € B— x € AUB) és cert.

ACBsi,inoméssi, AUB=B
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Demostracié. Hem de provar A C B < AUB = B, és a dir, que

Vx(x €A —x€B) + Vy(y e AUB <+ y € B) és cert.

Cal provar dues implicacions:

ACB=AUB=B

AUB=B=ACB

=)?(ACB=AUB=B).

Hipotesi: AC B

Tesi: AUB = B.

Per a demostrar AU B = B, hem de demostrar dues inclusions. Sempre es compleix la
inclusié B C AU B, per definicié d’uni6 (o per la propietat demostrada anteriorment).
Vegem, doncs, I’altra inclusid:

ACB=AUBCB.

Cal, doncs, veure que, aplicant la hipotesi, ésx € AUB = x € B.

Sigui x € AU B, arbitrari pero fix. Tenim que x € A o x € B. Aleshores, si x € B, hem
acabat; si x € A, s’aplica la hipdtesi i resulta x € B.

Exposicio alternativa. Vegeu una altra forma d’exposar:

xEAAng B
XEAUB=< o =Xx€EB
XEB
<)?(AUB=B=ACB).
Hipotesi: AUB =B
Tesi: AC B
Cal, doncs, veure:

Vx(x EAUB<«+x€B)=Vy(y€ A— y€EB).

Sigui y € A. Vegem que y € B aplicant la hipotesi AU B = B. Es a dir, cal provar que,
aplicant la hipotesi,y € A=y € B.

En efecte, si y € A, aleshores y € AUB, d’on, per hipotesi, y € B.
AUBCCsi,inoméssi,ACCiBCC

Es el mateix que dir que AUBC C < (ACCiBCC)
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Demostracio. (explicitem detalladament I’estructura demostrativa en els diversos me-
todes):

Metode 1. Observeu que:

— al’esquerra (de <) estem dient, peratotx: (x e AVxeB) »xeC
— aladreta (de <) estem dient, peratotx: (x EA—x€C)AN(xeB—x€C)

S6n equivalents, cosa que deriva de 1’equivaléncia:

(pva)—=t=((p—=1)N(g—1)).

Metode 2. També es pot explicar d’altres maneres. Per a demostrar I’equivaléncia hem de
demostrar dues implicacions:

AUBCC=((ACC)A(BC())
((ACC)A(BCC))=AUBCC.

Primera implicacio. Vegem AUBC C = ((ACC)A(BCC)).
Hipotesi [H]: AUBC C

Tesi: (ACC)A(BCC)

Primera part de la tesi (T1): ACC

Segona part de la tesi (T2): BC C

Calprovar: H=T11H = T2.
(H=Tl):xcA=xcAUBZxcC

(H=T2):xeB=xc AUBXxcC

Segona implicacié. Vegem (ACC)A(BCC))=AUBCC.
Hipotesi: (ACC)A(BCC)

H1 [hipotesi (part 1)]: A CC

H2 [hipotesi (part 2)]: BC C

Tesi: AUBCC

Siguix € AUB. Vegemque x € C,és adi,xc AUB=xcC.

Perserxc AUB,ésxcAoxe€ B.Six €A, aplicant que AC C (H1),xe C. Six € B,
aplicant que B C C (H2), aleshores x € C.

487



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

De manera alternativa, directament:

ACAUBCC,BC AUB CC; per tant,
(ACCABCC)=AUBCCUC=C.

Observacions

1. Podem expressar (AUB C C) = A C C mitjangant la férmula
Vx(x eAUB—x€C)=Yy(ycA—yeC).

la. Contrareciproc a I’interior de la férmula (dreta):

Vx(x EAUB—=xeC)=Vy(y¢C—y¢A).

Vegem la prova: y ¢ C = y ¢ AU B (aplicant la hipotesi)

y¢ AUB =y ¢ A, ja que sempre tenim A C AU B. Resumint:
y¢C=y¢ AUB=y¢ A. Per tant,

ygC=y¢A

1b. Contrareciproc global (tota la féormula):
“Vy(yeA—yeC)— Vx(xc AUB—x€e()
P-(yeA—yeC)— I~(xec AUB—x€C)

Py eANy¢C)— Ix(x e AUBAx¢C)

Es suficient escollir x =y, jaque x =y € A= x € AUB.

O bé es pot continuar amb el desenvolupament, convertint aix{ la demostracié en gairebé
un automatisme:

Py eANy¢C)— Ix(x e AUBAXx¢C)

Iy eANy¢C)— Ix((xeAVxeB)Ax¢C)

Iy eANy¢C)— Ix((x€ANXxEC)V(xeBAx¢C))
Observem la disjuncid a la dreta (certa si un operand €s cert):
W(yeANy¢C )= I((x€ANXEC )V (xeBAxEQ))

Agafem x =y.
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1b (reformulat). Contrareciproc en termes de conjunts:
-(ACC)=—-(AUBCC)

Hipotesi: =(A C C)

Tesi: "(AUBCC)

Per la hipdtesi, existeix z € A tal que z ¢ C. Hem de veure que existeix x € AUB tal que
x ¢ C. Prenent x = z se satisfa la condicié x € AUB, jaque A C AUB.

2. Es pot demostrar ((A C C)A (B C C)) = AUB C C pel contrareciproc. Cal provar:
“(AUBCC) = ~((ACC)A(BCO)).

~(AUBCC) = (~(ACC)V~(BCC))
Existeix x € AUB tal que x ¢ C, és a dir,

existeix x tal que x € AVx € B, i tal que x ¢ C, és a dir (per distributivitat de A respecte
de V),

existeix x tal que x € AAx ¢ C, o tal que x € BA ¢ C, és a dir,
“(ACC)V~(BCQ).

De manera alternativa, directament, cal veure que és cert:
(Vx(xeA—xeC)AVy(xeB—x€eC)) > Vz(ze AUB—z€ ().

Escrivim férmules equivalents al contrareciproc que practicament automatitzen 1’argu-
mentacio:

—Vz(z€ AUB—z€C) = ~[Vx(x €A —x€C)AVy(xeB—xeC)]

Jz7(z€ AUB—z€C) = [Vx(x €A —xeC)VVy(xe B—xe ()]

Jz-(z€ AUB—z€C) = [Ix~(x€A—xeC)VIy-(xeB—x€(C)]

J2(z€ AUBAz¢C) = [Ix(x e AANx ¢ C)VIy(x e BAx ¢ C))
Fz((z€AVZzEB)Az¢C) = [Ix(x e ANx ¢ C)VIy(xe BAx ¢ C)]
2((z€ANz¢C)V(z€BAz¢C)) = [x(x e AAx ¢ C)VIy(x e BAx ¢ C)]

Es suficient prendre x = z,y = z.

Generalitzacio: unio de n conjunts i d'una colleccio arbitraria de conjunts
Sigui Ay,---,A, conjunts. Definim:

AjU--UA, ={xlx€ A V---VxeEA,}
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O bé, segons diverses variants:

AU UA, ={x|x €A, peraalguniy € {1,---,n}}

AjU---UA, = {x|x € A, per a algun nombre natural i, tal que 1 < i, <n}}
AU---UA, = {x|Zk(k € {1,--- ,n} Ax € A})}

AjU--UA, = {x[Fig(ip e NAT <ip <nAx€Ay)}

En aquest cas, podem considerar un conjunt, el dels indexs, J = {1,---,n}, i podriem
reexpressar els anteriors en termes de J, i també introduir-hi la notacio:

JAi obé UA,», i també | J A
i=1

ieJ 1<i<n
Exemple 8.31

A=1{1,-2.1}

B=1{3,a,2,{z},t}

C = {a,3,4,5,6)
AUBUC={1,-2,3,4,5,6,a,2,1,{z}}. B

> Que vol dirquex e AUBUC?Quex € AVxeBVxeC.

> Queé vol dirquex ¢ AUBUC?Quex¢ AAx¢ BAx ¢ C.

En general, x € AjU---UA, si,inoméssi,x €AV ---VxEA,.
Equivalentment:

xX€A U---UA, si, 1 només si, existeix i, tal que 1 <iy <nix € A,.

En termes d’una férmula de predicats:

Jk(ke NAL<k<nAx€A;)

> Qué vol dirquex ¢ A; U---UA,?

Equival a dir que x no pertany a cap dels conjunts. La negacié corresponent seria:
—(x €AV --VxEA,), que equival, per De Morgan (16gica) generalitzat, a:
(x €A N---ANxEA,)

XEAN---AXEA,

Es a dir, també, Vi((i e NA1 <i<n) »x ¢ A).
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Esta clar, pero també es pot deduir de forma automatitzada per la negacié de
Fk(keNA1<k<nAx€A).

Es a dir, tenim diverses equivaléncies:

—Jk(ke NAL<k<nAx€A)

Vk—(k € NA1 <k <nAx€A;) (per negacié del quantificador existencial)
Vk(=(k e NA1 <k <n)V-(x€A;)) (per De Morgan (ldgica))

Vk(=(ke NAT<k<n)Vx¢A)

Vk((k € NA1 <k <n)— x¢ A) (per equivaléncia del condicional).

El conjunt dels indexs J pot no ser finit, ni tan sols format per naturals. Aleshores:

JAi = {x|Zk(k e T Ax € A}

icJ
Aquesta notaci6 la necessitarem en el tema del conjunt quocient i particions.

Exemples 8.32 Per exemple, per a intervals en R:

Exemple 1. U [0,n] = {x]x e RAx>0}

neN

Exemple 2. U [0,x] ={wlweRAwW>0}

x€eR

Exemple 3. U [—x,x] =R

Exemple 4. U [-2",2"] =R

neN

Exemple 5. | J[-2".3"] =R

neN

Exemple 6. U [mom+1]=R N

mez
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8.6. Operacions conjuntistes: interseccio de conjunts

Definicio 8.6 (interseccié de dos conjunts) Siguin A i B dos conjunts. Es defineix la
interseccio d’A i B com el conjunt dels elements que pertanyen a A i a B. Es a dir,
qualsevol de les segiients:

ANB={x|x€AixeB}
ANB={x|x€ AANx€ B}
ANB={x: x€AixeB}

ANB={x: x€ AANx€ B}

Equivalentment, amb una férmula de predicats, tenim:

Vx(x € ANB <+ (x € AAx € B)).

Com obtenir la interseccio de dos conjunts?
A la practica, reunim tots els elements que sén comuns als dos conjunts i en for-
mem un de nou.

Exemples 8.33

Exemple 1. A=1{0,1,2,3,b}, B=1{2,3,4,a,b}.
ANB=1{2,3,b}.

Exemple 2. A={0,1,2,3}, B={4,a,{0},0}, AN B = 0 (disjunts).

Exemple 3. {3,—1,z,x} N{z,t,w,n} = {z}.

Exemple 4. {{x},{y,z}} N {x,y,z} = 0 (disjunts).

Exemple 5. {x e RI3<x<9}N{xeR|6 <x< 12} ={xeR|6 <x <9} =16,9].

Exemple 6. [—1,5]N[—3,0] = [—1,0] (intervals reals).
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Exemple 7. La interseccid dels conjunts segiients és buida: AN BNC = 0 (disjunts).

)+

Exemple 8. {(x,y) e R*|x* +y* <4}n{(x,y) e R}’ +y* > 1} =
= {(x,y) € R*|1 <x*+y* <4}, una corona circular, determinada per les circumferéncies
de centre (0,0) iradis Ry =11 R, =2.

Exemple 9. {(x,y) € R*|x* +y* <4} n{(x,y) e R?*|x¥* +y* >4} =

= {(x,y) € R*x* +y* = 4}, circumferéncia de centre 1’origen i de radi 2. El conjunt
{(x,y) € R*|x* +y* <4} és el cercle del pla bidimensional, de centre C = (0,0) i de radi
R=4.

Exemple 10. [a,b] N [b,c] = {b} (intervals reals).

Exemple 11. [a,b) N (b,c) = 0 (intervals reals).

Exemple 12. {x € Qx> 0} N{xe Q|x <0} ={0}. W

Exemple 8.34

A ={(x,y) € R?|y = x} (bisectriu del 1r i el 3r quadrants del pla bidimensional).

B ={(x,y) € R?|y = —x} (bisectriu del 2n i el 4t quadrants del pla bidimensional).

Es ANB={(x,y) € R*[y=xAy=—x} ={(0,0)}.

Analiticament, cal resoldre el sistema y = x; y = —x, d’on x = —x, de manera que x =0
i, per tant, y = 0. Aixi, 1’tnica solucid és (0,0). En conseqiiéncia, ANB = {(0,0)}. En
aquest cas, també s’arriba a la mateixa conclusio atenent el significat geometric (inter-
seccio de les dues rectes). l

Exemple 8.35

A ={(x,y) € R*[x* +y* = 1} és el conjunt de punts del pla format per la circumferéncia
de centre (0,0) ideradiR = 1.

B ={(x,y) € R*|(x—1)*+y* =2} és el conjunt de punts del pla format per la circumfe-
réncia de centre (1,0) i de radi R = v/2.

La intersecci6 ANB = {(x,y) € R*|x* +y* = 1 A (x — 1)* 4+ y* = 2} s’obté resolent el
sistema d’equacions:

x2—|—y2=l
(x—1)*+y*=2

per a obtenir els punts d’interseccio de les circumferéncies.

493



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

494

Es desenvolupa el quadrat a la segona (x> — 2x + 1 +y*> = 2) i se substitueix x> +y* per
1 (primera); se n’obté x = 0, que substituim a la primera. Resulta x =0, d’ony = +£1 i,
per tant, els punts sé6n (0,1) 1 (0,—1).

Aixi, ANB={(0,1),(0,—1)}.

Exemple 8.36 Demostreu:

{B3nlne Z}n{5mime Z} = {15r|r € Z}.

Observeu que:

A= {3nln € Z} = {x € Z| 3|x} (conjunt dels muiltiples de 3).

B = {5n|n € Z} = {x € Z| 5|x} (conjunt dels muiltiples de 5).

C ={15n|n € Z} = {x € Z| 15|x} (conjunt dels mltiples de 15).
ANB={x€Z|3|xA5|x}.

Veure que ANB = C equival a veure (3|x A5|x) < 15|x, és a dir, que Vx(x € ANB >
x € C) és cert, o sigui que Vx((3|x A 5]x) <> 15]x) és cert.

Cal provar dues inclusions:

Part 1.C CANB?. Volem veure x € C = x € ANB.
Hipotesi: x € C

Tesi: x € ANB

Sigui x € C. (Que cal veure?: x € ANB).

Aleshores existeix k € Z tal que x = 15k. D’una banda, és x = 3(5k), miltiple de 3 i, per
tant, x € A; d’altra banda, és x = 5(3k), mdltiple de 5 i, per tant, x € B.

Aixi,x € ANB.

Part 2. ANBCC?Calveurexc ANB=x¢cC.
Hipotesi: x € ANB.

Tesi: x € C.

Sigui x € AN B. (Que cal veure?: x € C).

Per ser x € A, és x = 3k per a algun k enter. Per ser x € B, és x = 5t per a algun ¢
enter. Aixi, 3k = 5¢. Tenim 3|3k i, per tant, 3|5¢. Per aplicacié d’un teorema ben conegut
d’Euclides, que afirma que, si p primer i p|ab, aleshores p|a o p|b; en aquest cas, p = 3,
a=135,b=rt.Pertant, 3|t, és a dir, t = 3¢ per a cert ¢’ enter, i aix{ x = 5t = 5(3¢') = 15¢/,
d’on

xeC.



Argument alternatiu. També es pot arribar a la mateixa conclusi6 sense aplicar el teorema
esmentat, fent una demostracié per reduccio a I’absurd: partim de 3k = 5¢; afirmem que
3|¢t. Suposem 3 t 7. Si ¢ no és miiltiple de 3, aleshores, considerant la divisi6 entera (de ¢
entre 3)t =3g+r,amb 0 <r <3,és 1 <r <2.1ara, per casos. Es consideren dos casos
segons els valors de r possibles:

Cas I: 7= 1. Est = 3¢+ 1. Substituint, 3k = 5 = 5(3¢g + 1), d’on 3k — 3(5¢) = 5, d’on
3(k—5¢g) = 5. Com que 3|3(k — 5g), seria 3|5, absurd.

Cas 2: r = 2. Es t = 3¢ +2. Substituint, 3k = 5t = 5(3g +2), d’on 3k —3(5¢ +3) = 1,
d’on 3(k—5g —3) = 1. Atés que 3|3(k — 5¢g — 3), seria 3|1, absurd.

Per tant, 3|z i I’argumentacié es completa com abans. Hl

Definicié 8.7 (Conjunts disjunts) Dos conjunts son disjunts si la seva interseccio és bui-
da. Els conjunts A i B son disjunts si ANB = 0.

El concepte es pot estendre a més conjunts.

Exemples 8.37

Exemple 1. [—1,0]N[4,7] = 0 (intervals reals).

Exemple 2. {2n|n € Z} N{2m+ 1|m € Z} = 0 (interseccié de parells i senars). Vegem
per qué mitjangant una demostracio per reduccio a I’absurd. Estem afirmant (n, m enters)
VYnVm(2n # 2m+ 1), és a dir, que no hi ha cap element comd de la interseccid. Si ho
neguem, tindrem 3n3m(2n = 2m + 1); vegem que arribem a una contradiccid. Tenim
2n—2m=1,d’on2(n—m) = 1. Ara bé, 2|2(n — m); per tant, 2|1, absurd.

Exemple 3. {(x,y) € R*|x* +y* =4} N{(x,y) € R?|x*+y* = 1} = 0 (dues circumferéncies
disjuntes: ambdues de centre C = (0,0)), la primera de radi R = 2, la segona de radi
R’ = 1. Recordi el lector que I’equacié de la circumferéncia del pla de centre (a,b) i radi

Rés (x—a)*+(y—b)* =R

Per reduccid a I’absurd. Si, per a algun (x,y) fos x> +y* =4 i x> +y* =1, seria 4 =
x> 4y* =1, absurd.

Exemple 4. {(x,y) € R*|x* +y* <4}n{(x,y) € R}x*+y* > 9} =0.
Exemple 5. {x € Qx >0} N{x€Qx<0} =0.1

Exemple 8.38 Siguin:

A={4p+6lpecZ}

B={4q—12|q€ Z}.

Vegem que sén disjunts.

Conjunts %

495



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

496

En fem la demostracié per reduccid a I’absurd. Suposem que AN B # 0. Vegem que
arribem a alguna contradiccid.

Siguix € ANB.

Essent de A, es pot expressar x = 4p+ 6 per a algun p enter; essent de B, és x =4g — 12,
per a algun enter g. Aixi, 4p+6 = 4q — 12. Aleshores 4(q¢— p) =12+ 6 = 18, d’on
2(qg—p)=9. Ates que 2|2(q — p), resulta 2|9, absurd. W

Definici6é 8.8 (Conjunts disjunts dos a dos o mutuament disjunts) Siguin Ai,---,A,
conjunts. Es diu que son dos a dos disjunts, si ho son cada dos. Es a dir:

Peratoti,j,i# j,1<i<n 1<j<n, ésANA;=0.
Més formalment:

ViVj(1 <i<nA1<j<nAi# j)—ANA; =0)

Es pot generalitzar a una colleccid arbitraria de conjunts no necessariament finita.
Com negar aquesta propietat?

Exemple 8.39 [—1,1], [2,3], [4,6] s6n conjunts dos a dos disjunts. H

Ser de la interseccio de dos conjunts

xeEANB&xceANXxEB
x€ANBsi,inoméssi,x EAAXEB

Negacid de ser de la interseccid (no ser de la interseccid de dos conjunts). Es intuitiu:
un element no és de la interseccio si, i només si, no és d’algun dels dos ja que si fos de
tots dos, aleshores pertanyeria a la interseccid, per definicio d’interseccid. Es pot obtenir
automatitzadament la férmula corresponent de predicats: la condicié equivalent s’obté
per negacié de x € AAx € B, és adir:

—(x € AAx € B), que equival a (per De Morgan, 1dgica)
—(x € A)V—(x € B), és adir:

x ¢ AV x ¢ B (canvi de notacid).

Per tant:

x¢ ANBsi, inomés si,x ¢ AVx ¢ B.

x¢ANB<x¢ AVx¢B

Vx(x ¢ ANB+x¢ AVx¢B)

Es pot generalitzar a tres conjunts o més, com veurem al final.



Propietats basiques de la interseccio
Teorema 8.3 Siguin A, B,C conjunts. Aleshores:

a) ANA=A

b) ANB = BNA (propietat commutativa de la interseccio)

¢) (ANB)NC = AN (BNC) (propietat associativa de la interseccio)
d) AN0=20

e) ANBC A ANBCB

) ACB&SANB=A

g) CCANBsi, inoméssi, CCAIiCCB

Com a conseqiiencia de la propietat associativa, podem escriure AN BN C sense cap
ambigiiitat, ja que és qualsevol de les anteriors.

Exemple 8.40
A={4,a,x,y,3,b}, B={x,z,t,w,3,b},C ={—1,3,x,{0}}

ANBNC={3.x}
ANBNC = (ANB)NC = {x,3,b} N {—1,3,x,{0}} = {x.3}

ANBNC=AN(BNC)={4,a,x,y,3,b} N{x,3} ={x,3}. W

Per associativitat, podriem definir la interseccié de més de dos conjunts, sempre reduint-
la al cas de dos. Per exemple, ANBNC = (ANB)NC . Per I’associativitat, no hi ha el
problema potencial de si amb AN (BN C) obtindriem un conjunt diferent, ja que ambdds
han de coincidir.

Vegem, com a exemple d’aquesta manera de procedir:

ANBNCND =
—AN(BNCND)
—AN(BN(CND))

En general, per a n conjunts, la definicid es pot fer recursivament (“inductivament”) en
dos passos:

1. Pas inicial, definint la intersecci6 per a dos conjunts, tal com s’ha fer anteriorment:
ANA ={x|x €A NxEA}

2. Férmula recurrent:

AN--NA, = (A N---NA,_;)NA, (interseccié de dos conjunts, ja definida)

Al final de la seccid, donarem una definici6 directa de la interseccié de n conjunts (de
fet, d’una collecci6 arbitraria de conjunts).
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Demostracions (exercicis de demostracio i de técniques demostratives)
ANA=A

Vx(x € ANA > x € A), que equival a

Vx((x e AAx € A) <> x € A).

Demostracié. Es una obvietat, perd es pot justificar formalment.

Tenim (pAp)=pobé (pAp) <+ péscertobé (pAp)< p.

Aixi, ( x e ANx€A) & xEA.

Per tant, Vx((x € AAXx € A) <> x € A) és cert.

Una altra argumentacié: ANA = {x|x e AANx € A} = {x[x€ A} =A,jaquex € AAx €
A=xcA

ANB=BNA (propietat commutativa de la interseccid)
Vx(x € ANB <> x € BNA), que equival a
Vx((x € AANX € B) <> (x € BAx € A)).

Demostracié. Es una obvietat; conceptualment és clar. Perd es pot justificar formal-
ment:

Es conseqiiénciade pAg =g A p,d’on’equivalénciade x e AAx € Bidex € BAx € A.
Per tant:

ANB=
= {x]x € AAx € B} (per definici6 de N)
= {x|x € BAx € A} (per equivaléncia de commutativitat de A)
= BN A (per definici6 de N)
(ANB)NC=AN(BNC) (propietat associativa de la interseccid)

Hem de veure Vx(x € (ANB)NC <> x € AN(BNC)), que equival a
Vx((x e AANxEB)Ax€C) <> (x€AN(x€ BAXx€())).

Demostracio

— Es I’expressi6 conjuntista de la propietat associativa de la conjuncié logica per a for-
mules de proposicid i predicats. De 1’equivaléncia

(pAg)At=pA(gNt)
resulta que son equivalents:

(xeAAxeB)AxeCixe AN (x € BAx € C). Per tant, els conjunts anteriors
coincideixen.

— També ho podem expressar de la manera segtient:

(ANB)NC = {x|x € (ANB) Ax € C} (per definicié de M)



= {x|(x € AAx € B) Ax € C} (per definici6 de N)
={xlx € AN (x € BAx € C)} (per associativitat de A)
= {xlx € AA (x € BNC)} (per definicié de M)

= {xJx € AN (BUC)} (per definicié de N)
=AN(BNC).

— També es pot expressar d’una altra manera, per definicio de la interseccio i per 1’equi-
valéncia d’associativitat de la conjuncio:
xe(ANB)NC &

Sxe(ANB)AxeC

S (xeAAXEB)AxEC
SxeAN(xeBAxeC)
SxeAN(xeBNC)
SxeAN(BNO)

ANO=0
Vx(x € ANO <> x € 0), que és equivalent a
Vx((x e ANX€0) <> x€0).

Demostracio. Conceptualment, és clar i evident, per la definicié de N i pel fet que @ no
conté cap element.

Per reduccid a I’absurd, suposem que ANO # 0. Si fos ANO # 0, existiria algun x tal que
x€ANO,d’onx € Aixe0,queés fals. Arribem a la contradiccié que el conjunt buit té
algun element (és a dir, que el conjunt buit €s no buit!). Per tant, ha de ser ANOQ = 0.

Metode alternatiu. Si utilitzem el resultat que es demostra a 1’apartat segiient, es pot
demostrar aixi:

0 C AN 0 (sempre: el buit €s subconjunt de qualsevol conjunt)
ANO C O (per la propietat de 1’apartat segiient)

Per la doble inclusid anterior, en resulta la igualtat (0 C ANQ C @, d’on la igualtat ANQ =
0).

ANBCA ANBCBHB

Demostracio. Conceptualment, és clar, ja que els elements de la interseccid pertanyen
als dos conjunts i, per tant, a qualsevol dels dos. Formalment, vegem, per exemple, la
primera. La segona es justificaria analogament.

ANBCA?
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Cal veurequex e ANB = x € A, o bé:
Vx(x e ANB — x € A).

Hipotesi: x € ANB

Tesi: x € A

Esxc ANB= (x EAAXEB) = x € A, jaque:

son certes sempre (tautologies) i, per tant, (p Ag) = pi(pAg) = gq.
Aixi, ANB C A.

Alternativament, per reduccid a I’absurd. Cal veure que Vx(x € ANB — x € A). Partim
de la negacié Ix—(x € ANB — x € A) i arribem a una contradiccid:

Ix(x e ANBAXEA)
Ix(x e AANXEBAXEA),
que és absurd, ja que s’afirma que, per a algun x, ésx € Aix ¢ A.

L’anterior demostracié per reduccid a I’absurd també es por formular segons una altra
variant, en termes del complementari:

Ix(x e ANBAXE AY)
Ix(x € ANBNAY)

Ix(x € (ANA°)NB)
Ix(x €0NB)

Ix(x € 0), que és absurd.

Analogament pera ANB C B.
A CBsi,inoméssi, ANB=A , és adir:

ACB&SANB=A



Demostracio (cal demostrar dues implicacions)
Part 1 (subproblema 1)

<)Esadir, ANB=A=ACB.

En altres termes:

Vx(x eANB<«+x€A) = Vy(y € A—y € B) és cert.
Ara, la hipotesi [H] és ANB = A.

Tesi: ACB

Volem veure x € A = x € B, per a tot x.

En efecte,xeA@xeAﬂBm:B;nge B.

Part 2 (subproblema 2)

=)Esadir, ACB=ANB=A.

Ara, la hipotesi [H] és A C B.
TlatesiésANB=A,ésadir, ANBCAiACANB.

Sempre és AN B C A, de manera que només cal provar A C AN B, aplicant la hipotesi.
Vegem, doncs, que

xEAAg:B[g]xEAﬂB.

En efecte, sigui x € A. Per A C B ([H]), és x € B (i continuem tenint x € A). Per tant,
x€ANB.

CCANBsi,inoméssi,CCAi1CCRB

CCANB& (CCAICCB)

Demostracio (cal demostrar dues implicacions)
Subproblema 1 (=)

CCANBCA,donCCA
CCANBCB,d’onC CB.

Subproblema 2 (<)

Hipotesi: (C CAiC C B)
HI:CCA
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H2:CCB
TesiT: CCANB
Estructura: (H1AH2) — T

Sigui x € C. Vegem que x € AN B, aplicant la hipotesi (C CAiC C B).
Per H1, és x € A; per H2, és x € B. Per tant, x € AN B. Queda demostrat.
Alternativament: Sigui x € C. Amb aquest suposit, despleguem la hipotesi:
(xeC—x€A)A(xeC — x€B),queequival a

(x¢CVxeA)A(x¢ CVxeB),queequival a

x¢CV (x € AAx € B), que equival a

x€C— (x € AAX € B), que equival a

xeC—x€ANB

Generalitzacio: interseccié de n conjunts i d'una colleccioé arbitraria
de conjunts

Sigui Ay, -+ ,A, conjunts. Definim:

AN---NA, ={xxeAA---AxEA,}

Els elements de la interseccio son els que son comuns a tots els conjunts.
O bé:

AN---NA,={x|x€A;peratotie {1,---,n}}

A N---NA, = {x|x € A; per a tot nombre natural i tal que 1 <i<n}}
Ain-NA, = {x|Vk(k e {l,---,n} > x€A)}

An--NA, ={xVi(ieNA1<i<n) —wx€A)}

En aquest cas, podem considerar un conjunt, el dels indexs, J = {1,---,n}, i podriem
reexpressar els anteriors en termes de J, i també introduir la notacié:

(Ai 0 bé hA,», i també (] A
i=1

icJ 1<i<n
Exemple 8.41
A={1,-2,t,a}

B=1{3,a,z,{z}.t}
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C ={a.3.4.5.6}
ANBNC={a}. M

> Que voldirquex e ANBNC?Quex € AANxEBAxeC
> Qué vol dir que x ¢ ANBNC?Quex ¢ AVx¢ BVx¢C
En general, x € AjN---NA, si,inoméssi,x EA;A---Ax EA,.

Equivalentment,x € A;N---NA, si,inomés si, peratotital que 1 <i<n,ésx € A;. En
termes d’una férmula de predicats:

Vk((k e NA1<k<n)—x€A),désadir

(xeAiN---NA,) < Vk((keNAT<k<n)—x€A).>Quevoldirquex¢ A;N---NA,?
Equival a dir que x no pertany a algun dels conjunts. La negacid corresponent seria:

—(x €A A---Ax € A,), que equival, per De Morgan (logica) generalitzat, a:
(x€AV---VxEA)

X¢AV---VxéA,

Es a dir, també, Ji((i e NA1 <i<n)Ax ¢ A)).

Esta clar, pero també es pot deduir de forma automatitzada per la negacié de
Vk((ke NA1<k<n)—x€cA)

Es a dir:

“Vk((ke NA1<k<n)—x€A)

Fk—((ke NAT<k<n)—x€A)

Fk((k e NAL<k<n)A-x€A;)

Fk(k e NA1<k<nAx¢A)

El conjunt dels indexs J pot no ser finit, ni tan sols format per naturals. Aleshores

(A = {x|Vk(k € ] = x € Ay)}

icJ
Exemples 8.42 Per exemple, per a intervals en R:

Exemple 1. ﬂ [0,n] = {0}

neN

Exemple 2. () [0,x] = {0}

xeRt

503



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

Exemple 3. ﬂ [—x,x] = {0}

xeR+

Exemple 4. ﬂ (—x,x) =0

xeR*

Exemple 5. ﬂ [-2",2" =[-1,1]

neN

Exemple 6. ﬂ [-2",3"] =[-1,1]

neN

Exemple 7. ﬂ mm—+1]=0.1

me7z

8.7. Operacions conjuntistes: diferéncia de conjunts

Definicio 8.9 (diferencia de dos conjunts) Siguin A i B dos conjunts. Es defineix la
diferéncia A— B de A i B, en I’ordre indicat, com el conjunt dels elements que pertanyen
a A pero no a B. Es a dir:

A—B={x|x€ Aix¢ B}, reexpressable com a qualsevol de les segiients:
A—B={x|x€ANx¢ B}
A—B={x: xcAix¢B}
A—B={x: x€ AANx ¢ B}

Notaci6 alternativa: A\B

A B

Observem que es pot considerar la diferencia de dos conjunts en ’altre ordre possible:

B—A={x|xeBAx ¢ A}
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Cas particular: el complementari d’un conjunt relativament a un altre. Tot i que hi
dediquem una secci6 especifica més endavant, recordem aqui un cas particular de dife-
réncia de conjunts, el complementari; aix{, podrem utilitzar el concepte a partir d’aqui,
encara que es tracti posteriorment amb més extensio.

Si A C Q, es defineix el complementari o el complement de A respecte de Q2 com la
diferéncia de conjunts € — A. Existeixen diverses notacions per al complementari: A° o

A. Normalment utilitzam la primera, de manera que:

AC=Q—A.

AiX[, A=Q—-A={x:x€e QAx¢ A} ={x:x ¢ A} = {x|x £ A}.
Vegem diversos exemples de diferéncia de conjunts.

Exemple 8.43

“sumatori perforat sobre rectangle”

Observi el lector que aquesta figura s’ha obtingut com a diferéncia
de conjunts A — B, on A és el conjunt de punts del sumatori i B €s
el conjunt de punts d’un cilindre convenient que ocupa el lloc de
la perforacio.

Conjunts %
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Exemples 8.44

Exemple 1. A=1{0,1,2,3},

B=1{23.4,a,b}.

A-B=1{0,1},B—A={4,a,b}.

Exemple 2. A=1{0,1,2,3},

B=1{2,3,4,a,{0},0}.

A-B=1{0,1},

B—A=1{4,a,{0},0}.

Exemple 3. {1,2,3,4,5} —{2,3} ={1,4,5},

{2,3} —{1,2,3,4,5} = 0 (observeu que en els dos ordres no sén iguals),
Exemple 4. [3,9] - [6,12] = {x e RI3<x <9} — {x e R|6 <x < 12}
={xeR3<x<6}=]3,6).

Exemple 5. [a,b] — (a,b) = {a,b} (intervals reals).

Exemple 6. {(x,y) e R*|x* +y* <1} —{(x,y) e R**+y* < 1} =
={(xy) e R} +y* =1}

Exemple 7. A = {(x,y) € R*|x> +y* < 4},
B={(x,y) € R}x?+y* < 1},
A—B={(x,y) € R*1 <x*+y* < 4} (corona circular).

Exemple 8. A={1,2,3,4,5,7},B={3,5,6},C ={3,4,7},
B—C={56},A—B={1,2,4,7}.
A—(B—C)={1,23,4,57} — {5,6} = {1,2,3,4,7}.
(A—B)—C=1{1,2,4,7} —{3,4,7} ={1,2}. 1

Exemple 8.45 El prisma es descriu com (sense detalls):

A={(xy,2) eRxo <x<x,y<y<yn<z<z}=
= [xo,)ﬁ] X [YO»)H] X [ZO»ZI]~

El cilindre (de radi R i d’eix parallel a I’eix de coordenades Oz):
B={(xy,2) eR¥|(x—a)’+(y—B)* <R <z<I}.

A—B={(xy,z) e R|xg <x <xp,y0 <y<ynz <z<z,xX*+y* > R*}.
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També, utilitzant el complementari (vegeu seccio posterior):

B ={(x,y,2) € R*|x* +y* > R*}.
A=B=ANB ={(xy,2) ERoPvg <x<xp, o <y<ynzp<z<z, X’ +y >R} B
Exemple 8.46 Considereu els conjunts segtients:

A=1{1,2,3,4,5.6,7.8},
B={-1,2,5,7.9},

C=1{2,a,b,5},
D={7,9,c,d,e},
E =1{9,d,e}.

Obteniu [((ANB)—C)UD]—E.
Fem-ne calculs parcials:

ANB=1{2,5.7},

(ANB)—C={7},
((ANB)—C)uUD={7,9,c,d,e},
[((ANB)—C)UD]|—E ={7,c,e}. 1
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Com expressar ser de la diferéncia de dos conjunts (en un dels ordres possibles:
x € A—Bequival ax € AAx ¢ B, per definicid.

També x € A — B, si, 1 només si,

x € AN —x € B, si, 1 només si,

—(x€ A—x€B).

Com expressar la negacio de ser de la diferencia (no ser de la diferéncia de dos conjunts,
en un ordre dels dos ordres possibles):

x ¢ A— Bequival a
—x € A— B, que equival a
—(x € AAx ¢ B), que equival a
—(x € AA—(x € B)), que equival, per De Morgan (1ogica), a
—(x € A) V== (x € B), que equival (per doble negacid) a
—(x€A)V (x€B),ésadir,
X ¢ AV x € B (reescriptura).
Per tant, amb
x¢A—Bsi,inomés si,x ¢ AVx € B

expressem “no pertanyer a la diferéncia”.

Com obtenir A — B?

Els elements de A — B només poden ser de A.
Sigui x € A:

— six € B, aleshores x ¢ A— B,

— six ¢ B, aleshores x € A—B.

Exemple: A= {1,2,3}, B={2,4}.
1€A, 1¢Bimplical € A—B,
2€A,2€Bimplica2 ¢ A—B,
3€A, 3¢ Bimplica3 € A—B.

No hi ha més elements a A per considerar; per tant, A — B = {1,3}.



Propietats basiques de la diferéncia de conjunts

Teorema 8.4 Siguin A,B,C conjunts. Aleshores:

a) A—-BCA
b) A—0=A
c) 0—A=0
d) A—A=0

e) (A—B)N(B—A)=0

) (A=B)NB=0

g) A—B=A—(ANB)

h) A C B si, i només si, A—B=10

i) CCA—Bsi,inoméssi,CCAiCNB=10

Demostracions (exercicis de demostracio i tecnica demostrativa)

A—BCA
Vx(x € A— B — x € A), equivalent a
Vx((xe ANx¢ B) = x€A)

Demostracio

Meétode 1. Es conseqiiéncia directa de la definicié de diferéncia de dos conjunts:
X€EA—B=(xcANXx¢B)=x€cA

Tot i que és una obvietat intuitiva, molt formalment seria conseqiiencia de
(pANq) = p,jaque (pAq)— p és sempre cert (tautologia).

Metode 2. O bé, seguint la idea anterior, concretada, resulta un argument gairebé auto-
matitzat (seqiiencia d’equivaléncies):

(x€AANX¢B) >x€cA
“(xeAANXx¢B)VxeA
“XEAV-x¢BVxeEA
—x€AVxeBVxcA
(xeAVx€A)VxeB
TvxeB

T

Conjunts %
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Per tant, (x € AAx ¢ B) — x € A és cert per a tot x; resta la quantificacié universal final:
Vx((xe AAx ¢ B) > x € A).

A-0=A

Vx(x €A—0<+x€A)

Demostracio

Metode 1 (provant les dues inclusions). Vegem A — 0 C A.

Per la definicié de diferéncia de conjunts, sempre és A — B C A, de manera que, en
particular, és A—0 C A, pera B=0.

Resta per a veure que A C A —0.

Si x € A, aleshores x ¢ 0, per definici6 de conjunt buit. Per tant, x € AAx ¢ 0, és a dir,
xeA—0.

Metode 2. Alternativament, considerem la seqiiencia d’equivaléncies:

xXeA-0
XEAANXEO
xe AAT
xeA

0—A=0
Demostracio. Demostrem les dues inclusions: 0 —A C 010 C 0 — A.

Sempre és X —Y C X (primera propietat de la llista del teorema anterior, demostrada
préviament). Per tant, en particular, ® — A C (. D’altra banda, el conjunt buit és subcon-
junt de qualsevol conjunt, de manera que, en particular, ® C @ — A. A partir de les dues
inclusions, obtenim la igualtat dels conjunts.

A—A=0
Demostracio. Per reduccid a l’absurd:

Si A — A fos no buit, existiria un element x tal que x € A — A, és a dir, que x E AAX ¢ A,
que és fals sempre. Aix{ s’arribaria a un absurd. Per tant, A — A = 0.

(A—B)N(B—A)=0.
Demostracio. En efecte, no hi ha cap element que pugui satisfer
XEAANXEBAXEBAXx¢A.
Es pot veure per reduccid a I’absurd: suposem que (A—B)N(B—A)#0isiguix€ A—B

tal que, al mateix temps, x € B—A. Tenimx € A—B=x € A. També xe B—A=x ¢ A.
Per tant, x € Aix ¢ A peraun certx. Es una contradiccid: per tant, (A—B)N(B—A) =0.



(A-—B)NB=10

Demostracié. Per reduccio a l’absurd:

Si fos (A — B) N B # 0, aleshores existiria x tal que x € (A — B) N B. Ara bé,

x€(A-B)NB= (x€eA—BAx€B)= (xc AAx¢ BAx € B).

S’arriba a una contradiccid: per a aquest element, x ¢ BAx € B. Per tant, (A—B)NB =0.
A—B=A—(ANB)

Demostracio

Metode 1 (demostrem la doble inclusio).

Part 1.(A—BC A—(ANB))

Vx(xeA—B—x€eA—(ANB))

Fixat x arbitrari, cal veure x € A—B=x € A— (ANB), és adir, si x € A— B, vegem que
x€eA—(ANB)

Hipotesi: x€ A—B
Tesi: x € A— (ANB)

Siguix € A— B. Aleshores ésx € Aix ¢ B. Arabé, six ¢ B, aleshores x ¢ AN B. Per tant,
essent x € A, finalmentx € A— (ANB).

Part2.(A— (ANB) CA—B).Six € A— (ANB), vegem que aleshores x € A — B.

Sigui x € A— (ANB). Llavors x € Aix ¢ AN B. Aquesta dltima férmula equival ax ¢ A
0 x ¢ B, perd, com que x € A, és necessariament x ¢ B. En resum, x € Aix ¢ B, és a dir,
x€A—B.

Metode 2 (equivaléncia de formules logiques amb les quals expressem els conjunts).
Vx(xeA—B<«+>xeA—(ANB)).
Concretant, escrivim una seqiiencia d’equivaléncies (per a x fix arbitrari):

x€A—(ANB)

x € AAx ¢ (ANB) (per definicid de la diferéncia)

x€AN(x¢ AVx ¢ B) (De Morgan, logica)

(xeAAx¢g A)V (x € ANx ¢ B) (distributivitat de A respecte de V)
FV(xe AAx ¢ B)

XEANX¢EB

xcA-B.

Conjunts %
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Variant argumental. Un altre metode consistiria a demostrar que son equivalents

x€A—Bixe A—(ANB),és adir, que so6n equivalents
xX€AANx¢Bi

xE€AAXx ¢ ANB, és adir,x € AN (x ¢ AV ¢ B). Es un cas de I’equivaléncia p A —q i
pA(—pV—q). Vegem que pA—qipA(—pV—q)sén equivalents (per taules de veritat o
desenvolupant la segona: pA(—pV—q) = (pA—p)V(pA—q)=FV(pA—q) = (pA—q).

Observacio: També es pot demostrar la igualtat dels conjunts per taules de pertinenca
(vegeu seccid posterior).

ACBsi,inoméssi,A—B=0.
EsadirACB<A—B=0.
Demostracié (amb molt detall):
Vegem-ho formalitzadament (metodes 1,2 segiients):
Meétode 1. Encadenem equivalencies:
A—B=0
< —dx(x € A—B) (ésel 0)
< —3x(x € AA —x € B) (definicié de A — B)
< Vx—(x € AA —x € B) (negacid del quantificador existencial)
< Vx(—x € AV ——x € B) (De Morgan, logica)
< Vx(—x € AV x € B) (doble negacid)

& Vx(x € A — x € B) (expressié — en termes de —,V)

< ACB.

Meétode 2. També podriem veure, equivalentment:
A—B#0<=A¢B,

jaque F < G si, i només si, °F < G,
Encadenem les equivalencies segiients:
A—B#0

x(x € A—B)

Ix(x € AAx ¢ B) (definicié de A — B)

Ix(x € AA —x € B) (reescriptura)

Ix(——x € AA —x € B) (doble negacid)
Ix—(—x € AVx € B) (De Morgan, logica)
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Ix—(x € A — x € B) (expressié — en termes de —, V)
—Vx(x € A — x € B) (negacid del quantificador universal)
—(A C B) (negaci6 de la inclusid)

AZB.

Metode 3. Hem de veure dues implicacions:

A C B=A—B=0 (subproblema 1)

A—B=0=A C B (subproblema 2)

Es demostren separadament.

Subproblema 1 (dintre del métode 3). AC B=-A—B =0, és adir,
Vx(xeA—xeB)— -Jy(ye A—B)

Hipotesi: A C B

Tesi: A—B=0

Ho demostrem pel contrareciproc, és a dir, A—B# 0 = A < B.

Per ser A — B no buit, existeix algun element x € A — B. Per definicié de diferéncia de
conjunts, és x € A i x ¢ B. Per0 aix0 implica que A no és un subconjunt de B, és a dir,
AZ BN

Nota: Es pot refer I’argumentacio per reduccid a I’absurd. Neguem la implicacio A — B #
0 = A < B i suposem, per tant, que A—B # 0 i A C B ¢&s cert. Existeix un element
Xx€A—B,ésadir, talquex€ Aix¢ B. Ara bé, si A C B, de x € A es deriva x € B,

contradiccid, ja que resultax € BAx ¢ B. B

Nota: També podem fer un exercici formal segons una altra presentacio: cal veure que és
cert:

Vx(x € A—x € B) — —3y(y € A— B) (de fet, amb <»).

Escrivim férmules equivalents, en seqliéncia, automatitzant 1’argumentacio:
Vx(xeA—x€eB) = Vy-(ye A—B)

Vx(xeA—x€eB) =Yy~ (ye ANy ¢ B)

Vx(x € A—x€B) = Vy(y ¢ AVy— ¢ B) (De Morgan, 1dgica)

Vx(xeA—x€e€B) = Vy(y¢ AVy€EB)

Vx(x € A—x€B) —Vy(y € A—y€ B), queés cert, jaque no és més que p — p. Bl

Aix0 acaba la demostraci6 del subproblema 1 (dintre del metode 3).
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Subproblema 2 (dintre del metode 3). A—B=0= A CB.

Sigui x € A. Vegem que x € B, aplicant A— B = 0. Si fos x ¢ B, seria x € A— B, cosa
impossible, ja que A — B és buit. Per tant, x € B.

Aix0 acaba la demostracié del subproblema 2 (dintre del metode 3). Exercici: quina és
Iestructura d’aquesta demostracié? Ml

Meétode 4

Vx(x €A —x€B) <> —-Jy(ye A—B).

Escrivim férmules equivalents, en seqliéncia, automatitzant 1’argumentacio:

Vx(x €A —x€B) <> Vy-(yc A—B)

Vx(x EA—x€B) < Vy(yEAANYEB)

Vx(x € A—x € B) +> Vy(y ¢ AV y— ¢ B) (De Morgan, 1dgica)

Vx(x €A —x€B) <> Vy(y¢ AVy€EB)

Vx(x € A—x€B) +>Vy(y € A—y € B), que és cert, ja que no és més que p <> p. Bl

Meétode 5. Aquest metode requereix el complementari (seccid posterior). Suposem que
el complementari és relativament a Q (A C Q, B C Q).

Fem servir que A C B < A = AN B (com hem vist anteriorment).
I hem de provar, doncs, equivalentment:
A=ANB&A—-—B=0.

Essent A — B = AN B, és equivalent demostrar, per transitivitat:
A=ANB&ANB =0

Hem de demostrar dues implicacions:
Partl.=)(A=ANB=ANB =0)

Hipotesi: A=ANB

Tesi: ANB =10

En efecte:

ANB° = (ANB)N B, aplicant la hipotesi,

= AN (BN B°), per associativitat de la interseccid,
=AN0,jaque BNB =0

=0



Part 2. <) (reciprocament, ANB°=0=A=ANB)
Hipotesi: ANB =0
Tesiit A=ANB
En efecte:
A=ANQ=AN(BUB),jaque Q=XUX",
= (ANB)U(ANB°), per distributivitat de N respecte de U,
(ANB) U0, aplicant la hipotesi,
=ANB,jaque XUOD =X.
CCA—Bsi,inoméssi, CCAIiCNB=0
Observacions previes sobre la condicio CNB =0

Observeu que demostrem C N B = @ si demostrem qualsevol de les dues implicacions
segtlients, per a x arbitrari (s6n 1’una contrareciproca de 1’altra):

xeC=x¢B
xeEB=x¢C

En efecte, vegem que Vx(x € C = x ¢ B), cosa que implica C N B = 0. Per reducci6 a
I’absurd, suposem C N B # 0. Suposant x € C = x ¢ B, si existeix z € CNB (s a dir, si
C N B és no buit), aleshores z € C i, per tant, z ¢ B; perd, per ser de la interseccid, també
z € B, la qual cosa €s una contradiccid. Per tant, CN B = 0.

Reciprocament, vegem 1’altra implicacié: CNB =0 = Vx(x € C = x ¢ B).

Sigui x € C, Aleshores x ¢ B, ja que, si fos x € B, seria x € CN B i, per tant, la contradiccid
CNB#0.

Reexpressem-ho d’altres formes: estem afirmant

CNB=0<Vx(xcC—x¢B)

CNB#0 < —Vx(x € C — x ¢ B), veracitat que demostrem a continuacié:

-Vx(xeC—x¢B)
I-(xeC—x¢B)
Ix(x e CA—x ¢ B)
Ix(x e CAx €B)
Ix(x e CNB)
CNB#0,

d’onCNB=0<Vx(xeC—x¢B).

Conjunts %
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Demostracio de C CA—B si, i només si, CCAiCNB=0:
Hem de demostrar dues implicacions (dos subproblemes: part 1 i part 2):
Part 1 (=): Hem de veure CCA—B= (CCAACNB=0)

Hipotesi [H]: (C C A — B). Formulada com un condicional, “si x € C, aleshores x €
A—B".

Tesi: Ty AT, on

— [T1]six € C, aleshores x € A,

— [T2] six € C, aleshores x ¢ B (observacions prévies sobre la condicié CNB = 0).

Son dues les implicacions que es volen demostrar: H = T1 1 H = T2.
O bé:

Six € C, aleshores x € AAx ¢ B.

Séndues: H=T1i1H = T2.

Pero aixo ultim és justament el que ens diu la hipotesi, d’acord amb la definici de
diferéncia de conjunts A— B. W

Part 2 (<): Hem de veure el reciproc, és a dir: (C CAACNB=0)=CCA-B.
Hipotesi [H]: CCAANCNB=0 (s Hl AN H2) amb
HI:CCAMVx(xeC—=x€A),xeC=x€A),

H2:CNB=0 (Vx(xeC—x¢B),xeC=x¢B).

Tesi [T]: C CA— B (Vx(x €C — x € A— B))

Estructura de I’enunciat: (HI AH2=T)

Metode 1 (argumentant sobre elements). Hem de veure x € C = x € A — B fent servir
H1iH2:

xeCH:lxeA
=x€A—B

xGC%zxgéB

Meétode 2 (sense argumentar sobre elements, utilitzant el complementari i la distributivi-
tat de la intersecci6 respecte de la unid):

Veure C C A — B és equivalent a veure C = C N (A — B). La hipotesi C C A s’expressa
equivalentment com C = CNA.



Vegem, doncs:
CN(A—B)=CN(ANB) = (CnANBLcnp=c-BZcC.

Observacio: Es pot veure que H2 = C N B = C (aplicant distributivitat de la intersecci6
respecte de la unid, vegeu la seccié posterior). En efecte, C=CNQ=CN(BUB°) =

(CNB)U(CNB)Zou(CNB)=CNB.

Exercici: resoleu la part 1 com la part 2, amb operacions conjuntistes, és a dir, a “alt
nivell”, sense fer consideracions ni argumentacions sobre elements.

8.8. Relacio entre operacions basiques conjuntistes

Propietats de distributivitat

Propietat distributiva de la interseccio respecte de la unio (dita també: distributivitat de
la interseccid respecte de la unid)

Teorema 8.5 Si A, B i C son conjunts, aleshores:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Demostracio. Fem servir la propietat distributiva de A respecte de V.

AN(BUC) =

= {x|x e AAx € (BUC)} (per definicié d’interseccid)

={xlxe AN (x€ BV xeC)} (per definicié d’unid)

={x|(x€e AAx€B)V (x € ANx € C)} (distributivitat de A respecte de V)
={x|(x€e ANB)V (x € ANC)} (per definicié d’interseccid)

= (ANB)U(ANC) (per definicié d’unid)

Exercici: Escriviu la demostracid anterior seguint el model de la propietat segiient.

Propietat distributiva de la unio respecte de la interseccio (dita també: distributivitat de
la unio6 respecte de la interseccid)

Teorema 8.6 Si A, BiC son conjunts, aleshores:
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)

Demostracio. Fem servir la propietat distributiva de V respecte de A.

Presentem una demostracié diferent de ’anterior de distributivitat. Cal veure que:

Vx(x € AU(BNC) <> x€ (AUB)N(AUC)) és cert.

Conjunts
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Sigui doncs x arbitrari pero fix. Per a aquest x, cal veure que
x€AU(BNC)4+»x€ (AUB)N(AUC) és cert, és a dir, que
x€AU(BNC)<xe (AUB)N(AUC)

En efecte:

XEAU(BNC) &

& x€AVxe (BNC) (per definicié d’unid)

& x €AV (x € BAxeC) (per definicié d’interseccid)

& (x€AVxEB)A(xe AVxeC) (per distributivitat de V respecte de A)
< (x € AUB) A (x € AUC) (per definicié d’unid)

< x € (AUB)N(AUC) (per definici6 d’interseccid)

Observacio: Aquest és un cas en el qual s’han pogut encadenar una serie d’equivalénci-
es:

g Ce0s -0, & B,
encadenament que ens porta a o7 < 4.

Vegem-ne altres propietats a través dels exercicis.

PROBLEMA 8.8
Siguin A, B conjunts. Proveu que AN (AUB) = A.

Solucié. Vegem que AN(AUB)=A

Metode 1. Tenim la propietat general:

CCDsi,inoméssi,C=CND.

S’aplicaaC=A,D=AUBis’obté A=AN(AUB), ates que A C AUB.
Meétode 2. Una altra possibilitat:

AN (AUB) C A [denotem-la com a propietat 1], per ANW C A, per a tot W.
Ara, de A C (AU B) (sempre cert), resulta

A=ANACAN(AUB) [propietat 2],

jaque

CCD=TNCCTND,peratotT.
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Per les propietats [1]1 [2], resulta A=ANA C AN (AUB) C A, d’on la igualtat
AN(AUB) =A.

També es pot aplicar que ANC C A, per a qualsevol C; amb C = AN B, resulta que
AN(AUB) C A.

Meétode 3. Per féormules logiques equivalents. Descrivim amb una férmula logica el con-
junt AN (AUB).

x€AN(AUB)
x€AANx€ (AUB)
xEAN(x€AVx€EB)

Aquesta tltima férmula equival a x € A, com a conseqiiéncia de I’equivaléncia logica
(proposicions): p A (pV ¢) = p, que es pot comprovar per taules de veritat i substitucié
posterior.

Aixi, Vx(x € AN (AUB) <> x € A), i resulta demostrada la igualtat dels conjunts.

PROBLEMA 8.9
Siguin A, B conjunts. Proveu que AU(ANB) = A.

Solucié. Vegem que AU(ANB)=A

Meétode 1. Utilitzem la propietat general C C D = D = CU D, que apliquem amb C =
ANB,D = Airesulta:

ANBCA=A=(ANB)UA.

Metode 2

ACAU(ANB) [1] (sempre, jaque A C AUX)

ANB C A [2] (sempre)

Apliquem [2] per a obtenir AU(ANB) CAUA = A [3]
Per [11i[3,ACAU(ANB)C=A,d’onAU(ANB) =A.
Meétode 3 (per férmules logiques equivalents)

x€AU(ANB)
x€AVxe (ANB)
xEAV(x€AANx€EB)

Aquesta ultima férmula equival a x € A perqué pV (p Aq) = p (pot veure’s per taules de
veritat del llenguatge de proposicions).

Conjunts %
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Aix0 demostra la igualtat dels dos conjunts.

Se’n poden formular diverses variants:

Variant argumental 1 (sequiéncia d’equivaleéncies):

x€AU(ANB)

x€AVxe (ANB)

XEAV(x€EANXEB)

(x e AVx e A)A(x € AVx € B) (per distributivitat de V respecte de A)
xEAN(x€AVXEB)

x€AANx€ (AUB)

x€AN(AUB)

x € A (per I’exercici anterior: AN (AUB) = A).

Variant argumental 2 (seqiiencia d’equivaléncies):

x€AU(ANB)

x€AVxe (ANB)

x€AV(x€AAx€EB)

(x € AVx e A)A(x € AVx € B) (per distributivitat de V respecte de A)
xEAN(x€AVXEB)

Per ’equivaléncia p A (p V ¢) = p, 'iltima férmula és equivalent a:
xcA

Meétode 4. S’aplica el resultat del problema anterior (AN (AUB) = A).
De fet, es demostra la igualtat AU (ANB) = AN (AUB).

x€AU(ANB)

x€EAV(x€AANx€EB)

Aplicant la propietat distributiva de V respecte de A:
(xeAVxeA)AN(x€eAVxEB)
xEAN(x€AVxEB)

xXcAANxc€AUB

x€AN(AUB)

Metode 5 (doble inclusié “per elements™)

Inclusié: A C AU (ANB)



Vegem que, per a un x arbitrari, x € A= x € AU(ANB).

x €A = x€AUY, per a tot conjunt Y; en particular, per a Y = AN B, resulta: x €
AU(ANB).

Inclusié: AU(ANB) CA
Vegem que, per a un x arbitrari, x € AU(ANB) = x € A.
xXcA

xX€AU(ANB)=< o =xcA
XEANBCA=x€A

PROBLEMA 8.10
Siguin A, B conjunts. Proveu que AUB = (A—B)U(ANB)U(B—A).

Solucié. Vegem que AUB=(A—B)U(ANB)U(B—A)

Meétode 1. Demostrem Vx(x € AUB <> x € (A—B)U(ANB)U (B —A)).
Es a dir, per a un x qualsevol perd fix, provem:
x€AUB&xe(A—B)U(ANB)U(B—A)

Idea: Intentarem mantenir una cadena d’equivaléncies, de la qual podrem concloure 1’a-
firmacid anterior.

Idea per a la demostracio: Sembla que hauriem de comencar per

x€ (A—=B)U(ANB)U(B—A), que ens donara més possibilitats de manipulacié (més
que si comencéssim per x € AUB).

x€(A—B)U(ANB)U(B—A), que equival a [per definicié d’unid]

x€(A—B)Vxe (ANB)Vx e (B—A), que equival a [per definicié de diferéncia i inter-
seccid]

(xeAANx¢B)V(xeANXxEB)V (x € BAx ¢ A), que equival a [per distributivitat de A
respecte de V]

(xeAN(x¢BVxeB))V(x€BAx¢A), que equival a [per tautologia]
(x e AANT)V (x€BAx¢A), que equival a [per equivaléncia 10gica]

(x €A)V (x € BAx ¢ A), que equival a [per distributivitat de V respecte de A]
(xeAVxeB)A(xeAVx¢A), que equival a [per tautologia]

(x e AVx e B)AT, que equival a [per equivaléncia 1ogica]

Conjunts %
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x € AVx € B, que equival a [per definicié d’unid]
x€AUB.

S’ha utilitzat: =p VvV p =T (vegeu el capitol de llenguatge de proposicions), amb substi-
tucié posterior.

Metode 2. Efectuant operacions conjuntistes (manipulacié conjuntista).

Utilitzem el complementari (vegeu seccid posterior). Considerem els complementaris
A°,B¢,C° respecte de €2, conjunt que conté A, B 1 C com a subconjunts.

(A—B)U(ANB)U(B—A) =

=(ANB)U(ANB)U(BNA°) (per C—D =CND")
((ANB)U(ANB)) U (BNA®) (per associativitat de la unid)
((AN(B°UB))U (BN A) (per distributivitat de N respecte de U)
= (ANQ)U(BNA®) (per CUC* = Q)

AU(BNA®) (perCNQ=C)

= (AUB) N (AUA®) (per distributivitat de U respecte de la M)
=(AUB)NQ (per CUC* = Q)
= (AUB) (perCNQ=0C).

Variant argumental 1 (métode 2b). Associar a la linia 3 segons

= (ANB)U((ANB)U(BNA®)) (exercici per al lector).

Variant argumental 2 (métode 2¢) (basat en una manipulacié conjuntista, associant d’una
altra manera en el desenvolupament del metode 2) (U = 2 denota el conjunt universal
que conté A i B; X = X° denota el complementari U — X)

(ANB)U(A—B)U(B—A) =

= (ANB)U(ANB°)U(BNA") (expressi6 en termes de complementari)

= (ANB)U[(ANB°)U (BN A°)] (per associativitat de U)

= (ANB)U[((ANB)UB) N ((ANB°) UA)] (per distributivitat de U respecte de M)

=(ANB)U[((AUB)N(B°UB))N((AUA°)N(B°UA"))] (per distributivitat de U respecte
de N)

= (ANB)U[((AUB)NU) N (UN (B°UA®))] (per X UX® = U)
= (ANB)U[(AUB)N (B°UA)] (per X NU = X)

=(ANB)U[(AUB)N(BNA)"] (per De Morgan)



Conjunts %

=[(ANB)U(AUB)|N[(ANB)U(BNA)] (per distributivitat de U respecte de M)
=(AUB)N[(ANB)U(ANB)°] (jaque ANBC AUB)

=(AUB)NU (per XUX =U)

=AUB (per X NU =X).

Metode 3 (essencialment, €s una altra presentacié del metode 1). Sigui Q un conjunt
universal, un conjunt del qual A i B s6n subconjunts.

(A—B)U(ANB)U(B—A) =

={xlxeA-BVxe ANBVxeB—A}

={x|x€AANx¢B)V(xc AANxEB)V (x€ BAx ¢ A)} (per definicié de N ide —)
={x|x€eAN(x¢BVxeB)|V(xeBAx¢A)} (distributivitat de A respecte de V)
={x|x€AANx€eQ]V(xeBAx¢A)}

={x|x€ (ANQ)]V (x€ BAx¢ A)} (per definicié de M)

={xlxe AV(xEBAXZA)} (perANQ = A)

={x|(xe AVxeB)A(x€ AVx ¢ A)} (per distributivitat de V respecte de A)
= {x]x € (AUB) Ax € Q} (per definicié de U i per AUA® = Q)

= {xjx € (AUB)NQ}

=(AUB)NQ=AUB (per XNQ =X).

Metode 4. Vegem les dues inclusions separadament (subproblemes 1 i 2).
Subproblema 1:

(A—B)U(ANB)U(B—A) C AUB, és adir,

x€(A=B)U(ANB)U(B—A)= x <€ AUB per atot x, és adir,

Vx(x € (A—B)U(ANB)U(B—A) —x € AUB)

Subproblema 2:

AUBC (A—B)U(ANB)U (B —A), és a dir,
x€AUB=x€(A—B)U(ANB)U(B—A), per ax arbitrari, és a dir,

Vx(x e AUB—x€ (A—B)U(ANB)U(B—A))

Resolem aquests problemes separadament. Hi ha diverses variants de resolucio.
Subproblema I1: (A—B)U(ANB)U(B—A) C AUB.

Variant argumental 1. Tenim que els conjunts A — B, AN B i B — A s6n subconjunts d’un
mateix conjunt, de AU B, ja que
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A—BCACAUB
ANBCAUB(obéperANBCACAUB,o0bé per ANBC BC AUB)
B—-ACBCAUB

Per tant, la reuni6 dels tres conjunts anteriors €s un subconjunt de AU B. Aixo és degut
al fet que

(A, CCAA CC)= (A UAy) CC

(A] CCANA, CCNA; C C) = (Al UA2UA3) ccC (Al CCINA CCNA C C3) =
(AJUA,UA;) C (CLUGUGS)

Per tant:

A-BCACAUB

ANBCAUB = (A—B)U(ANB)U(B—A)CAUB

B—-ACBCAUB
Variant argumental 2 (directament). Podem procedir per disjuncié de casos (no mitua-
ment excloents) six € (ANB)U(A—B)U(B—A). Aleshores ésx c ANBox€A—Bo
x€B—-A.
Cas 1.Sixe ANB,ésxc AUB,jaque ANBC AUB.
Cas2.Sixe A—B,ésx e Ai,pertant,x € AUB.
Cas 3.Sixe B—A,ésx € Bi,per tant,x € AUB.

Variant argumental 3 (pel contrareciproc). Recordeu que el contrareciproc o proposicio
contrareciproca de

p—qés—q— —p.

En aquest cas, el contrareciproc €s, doncs:
x¢AUB=x¢ (ANB)U(A—B)U(B—A).
Es:xd AUB=x¢Aix¢B

Per tant:

x¢ANB (jaque ANBC AUB)
i

xX¢A=x<ZA—B (jaqueA—BCA; donx¢A=x¢A—B)i
x¢B=x¢B—A (jaqueB—ACB; d’onx¢B=x¢B—A)

Per tant, x FANB,x¢A—B,x¢B—A,ésadiL, xANBAxZA—BAx¢& B—A,d on,
per De Morgan, x ¢ (ANB)U(A—B)U(B—A).
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Per tant, finalment:

xZ€(ANB)U(A—B)U(B—A).

Observacio: Es pot arribar a la conclusié anterior detallant més 1’argumentacio:
X¢A—BAx¢ANBAx¢B—A

x€A—-BAN—xcANBA—x€B—-A

~(x€A—BVx€ANBVxe B—A) (De Morgan)

-(xe (A—B)U(ANB)U(B—A))

x¢ (A—B)U(ANB)U(B—A).

Subproblema 2: AUB C (A—B)U(ANB)U(B—A)

Cal veure que Vx(x e AUB —x € (A—B)U(ANB)U(B—A)) és cert.

Vegem que

X€EAUB=x€(A-—B)U(ANB)U(B—A).

Equivalentment:

X€AUB= (x€ (A—B)Vxe (ANB)Vxe (B—A))

Observeu ’estructura de I’afirmacié anterior:

p— (rvsVt),ambp=x€AUB,r=x€A—B,s=x€ANB,t=x€B—A
Es pot demostrar “directament” o bé demostrant qualsevol de les afirmacions segtients,

equivalents a 1’anterior, demostrable per taules de veritat o utilitzant equivaléncies logi-
ques:

(pA—rA-t) — s (variant 1)
(p A—r A—s) =t (variant 2)
(p A—s A —t) — r (variant 3)
(pA—r) = (sVt) (variant 4)
(pA—s) = (rVi) (variant 5)
(pA—t) = (rVs) (variant 6)

Metode 1 (subproblema 2, segons la variant 1 de la llista anterior). Demostracié seguint
I’esquema (p A —r A —t) — s (variant 1):

Suposem, doncs, escollint p=x € AUB,r=xc€A—B,s=x€ANB,t =x € B—A, que
p A —r A\t és cert (€s la hipotesi):
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Hipotesi:

x € AUB,ésadir,x € AVx € B cert [resultat “a”]

x¢ A—B,é adirx ¢ AVx € B cert [resultat “b”]
x¢B—A,éadirx¢ BVxe A cert [resultat “c”]

Tesi:

Hem de veure x e ANB,ésadinLxe AixeEB(x€eAAxEB).

Vegem separadament x € A (subproblema 2a) i x € B (subproblema 2b).

— Subproblema 2a: Vegem x € A. Si fos x ¢ A, aleshores, per [a], ha de ser x € B. En
conseqiiéncia, per [c], ha de ser x € A, la qual cosa és una contradiccid. Per tant, x € A.

La demostracid anterior €s per reduccio a I’absurd.

— Subproblema 2b: Vegem x € B. Si fos x ¢ B, aleshores per [a], ha de ser x € A. En
conseqiiencia, per [b] ha de ser x € B, contradiccid. Per tant, x € B. La demostraci6

anterior €s per reduccio a I’absurd.

Atencio: Resta com a exercici demostrar el resultat segons les variants 2, 3, 4, 5, 6 ante-

riors.

Meétode 2 (subproblema 2) (“directament™ x € AUB=x € (ANB)U(A—B)U(B—A),

per a tot x).
Sigui x € AUB. Aleshores x € A o x € B (0 pertany a ambdos).

Cas 1. Suposem x € A.

— Cas 1.1. Si x € B, aleshores x € AN B, i ja pertany a

(ANB)U(A—B)U(B—A).

— Cas 1.2. Si x ¢ B, aleshores x € A — B, i ja és de la unid anterior.
Cas 2. Suposem x € B.

— Cas 2.1. Six € A, aleshores x € AN B ,i ja aleshores
x€(ANB)U(A—=B)U(B—A).

— Cas2.2. Six ¢ A, aleshores és x € B— A, i ja és de la reunié. W

Exposicio alternativa: x € AUB = x € AV x € B. Aleshores tenim:

Cas1.x€ Aix¢ B. Aleshores x € A—B

0

Cas2.x € Aix e B. Aleshoresx € ANB

o

Cas3.x¢ Aix € B. Aleshoresx € B—A
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d’on:

X€AUB= (x€AVx€EB)

= ((x€AANx¢B)V(xcAANxEB)V(x¢ ANx € B))
= (x€A-—BVxeANBVxeB—A)
=x€(A—B)U(ANB)U(B—A).

Metode 3 (subproblema 2). Variant argumental (contrareciproc). El lector pot intentar
demostrar el contrareciproc. Recordeu que el contrareciproc o proposicio contrareciproca

de (p— q) és (=g — —p).
Cal provar Vx(x e AUB —x € (A—B)U(ANB)U(B—A)), que equival a
Vx(x¢ (A—B)U(ANB)U(B—A) — x ¢ AUB).
S’hauria de provar per a cadax: x ¢ (A—B)U(ANB)U(B—A)—x¢ AUB.
Resumint, seria:
Vx(x ¢ (ANB)U(A—B)U(B—A)— x ¢ AUB). 1 per a cada x s’hauria de provar:
(x¢ (ANB)U(A—B)U(B—A)) = x¢ AUB.
Suposem, doncs:
x¢ (ANB)Ax¢ (A—B)Ax ¢ (B—A),ésadir,
x¢ (ANB) ésx ¢ (ANBY (x¢ Avx ¢ B))
i
x¢ (A—B)(@ésx¢ (A—B) E (x¢ AvxeB))
i
x¢ (B—A)@Esx¢ (B—A)Z (x¢ BvreA))
Considerem (1):
— Six ¢ A, aleshores, per (3), és x ¢ B.
Aixi,x ¢ A= (x¢ AAx ¢ B) = x ¢ AUB, que és el que cal veure.
— Six ¢ B, aleshores, per (2), és x ¢ A.

Aixi,x ¢ B= (x¢ BAx¢ A) = x ¢ AUB, que s el que cal veure.

Per tant, x ¢ AU B, a partir de la hipotesi.
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Metode 4 (subproblema 2). Per reduccio a I’absurd. Negant la implicacio:
x€AUB=x€ (ANB)U(A—B)U(B—A) (per a tot x)
afirmem que existeix un x tal que:
X€EAUBAX¢ ANBAx¢ A—BAx¢ B—A.

Millor encara, s’ha de provar:

Vx(xe AUB—x€ (ANB)U(A—B)U(B—A)).

Negaci6 (en aplicacié del metode de reduccié a I’absurd):
—Vx(x e AUB—x€ (ANB)U(A—B)U(B—A))
Ix—(xeAUB—x€ (ANB)U(A—B)U(B—A))

Ix(x e AUBA-(x€ (ANB)V(x€ A—B)Vxe (B—A)))
Ix(xe AUBA—x€ (ANB)A=(x€ A—B)A—x € (B—A))
Ix(x e AUBAx¢ (ANB)A(x¢ A—B)Ax¢ (B—A))
Vegem que s’arriba a una contradiccid.

Suposem x € AUB.Esx € Ao x € B.

— Suposem x € A. Essent x ¢ ANB, és x ¢ B. Per tant, x € A — B, contradiccié amb
x¢ A—B.

— Suposem x € B. Essent x ¢ ANB, és x ¢ A. Per tant, x € B— A, contradiccié amb
x¢ B—A.

S’arriba a una contradicci6 en tots els casos possibles. Per tant, Vx(x € AUB — x €
(ANB)U(A—B)U(B—A)) és cert.

8.9. Operacions conjuntistes: complementari d’un conjunt
respecte d’un altre

Definicions
Complementari respecte d’un conjunt. Conjunt universal

El concepte de complementacié d’un conjunt donat A €s relatiu a un altre que el conté,
que denotem per Q (per exemple) i que és conegut com a conjunt “universal”, “univers
kE “c

del discurs”o “conjunt de referéncia”, respecte del qual es considera la complementacio.
Aix{, parlem de “complementari del conjunt A respecte de 7, on A C Q.

Per a determinades aplicacions, estarem interessats en un universal per a diversos con-
junts A, B, ..., tots subconjunts del mateix €.
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Complementacio

Definicié 8.10 Si A C Q, es defineix complementari o complement de A respecte de Q
com la diferéncia de conjunts Q — A. Existeixen diverses notacions per al complementa-
ri: A° o A. Normalment, utilitzem la primera, de manera que

A=Q—A

Aixi,A=Q-A={x:xc QAx¢ A} ={x:x ¢ A} = {x|x £ A}.
Aquesta tltima expressio s’accepta si queda sobreentes que €s relativament a Q.
També podem escriure A° = {x|-(x € A)} = {x|-x € A}.
Exemple 8.47 Considerem:
Q=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15},

A={1,4,6},

B=1{0,4,5,7,9,12,15}.

Obtenim els complementaris dels conjunts A, B respecte de Q:

A =1{0,2,3,5,7,8,9,10,11,12,13,14,15},
B°=1{1,2,3,6,8,10,11,13,14},

(AUB) = ({0,1,4,5,6,7,9,12,15})° = {2,3,8,10,11, 14},
(ANB) = ({4})*={0,1,2,3,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}. 1

Quins son els possibles universals? Depen del que ens interessi, de I’aplicacié o problema
que estiguem tractant. Per exemple, si els conjunts sén grups d’alumnes, aleshores € pot
ser el “conjunt dels alumnes matriculats en una assignatura”, o “el conjunt dels alumnes
d’una facultat” o “el conjunt dels alumnes de la universitat”.

O bé, si A={1,5,8}, es pot considerar subconjunt de I’universal format pels digits deci-
mals Q ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} i, aleshores, A= Q — A = {0,2,3,4,6,7,9}. Perd tam-
bé podriem considerar altres possibles universals, com per exemple Q' = {0,1,2,---,100},
conjunt dels 100 primers nombres naturals, és a dir, Q' = {n € N|0 < < 100} i consi-
derar complementari de A respecte d’aquest. Aleshores,

Q' —-A={0,2,3,4,6,7,9,10,11,12,13,---,100}.

> Com negar ser element del complementari d’un conjunt?
x ¢ A°, que equival a

—x € A, que equival a

——x € A, que equival a

xeA

Conjunts %
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> Diferéncia de conjunts en termes del complementari

Suposem A, B subconjunts de Q. El complementari de la férmula segtient s respecte de
Q. Vegem que:

A—B=ANB.

Enefecte, A—B={x|x cAANXx¢ B} ={x|xc AN(x€ QAx ¢ B)}
={xlxeAAxe B} =ANB"
Aquesta expressi6 facilita moltes possibilitats de manipulacié de féormules conjuntistes

(per a demostracions, per exemple). Vegeu-ne exemples al final de la seccid i seccions
posteriors.

Propietats de la complementacio

Teorema 8.7 Sigui Q conjunt universal per a tots els complementaris de I’enunciat.
Siguin A, B subconjunts de Q.

a) °=Q, Q=0

b) A=A (Q—(Q—A)=A) (doble complementacid)

c) ANA° =0 (un conjunt i el seu complementari sempre son disjunts)

d) AUA=Q

¢) ACB< B C A

f) A=B& A =B

g) ANB=0< AC B

h) AUB=Q < A°CB

i) (AUB)° = A°N B (llei de De Morgan, per a conjunts) (DM1)

J) (ANB)° = A°UB° (llei de De Morgan, per a conjunts) (DM2)

k) ANB=(A°UB°)*

) AUB=(A°NB°)*

Demostracions (demostracions detallades per a mostrar
tecnica demostrativa)

Siguin A, B subconjunts de .

0=Q,Q2=0

Demostraci6
r=Q-0={xxrcQAx¢0}={xxeQ}=Q

Q=Q-Q={xjxec QAx¢ Q} =0 (o com a cas particular de A — A = 0)
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Propietat de la doble complementacio. Notacié: A“ = (A°)*
A=A  (Q—(QR—-A)=A)

Demostracio

A= (A) = {xlx ¢ A} = {x|=(x € &)} = {x|]~(x ¢ A)} = {x|]~(-x € A)} = {xlx €
A} =A

ANA°=0 (unconjuntiel seu complementari sempre sén disjunts)
Demostraci6
Meétode 1. ANA = {x[xc ANx €At ={x]xcAANXx¢ A} =0

Meétode 2. Alternativament, per reduccid a I’absurd. Suposem A N A¢ # (. Sigui, doncs,
x € ANA°. Aleshores, x € A ix € A, per definici6 d’interseccid. Pero, per definicid de
complementari, és x ¢ A. Per tant, arribem a la contradiccié que existeix un x tal que
xXEAN-(x€A).

AUA =Q
Demostracio
Meétode 1. AUA ={x|]xc AVxe A} ={x]xc AVx¢ A} = Q
Metode 2. Alternativament, de A C Qi de A° C Qresulta AUA® C Q
Sigui ara x € Q. Aleshores és x € A o x ¢ A. Esadir,xeAoxe A, d’onx € AUA".
A C B si,inomés si, B CA° (ACB< B C A"
Demostracio
Meétode 1. Es una expressié conjuntista de ’equivaléncia del contrareciproc.
L’afirmacio “A C B si, i només si, B° C A°” es pot reescriure de diverses maneres:
Vx(x €A —=x€B) > Vy(y¢B—y¢A)
Vx(x EA—x€B) < Vy(-y€B— —y€A).
Ara bé, per I’equivaléncia del contrareciproc:

(xeA—x€B),
(xeB——x€A)

son equivalents (per a x arbitrari pero fix).

Meétode 2. Alternativament, es pot procedir demostrant dues implicacions, corresponents
a I’equivaléncia segiient:
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ACB& B CAC
1.ACB= B CA“?
Hipotesi: AC B
Tesi: B¢ C A€
Sigui x € B°. Hem de provar x € A¢ aplicant la hipotesi. En efecte:
xEBC:x¢BAgx§éA:x€A”
2.B°CA=ACH?
Hipotesi: B¢ C A°
Tesi: ACB
Sigui x € A. Hem de provar que x € B, aplicant la hipotesi.
xEA:>x¢A"Bg¥x¢B":>x€B
A = B si, inomés si, A“ = B° (A= B<< A° = B°)
Demostracio
Meétode 1. Es conseqiiéncia que x € A < x € B equival a ~x € A <> —x € B (en general,
(a0 <> B) <> (ma <> =p) és cert, 0 bé (a <+ B) < (—a <> —f) o bé sén equivalents
(a <> B) = (—a<+> —f)). Per tant:
A = Bequival a Vx(x € A <+ x € B) cert.
XE€EA<+>x€Bequivalax ¢ A <> x ¢ B, que és el mateix que (equival)
XCA < xe B
Per tant, Vx(x € A° <> x € B°) és cert.
Equival a A° = B°.
Meétode 2. Demostrem el resultat si demostrem les implicacions segiients:

A=B= B C A (1)
A=B= A°C B (2)
A=B°=BCA®)
A°=B°=ACB 4

Provem-ne algunes de les implicacions. Les altres es provarien de manera similar.

(1:xeB =>x¢B S x¢dA=xc A
BrxeB=x¢B 'S x¢ A =xcA



Conjunts %

Metode 3. Es pot utilitzar la propietat demostrada anteriorment A C B < B¢ C A¢ iel fet
que A = B equival a la doble inclusié: A C Bi B C A. El lector completara la demostracid.

ANB=0si,inoméssi,AC B (ANB=0< ACB°
Demostracié. Demostrem separadament dues implicacions.
Subproblema 1. Vegem ANB=0= A C B“.
Metode 1 (demostracio directa). Sigui x € A. Si fos x € B, seria /de la interseccié AN B,
d’on AN B # 0, cosa que contradiu la hipotesi. Per tant, x ¢ B. Es a dir, x € B¢, i queda
demostrat.
Digressions sobre I’estructura de la demostracid, en termes d’elements:
Vx(x ¢ ANB) = Vy(y € A — y € B°) (enunciat)
ANB=0= (x € A= x € B) (sense quantificar) (x arbitrari)
(ANB=0Ax€A)= x € B°) (sense quantificar) (x arbitrari)
x€EA= (ANB=0=x¢c€ B°).
Podem quantificar. Per exemple:
Vx((ANB=0Ax€A) —x € B))
Vx((—-Ix(x e ANB) Ax € A) = x € BY))
Metode 2 alternatiu. Es pot demostrar equivalentment el contrareciproc:
AZ B = ANB#0.

Suposem A Z B¢. Aleshores existeix x tal que x € Aix ¢ B¢, i aix0 dltim equival a x € B.
Per tant, x € AN B i, en conseqiiéncia, AN B # (.

Subproblema 2. Vegem A C B° = AN B = 0, I’altra implicacid.
Metode 1. Demostrem equivalentment el contrareciproc:
—(ANB=0)= —(AC B°),és adir,

(ANB#0)= (AL B°).

Per la hipotesi existeix un element x tal que x € AN B, és a dir, x € A i x € B. Per tant,
x ¢ B°. Aix{, doncs, existeix x tal que x € A Ax ¢ B¢; aixd demostra A Z B.

Observacio: Es pot fer una reformulacié de la demostracié anterior, de manera que en
resulti una demostracid per reduccio a I’absurd, com veiem al metode segiient:
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Metode 2 (per reduccio a I’absurd). Suposem certa la negacid de la implicacio A C B =
ANB=0:ésadir, que es compleix A C B i ANB # 0. Per la condicié ANB # 0, existeix
x € ANB, és adir, tal que x € Aix € B. Pero, essent x € A i aplicant A C B¢, resulta
x € B°,d’on x ¢ B. Hem arribat a la contradiccié: x € Bix € B°.

AUB=Qsi,inomés si, AC B (AUB=Q < A° CB).

Demostracio. Vegem les dues implicacions separadament.

Subproblema 1. Vegem AUB = Q = A° C B.

Metode 1. Sigui x € A°, és a dir, x ¢ A. Es obviament x € Q. Per hipotesi, x € (AUB),
d’on la disjuntiva x € A, 0 bé x € B. Atés que x ¢ A, necessariament x € B. En resum,
Xx € A° = x € B, i queda demostrat.

Meétode 2 alternatiu: pel contrareciproc. Vegem A £ B = AUB # Q.

Meétode 1. Suposem A°  B. Aleshores existeix x € A° tal que x ¢ B. Equivalentment,
existeix x tal que x ¢ A ix ¢ B, és a dir, tal que x ¢ AU B. Aix0 implica que AUB # Q.

Subproblema 2. Vegem 1’altra implicacié: A“C B=AUB = Q.

Ates que A, B sén subconjunts de €, ja tenim AUB C Q. Vegem que Q C AUB. Sigui
x € Q. Considerem les possibilitats (casos):

— x € A. Aleshores x € AUB, i ja hem acabat.
— x ¢ A. Aleshores x € A°. Aplicant la hipotesi, x € Bd’onx € AUB 1 ja hem acabat.

Metode 2 alternatiu: pel contrareciproc. Recordem que sempre es compleix AUB C Q.
Si AUB # Q, aleshores existeix x € Q tal que x ¢ AU B. Per tant:

Ix(x ¢ AAx ¢ B), és adir,

Ix(x € A°Ax ¢ B), que equival a dir

A°Z B.

Teorema 8.8 (Lleis-propietats de De Morgan per a conjunts) Siguin A,B subcon-
junts de Q. Els complementaris son relatius a €2:

(DM1): (AUB)*=A°NB°
(DM2): (ANB)*=A°UB°
Sén les que corresponen a les lleis de De Morgan per a proposicions.

Alternatives a les formules anteriors. Les formules anteriors també es poden expressar
explicitant I’universal:

Q—(AUB) = (Q—A)N(Q—B) (DM1)
Q—(ANB) = (Q—A)U(Q—B) (DM2)
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Demostracio de les lleis de De Morgan per a conjunts
Demostracié de (DM1): (AUB)¢ = AN B°

Metode 1. Consisteix essencialment a aplicar una de les equivaléncies de De Morgan
(logica).

(AUB) =

= {x|x ¢ (AUB)} (definicié de complementari d’un conjunt)

= {x|-x € (AUB)} (reescriptura)

= {x|~(x € AVx € B)} (definicié d’uni6 de conjunts)

= {x|(—x € A) A (—x € B)} (De Morgan, ldgica)

= {x|(x ¢ A) A (x ¢ B)} (reescriptura)

= {x|x € A° Ax € B} (reescriptura)

= A°N B¢ (definici6 d’interseccié de conjunts)

Observacio. Les linies 3, 4, 5 anteriors es poden ometre si fem servir el que s’ha demos-

trat sobre no pertanyer a la unié de dos conjunts, que involucra I’equivaléncia logica de
De Morgan per a proposicions/predicats:

x¢ (AUB)E (x¢ AAx ¢ B).
Recordem que aquesta tltima es pot obtenir mitjancant la seqiiencia d’equivaléncies:

x¢ (AUB)

-x € (AUB)

-~(x€AVx€EB)

—x € AA—x € B) (De Morgan, ldgica)

x¢ ANx ¢ B).

Metode 2 (i un altre estil expositiu). Es pot escollir un altre estil expositiu, perfectament
valid. Suposem que volem demostrar la igualtat dels dos conjunts demostrant les dues
inclusions:

(AUB)® C A°N B° (subproblema 1) i

A°NB° C (AUB)° (subproblema 2).

Subproblema 1. Vegem-ne la primera (i analogament per a la segona).

S’ha de demostrar que Vx(x € (AUB)* — x € A°NB°) és cert.

Fixat un x arbitrari, cal provar la implicacié: x € (AUB)° = x € A°N B°.
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Hipotesi: x € (AUB)©
Tesi: x € AN B¢

Sigui x € (AUB)*. Aleshores x ¢ (AU B). Per tant, pel que abans hem escrit (*), x ¢ A i
x ¢ B. En conseqiiéncia, x € A° i x € B¢, d’on, finalment, x € AN B.

Subproblema 2. Vegem-ne la segona: AN B° C (AUB)".
Sigui x € A°N B; vegem que, consegiientment, x € (AU B)°".
XEANB = (xCANXEB) = (x¢ ANx¢B)=>x¢ AUB= x € (AUB)".
Observacio: (*) és de fet una equivaléncia, que es pot afirmar per De Morgan (logica).
Demostracid de (DM2): (ANB)“ = A°UB°.
Es similar a I’anterior.
(ANB)* =
= {x|x¢ (ANB)} (definici6 de complementari)
= {x|-x€ (ANB)} (reescriptura)
= {x|[-(xeAAx€B)}  (definicié d’interseccid)
= {x|(-x € A)V (-x € B)} (De Morgan, ldgica)
= {x|(x¢A)V(x¢B)}  (reescriptura)
= {xxe A°Vxe B} (reescriptura)
= A°UB° (definicio d’unid).

Observacio: Les linies 3, 4, 5 es poden ometre si fem servir el que hem demostrat sobre
no pertanyer a la interseccié de dos conjunts, que involucra De Morgan per a proposici-
ons/predicats (logica):

x¢ (ANB)< (x¢ AVx ¢ B).

Es pot procedir de manera similar a la demostracié del (DM1) anterior.

PROBLEMA 8.11

a) Demostreu (DM?2), suposat demostrat (DM1 ).
b) Demostreu (DM1), suposat demostrat (DM?2).

Solucié
a) Demostracio de (DM2), suposat demostrat (DM1)

Es poden considerar diverses variants argumentals. Fem servir la igualtat de doble
complementacié (D = D).



Variant argumental I:

(ANB)" =
= (A“ N B“)° (doble complementacid)
= A U B (DM1)

= A°U B° (doble complementacid)
Variant argumental 2:

(ANB) =

= (A“N B*“)° (doble complementacid)
= ((A) N (B))

= ((A“UB°))" (per DM1)

= (A°UBY)«

= A°UB° (doble complementacid)

Variant argumental 3:

ANB=
= AN B (doble complementacid)

= (A“UB°) (per DM1)
Ara, fent servir C = D < C° = D, resulta, per doble complementacid,
(ANB)* = ((A°UB)°)° = (A°UB°)* = A“UB".

b) Demostracio de (DM1I), suposat demostrat (DM?2). Analogament al cas anterior.
Vegem-ne una variant possible:
(AUB)® = (A“UB“) (doble complementacid)
= [(A) U (B
= [(A°“N B°)°]° (per DM2)
— (AL ch‘)cc
= A°N B (doble complementacid)

Per a les lleis de De Morgan, sén possibles altres métodes de demostracié: doble inclu-
sid conjuntista, seqiiencia d’equivaléncies amb elements, per taula de pertinenga (seccio
posterior).

Generalitzacio de les lleis de De Morgan. Vegem com demostrar I’analeg a les lleis de
De Morgan per a tres conjunts. Fem servir la propietat ja demostrada per a dos conjunts
i I’associativitat. Per exemple, vegem que:

(ANBNC)* = A°UB°UC*

Conjunts %
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En efecte:

(ANBNC) =

= ((ANB)NC)* (propietat associativa de la interseccid)
= (ANB)°*UC* (DM1)

= (A°UB°)UC* (DM2)

= AU B°UC* (propietat associativa de la unid).

I analogament per a

(AUBUCQC)® = A“NB°NC* (exercici)

Exercici: Escriviu i demostreu resultats analegs per a quatre conjunts.
Generalitzacié a n conjunts

En general, seria, per an > 2:

(AN NA,) =ASU---UAS,
(AU UA,)* = AN - NAS

La demostracid es pot fer per induccid (vegeu capitol corresponent).

Vegem unes formules interessants:
ANB= (A“UB°)* AUB = (A“NB°)*

Demostracié. Es una aplicacié de les lleis de De Morgan (conjunts) i de la propietat de
doble complementacio.

ANB=(ANB)*“=((ANB)°)* = ((A“UB"))" = (A°UB°)*

AUB=(AUB)“ = ((AUB)°)* = ((A“NB°))" = (A°NB°)*

Sén interessants perque permeten expressar la unid i la interseccid en funcié de I’altra i
el complementari.

Vegem, a continuacio, per mitja d’exercicis, exemples d’aplicacié de les propietats ante-
riors, resolts per manipulacions conjuntistes, amb complementari; s’ometen altres possi-

bles metodes per a demostrar la igualtat de dos conjunts, que el lector hauria d’intentar.
Se suposa que els complementaris ho sén respecte d’algun conjunt “universal”.

PROBLEMA 8.12

Siguin A, B,C conjunts. Demostreu

A—(BUC)=(A—B)N(A—C).
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Solucié. En efecte:

A—(BUC) =

=AN(BUC) (per la propietat X —Y =X NY*)

= AN (B°NC°) (per De Morgan, conjunts)

=(ANA)N(B°NCe) (perXNX =X)

= (ANB°)N(ANC®) (per les propietats commutativa i associativa de la interseccid)
=(A-B)N(A-C).

PROBLEMA 8.13

Siguin A, B,C conjunts. Demostreu, de forma analoga a I’anterior:
A—(BNC)=(A—B)U(A-C)
Solucié

A—(BNC) =

= AN(BNC)

= AN (B°UC®) (per De Morgan, conjunts)

= (ANB°)U(ANC®) (per distributivitat de la interseccid respecte de la unid)
=(A-B)UA-0C).

PROBLEMA 8.14

Siguin A, B conjunts. Demostreu, de forma analoga als anteriors:
(AUB)—(ANB)=(A—B)U(B—A)

Solucié

(AUB) — (ANB) = (AUB) N (AN B)* (per expressié de la diferéncia en termes del com-
plementari)

= (AUB) N (A°UB°) (per De Morgan, conjunts)

=[(AUB)NA°JU[(AUB) N B (per distributivitat de N respecte de U)
=[(ANA°)U(BNAY)]U[(ANB°)U(BNB°)] (per distributivitat de U respecte de M)
=[0U(BNA)U[(ANB)UO] (per X NX =0,VX)

= (BNA)U(ANB) (per 0UX = X,VX)

= (B—A)U (A — B) (reexpressio).
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PROBLEMA 8.15

Siguin A, B conjunts. Demostreu per manipulacio conjuntista, utilitzant el complemen-
tari (respecte de Q), les propietats segiients, ja demostrades anteriorment.

a) A—0=A d) A—-B=A—(ANB)
b) 0—A=0 ¢) (A—B)NB=0
) A—A=0 fH (A—=B)N(B—A)=0
Solucio

a) A— 0 = A. En efecte:
A—0=AN0"=ANQ=A.

b) 0 —A = 0. En efecte:
0—A=0NA°=0.

¢c) A—A=0. En efecte:
A—A=ANA°=0.

d) A—B=A—(ANB). En efecte:

A—(ANB)=AN(ANB) = AN (A°UB°) (per De Morgan, conjunts)
= (ANA°)U(ANB°) (per distributivitat de N respecte de U)
—QU(ANB)=ANB°=A—B.

e) (A—B)NB=0.En efecte:
(A—B)NB=(ANB)NB=AN(B°NB)=AN0=0.
f) (A—B)N(B—A)=0. En efecte:

(A—B)N(B—A)=(ANB)N(BNA°) = (ANA)N(BNB)=0N0=0.

PROBLEMA 8.16
Siguin A, B conjunts, subconjunts de Q. Proveu que AUB = (ANB°) UB.

Observeu que s’expressa AU B com a reunio de dos conjunts disjunts.
Solucié

Metode 1. Per equivaléncies logiques. Coincideixen perqué ambdds conjunts es descri-
uen per férmules 10giques equivalents. Vegem la seqiiencia d’equivaléncies:



x€(ANB)UB
(xeAANX¢B)VxEB
(x€AVX€EB)A
(x€eAVxeB)AT
(xeAVxeB)
xc€AUB.

(x ¢ BV x € B) (per distributivitat de V respecte de A)

Metode 2. Per operacions conjuntistes:

AnByUBL AauB)NBUB ZauBneZaus.

(1): aplicant la distributivitat de U respecte de M.

2):XUX =Q.

BrXNR=X.

Metode 3. Veient que les taules de pertinenca coincideixen (vegeu seccid posterior).

Meétode 4. Per doble inclusié. Es a dir, AUB C (ANB)UBi (ANB)UB C AUB. El
lector en completara la demostracio.

PROBLEMA 8.17
Siguin A, B conjunts, subconjunts de Q. Proveu que AUB = (ANB)U(ANB°).

Observeu que AU B s’expressa com a reunio de dos conjunts disjunts.
Solucié

Metode 1. Per equivalencies logiques. Coincideixen perqué ambdds conjunts es descriuen
per férmules logiques equivalents:

x€(ANB)U(ANBY)
xe(ANB)Vxe (ANB°)
(xeAANxEB)V(x€ANXEB)
(x€AANXEB)V(x€ AAX ¢ B)
X€AN(x€EBVx¢B)
xXcAAT

x €A

Metode 2. Per operacions conjuntistes:

(ANB)U(ANB°) =AN(BUB) = ANQ = A. Hem utilitzat la distributivitat de la inter-
seccid respecte de la reunid.
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Metode 3. Veient que les taules de pertinenca coincideixen (vegeu seccid posterior).
Meétode 4. Per doble inclusié. Es a dir, AUB C (ANB)U(ANB) i (ANB)U(ANB) C

AUB. El lector en completara la demostracio.

PROBLEMA 8.18

Siguin A,B,C conjunts, subconjunts de Q. Es consideraran complementaris respecte de
Q.

a) Demostreu la distributivitat de N respecte de U
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
a partir de la distributivitat de U respecte de N, és a dir,
XU(YNZ)=XUY)N(XUZ) (X,Y,Z conjunts) (hipotesi).
b) Demostreu la distributivitat de U respecte de N
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
a partir de la distributivitat de N respecte de U.

Solucié. Demostrem el primer apartat. L altre es provaria similarment (exercici).

AN(BUC) =

[AN (BUC)] (per doble complementacid)
[[AN(BUC)|]* (reescriptura)

A
[A°U (B°NCe)]¢ (per De Morgan, conjunts)
[(A°UB°) N (A°UC)]° (per hipotesi)

U (BUC)]° (per De Morgan, conjunts)

= (A°UB°)°U (A°UC®)" (per De Morgan, conjunts)
= (AN B*) U (A“NC) (per De Morgan, conjunts)
= (ANB)U(ANC) (per doble complementari).

8.10. Formules conjuntistes i taules de pertinenca
8.10.1. Férmules conjuntistes

A partir de 0, Q (universal) i les lletres (en provisi6 infinita): A, ..., Ay, ..., ialtres,iamb
les regles de bona formacié (gramatica) involucrant les operacions conjuntistes (opera-
dors) U (unid), N (interseccio), — (diferéncia) (se’n pot considerar una versio equivalent
amb 1’operador complementari X(= Q — X)), es formen les férmules conjuntistes.



En seccions anteriors, ja han aparegut férmules conjuntistes.
Exemples 8.48 Siguin A,B,C conjunts, i el conjunt universal que els conté.

. (A—B)U(ANB)U(B—A)
L (Q-A)N(Q—B)

Meés formalment, la gramatica de generacié €s de tipus similar a la de les férmules pro-
posicionals i les férmules de predicat:

Constants: 0, Q

Variables: A,B, - - -

Operadors conjuntistes: U,N, ¢, —

Regles de generacio de formules ben formades:

- 0,9, A,B,... s6n férmules conjuntistes,
— Si F és una férmula conjuntista, també ho és F°,
— Si F,G sén férmules conjuntistes, també ho és F UG,

— Si F,G sén férmules conjuntistes, també ho és F N G.
Regla addicional:
— Si F,G sén férmules conjuntistes, també hoés F —Gi G —F.

Qualsevol dels operadors ¢, — és redundant si disposem de 1’altre, ja que X =Q—X i
X —Y =XNY°. També seria redundant la regla addicional. Pero resulta comode disposar
dels dos, i els utilitzarem quan ens convingui.

Observem que el sistema descrit anteriorment €s purament lexicosintactic. No afecta la
semantica, el significat: per a aix0 ja s’han definit préviament els significats de les ope-
racions conjuntistes.

Subformules. També podem parlar de subférmules, subcadenes de caracters de la férmula
que, al seu torn, sén férmules. Aixi, les subférmules de (AUB) — (AN B) soén: A, B,
(AUB), (ANB), (AUB) — (AN B). Detallant:

Les lletres: A,B

Les formules intermédies: AUB, ANB

La férmula (total): (AUB) — (AN B)

Conjunts %
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Conjunts definits per formules conjuntistes. En principi, la formacié de férmules conjun-
tistes és un procés purament sintactic. Perd podem utilitzar-les per definir nous conjunts
a partir de conjunts preexistents, subconjunts de Q. Per exemple, (A—B)U (ANB)U
(B— A) definiria un nou conjunt a partir dels conjunts A i B.

Quin és el nou conjunt definit per una férmula conjuntista? Es el que esta format pels
elements per als quals la férmula logica corresponent és certa. Aixi, per exemple:

ANB-C)={xlxcANxeBAx¢C)} ={xxc ANxEBAx¢C}

Si F és una férmula conjuntista, x € F significa que x és un element del conjunt que
defineix F.

Exemple 8.49 Considerem els conjunts A = {1,2,4,x}, B ={2,5,x,y},C ={2,y,2,%}.
Obteniu D = (ANB) —C.

En primer lloc, podem procedir atenent les definicions de les operacions conjuntistes:
Calculem ANB={2,x} iaraD = (ANB)—C={2,x} — {2,y,z,%} = {x}.

O també ({1,2,4,x}N{2,5,x,y}) — {2,y,2, %} = {x}.

En segon lloc, alternativament, podriem descriure els elements del conjunt com aquells
per als quals una férmula logica és certa, concretament

D=(ANB)—C={t|(tc ANt€B)At ¢ C}.

Aquestes formulacions sén més utils per a demostracions abstractes, d’igualtat de con-
junts, per a tot A, B, etc. En tot cas, vegem-ne alguns exemples:

1 € D? Per a t = 1, la férmula ldgica anterior, definitoria del conjunt, pren el valor
veritatiu (1A0)A1=0A1=0; per tant, 1 ¢ D.

2 € D?Perat =2, la férmula ldgica anterior pren el valor veritatiu (1A 1) AO=1A0=0;
per tant, 2 ¢ D.

x € D? Per a t = x, la formula 10gica anterior, definitoria del conjunt, pren el valor
veritatiu (1A 1)A1=1A1=1; per tant, x € D.

I aix{ successivament (€s poc practic; reservem el metode per a problemes abstractes).
|

PROBLEMA 8.19
Siguin A,B,C,D, E conjunts.
a) Doneu una formula logica que defineixi el conjunt donat per la formula conjuntis-
ta: ((CU(D—E))—A)—(BNC))—D.

b) Donada la férmula logica (x € ANx € B))Ax¢ (C—D))V(xeDA(x¢AVx ¢
E))), indiqueu quina formula conjuntista defineix.
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Solucio

a) F=(((CU(D-E))—-A)-(BNC))-D
Per tal de facilitar I’obtencid i I’escriptura de la férmula, escrivim:

W=((CU(D—E))—A)—(BNC),
V=(CUD—-E))—A,

T =CU(D—E). Aleshores, escriurem una seqii¢ncia de férmules equivalents, totes

equivalents a x € F. Recordem que podem substituir x ¢ per —wx €:

xeWAx¢D
(xeVAx¢BNC)Ax¢ D

(xeVAx¢BVx¢C)Ax¢D
(xeTAx¢A)N(x¢BVxEC))Ax¢ D
((keCvxeD—E)Ax¢A)AN(x¢ BVx¢C))Ax¢ D
((xeCV(xeDAXEE)AxEA)AN(x¢BVx¢C))Ax¢D.

No hem fet cap intent final de simplificacié. Es una traduccid literal.
b) (ke AAXEB)Ax¢ (C—D))V(xeEDAN(x¢AVXEE)))

Partim de la férmula i n’obtenim literalment la férmula conjuntista corresponent,
sense cap intent de simplificacié o modificacio de la férmula logica.

(xeAANXEB))AXx¢ (C—D))V(xeEDAN(x¢AVXEE)))
(xe (ANB)Ax¢ (C—D))V(xeDAx¢ (ANE))
x€(ANB)—(C—D)VxeD—(ANE)
((ANB)—(C—D))U(D—(ANE)).

Equivalentment, la férmula logica hauria pogut ser
(xeANXEB)AN(x¢CVxeD))V(xeDA(XxEAVXEE))),

jaque

x¢ C—Dés —xeC—D,queequival a

—(x € CAx ¢ D), que equival, per De Morgan, a
-x € CV—x ¢ D), que equival a

x ¢ CVx € D, per doble negacid.
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PROBLEMA 8.20

Donats els conjunts:
A={13,5{x}y.{z1}},
B = {3,%,xy},

C ={3,y,w},

obteniu D = (AU (B—C))— (CNB).

Solucié. Procedim per parts (de fet, calculem el valor de les subférmules, que hem
d’identificar):

B—C = {x,x}

CNB=1{3,y}

AU (B-C)={1,3,5{x},y,{z.t},%,x}
D=(AU(B-C))—(CNB)={1,3,5,{x},y,{z.t}.*,x} —{3,y} = {1,5,{x},{z. 1}, %,x}.
Igualtat. Que vol dir que dues férmules conjuntistes sén iguals? Per exemple, quan escri-
vim (A—B)U(ANB)U(B—A) = AUB, les férmules s6n diferents (cadenes de caracters
diferents), pero la igualtat significa que els conjunts que defineixen, a partir del conjunts

A, B, son iguals, és a dir, tenen els mateixos elements. Els elements respectius satisfan
férmules logiques equivalents.

Per exemple, AN (BUC) = (ANB)U(ANC) perque s6n equivalents: x € AA (x E BVx €
C)i(xeAANxEB)V(xcANxeC).

Exemple 8.50 Siguin A, B,C conjunts.

Vegem que els conjunts definits per les formules (AUB) —C, (A—C)U (B —C) s6n
iguals.

Es a dir, (AUB) —C=(A—C)U(B—C).

Metode 1. Efectuant operacions conjuntistes:
(AUB)—C=(AUB)NC*

= (ANC°)U(BNC®), per la distributivitat de N respecte de U,
=(A-C)U(B-C).

Metode 2. Per una seqiiencia d’equivaléncies logiques:

Per a un x arbitrari, tenim la seqiiencia de férmules equivalents que demostren la igualtat:

x€(AUB)—-C
x€(AUB)Ax¢C(obé:xe (AUB)AN-x€(C)
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(xeAvxeB)Ax¢C

(x€ANXx¢C)V (x€ BAx¢C) (per distributivitat de A respecte de V)
(xeA-C)V(xeB-C)

xe(A-C)u(B-0).

Una variant expositiva (on, de fet, demostrem (AUB) —C C (A—C)U(B—C)):
x€(AUB)—C=

=x€(AUB)Ax¢C

= (xeAVxeB)Ax¢C

= (x€AANX¢C)V(xeBAx¢C) (per distributivitat de A respecte de V)
=@x€eA-C)V(xeB-C)
= @xeA-C)UB-C).

Les implicacions anteriors son reversibles, de manera que demostrem equivaléncies (<);
en conseqiiencia, 1’altra inclusio resulta demostrada i, per tant, la igualtat dels conjunts:

x€(AUB)—C=

sxe(AUB)Ax¢C

& (xeAVxeB)Ax¢C

S (xeANXEC)V (xeBAx ¢ C) (per distributivitat de A respecte de V)
S xeA-C)V(xeB-0)
Sxe(A-C)U(B-C).

Una variant argumental conjuntista:
(AUB)—C={x|(xe AVxeB)Ax¢C} =
={x|x€AANx¢C)V(xeBAx¢C)}
={x|xeA-C)V(xeB-C)}

= {xxe(A-C)U(B-C)}

=(A-C)U(B-C).

Aixi, VAYBYC((AUB) —C = (A—C)U(B—C)),amb A,B,C conjunts. H
Exemple 8.51 Siguin A,B,C conjunts.

(ANB)—C=(A-C)N(B—-C)

Es demostra de forma similar a ’exemple anterior. Vegem-ne alguns metodes.

Meétode 1. Efectuant operacions conjuntistes:

(ANB)—C = (ANB)NC*
(ANB)N(C°NCe) (per X =X NX)
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= (ANC°)N(BNC*), per "associativitat de N
=A-C)N(B-C).

Meétode 2. Per una seqtiéncia d’equivaléncies logiques:
Per a un x arbitrari, tenim la seqiiencia de féormules equivalents que demostren la igualtat:
xe(ANB)—-C

xe(ANB)Ax¢C

(xeANxeB)Ax¢C

(xeAANXEB)AN(x¢CAx¢C)

(x € ANx ¢ C)A(x€ BAx¢C) (per associativitat de A)
(xeA-C)V(xeB-C)

xe(A-C)u(B-0C).

Aixi, VAVBYC((ANB)—C=(A—-C)N(B—C)). A

PROBLEMA 8.21

Siguin A, B,C conjunts. Demostreu per diversos metodes:
A—(BUC)=(A-B)N(A-C).

Solucié. Escrivim una seqiiencia d’equivaléncies logiques:
x€A—(BUC),equivalent a

x€AANx¢ (BUC), equivalent a

xX€AN(x¢ BAx ¢ C),equivalent a

(xe AAx€A)A(x ¢ BAx ¢ C), equivalent a

(xe AANx¢ B)A(x € ANx ¢ C), equivalent a
x€A—-BAxe€A—C,equivalent a

xe(A—B)N(A-C).

En resum, per a un x arbitrari, resulta:
x€A—(BUC)&exe(A—B)N(A—C),és adir, és cert

Vx(xeA— (BUC)+xe(A—B)N(A-C)).

I aix{ queda demostrada la igualtat dels conjunts.

Equival a demostrar la doble inclusid:
A—(BUC)C(A—B)N(A—C)(perxc A—(BUC)=x€ (A—B)N(A-C))
(A—B)N(A—C)CA—(BUC) (per (A—B)N(A—C)=A—(BUCQC)).
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Alternatives expositives. Es poden fer reformulacions, essencialment reescriptura, de les
mateixes idees:

En termes de <

xeA—(BUC)

SxeANx¢ (BUC)
SxEANXEBAXxEC)

S (xeANxEA)Nx¢BAxEC)
S (xeANXEB)AN(xeANxEC)
Sxc€A-BAxcA-C
Sxe(A-B)N(A-C).

O bé amb la seqiiencia d’implicacions, totes reversibles:

xeA—(BUC)

=x€ANx¢ (BUC)
=xEAN(x¢BAx¢EC)

= (xeANXxEA)Nx¢BAxEC)

= (x€AANXEB)AN(x€ANXEC)
=x€A—-BAxcA-C
=xe(A-B)N(A-C).

O bé:

A—(BUC) =

={xlxeAAx¢ (BUC)} =
={xxcANx¢BAXx¢C)}
={x|xeAANxeA)AN(x¢BAx¢C)}
={x|xeAANx¢B)A(x€e ANXx ¢ C)}
={xx€cA-BAxcA—-C}
—A-B)N(A-C).

Observacio. Anteriorment, s’ha resolt per operacions conjuntistes. També es resoldra per
taules de pertinenca.

PROBLEMA 8.22

Siguin A, B,C conjunts. Demostreu per diversos metodes:

A—(BNC)=(A-B)U(A—C).
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Solucié. Es similar a I’exercici anterior. Per aquest motiu, només en presentem un me-
tode; la resta son similars a 1’exercici anterior.

Vegem que, per a un x qualsevol:
x€A—(BNC)exe(A—B)U(A-C).

Esa dir, és cert:

Vx(xeA—(BNC)+xe(A—B)U(A-C)).

Equival a demostrar les dues inclusions:
A—(BNC)C(A-B)U(A-C)
(A—B)U(A—C)CA—(BNCQ).

Establim I’afirmaci6 per mitja d’una seqii¢ncia d’equivaléncies:
x€A—(BNC),que equival a

x€AAx¢ (BNC), que equival a

x€AN(x¢ BVx¢C),que, per distributivitat de A respecte de V, equival a
(xeAAx¢B)V(x€e ANx ¢ C), que equival a

(xe A—B)V(xe A—-C), que equival a

xe(A=B)N(A-C).

Observacio. Anteriorment, s’ha resolt per operacions conjuntistes. També es resoldra
per taules de pertinenca.

8.10.2. Les taules de pertinenca

Per a cada operacié conjuntista (U, N, —), en podem escriure la taula de pertinenca
associada. Per exemple, suposant dos operands A, B (conjunts), per a cada x sén possibles
quatre casos si considerem la pertinenga als conjunts A, B.

Per a x qualsevol:

(x) A B (x) A B
Casl | x€e A?(0-1) | x€ B?(0-1) Casl | x¢A | x¢B
Cas2 | x€ A?(0-1) | x€B?(0-1) Cas2 | x¢ A | xeB
Cas3 | x€ A?(0-1) | x€ B?(0-1) Cas3 | xeA | x¢B
Cas4 | xe A?(0-1) | x€ B?(0-1) Cas4 | xeA | xeB

(x) A | B

Casl1 [ O | O

Cas2 | 0 | 1

Cas3 (1|0

Cas4 | 1 1

A la taula d’una férmula F' amb dos operands, finalment escriuriem a la columna de la
férmula 0 o 1 per a cada cas dels anteriors, indicant amb 0 que I’element x ¢ F (és a dir,
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no pertany al conjunt definit per la formula F') i indicant amb 1 que I’element x € F (és a
dir, pertany al conjunt definit per la férmula F).

@ |a|B| F

Casl | 0| 0 | 0-1?
Cas2 | 0| 1 | 0-1?
Cas3 | 1|0 | 0-1?
Casd | 1] 1] 0-1?

Les taules de pertinenca basiques. Son les corresponents a les operacions conjuntistes
basiques.

A | B | AUB | AnNB | A—B | B—A

010 0 0 0 0 ACQ | A | Q| Q—-A | A
0|1 1 0 0 1 x€A [ 0| 1 1 1
10 1 0 1 0 x¢A |11 0 0
111 1 1 0 0

La taula de pertinenca d’una formula conjuntista

A partir de la pertinenga d’un x arbitrari a A o B (se’n consideren els quatre casos pos-
sibles), es van escrivint les taules de pertinenca de les subformules fins a arribar a la
férmula final. A cada pas, s’utilitza una de les taules basiques. Caldra analitzar les for-
mules i veure quines en sén les subférmules, amb les quals anirem calculant la taula
“incrementalment”. Vegem-ne un exemple:

Exemple 8.52 Sigui A, B conjunts.

Obtenim la taula de pertinenca de (AUB) — (AN B).
Lletres: A,B

Subférmules: AUB, ANB, (AUB) — (ANB)

Taula de pertinenca:

A | B | AUB | ANB | (AUB)—(ANB)

0,0 0 0 0

01 1 0 1

10 1 0 1

1|1 1 1 0 |

Exemple 8.53 Siguin A, B conjunts.

Obtenim la taula de pertinenca de (A — B) U (B — A).
Lletres: A,B

Subférmules: A—B,B—A, (A—B)U(B—A)

551



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

552

A| B | A-B | B—A | (A—B)U(B—A)
0O 0 0 0
0 1 0 1 1
110 1 0 1
1 1 0 0 0 |
Exemple 8.54 Siguin A, B,C conjunts.
Vegem quina seria la taula de pertinenca de A — (B —C).
Lletres: A, B,C (conjunts de base)
Subférmules: B—C,A— (B—C)
A|B|C|B-C| A—(B-C)
0,010 0 0
00 1 0 0
0 1 0 1 0
11010 0 1
0 1 1 0 0
110 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1 |

PROBLEMA 8.23

Siguin A, B conjunts, subconjunts de Q, respecte del qual es consideren complementaris.
Obteniu la taula de pertinenca de la formula conjuntista: (A°NB) U (AN B°).

Solucio
Lletres: A,B

Subférmules: A, B, A“NB, ANB*, (A°NB)U(ANB°)

A | B | A° | B | A°NB | ANB | (A°NB)U(ANBF)
o/lo0 |1 |1 0 0 0
o110 1 0 1
1 o0 |1 0 1 1
1111010 0 0 0

Igualtat per taules de pertinenga. Les taules de pertinenca poden ser titils per a demostrar
la igualtat de conjunts definits per férmules conjuntistes.



Es poden obtenir les taules de pertinenca i comparar-les per a dos conjunts C,D. Si les
taules coincideixen, els conjunts son iguals ja que, a la vista de la taula, resulta x €
C < x € D. Aqui es pot aplicar perque sén férmules conjuntistes amb unid, interseccio i
diferéncia.

El metode funciona suposant que, per a un x arbitrari, sén possibles diversos casos con-
siderant la pertinenga a A i B. Suposem que volem demostrar AUB = (ANB)U (A —
B)U(B—A). A partir de les taules, resulta que, si coincideixen (englobant tots els casos
possibles), aleshores:

x€AUB<xe€ (ANB)U(A—B)U(B—A)i, per tant, els conjunts coincideixen. Vegem-
ho a I’exemple segtient:

Exemple 8.55 Demostreu per taules de pertinenca que
AUB=(ANB)U(A—B)U(B—A),on A,B sén conjunts arbitraris.

Cal analitzar les féormules, veient quines en son les subférmules, amb les quals anirem
calculant la taula “incrementalment”. Les subformules de

(ANB)U(A—B)U(B—A) sén: A, B (operands), (ANB),A—B,B— A, (ANB)U(A—B),
((ANB)U(A—B))U (B —A), que hem escrit, per associativitat, com (ANB)U(A—B)U
(B—A), que ja és la férmula final.

Podem demostrar la igualtat dels conjunts demostrant que les taules de pertinenga coin-
cideixen:

A | B | AUB | ANB | A—B | B—A | (ANB)U(A—B) | (ANB)U(A—B)U(B—A)
1] 1 1 1 0 0 1 1
110 1 0 1 0 1 1
01 1 0 0 1 0 1
010 0 0 0 0 0 0

Les columnes corresponents coincideixen; per tant, els conjunts sén iguals. l

Desigualtat de conjunts donats per formules conjuntistes mitjancant taules de pertinen-
¢a. Dos conjunts definits per formules conjuntistes son diferents si tenen taules de perti-
nengca diferents (€s a dir, no coincidents en alguna fila).

Les taules de pertinenca no tenen cap utilitat per a altres situacions, com demostrar, per

exemple, la igualtat {2n+ 1|n € Z} = {2n— 1jn € Z}.

PROBLEMA 8.24

Demostreu per taules de pertinenga la propietat associativa de la interseccio de conjunts.

Solucié. Siguin A,B,C conjunts. La propietat associativa és (ANB)NC =AN(BNC).
Vegem que les taules de pertinenca coincideixen.

Conjunts %
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A|B | C|ANB | (ANB)NC | BNC | AN(BNC)
111 1 1 1 1
11,0/ 1 0 0 0
1o/ 1] o 0 0 0
110/ 0| o 0 0 0
o110 0 1 0
010 0 0 0 0
olo|1 o0 0 0 0
ololol o 0 0 0
PROBLEMA 8.25

Proveu per taules de pertinenca la propietat distributiva de la unio respecte de la inter-
seccio. Siguin A,B,C conjunts. La propietat esmentada és

AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Solucio

[~
o]
a

AU(BNC) | A

o]
S

— = = = == O C
aQ

(AUB)N(AUC)

e el el =l E=l =l E= "N
—_ = | O|l= Ol QO || =

— ol ~—|—|lOo|lo|~|lOo| O

— = === =|O|lo| C

n
0
0
0
1
1
1
1
1

— ool = OO OO
el el el e =l el ]

Les taules coincideixen; per tant, les férmules sén iguals. I analogament seria per a la
distributivitat de N respecte de U: AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

PROBLEMA 8.26

Demostreu per taules de pertinenca les lleis de De Morgan per a dos conjunts.

Siguin A,B conjunts, subconjunts del conjunt Q, respecte del qual es consideren els
complementaris. Les dues formules de De Morgan son:

(AUB) = A°N B
(ANB)* = A° UB

Solucié. Veient que les taules de pertinenca coincideixen. Vegem la primera de les fér-
mules:
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A | B | AUB | (AUB) | A° | B¢ | A°NB°
11] 1 0 00 0
1o 1 0 0|1 0
01| 1 0 1|0 0
010/ 0 1 1)1 1

La demostracio per taules per a ’altra formula de De Morgan es faria de manera similar.

PROBLEMA 8.27

Donats els conjunts A,B,C, estudieu, utilitzant les taules de pertinenga si son iguals els
conjunts A— (B—C) i (A—B) —C. En cas contrari, identifiqueu alguna situacio o cas que
ho impedeixi (si aixi fos, utilitzeu aquesta informacio per a trobar algun contraexemple).

Solucié

Lletres: A, B,C (conjunts de base)

Subférmules: B—C,A— (B—C) (de A— (B—C))
Subférmules: A — B, (A—B) —C (de (A—B) —C)

Calculem una taula conjunta per a ambdues formules.

A|B|C|B-C|A-(B-C) | A-B | (A-B)-C
0/0/0 0 0 0 0
001, 0 0 0 0
010 1 0 0 0
1 o/0/| o 1 1 1
Tooli] 98 w1 it >0
110 1 0 0 0
111 ] o > 1 0 >0

Observeu que les files 6 i 8 mostren les situacions que impedeixen la igualtat dels con-
junts.

Fila 8. La fila 8 correspon a I’existéncia d’algun element a la interseccié dels tres con-
junts, és adir, ANBNC #0. Sia € ANBNC, aleshores:

a€B,acC,d’ona¢ B—C.

Essenta€ A,a¢ B—C,ésac A— (B—C).

Essenta € A,a€ B,ésa¢ A—B,d’ona ¢ (A—B)—C.

Aix{, hi ha un element que és d’un conjunt i no de I’altre; per tant, sén diferents.

En podem trobar contraexemples, exemples de noigualtat dels conjunts, escollint-los de
manera que ANBNC # 0. Per exemple, A = {a,1,2,3}, B = {a,1,4,6,9},
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C =1{a,4,6,7}; aleshores, A— (B—C)=A—{1,9} ={a,2,3}i (A—B)—C={2,3} —
C={2,3}.

PROBLEMA 8.28

Siguin A, B conjunts, subconjunts de Q. Proveu per taules de pertinenca que A — B =
ANBe.

Solucié. Vegem que les taules de les férmules coincideixen.
Lletres: A,B
Subférmules conjuntes: A, B, A— B, AN B¢

A| B |A-B | B | ANB*
00 0 1 0
0|1 0 0 0
110 1 1 1
111 0 0 0

PROBLEMA 8.29

Siguin A,B,C conjunts. Proveu per taules de pertinenca:
a) (AUB)—C=(A-C)U(B—-C)
b) (ANB)—C=(A-C)N(B-C)
Solucié
a) (AUB)—C=(A-C)U(B-C)
Lletres de la férmula: A, B, C
Subférmules de (AUB) —C: A, B,C,AUB, (AUB) —C
Subférmules de (A—C)U(B—C):A,B,C,A—C,B—C,(A—-C)U(B—C)

Taula de pertinenca conjunta:

9}

A

o]

(AUB)—C

S
5
s
5

(A-C)

— = |—m|lo|l~|lololo| »
—_— = Ol =~ |Cc|O| ™

— === ==l | C
ol OO~ ~=|O| O
S| = | OO = OO O
S| = | OO =|O| O
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Queda provat perque les taules respectives coincideixen.
b) (ANB)—C=(A-C)N(B-C)

Es procedeix analogament al primer apartat.

PROBLEMA 8.30

Siguin A,B,C conjunts. Demostreu per taules de pertinenga:
a) A—(BUC)=(A—-B)N(A-C)
b) A—(BNC)=(A—B)U(A-C)

Solucié. Les formules defineixen els mateixos conjunts (sén “iguals™) si les taules de
pertinenga respectives coincideixen.

a) A— (BUC)=(A—B)N(A—C)
Lletres: A,B,C
Subférmules de la férmula de la dreta: A— B,A—C, (A—B)N(A—C)
Subférmules de la férmula de ’esquerra: BUC, A — (BUC)

Es pot fer una unica taula conjunta o dues taules separades. Presentem una taula
conjunta:

S
=
S
s

(A-B)N(A—C) | B

a

A—(BUC)

N
0
0
0
1
0
0
0

—_— == O == O C
o|loc|o|—=|O| OO

>—A>—l>—AO>—AOOO>
el =l = N =l E=N "]

—|lo|l~|~|lolo|~|o| a

SO |=|O|=|O| OO

0 0

—_

0

Conclusio: S’observa que les taules coincideixen; per tant, les férmules sén iguals.

b) A—(BNC)=(A—B)U(A—C).Es resol similarment a ’apartat anterior.

PROBLEMA 8.31

Siguin A, B conjunts. Demostreu per taules de pertinenga algunes de les propietats se-
giients, ja demostrades anteriorment.

a) A—0=A d) A—B=A—(ANB)
b) 0—A=0 ¢) (A—B)NB=0
) A—A=0 fH(A—=B)N(B—A)=0
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Solucié. Vegem, per exemple:
(A—B)N(B—A) =0.

Obtenim la taula de pertinenga:

A | B|A-B | B—A | (A—B)N(B—A)
00| o0 0 0
0/ 1] o 1 0
10| 1 0 0
1111] o 0 0

El valor de pertinenga de qualsevol x a (A—B)N(B—A) és 0, és a dir, cap element
pertany a (A — B) N (B — A). Per tant, és el conjunt buit: (A—B)N(B—A) =10

ITtambé: A—0=A

8.11. Producte cartesia

Una manera de combinar conjunts per obtenir-ne de nous és el producte cartesia.

Definicio 8.11 (producte cartesia) Donats dos conjunts A,B no buits, el producte car-
tesia en ’ordre A X B és el conjunt dels parells ordenats, és a dir:

AxB={(a,b)lacAbecB}

En cas que algun dels factors sigui buit, aleshores es defineix el producte cartesia com
el conjunt buit.

Observacid. Els parells s6n ordenats; per tant, I’ordre importai (a,b), (b,a) sén diferents
si a # b. Aquesta no és una situacié nova: els punts (3,5), (5,3) son diferents.

La igualtat de parells ordenats es formalitza com
(x,y) = (z,) <> (x=zAy=1)

Aplicant-hi De Morgan, s’obté:

((6y) # (z.1) & (x #2Vy #1))

Observacio. Existeixen definicions més rigoroses d’un parell ordenat (consulteu la bi-
bliografia).



Exemple 8.56 SiA={a,b,c},B=1{0,1},és:

AxB=4{(a,0),(a,1),(b,0),(b,1),(c,0),(c,1)}
BxA={(0,a),(0,b),(0,c),(L,a),(1,b),(L,c)}
BxB={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

Ax0=0

OxA=0

Ox0=0m

Observacid. Els parells sén ordenats; per tant, ’ordre importa i (a,b), (b,a) son diferents
si a # b. Aquesta no és una situacié nova: els punts (3,5), (5,3) son diferents.

La igualtat de dues parelles ordenades és “terme a terme” o “component a component”:
(a,b) = (c,d) si, inomés si,a =cib=d. Per tant, (a,1) # (1,a) sia # 1.
Es pot generalitzar a ternes ordenades, elements de

AxBxC={(a,b,c)lac A,beB,ceC}.

PROBLEMA 8.32
SiA={a,b,c}, B={0,1}, C = {%,0, M}, obteniu

a) AXBxC
b) AXBxA

Solucio

a) AXBxC={
(a,0,),(a,0,0),(a,0, M),
(a,1,%),(a,1,9),(a,1, ),
(5,0,%),(5,0,9), (b,0,4),
(b,1,%),(b,1,9),(b,1, M),
(c,0,),(c,0,9),(c,0,H),
%c,l,&),(c,l,@),(c,l,‘)

b) AXBxA=/{
(a,0,a),(a,0,b),(a,0,c
(a,1,a),(a,1,b),(a,1,c
(5,0,a), (b,0,b), (b,0,c
(b,1,a),(b,1,b),(b,1,c
(¢,0,a),(c,0,b),(c,0,c),
(e, 1,a),(c,1,b),(

}

>

>

il

—_

s

¢, 1,0)

)

Conjunts %
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El concepte es pot generalitzar al conjunt de les n—ples ordenades (amb simplificacié
notacional):

A X XA, ={(ar,a2,- - ,a,)|a; € ALVi=1,--- ,m}.
Els conjunts poden ser el mateix, €s a dir, A = B o, més en general, A} = --- = A,, = A.
Teorema 8.9 (cardinal del producte cartesia) Si els conjunts A, B son finits i no buits,

aleshores |A x B| = |A||B| (i també |A x B| = |A||B| = |B x A|. En general, |A; X -+ X
Aml = |Al| T |Am|'

Exemples 8.57 (addicionals de producte cartesia)

Exemple 1. Producte cartesia i geometria: R*,R3,R" com a producte cartesia. Eventu-
alment, els factors d’un producte cartesia poden repetir-se, com hem vist, com seria en
elcasde RxR=R?, RxRxR=IR?i,en general, R x R x --- x R = R" (n copies).
[ |

Exemple 2. Podem considerar productes cartesians d’intervals. Per exemple, en el pla bi-
dimensional, amb un sistema de coordenades cartesianes rectangulars, podem expressar
rectangles de costats respectivament parallels als eixos de coordenades com a productes
cartesians, subconjunts de R:

[ai,ay) x [b1,by) = {(x,y) ER*|a; <x < ay,b; <y<b,}.W

Exemple 3. Considerem el cub Q de costats de longitud 1, amb el vertex de coordenades
minimes situat a [’origen i amb els costats respectivament parallels als eixos de coorde-
nades. Podem expressar el conjunt dels punts del cub com Q = {(x,y,2)[0 <x< 1,0 <
y < 1,0 <z<1}1i,entermes de producte cartesia, com

0=10,1] x[0,1] x [0,1]. I

Exemple 4. Podem expressar el quadrat que té per vertexs oposats 1’origen de coorde-
nades del pla de coordenades z =0 i el punt (a,a,0) mitjancant un producte cartesia:
[0,a] x [0,a] x {0}, ja que és el conjunt de punts de la forma (x,y,0), amb 0 < x < q,
0 <y <a.ODbées pot expressar com a conjunt com Q = {(x,y,0)|0 <x<qa,0 <y<a}.
|

Exemple 5. El conjunt de les cadenes binaries de longitud n > 1 és el producte cartesia

(0,1} x - x{0,1}. m

Exemple 6. Un alumne fa un test de 20 preguntes, de 5 respostes cadascuna. Cada pre-
gunta admet una tnica resposta, i se suposa que les contesta totes. De quantes maneres
es pot fer? Es pot formalitzar la situacié combinatoria en termes del producte carte-
sia. Considerem el conjunt de les possibles respostes R = {a,b,c,d,e}. Suposem que
la resposta global al test consisteix a omplir una cadena lineal, de 20 caselles, en que
la casella i—¢sima contindra la resposta a la i—¢sima pregunta. El conjunt d’aquestes

cadenes ¢€s el conjunt de les respostes possibles, i aixd €és exactament el producte car-
20

20
tesia T = Rx --- xR; la resposta és |T| = |R| --- |[R| = [R|*® = 5%. Si admetem que
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pot no respondre’s a una pregunta, podem modelitzar la situacid ampliant les possi-
bilitats a una nova resposta ficticia, “0”, indicativa de “noresposta”. Aixi, considerem
R ={a,b,c,d,e,0}, nou conjunt de respostes. A continuacid, I’argumentacié és la ma-
teixa i resulta finalment 6%°. W

linea Vegem diversos d’exemples en relacié amb el cardinal d’un producte cartesia.

Exemples 8.58

Exemple 1. Calculeu, en funcié de |A|,|B|,|C|,|D], el cardinal de D x (P (A) x Z(B)) x
C (on A,B,C,D s6n conjunts finits).

|IDx 2(P(A) x P(B)) xC|=

DI |Z(2(A)] |2 (B))] |C| =

|D| 2171 2Bl |C| =

ID| 2C@") 2181 |C|

Hem fet servir que | #(X))| = 21X/, amb X conjunt finit, i que

|X XY x Z| = |X||Y||Z|, per a conjunts finits X, Y, Z. B

Exemple 2. Quants subconjunts té {a,b,c} x {0,1}?

L@({a,b,c} % {0, 1})| _ 2\{a,b,c}><{0,1}\ _ 2\{a,b,c}\ H{o.1}3 23%2 _ 26
Hem fet servir que | #(X))| = 2/, amb X conjunt finit. B
Propietats addicionals. Per a A,B,C conjunts:

(AUB)xC=(AxC)U(BxC)
(ANB)xC=(AxC)N(BxC)
(A—B)xC=(AxC)—(BxC).

8.12. Problemes diversos de conjunts

PROBLEMA 8.33

Per a A,B,C conjunts:
(A—B)xC=(AxC)—(BxC)
Solucié. Provarem dues inclusions.

Subproblema 1. Vegem, en primer lloc, (A—B) xCC (AxC) — (BxC):
Sigui (x,y) € (A—B) xC.

Aleshoresx € A—BiyeC.
Per tant, x € A, x ¢ B (afirmacid [A]),y € C.
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D’una banda, doncs, (x,y) € A x C.

De I’altra banda, (x,y) ¢ B x C, ja que, si fos (x,y) € B x C, seria en particular
X € B, en contradiccié amb 1’afirmacié [A] anterior (observi el lector que acabem
de fer una demostracid per reduccio a 1’absurd).

De les dues anteriors, en resulta (x,y) € (A xC) — (BxC),

que és el que haviem de provar:

(x,y) €(AxC)—(BxC).

Subproblema 2. Vegem que (A xC)— (BxC)C (A—B) xC:

Sigui (x,y) € (A x C) — (B x C). Aleshores:

(x,y) € Ax C (afirmaci6 [A]) i

(x,y) ¢ B x C (afirmacié [B])

Per [Al,x€e A,y e C.

Per [B],x ¢ Boy ¢ C. Perd, per [A], és y € C i, en conseqiiéncia, ha de ser x ¢ B.
Aixi, tenim: x €A, x ¢ B,y € C,ésadir,xe A—B,y€C,

d’on (x,y) € (A—B) xC.

PROBLEMA 8.34
Per a A,B,C conjunts:
(ANB)xC=(AxC)N(BxC).
Solucié. Resulta de la seqiiencia d’equivaléncies:
(x,y) € (ANB) x C,
que equival a x€ANBAyeC
que equival a (xeAAxeB)AyeC
que equival a XEANXEBA(yeCAyeC)
que equival a (x€AANYyeEC)N(x€BAY€EC)
que equival a (x,y) EAXC)A(x,y) € BxC)
que equival a (x,y) € (AxC)N(BxC).
Aixf:
(x,y) E(ANB)xC & (x,y) € (AXC)N(BxC),

que estableix la igualtat dels dos conjunts.
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PROBLEMA 8.35
Siguin A,B,C,D conjunts. Proveu:
((AUBCCUD)AN(ANB=0)A(CCA))=(BCD)

Solucié. Escrivim separadament les diverses propietats de la hipotesi amb 1’objectiu de
poder-nos-hi referir:

(1): AUBCCUD
(2): ANB=0
(3): CCA

Per a demostrar B C D, hem de provar:
xeEB=xeD

(De fet: Vx(x € B=x € D)).

En efecte:

Sigui x € B.
Llavors, per (2), x € A.
Pero, aleshores, per (3), x € C.

sempre

Arabé, xe B2 xc AUB™Z x e cuD.

Essent x ¢ C, és x € D.

PROBLEMA 8.36

Siguin A, B conjunts. Proveu:
A—(A—B)=ANB

Solucié

Metode 1. Per operacions conjuntistes:
A—(A—B)=

= AN(A—B)°

=AN(ANB°)*

= AN (A°UB*), per De Morgan per a conjunts,
= AN (A°UB) (doble complementari)

= (ANA°)U(ANB), per distributivitat de N respecte de U,
=0Q0U(ANB)

=ANB
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Meétode 2. Per una seqiiencia d’equivaléncies, per a un x qualsevol:
x€A—(A-B)

XEANX¢A—B

XEAN-(x€A—-B)
XEAN-(x€AN—x€EB)

x€AN(—x €AV -—x € B) (De Morgan)
X€EAN(-xEAVXERB)
(xeAN-x€A)V(xe ANXxEB)
FVv(xeAAx€EB)

(xe AAXEB)

x€ANB.

Variant:

A—(A—-B)=

={xlx€c AAx¢ A—B}
={xlxeAAN=(x€e A—-B)}
={xlxeAN-(xe AN—x€B)}

={xxc AN(—x€AV—-—x€EB)}
={xlxeAN(-x€AVx€EB)}
={x|xeAN—x€A)V(xeANXxEB)}
={xlxeOVv(xecAAxEB)}

={x|(xe AAx€ B)}

=ANB.

Metode 3. Per taules de pertinenca:

A|B|A-B| A—(A-B) | ANB
00| o 0 0
01| o 0 0
1o 1 0 0
1111 o 1 1

La coincidencia de les taules de pertinenca permet afirmar la igualtat dels conjunts.

PROBLEMA 8.37

Siguin A, B conjunts. Proveu:

(A—B)UB=AUB.
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Solucié
Metode 1. Per operacions conjuntistes.

(A—B)UB =

= (ANB°)UB

= (AUB) N (B°UB) (per distributivitat de U respecte de M)
=(AUB)NQ

=AUB.

Metode 2. Per una seqiiencia d’equivaléncies, per a x arbitrari:

x€(A—B)UB

x€(A-B)VxeB

(xeAANX¢B)VxEB

(x e AVx e B)A(x¢ BVxe B (per distributivitat de V respecte de A)
(x€AVxeB)AT

xcAVxeB

xc€AUB.

Meétode 3. Per taules de pertinenga:

A|B|A-B| (A-B)UB | AUB
0/o| o 0 0
0/1] o 1 1
10| 1 1 1
1111 o 1 1

La coincidencia de les taules de pertinenca permet afirmar la igualtat dels conjunts.

PROBLEMA 8.38
Siguin A,B,C subconjunts de Q. Proveu:

[(AUB¢) —CJ = (A°UC) N (BUC).
Solucié. Demostrem-ho efectuant operacions conjuntistes.

[(AUB) —C] =
[(AUB)NCF
= (AUB°)°U(C°)° (per De Morgan per a conjunts)
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AUB“)°UC (per doble complementari)

=
= (A°N(B°)°) UC (per De Morgan per a conjunts)
= (A°NB) UC (per doble complementari)

= (A

UC)N (BUC) (per distributivitat de U respecte de N).

Altres métodes possibles. Per taules de pertinenca, demostrant la doble inclusid, mitjan-
cant una seqiiencia d’equivaléncies.

PROBLEMA 8.39

Considereu els conjunts:
A={xeR|x¥-7x+10<0}
B={xeR]2<x<5}
Proveu que A = B.

Solucié. En primer lloc, resolem I’equacié de segon grau x> — 7x + 10 = 0. Rutinaria-

T+v/49—-40 7T+£3

ment, resulta x = = > Per tant, les solucions sén 2,5. La grafica de

y = x* — 7x+ 10 és una parabola que talla I’eix x en els punts P, = (2,0) i P, = (5,0).
Ates el signe positiu del coeficient de x?, s una parabola oberta cap al semipla de les y
positives. Per tant, resulta:

A={xeR|¥®-Tx+10<0}=(2,5) =B.

Hem fet servir una argumentacio intuitiva de base graficogeometrica. Vegem-ne un ar-
gument formal. Convé tenir present que, del que hem vist, en resulta la factoritzacié
(x—2)(x—5) =x*> —7x+ 101, per tant,

¥ =Tx+10<0& (x—2)(x—5)<0.
Veurem la igualtat A = B demostrant les inclusions BC Ai A CB.
Subproblema 1 (B C A). Hem de provar que x € B = x € A:

Sigui x € B. Llavors, 2 < x < 5. De 2 < x resulta x —2 > 0; de x < 5 resultax —5 < 0.
Per tant, (x —2)(x—5) < 0. Equivalentment, x> — 7x+ 10 < 0, d’on x € A.

Reciprocament,
Subproblema 2 (A C B). Hem de provar que x € A = x € B:

Sigui x € A. Aleshores x* — 7x + 10 < 0. Equivalentment, (x —2)(x —5) < 0. Per tant,
x—21x—5 sén de signes diferents. En principi, son possibles dos casos:

1.x—2<0ix—5>0
2.x—2>0ix—-5<0
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Enelcas 1,x <2ix > 5, condicions incompatibles. Per tant, aquest cas no es pot donar.
S’ha de satisfer el cas 2.

En el cas 2, resulta equivalentment a les condicions que x > 2 ix < 5,és adir, 2 < x < 5.
Per tant, x € B.

Variants: Reexpresseu C = {x € R|x> —7x+ 10 > 0}. Es C el complementari de A en
R. Per tant, C = {x € R|x <2 Vx> 5 (automatitzadament com a negacié de la condicié
2 <xAx <5 per De Morgan). Per tant, C = {x € Rlx <2} U{x € R|]x > 5} = (—,2]U
[5,4).

Sigui D = {x € R]x> = 7x4 10 > 0}. Es D = {x € R|(x —2)(x — 5) > 0}. La condicié
(x —2)(x—5) > 0 equival que els dos factors sén del mateix signe, de manera que, en

principi, serien possibles dos casos, una disjuncio:

1.x=2>0ix—5>0(0)

2.x—2<0ix—5 <0, ¢és adir, respectivament:

l.x>2ix>50

2.x<2ix<5,
Esadir, (x >2Ax>5)V(x<2Ax<5).
Ara bé:

(x>2Ax>5)=x>5
(x<2Ax<5)=x<2,don

(x>2Ax>35) V(X <2Ax<3)) = ((x<2)V(x>5)).
Per tant, D = (—,2) U (5,+)
També tenim:

D={xeR[x¥*—Tx+10>0} = (—,2)U(5,+x)
D={xeRx<2Vx>5}

PROBLEMA 8.40
Sigui A = {(x,y) € R*|xy = 2 Ax*>+y* —5 = 0}. Descriviu el conjunt per extensid,

explicitant-ne els seus elements.

Solucié. Es tracta de resoldre el sistema d’equacions anterior. Per la condicié xy = 2, ja
. . . . . _ _ . 2
tenim que x # 0 (ja que, en cas contr;n, seria 2 =xy =0-y =0, absurd). Per tant, y = =.
Substituim a 1’altra equacié: x* + (=) —5 =0, d’on x* — 5x> + 4 = 0. Per a resoldre
X

aquesta tltima equacid, fem w = x2, d’on cal resoldre w? — 5w +4 = 0.
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. 5+v25-16
Les solucions sé(n w = ———— Pertant, w =4 ow=1.D'onx=20x=—-20
x=10x=—1.Tornant a la primera equacid, les y corresponents respectivament a les x

anteriors sén 1,—1,2,—2. Les solucions sén els punts (2,1),(—2,—1),(1,2),(—1,-2).
Aquests punts satisfan efectivament el sistema d’equacions.

Per tant,
A={(xy) ER*xy=2Ax*+y*—5=0}
={2.1),(=2,-1),(1,2),(-1,-2)}.

Des del punt de vista geometric, sén els punts de la interseccié de la circumferéncia
x2+y? —5 =0, de centre I’origen i de radi v/, amb la hipérbola xy = 2.

PROBLEMA 8.41

Descriviu els elements del conjunt

A={(xy) ER*x(3—2x—y)=0Ay(3—2y—x)=0}.
Solucié. Els elements del conjunt sén els que satisfan:
“*=003-2x—y=0"1y=003-2y—x=0".

Pot ser dificil de manejar logicament el conjunt de condicions. Sortosament la resolucié
es pot sistematitzar utilitzant equivaléncies logiques:

(x=0V3—-2x—y=0)A(y=0Vv3—-2y—x=0)
Ara bé:

(x=0Vv3—-2x—y=0)A(y=0V3—2y—x=0) equival, per distributivitat de A respecte
de V,a

x=0A(y=0V3—-2y—x=0)]V[B3—-2x—y=0)A(y=0V3—-2y—x=0)], que
equival, per distributivitat de A respecte de V, a

[(x=0Ay=0)V(x=0A3-2y—x=0)]V[3—-2x—y=0Ay=0)V(3-2x—y=
0A3—2y—x=0)]. Esadir:

x=0Ay=0)V(x=0A3-2y—x=0)V3—-2x—y=0Ay=0)V(3—-2x—y=
0A3—2y—x=0).

Més en general, aplicant les propietats de distributivitat, resulta:
(aVb)A(evd)=(anc)V(and)V(bAc)V (bAA).

En efecte:

(aVb)A(cvd)

=[(avb)Ac]V](aVb)Ad]
=[(anc)V(bAc)V(and)Vv(bAd)]
=(anc)V(bAc)V(aNnd)V (bAd) (associativitat).



Cada operand de la disjuncié anterior aporta solucions del sistema, elements (punts) al
conjunt:

(x=0Ay=0): P, =(0,0),

(x=0A3-2y—x=0): ,=(0,3/2),

(3—2x—y=0Ay=0): = (3/2,0),

De (3—2x—y=0A3—2y—x=0) resultax = y. Ara tornem a les equacions originals:

substituint y = x a la primera s’obté 3x(1 —x) =0,d’onx=00x=1;six=0,ésy=x=0
i resultaria el punt P;. En el cas x = 1, resulta y = x = 1, d’on, finalment, P, = (1,1).

Es pot comprovar que satisfan el sistema, simplement per substitucid.

Aixi, A = {(0,0),(3/2.0),(0,3/2), (1, 1)}.

PROBLEMA 8.42
Siguin A, B conjunts. Proveu que BC A= B=A—(A—B).

Solucié
Metode 1. Per operacions conjuntistes.

Convé tenir en compte que la hipotesi es pot expressar equivalentment com

ANB=Bitambé AUB = A.

A—(A—B)=
=AN(A—B)*
— AN (AN B
= AN (A°UB), per De Morgan (conjunts)

= AN (A°UB) (per doble complementacid)

= (ANA°)U(ANB), (per distributivitat de N respecte de U)
=0U(ANB)

=ANB

= B, per la hipotesi (AN B = B).
Observem com aqui s’aplica la hipotesi al final de I’argumentacio.

Metode 2. Per una seqiiéncia d’equivaléncies que estableix la doble inclusid, i que se-
gueix en parallel la seqtiencia del metode 1. Per a x arbitrari:

x € A—(A—B), equivalent a
x € AAx ¢ A— B, equivalent a
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XE€AN(x¢ AVx€E B), equivalent a

(xe AANx¢ A)V (x € ANx € B), equivalent a
0V (x € AAx € B), equivalent a

X € AAx € B, equivalent a

xX€ANB

Tenim x € AN B = x € B sempre (equivalentment, AN B C B). Ara bé, per la hipotesi,
tenim I’equivaléncia x € ANB < x € B i, en conseqii¢ncia, I’argumentacid anterior pot
prosseguir:

X € AN B, equivalent a
x€B.

Aix0 prova la tesi que Vx(x € A— (A — B) <> x € B) és cert.

Globalment, Vy(y e B~y € A) - Vx(x e A— (A—B) <> x € B).

PROBLEMA 8.43

Descriviu els elements del conjunt:
A={(x,y) ER*(x—2)*+y*=8Ay=x}.

Solucié. Es la interseccié de la recta y = x (bisectriu del primer i el tercer quadrants) i
la circumferéncia de centre (2,0) i radi 4/8. També es podria escriure

A={(xy) eR*|(x—2)*+y* =8} N{(x,y) € R*|y = x}.

Substituim y = x a la primera equacié:

(x—2)*+x*=8
X—2x—2=0
x=1+3

Es a dir, les solucions sén x; = 1 +1/3 0 x, = 1 —+/3. Tornant a la segona equacio,
resulta:

A={(14+V3,14V3).(1-V3,1-3)}

PROBLEMA 8.44

Escriviu els conjunts de punts del pla bidimensional descrits per:

a) Els punts del primer quadrant sense els eixos de coordenades (del quadrant).

b) Els punts del primer quadrant amb els eixos de coordenades (del quadrant).
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c) Els punts del tercer quadrant amb els eixos (del quadrant).

d) Els punts del tercer i el quart quadrants amb els eixos de coordenades (dels qua-
drants).

e) Els punts del segon i el quart quadrants amb els eixos de coordenades (dels qua-
drants).

f) La recta que passa pel punt (0,¢) i és perpendicular a I’eix d’ordenades.
g) Els punts del segon quadrant amb els eixos de coordenades (del quadrant).
h) Els punts de semipla de les y no negatives.

i) Els punts dels quadrants segon i tercer sense els eixos de coordenades (dels qua-
drants).

J) El pla excepte els eixos de coordenades.
k) El pla sense l’eix Ox.
) El pla sense la bisectriu del primer-tercer quadrant.
m) El semicercle al primer i al segon quadrants corresponent a la circumferéncia x* -+
y? =5.
Solucié

a) Els punts del primer quadrant sense els eixos de coordenades
{(x,y) € R*|x >0,y >0} = {(x,y) € R*}}x >0Ay > 0}.

b) Els punts del primer quadrant amb els eixos de coordenades
{(x,y) e R*}|x>0Ay >0}

c) Els punts del tercer quadrant amb els eixos
{(xy) ER*x<0Ay <O}

d) Els punts del tercer i el quart quadrants amb els eixos de coordenades
{(x.y) eR?|y<0}.

e) Els punts del segon i el quart quadrants amb els eixos de coordenades
{(ey) ER’|(x<0AY>0)V(x>0Ay <0)}.

f) La recta que passa pel punt (0,c¢) i és perpendicular a I’eix d’ordenades
{(x,c) e R?|x e R}.

g) Els punts del segon quadrant amb els eixos de coordenades
{(xy) eR?x <OAy=>0}.

h) Els punts de semipla de les y no negatives
{(x.y) e R*[y > 0}.

i) Els punts dels quadrants segon i tercer sense els eixos de coordenades
{(x.y) eR*[x <OAy#0}.

j) El pla excepte els eixos de coordenades

{(x.y) €eR*|x#0Ay #0}
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k) El pla sense I’eix Ox

{(x.y) e R?|y #0}.
1) El pla sense la bisectriu del primer-tercer quadrant

{(x.y) e Ry #x}.
m) El semicercle al primer i al segon quadrants corresponent a la circumferéncia x* +
2
y =3

{(x,y) e REx*+y> <5Ay >0}

PROBLEMA 8.45

Descriviu els elements del conjunt:
A={(xy) ER*x*+y*=5Ax=0}.
Solucié. També és A = {(x,y) € R?|x* +y* =5} N{(x,y) € R*x=0}.

Es la intersecci6 de la circumferéncia x2 + y? =5, de centre (0,0) i radi \/5, amb I’eix
Oy.

Posant x = 0 a la primera equaci6, obtenim y> = 5, d’on y = V5 0y=—1/5. Per tant:

A={(0.V5).00.-V5)}.

PROBLEMA 8.46

Descriviu els elements del conjunt:

A={(xy) ER}(x—2)*+y*=9A (x=0Vy=0)}.

Solucié. El conjunt de punts que satisfan la condicié (x —2)2+y* =9A (x=0Vy =0)
és el dels que satisfan la condici6 equivalent (x—2)2+y* =9Ax=0)V ((x—2)*+y* =

9 Ay =0), intersecci6 de la circumfereéncia (x —2)* 4 y* = 9, de centre (2,0) i radi 3,
amb els eixos de coordenades, interseccions que calculem separadament:

A={(xy) ER(x=2)2+y*=9Ax=0}U{(x,y) ER?|(x—2)*+)»*=9Ay=0)}

Posant x = 0 a I’equacié (x — 2)2 +y? =9, resulta y = ++/5. Per tant, les solucions son

(0.v/5), (0,—V5).

Posant y = 0 a I’equacié (x—2)?+y? = 9, resulta x =5 0 x = — 1. Per tant, les solucions
son (5,0), (0,—1). Aixf:

A={(0.V3).(0.~/5).(5.0),(0.~1)}.



PROBLEMA 8.47
Siguin A, B conjunts, subconjunts de Q. Proveu: A—B=B—-A & A=B.

Solucié. Cal provar dues implicacions.

Primera implicacio. La implicaci6 A =B = A— B = B— A és una obvietat: A—B =
A —A = B—A, aplicant la hipotesi dues vegades.

Segona implicacio. Vegem la implicaci6 A —B = B — A = A = B, que demostrem per
manipulacié conjuntista:

A=ANQ =

=AN(BUB")

= (ANB)U (AN B°), per distributivitat de N respecte de U,
— (ANB)U(A—B)

= (ANB)U (B — A), per hipotesi,

= (ANB)U(BNA°)

= (ANB)U (A°NB)

= (AUA°) N B, per distributivitat de N respecte de U,
=QNB

=B.

Altres métodes de demostracio, per a la segona implicacioc: (A—B=B—A=A=RB)

Per reduccio a I’absurd. Partim de la negaci6 de la implicacio, és a dir, deA—B=B— A
i A # B. Vegem que s’arriba a una contradiccid.

De A # B, existeix x tal que x € Aix ¢ B, o bé existeix y tal que y € Aiy ¢ B (poden
ser totes dues). Considerem el primer cas; per al segon, procediriem analogament o, fins
i tot, no caldria fer res per raons de simetria.

En efecte, six € Aix ¢ B, aleshores és x € A — B. Aplicant la hipdtesi, és x € B— A, d’on
X € Bix¢ A, contradiccid. Per tant, A—B=B— A= A=B.

Podem adaptar la idea anterior per a donar un argument pel contrareciproc: A # B =
A — B # B— A. En efecte, suposem que existeix x tal que x € A i x ¢ B (analogament per
a I’altra possibilitat). Aleshores x € A — B. Per tant, x ¢ B i, en conseqiiéncia, x ¢ B— A,
per definicid de diferéncia de conjunts. Per tant, A — B # B — A.

PROBLEMA 8.48

Siguin A, B conjunts, subconjunts de Q. Proveu:

A=(ANB)U(A—B).

Conjunts %
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Solucié. Métode: per manipulacié conjuntista. Idea: no resulta obvi com abordar el
problema a partir de A, és a dir, A = ...7.... Sera millor partir de I’expressié del membre
de la dreta, on trobem possibilitats de manipulacio:

(ANB)U(A—B)=

=(ANB)U(ANB)

= AN (BUB"), per distributivitat de N respecte de U,

=ANQ

=A

Observi el lector que hem aplicat la distributivitat “en sentit contrari a I’habitual”.

Altres metodes. Per taules de pertinencga, per seqiiencia d’equivaléncies, per doble inclu-
sio.

PROBLEMA 8.49
Siguin A, B conjunts, subconjunts de Q. Proveu: (ANB) N (A—B) = 0.

Solucio

Meétode 1. Per reduccio a I’absurd. Suposem (AN B)N (A — B) # 0. Aleshores existeix
algun elementx € (ANB)N(A—B),d’onx € ANBix € A—B.Dex € ANBresulta, en
particular, x € B. De x € A— B se’n deriva x ¢ B. Per tant, hem arribat a la contradiccidé
X € Bix ¢ B. En conseqiiéncia, (ANB)N(A—B) =0.

Meétode 2. Alternativament, ho provem per operacions conjuntistes. Idea: no resulta obvi
com abordar el problema a partir de 0, €s adir, 0 = ...7.... Sera millor partir de I’expressié
del membre de la dreta, on trobem possibilitats de manipulacid:

(ANB)N(A—B) =

=(ANB)N(ANB°) =

=(ANA)N(BNBY)

=AN0O

=0.

Altres métodes. També es podria demostrar per taules de pertinenga, doble inclusio i
seqiiencia d’equivaléncies.

PROBLEMA 8.50

Siguin A, B conjunts. Demostreu que

P(ANB) = P(A)N P(B).
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Solucié. Vegem les dues inclusions corresponents a la igualtat de conjunts.
P(ANB) C X (A)N P (B)

PA)NP(B) C P(ANB)

> Z(ANB) C Z(A)N P (B)?

Sigui C € Z(ANB). Aleshores C C ANB. Atets que ANBC AiANBC B, resultaC C A
iCCB.Pertant,C € Z(A)iC € Z(B),d’onC € Z(A)N Z(B).

> P(A)N 2(B) C P(ANB)?

Sigui D € Z(A)N P (B). Aleshores D € #(A) i D € 2(B). Equivalentment, D C A i
D C B. Per tant, D C AN B. Finalment, D € (AN B).

PROBLEMA 8.51
Sigui A un conjunt. Proveu A— (A—A) = A.

Solucié

Meétode 1. Essent A— A =0, podem escriure A — (A—A) =A—0=A.

Meétode 2. Considerant A C Q, per manipulacié conjuntista:

A—(A—A)=AN(A-A) =AN(ANA) =AN(A°UA“) =AN(AUA) =ANQ=A
Metode 3. Considerem la seqiiéncia d’equivaléncies:

x€A—(A—A),equivalent a

x€ANAx¢ (A—A),equivalent a

XE€AN(x¢ AVx € A), equivalent a
(xeAANx¢ A)V (x € ANx € A), equivalent a
FVv(x€AAx € A), equivalent a

x € AAx € A, equivalent a

x €A

També es podria provar per taules de pertinenga.

PROBLEMA 8.52
Sigui A un conjunt. Proveu (A—A) —A=0.

Solucio

Meétode 1. Essent A— A = 0, podem escriure (A—A) —A=0—-A=0.
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Metode 2. Per operacions conjuntistes: (A—A) —A = (ANA)NA°=ANA°=0.

Meétode 3. Per reducci6 a ’absurd. Suposem (A —A) — A # 0 i sigui, per tant, x € (A —
A)—A. Aleshoresx EA—Aix ¢ A. Arabé, de x € A— A resulta x € A (i també x ¢ A).
Per tant, hem arribat a la contradiccié: x € Aix ¢ A.

També per taules de pertinenca i per seqliéncia d’equivaléncies.

PROBLEMA 8.53

Expresseu com a interval o reunid d’intervals A = {x € R||3x— 1] < 2}.

Solucié. Si3x—12>0,és |3x— 1| =3x—1 i, per tant, la condicié definitoria és 0 <
3x—1<2,d’on 1 <3x< 3 Aixi, % <x<l.

Si3x—1<0,6s |3x—1|=—(3x—1) i, per tant, la condici6 definitoria és —(3x— 1) < 2),
d’on —2 <3x—1<0.D’on —1 < 3x < 1. Per tant, f% <x< %

Aixf:

A={xeR|]3x—1]| <2}
={xeRPBx—1>0A3x—1|<2}U{xeRIBx—1 <O0A|3x— 1| <2}
={xeRi<x<1}U{xeR|-i<x<1}

=[5.DU(-3.3)

= (-1,

Per tant, alternativament, A = {x e R| — § <x < 1}.

PROBLEMA 8.54

Doneu una descripcid alternativa del conjunt A = {(x,y) € R?*|xy =0}.
Solucié. Observem que xy =0 = (x =0V y=0). Per tant,

A={(x,y) eR*x=0Vy=0}
={(0.y)ly e R}U{(x,0)[x € R}.

Esta format pels dos eixos de coordenades.

PROBLEMA 8.55
Descriviu per extensio el conjunt A= {(x,y) € R*|(x+y)(xy+ 1) =0}.

Solucié. Analitzem la condici6 definitoria. Es (x +y)(xy+1) =0 = (x +y =0V xy+
1=0).



De la primera condicid, y = —x. Substituint a la segona, —x*4+1=0,d’onx*=1,ésa
dir, x =1 o x = —1. Tornant a la condici6 y = —x, en resulten, respectivament, els valors
y=—loy=1.Pertant, A= {(1,—1),(—=1,1)}.

PROBLEMA 8.56

Siguin W, S conjunts. Proveu:
Vx(xeW —-x¢S)<WnNS=0.

Solucié. Podem demostrar dues implicacions o bé fer una prova directa de 1’equivalén-
cia.

> Hem de demostrar dues implicacions:
Primera implicacio. Nx(x e W —x ¢ S) =WNS=0

Metode de demostracio pel contrareciproc. Cada afirmaci6 implica la de sota (en alguns
casos, son equivalents):

Suposem W NS # (. Aleshores:

Jala e WNS)

Ja(ae WAaes)

Ja(a € W A ——a € S) (per doble negacid)

Ja(ae WA—-a¢S)

Ja—(a € W — a ¢ S) (per negacié del condicional)

—Va(a € W — a ¢ S) (per negacié del quantificador universal V).

Observacio: Amb una variant expositiva, podem produir una demostracié per reduccio a
I’absurd.

Segona implicacio. WNS=0=VYx(x e W —x &¢5)

Metode de demostracio: per reduccio a I’absurd. Suposem falsa la implicacid i certa la
seva negacid. Recordem que la negacié de A = B és (equivalent a) “A i no B” (—(A —
B) = AA—B). Cada afirmaci6 implica la de sota (en alguns casos, sén equivalents):

Suposem cert WNS =01 —Vx(x € W — x ¢ S). Escrivim una seqiiéncia de férmules
equivalents a la segona:

—“Vx(xeW —x¢59)

I-(xeW —x¢S)

Ix(xeWA-x¢&ES)

Ix(xeWA-—x€ES)
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Ix(x e WxeSs)
Ix(x e WNS)
W NS # 0, contradiccid.

Per tant, la implicaci6 és certa.

Observacio: Canvis minims en 1’exposicié anterior produeixen una demostracio pel con-
trareciproc: “Vx(x e W —x ¢ S) = WNS#0.

> Prova directa de I’equivaléncia. Seqiiencia d’equivaléncies:
Vx(xeW —x ¢5)

——Vx(x € W — x ¢ S) (per doble negacid)

—Jx—(x €W — x ¢ S) (per negacid de V)

—3dx(x € W A—x ¢ S) (per negaci6 del condicional)

—Jx(x € W Ax € S) (per doble negacid)

—3dx(x € WNS) (per definicid de la interseccié de dos conjunts)
~(WNS#0)

wnsS=20.

Observeu que, pel contrareciproc aplicat a x € W — x ¢ S, resulta una nova afirmacié
equivalent a les anteriors: Vx(x € S — x ¢ W). En efecte, per a un x arbitrari (perd fix)
x €W — x ¢ S equival, pel contrareciproc,a ~x ¢ S —x ¢ W,ésadir,x€ S —x ¢ W,
per generalitzacid s’obté 1’afirmacio.

Per tant, sén equivalents:

Vx(xeW —x ¢5)
Vx(xeS—x¢W)
wWnNnS=0

De fet, també W NS = 0 és equivalent a

Vx(xeW - x ¢ S)AVx(x €S —x ¢ W).

PROBLEMA 8.57
Siguin A,B,C subconjunts de Q. Proveu que (ANBNC)N[(A—B) —C]=0.

Solucié
Metode 1. Per manipulacid conjuntista:

(ANBNC)N[(A—B)—C|]=(ANBNC)N[(A—B)NC| =
=(CNC)N(ANBN(A—-B))=0N(ANBN(A—-B))=0.



Metode 2. També per reduccio a I’absurd:

Suposem (ANBNC)N[(A—B)—C]#0. Siguix € (ANBNC)N[(A—B)—C]. En par-
ticular, x € C i x € (A — B) — C; d’aquesta dltima resulta que x ¢ C. De manera que hem
arribat a: x € C i x ¢ C, contradiccid. Per tant:

(ANBNC)N[(A—B)—C]=0.

PROBLEMA 8.58

Siguin A,B,C conjunts. Proveu que
sia€ ANBNC, aleshoresac A—(B—C)ia¢ (A—B)—C.
Solucié. Vegem separadament

acANBNC=acA—(B—C)iac ANBNC=a¢ (A—B)—C.

a) ac ANBNC=acA—(B—C)?

Siguia € ANBNC. Aleshoresa € ANa€ BNac C.Deac BAa € C endeduim
que a ¢ B—C. Juntament amb a € A, obtenima € A— (B—C).

b) ac ANBNC=a¢ (A—B)—C?

Per contrareciproc: sia € (A— B) —C, en particular a ¢ C. Pero, aleshores, a ¢ a €
ANBNC.

Directament, si a € ANBNC, aleshores a € ANa € B,d’on a ¢ A— B. En conse-
qiiéncia, a ¢ (A—B) —C.

Exposicid alternativa:

acANBNC=acANaeB=a¢A—B=a¢ (A—B)—-C.

Observacions: Una conclusié posterior seria que a € (A—(B—C))— ((A—B) —C). 1
també resulta que A— (B—C) # (A—B) —C.

8.13. Qiiestions conceptuals

Recordem algunes notacions

|A| denota el cardinal de A. Tots els conjunts dels quals es considera el cardinal sén finits
(o el buit).

Universal(s): U,Q, indistintament.
Complementari del conjunt A respecte de U: A°,U — A,Q — A,Z,U\A, Q\A (on A CU).

El conjunt de les parts de A es denota per &#?(A). Recordeu: &?(A) = {B|B C A}.
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P (A) és el conjunt dels subconjunts de A que sén de cardinal k. Es a dir, 2 (A) = {B:
BCAN|B| =k} ={Be Z(A)||B| =k}.
Recordeu que | Z(A)| =211 | 2 (A)| = (‘f‘).

64 Cert o fals?

a) {0}{10 e) I{(’)};& Y ) {{0}} e 2({0})
b) 0 € {0 f) 0 C 2({0 .

) 0C {0} 9) 0 2({0}) i {{o}} c {0}
d) [{0}/=0 h) {0} € #({0}) k) 2({0}) ={0.{0}}

Ajut: En alguns casos, pot ser util obtenir el conjunt de les parts separant per car-
dinals: subconjunts de O elements, subconjunts d’1 element, etc, corresponent a:

|A]

P(A) = Zo(A) U Z1(A)U P (A)U---U Z(A)U---U P (A) = U Fi(A).

64* Resposta:

a) Fals. g) Cert, propietat general, ja que 0 C
b) Cert. {0}.

¢) Cert. h) Cert, sempre A € Z(A).

d) Fals. i) Fals.

e) Cert. j) Cert.

f) Cert, propietat general. k) Cert.

65 Escriviu els elements del conjunt:

A={1,2,4,{3},{{3}},0.{0}.{{{0}}}}

65* Resposta:Hi ha 8 elements:

1,2,4,{3},{{3}}.0.{0}. {{{0} }}

66 Indiqueu quines afirmacions sén certes:

a) 1€{1,2,3} d) 0€{1,2,3} g) {1,2,3} # {0}
b) {1} €{1,2,3} e) 0C{1,2,3}
o {1} c{1,2,3} f {1,2,3} #0

66* Resposta:

a) Cert. c) Cert. e) Cert, sempre. g) Cert.
b) Fals. d) Fals. f) Cert.
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67 SiA={1,2,{3,4},5}, indiqueu quines afirmacions sén certes:

a) 3¢A c)0CA e) {{3,4}}CA
b) 0 ¢ A d) (3.4} €4 D {{3.4}}} c4

67* Resposta:

a) Cert. c) Cert, sempre. e) Cert.
b) Cert. d) Cert. f) Fals.

68 Indiqueu la resposta correcta:
{0.{0}yu{{0}} =

a) 0 b) {0} o {{0}} d) {0.{0}}
68* Resposta:

a) Fals. b) Fals. ¢) Fals. d) Cert.

69 Indiqueu la resposta correcta:

{0.{0}}n{{o}} =

a) 0 b) {0} o {{0}} d) {{{0}}}
69* Resposta:

a) Fals. b) Cert. ¢) Fals. d) Fals.
70 Obteniu:

T

70* Resposta:

a) {0} -0={0} o {0} —{{0}}={0} ¢ {0,{0}} — {0} =
b) 0—{1,2,3,0} =0 d) {0} —{0,{0}} =0 {{0}}

71 Obteniu:

a) ({0yU{0}) -0 ) 0U0 e) {0,{0}}U{0}
b) ({o}u{0})— {0} d) {oyuo
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71* Resposta:

a) ({0ru{o})-o0={o}—0={0}  d) {o}u0o={0}
b) ({oyufo})—{0}={0} {0} =0 1) {0.{0}} U {0} = {0,0,{0}} =
) 0UO=0 {0.{0}}

72 Cert o fals? (A,B conjunts qualssevol, Q, conjunt universal; els complementaris
estan referits a I’'universal).

a) A=B & A =B h) ACB& B C A
b) A=B= P(A) = Z(B) i) ACB< A C B

¢) (ACAUB)A(BC AUB) ) AZB& B Z A

d) A#B& A £ B k) (AUB) = (BUA)"

e) ANBCAUB ) ANB°=0<AUB=Q

f) (ANBC A)A(ANBC B) m) Q- (ANB)=Q— (BNA)

g) ACB& A°C B n) Q—(AUB)=(Q-A)N(Q-B)

72* Resposta:

a) Cert. d) Cert. g) Fals. j) Cert. m) Cert.
b) Cert. e) Cert. h) Cert. k) Cert.
c) Cert. f) Cert. i) Fals. I Cert. n) Cert.

73 (Analisi de demostracions). A la demostracié segiient es prova:
P(A) = P (B) = A =B, per a tota parella de conjunts A, B.
Enteneu-la, justifiqueu tots els passos i identifiqueu on s’aplica la hipotesi.
A partir de la hipotesi, hem de demostrar x € A < x € B.
Vegemx € A=xcB.
xeA= {x}CA
{x} € 2(4)
{x} € Z(B)

{x}CB
xeB

e e

Resta per al lector provar x € B = x € A per una argumentacio similar.
73* Resposta: Lahipotesi és #(A) = &(B) i s’aplica en el pas
{x} € 2(A) = {x} € Z(B).

74 Indiqueu quines afirmacions son certes (A, B conjunts qualssevol; €, conjunt uni-
versal; els complementaris estan referits a I’universal):
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a) A=B°=A=B8B h) A—-BCA
b) Q-0=0Q i) (A—B)NB=0
)Q-Q=0 ) (A—B)UA=A

d) A-A=0 k) (A—B)NA=A—B
) A—0=A ) (A—-B)UB=AUB
HO—A=0 m) ANA=A

2) (A—B)N(B—A)=0 n) AUA=A

74" Resposta:

a) Cert. d) Cert. g) Cert. j) Cert. m) Cert.
b) Cert. e) Cert. h) Cert. k) Cert.
c) Cert. f) Cert. i) Cert. 1) Cert. n) Cert.

75 Calculeu |[{{{{{x.y.z}}}}}|- Quants i quins elements té el conjunt?
75* Resposta: El cardinal és 1. L'tnic element és {{{{x,y,z}}}}.

76 Indiqueu quines afirmacions son certes. Els conjunts A, B son disjunts si:

Q) ANB=0 h) A+B

b) ANB = {0} ) A—-B=0

3 ?Aif;?fo i) AUB—ANB=AUB
K) (A—B)N(B—A)=0

e) AZBiBZA
f) AUB=ANB ) A=(A—B)U(ANB)

) A=B+0 m) JAUB| = [A| + B

76* Resposta:

a) Cert (definici6 de ser disjunts). i) No.
b) Fals; en aquest cas, no sén disjunts. i) Cert.
c) Fals; en aquest cas, no son disjunts.
d) Cert.

e) No. Poden ser disjunts o no.

f) No necessariament.

2) No.

h) No. m) Cert.

k) No; aquesta propietat €s certa sem-
pre.

1) Noj; aquesta propietat s certa sem-
pre.

77 Indiqueu si s6n o no disjunts:

a) A={1,57.9,a,c,9,8},B={#.4,8.,6,9,a}
b) C={0,-,V},D = {,2,7}

77" Resposta: a) No,iés ANB={9,X} b) Si,ésCND=0.
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584

78

78*

79

79*

80

80"

81

Cert o fals?

a) ac{xy.z}= (a=x)V(a=y)V(a=7z)).

b) ac{x,y,zt = -((a=x)V(a=y)V(a=7)).

o) {xy.zt ={xpu{ytu{z}.

d) ac{ryzt e (a=x)Via=y)V(a=2)).

e) {a} C{xy.z} = ((a=x)V(a=y)V(a=2)).

) {a} € Z({x.y.2}) = ((a=x)V(a=y)V(a=2)).
2 {xy.z} ={x}u{ytu{z}Uo.

h) {x.y,z} = {x}u{yu{ztu{o}.

Resposta:

a) Cert. c) Cert. e) Cert. g) Cert.
b) Fals. d) Cert. f) Cert.

h) Fals. Es {x}U{y} U{z} U{0} = {x,y,2,0}

Escriviu que vol dir que els conjunts A;, A, A3, A4, As sén dos a dos disjunts.

Resposta: Cada dos son disjunts:

A1 mAz - O,Al ﬂA; :O,Al ﬂA4 :O,Al ﬂAs :0,
A2 ﬂA; - O,Az ﬂA4 :O,Az ﬂAs :0,

A3 ﬂA4 - 0,A3 ﬂAs :0,

A;NAs = 0.

SiA={1,2,3,4,x,y}, B={f,6,a,y,4,x}, obteniu:

a) ANB b) AUB c) A—B d) A—-ANB e) B—A
Resposta:

a) ANB={4,x,y}. d) A—AnB=1{1,2,3}.

b) AUB=1{1,2,3,4,x,y,6,a,}.

c) A—-B={}=0. e) B—A={a,B,6}.

Indiqueu quins noms tenen les férmules conjuntistes segtients, on A, B,C so6n con-
junts; U, universal.

a) (AUB)UC =AU (BUC) ) (ANB)NC=AN(BNC)

b) ANB=BNA f) AUB=BUA

©) U—(AUB)=(U—A)N(U—-B) g (ANB)=A°UB"

d) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) h) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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81* Resposta:

a) Propietat associativa de la reunio.

b) Commutativitat de la interseccio.

¢) De Morgan.

d) Distributiva de la unié respecte de la interseccio.
e) Propietat associativa de la interseccid.

f) Commutativitat de la unio.

g) De Morgan.

h) Distributiva de la interseccio respecte de la reunio.

82 Sigui A un conjunt de cardinal n. Quin és el cardinal de &2(Z(F(A)))?
82" Resposta: | P(P(P(A)))] =202 Z@)) = 207W) — 50
Hem utilitzat que | Z2(A)| = 2.
83 SiA={0,a,{a,b}},escriviu Z(A).
83* Resposta:

{

@, (subconjunts de 0 elements)

{0}.{a}.{{a,b}}, (subconjunts d’1 element)
{0,a},{0,{a,b}}.{a,{a,b}}, (subconjunts de 2 elements)
{0,a,{a,b}} (subconjunts de 3 elements)

}
84 Quin és el cardinal de {x, {x,{x,y,{x,y,z, {x,y, {x,y}}}}}}?

84* Resposta: El cardinal és 2. El conjunt té 2 elements:

X,

{xA{xy{x.y.z.{x.y.{x.y} } }}}.
85 Es cert o fals que B— A = BN A° (A, B conjunts)?
85* Resposta: Cert.

86 Calculeu en funci6 de |A|,|B|,|C],|D] el cardinal de D x Z(Z(A) x Z(B)) xC
(on A, B,C,D s6n conjunts finits).

86* Resposta:
|Dx P(P(A) x P(B)) xC|=
ID| |2 (2(A)| |2 (B))| |C] =

D| 2174 28! |C| =
D| 224 58| |
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87 Escriviu les lleis de De Morgan per a conjunts.

87* Resposta: Les expressem segons diverses notacions:

a) i) (ANB)° =A°UB
ii) Q— (ANB) = (Q—A)U(Q—B)
iii) Q\(ANB) = (Q\A)U(Q\B)
b) i) (AUB) =A°NB"
ii) Q— (AUB)=(Q—A)N(Q—B)
iii) Q\(AUB) = (Q\A)N (Q\B)

88 Identifiqueu, d’entre les segiients, la propietat distributiva de la reunio respecte de
la interseccid de conjunts:

a) pV(rAs)=(pVr)A(pVs)

b) (AUB)U(AUC)=AU(BUC)

c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

d) (BmC)UA—(BUA)m(CUA)
e) (BNC)UA=(AUC)N(BUA)
f) (CNB)UA=(AUB)N(CUA)
g) (ANB)N (AmC) ANBNC

h) |AUB| +|ANB| = |A| +|B| (conjunts finits)

) |A|+|B|+|C| = |AUBUC|— |[ANBNC|+|ANB|+ |ANC|+ |[BNC| (conjunts
finits)

j) Cap de les anteriors.

88* Resposta:

a) No, son proposicions.

b) No.

¢) No. Es la distributivitat de la interseccié respecte de la unid.
d) Si.

e) Si, combinat amb propietats commutatives.

f) Si, combinat amb propietats commutatives.

2) No.

h) No.

1) No.

j) No.

89 Identifiqueu, d’entre les seglients, la propietat distributiva de la interseccio respecte
de la reunié de conjunts.

a) (CUB)NA=(ANB)U(CNA)
b) |AUB|+|ANB| = |A|+|B| (conjunts finits)



89*

90

90*

91

91*

92

92*

93

93*

¢) |A|+|B|+|C|=|]AUBUC|—|ANBNC|+|ANB|+|ANC|+ |BNC|(conjunts
finits)

d) [AN(BUC)|=|[(ANB)U(ANC)|=|ANB|+]ANC|—|ANBNC]| (conjunts
finits)

e) Cap de les anteriors.

Resposta: Es la propietat (a), que és AN (BUC) = (ANB) U(ANC), combinada
amb propietats de commutativitat.

Si A, B s6n conjunts finits, el nombre d’elements |A x B| del producte cartesia A x B
és:

a) (|A|—[B)(|B] —|A]) dy 21

b) [A|+|B| e) 21+

c) |A||B| f) Cap dels anteriors.
Resposta:

a) No. c) Si. e) No.
b) No. d) No. f) No.

Expresseu la interseccio de dos conjunts en termes de la reunio i del complementari.

Resposta: Per De Morgan: ANB = (A°UB°)". En efecte, ANB = ((ANB)“)* =
(AU BE).

També es pot expressar: ANB=Q — ((QR—A)U(Q—B)).
Expresseu la unié de dos conjunts en termes de la interseccid i del complementari.

Resposta: AUB = (A°NB°). En efecte, AUB = (AUB)“ = (A° N B°)“, per doble
complementacio i per una de les propietats de De Morgan. També es pot expressar:
AUB=Q—((Q—A)N(Q—B)).

De les propietats de la llista segtient, indiqueu quines es compleixen per a la inter-
seccid.

a) associativa f)y ANA“=0

b) commutativa g) ANQ=A

c) ANA=A

e) ANB= (A°UB°)° i) ACB& B =ANB°
Resposta:

a) Si. c) Si. e) Si. g) Si.

b) Si. d) Si. f) Si. h) Si.

Conjunts
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94

94

95

95*
96

96*

97
97*
98
98*

i) SI. SIACB,és B=AUB, d’on B° = (AUB)° = AN B, per De Morgan. I
reciprocament.

Considereu la demostracié d’una propietat relativa a formules conjuntistes (la pro-
pietat no importa; només importa saber que ens permet fer les manipulacions que
s’hi fan). Es justifica cada pas indicant quina propietat s’hi aplica. A 1’exercici,
s’omet aquesta explicacid, que ha de subministrar el lector:

Deduccio (22 conjunt universal):

A= ANQ, per ...
= AN((BUC)U((BUC)Y)), per ...
= [AN(BUC)|UJAN((BUC)Y)], per ...
[AN(BUC)]U[AN(B°NCY)], per ..
[AN(BUC)]U[ANB°NCY, per ...
[AN(BUC)JU[C°NB°NA] per ...
= [AN(CUB)JU[C°NB°NA], per ...
Resposta:
A= ANQ, perXCY=X=XNY
= AN((BUC)U((BUC)Y)), perXCQ=XUX"=Q
= [AN(BUC)U[AN(BUC))], per distributivitat de la interseccié
respecte de la unié
= [AN(BUC)|UJAN(B°NC*)], per una de les lleis de De Morgan
= [ANBUC|UJANB‘NC], per associativitat de la interseccié
= J[AN(BUC)U[CNB°NA],  per commutativitat de la interseccié
= [AN(CUB)JU[C°NB°NA],  per commutativitat de la unié
Escriviu la férmula de distributivitat de la reunié d’un conjunt respecte de la inter-

seccid de quatre conjunts.
Resposta: AU(BNCNDNE)=(AUB)N(AUC)N(AUD)N(AUE)

SiANB=1{1,2,3,6,z}, ANC = {x,y,2,z}, obteniu AN (BUC). Quines propietats
utilitzeu?

Resposta: Per la propietat distributiva de la interseccié respecte de la reunid, po-
dem escriure:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)={1,2,3,6,z} U{x,y,2,z} = {1,2,3,6,x,y,2}.
Per qué podem escriure sense ambigiiitat AUBUCUDUEUF?

Resposta: Per I’associativitat de la reunid.

Quants elements té el conjunt {x,y,z,{x,{x,{x,y} },z}.t,{x,2} }?

Resposta: El conjunt té sis elements:

X, ¥, 2,1,

{2 {x vyt et

{x.z}
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100

100~

101

101~

102
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Es certa la igualtat segiient? Si ho és, té algun nom? Q — (AUBUC) = (Q —A) N
(Q-B)N(Q-0C)

Resposta: Si, és la propietat de De Morgan per al complementari de la reunié de
tres conjunts.

Indiqueu quines propietats utilitzem quan escrivim
AU(BNC)=(CUA)N(BUA).

Resposta: La distributivitat de la reunio respecte de la interseccid, la commutativi-
tat de la reunid i la commutativitat de la interseccid. Concretament:

AU(BNC)= (AUB)N(AUC), per distributivitat de la unid respecte
de la interseccié
= (BUA)N(CUA), perla commutativitat de la unié
= (CUA)N(BUA), per la commutativitat de la interseccié

Quines son les igualtats segtients?

a) (ANB)U(ANC)=AN(BUC)

b) (AUC)N(BUC)=(ANB)UC

¢) (U-A)UU-B)U(U-C)U(U—-D)=(ANBNCND)*
d) AN(BUCUD)=(ANB)U(ANC)U(AND)

Resposta:

a) Distributivitat de la intersecci6 respecte de la unié.

b) Distributivitat de la uni respecte de la interseccid.

¢) Una de les lleis de De Morgan.

d) Distributivitat de la interseccid respecte de la reuni6 (de 3 conjunts).

Sigui A = {1,2,3}.

Aleshores 0 — A =

a) A° d) —A g) Cap dels anteriors.
b) 0 e) A—0
c) A f) {-1,-2,-3}

102* Resposta:

a) Fals. e) Fals.
b) Cert. f) Fals.
¢) Fals.

d) Fals (la féormula no té sentit). ¢) Fals.
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103*

104

104~

105

105~

106

106*

107

107~

108

590

Si A, B s6n conjunts, és —ANUOB))(—)) una férmula conjuntista ben formada?
Resposta: No.

Escriviu les subférmules de la férmula conjuntista (A —B) U (ANB)U (B—A)
(escriptura, per associativitat, de ((A —B)U(ANB))U (B —A). Per a qué és ttil

aquesta enumeracio de les subférmules?

Resposta: A,B,A—BANB,B—A,(A—B)U(ANB),((A—B)U(ANB))U(B—A).
Pot ser util per a calcular la taula de pertinenga.

Sigui A C Q. Si Q={1,2,3,4,5,6,7},Q — A= {3,5,7}, obteniu A.
Resposta: A=Q—(Q—A)=1{1,2,3,4,5,6,7} — {3,5,7} = {1,2,4,6}.
Dit d’una altra manera, A = (A°)° = ({3,5,7})° = {1,2,4,6}.

Sigui A un conjunt. Indiqueu si sén equivalents:
a) acA b) {a} CA ¢) {a} € Z(A)
Resposta: Si.

Considereu diverses manipulacions conjuntistes que es realitzen a partir d’una for-
mula. Justifiqueu cada pas:

A—(B-C)= AN(B-C), per ...
= AN(BNCY)", per ...
= AN(B°U(C)°), per ...
= AN(B°UC), per ...
= (ANB°)U(ANC), per..
= (A—B)U(ANC), per..
Resposta:
A—(B-C)= AN(B-C), per expressi6 de la diferéncia de conjunts
en termes del complementari
= AN(BNCO), perX —Y =XNY°
AN(B°U(CY) ),  per De Morgan
AN(B°UC), per doble complementacié

= (ANBY)U(ANC), per distributivitat de la interseccid
respecte de la unié
= (A—B)U(ANC), perXNY'=X-Y

Considereu diverses manipulacions conjuntistes que es realitzen a partir d’una for-
mula. Justifiqueu cada pas:
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(A—B)—C= (ANB°)—C, per..
(ANB)NCe,  per ..
AN(B‘NCe),  per..
AN((BUC)9), per..
= A—(BUC), per ...

108* Resposta:

(A—B)—C= (ANB)—C, perX—Y=XNY*
(ANB)NCE, perX—Y =XNY*
AN(B°NC¢), per associativitat de la interseccié
AN((BUC)), per De Morgan

= A-(BUC), perXNY°=X-Y

109 SiA,B,C,D,E sén conjunts, escriviu formules logiques (de predicats) per descriure
el conjunt:

T=A-—(BN(CU(D—-E)))
(és a dir, els elements del conjunt anterior).

109* Resposta: Sigui x un element qualsevol de T'.

Escrivim la seqiiencia de formules logiques equivalents, aplicant diverses equiva-
lencies logiques (resta per al lector completar I’exercici dient quines). Qualsevol de
les férmules equival a la segiient. Qualsevol d’elles resol 1’exercici.

XEAN—xE€BN(CU(D—E))

x€EAN-(xeBAxe (CU(D—-E)))
XEAN-(x€EBA(xeCVxeD—E))
xEAN-(xeEBA(xeCV (xe DA-XEE)))
XEAN(xEZBV-(xeCV(xeDA—XEE)))

XEAN(xEBV (x€CA-(xe DA—XxEE)))

XEAN(xZBV (x€CA(x&DVx€EE)))
xEAN(XEBV(x¢CAXED)V (x€CAx€E)))
Esadir,7={x:x€AAN(xZBV (x€CAx¢€D)V(xZCAXEE)))}.

110 Si Ai B s6n conjunts, deduiu que x ¢ A° — B equival ax € AV x ¢ B.
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110" Resposta: Es pot resoldre efectuant operacions conjuntistes, sense raonar directa-
ment sobre elements i pertinences a conjunts.

Observem que x ¢ A° — B¢ equival a x € (A° — B°)“.
(A°—B) = (A°N(B°)°)" = (A°NB) = (A)°UB° = AUB*
Pertant,x ¢ A—B° < x€ (A°—B ) ©x€AUB°<x€AVx¢B.
Metode 2. Raonem sobre elements:
—(x € A°—B°)
—(x € A°N—x € BY)
—(—~x€AAN-—xEB)
—(—x€AAXEB)
——x€AV—-xEB
xc€AV—xeB
XEAVx¢B
(correspon a AU B°)
El lector acabara de justificar cada pas de la seqiiencia anterior.
111 Siguin A, B,C, D conjunts. Deduiu que x ¢ AN (B — (CUD)) equival a
x¢AVx¢ BVxeCVxeD.
111 Resposta: Es pot raonar efectuant operacions conjuntistes:
[AN(B— (CUD))] =
=[AN(BN(CUD)")]c =
=[ANn(BN(C°ND)| =
=(ANBNC°ND°) =

— (A“UB°UCUD)
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El lector acabara de justificar cada pas de la seqiiéncia anterior.
Raonant amb elements:

—x€eAAxeB—(CUD)]

“x€AAN(xe BA—x€CUD)]

—“xeAAxEBA—-x€CUD]|
“x€eAAxeBA-(xeCVxe D)
“xeAAxEBA-x€CA—x€ED]
x€AV-x€BV-xcCV-xecD

x¢AVx¢ BVxeCVxeD

El lector acabara de justificar cada pas de la seqiiéncia anterior.
Siguin A i B conjunts. Indiqueu si és cert:
(x¢CAxeB)=x¢BNC

Resposta: Si, és cert. Donat que BNC C C, si fos x € BNC, seria x € C, contradic-
cio.

Si B i C so6n conjunts, relacioneu:

a) x¢C— (xeB—x¢BNC) ¢) (x¢CAxeB)—x¢BNC)
b) xéeB— (x¢C—x¢BNC) d) x¢C—xeB)—x¢BNC)

Resposta: Els tres primers son equivalents. El quart no equival a cap dels anteriors.
Per que?

Siguin C i D conjunts. Relacioneu:

a) x¢ CUD c) x¢CAx¢D e) xeCvxeD
b) x¢CVx¢D d) xeCAxeD f) x¢CND
Resposta:

(a) i (c) son equivalents.
(b) i (f) s6n equivalents.
(d) implica (e).

(a) implica (f).

(d) equival a no (f).

(a) equival ano (e.)

El lector acabara de justificar les afirmacions anteriors.
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115 Quin és el conjunt format amb tots els elements de la llista: 1,1,2,2,2,3,3,4,1,5,6,7,7?

a) {1,1,2,2,2,3,3,4,1,5,6,7,7}
b) {{1,1}.{2.2,2}.{3,3},4,1,5.6,{7.7}}
¢) {1,2,3,4,5.6,7}

115* Resposta:
a) No. b) No. c) Si.
116 Si A és un conjunt, indiqueu si €s possible:
acA, {a} €A {a} CA {{a}} CA
116* Resposta: Si, per exemple en el cas A = {a,{a},{{a}}}.

117 Siguin A, B conjunts. Expresseu mitjangant férmules de predicat:

a) A=B
b) A#B
c) ACBiA+#B

117 Resposta:

a) Vx(x eA<>x€B)
Vx((xeA—xeB)AN(xeB—x€A))

b) Neguem la férmula anterior (la segona):

—Vx((xeA—x€B)A(x€B—x€A)), que equival a
I ((xeA—x€B)A(x€B— x€A)), que equival a
Ix(-(x € A—x€B)V(xeB—xeA)) (per De Morgan), que equival a

Ix((x e AN—x € B)V (x € BA—x € A)) (per negacid del condicional), que
equival a

I((xeANx¢B)V(xEBAxEA))

¢) Utilitzem 1I’dltima férmula de (b):
ACBAA#B
Vz(z€A—z€B)AIX((xEAANXEB)V(xEBAx¢A))

118 Considerem el conjunt A = {1,2,3,{4,5,{6}},0,{7}}. Indiqueu si les afirmacions
segtients son certes o falses.
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a) 3cA
b) 4€A

c)7€A

d) {71cA

e) {{7}}cA

) {7}eA

g {45}cA

h) 4¢A5¢A,{4,5{6}}cA

118" Resposta:

a) Cert. d) Fals. g) Fals.
b) Fals. e) Cert. h) Cert.
c) Fals. f) Cert. i) Cert.

Conjunts %

i) {1,3}CA

DoOecA

K) 0 CA

) {6} €A

m) {3} ¢4

n) {3} CA

0)2¢A

P)4dA5¢A {45 A
qQ 4¢A,5¢A,{45}CA

j) Cert. m) Cert. p) Cert.
k) Cert. n) Cert.
1) Fals. o) Fals. q) Fals.

119 Siguin A, B subconjunts d’un conjunt no buit Q. Indiquem per W¢ el complementari

de W en Q.

Indiqueu quines afirmacions sén certes (en general, per a tot A, B) i quines no.

a) A—B=ANB

b) A—-B=A—(ANB)
c) A—B=BNA
d) A-B=(AUB)-B
e) A—-B=(AUB)—A
f)y A-B=(AUB)—(ANB)
g) (A—B)U(B—A) = (AUB) - (ANB)
h) (AUB)—(A—B)=B
i) AUB=(A—B)U(ANB)U(B—A)
119* Resposta:
a) Cert. ¢) Fals. d) Fals. f) Cert. h) Cert.
b) Cert. c) Cert. e) Fals. g) Cert.
120 Siguin A,B,C subconjunts d’un conjunt no buit Q. Digueu si son certs, per a tot
A,B,C:
a) ANB°=A“—B=B"—A
b) A—B°=B—A
c) A°—B°=A°— (A°NB°) =A°— (ANB)*
d) A°NB=B—(ANB)
e) BN(C—A)=(C—A)—
f) (AUB)*NC=C—(AUB)
g2) (ANB)*NC = (A“UB)NC = (A“NC)U(B°NC)
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120* Resposta:

a) Cert. ¢) Cert. e) Cert. g) Cert.
b) Cert. d) Cert. f) Cert.

121 Digueusia € {1,2,3} és equivalent a alguna de les afirmacions segiients:

a) a=1Va=2Va=3 c)a#lVa#2Va#3
b) a=1Na=2Na=3 d) a#1lNa#2Na+#3

121* Resposta:
a) Si. b) No. ¢) No.

(a) No. Equival aa ¢ {1,2,3}

122 Com expressar que a és un nombre enter diferent de zero sense utilitzar #?
122* Resposta: a € Z—{0}

123 Siguin C un conjunt no buit i a,b € C. Com expressar que a i b son diferents sense
utilitzar #£?

123* Resposta: Per exemple,a € C—{b}obc C—{a}.
124 El conjunt:

R={(0,{0}).({0}.0),({0}.{0}),(0,0)}

es pot expressar com a producte cartesia?
124* Resposta: Si. R ={0,{0}} x {0,{0}}.
125 SiA={a,{a}},ésacAi{a} CA?
125* Resposta: Si.

126 Digueu quines de les afirmacions sén certes:

a) %a,b}:ib,a{} } f {2,2} = {2}
b) {a,b,c,d} =1{b.d,c,a _

o lab.a) = {a.b) 2 {2}n{{2}} =0

d {2.{2}} ={2} b {2.{{2}}}n{{2}} =0

e) {a.b,c.d} ={a,b}U{a.c.d.d} 1) {2.{{2}}.{2}}n{{2}} = {2}
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126~

127

127~

128

128~

Conjunts

Resposta:

a) Cert. ¢) Cert. e) Cert. g) Cert. i) Fals.

b) Cert. d) Fals. f) Cert. h) Cert.

Siguin A, B conjunts. Indiqueu quines relacions d’equivaléncia o implicaci6 existei-

xen entre les afirmacions segiients:

a) x¢ AUB d) x¢ ANB
b) x¢ AVx¢B
c) x¢AANx¢B e) x€AVxeB

Resposta:

(@) & (c)

(b) & (d)

(a) = (d)

i les derivades:

(c) = (d)

(@) = (b)

(c) = (b)

Finalment, (¢) < (—a)

Siguin A, B conjunts, subconjunts de €2, respecte del qual es considera el comple-

mentari. Indiqueu quines férmules sén equivalents a x ¢ AN B

a) x¢ AVx¢B c) x¢AANX¢B
b) x¢ AVxEB d) x¢ ANX€EB
Resposta: (b) €s equivalent a la formula donada:

Vegem una seqiiencia d’equivaléncies (cada férmula és equivalent a la segiient,
estudieu per que):

x ¢ ANB° (equival a)
x¢ (ANB)

-x € (ANB°)

—(x € ANx€EB)
—(x € A)V(x € BY)
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El lector estudiara les altres férmules.
Es pot veure alternativament a partir de férmules conjuntistes:

(AN B)° és el conjunt dels elements x que satisfa x ¢ ANB°.
A°U B és el conjunt dels elements x que satisfa x ¢ AV x € B.
(ANB)° = A°UB“ = A°UB, per De Morgan i doble complementacid.
129 Siguin A,B subconjunts de Q, respecte del qual es considera el complementari.

Escriviu férmules de predicat que descriguin la pertinenga als diversos conjunts
que s’indiquen, en termes de la pertinenca (o no pertinenga) als conjunts A, B:

a) x € (ANB)° f) xe A°UB°

b) x€A°UB ) x ¢ (ANB)°

c) x¢ A°UB h) x€ (A—B)°

d) x¢ A°NB i) x¢A—B

e) x¢ A°NB° ) x¢ (A°UB)—(ANB°)

129* Resposta: Es presenten seqliencies d’enunciats equivalents (el lector les justifica-
ra):
a) ~(x€ (ANB)) (Esadir,x ¢ ANB)
—“(x€ AAx€EB)
—(x€A)V-(x€B)
xX¢AVx¢B

b) x€e A°VxeB
xX¢AVx€EB

¢) —x € (A°UB)
—(x € A°Vx€B)
—(-(x€A)VxeB)
-=(x € A)A—(x € B)
XEANXE¢ B

d) x¢ (A°NB)
—(x € (A°NB))
—(x € A°Ax € B)
“(—x€AAx€EB)
——x€AV-xE€B)
XE€AVx¢B)
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e)

g)

h)

)

x¢ A°NB°

—x € A°NB°
—(x € A°Ax € BY)
—(-x€AAN—-xEB)
(——x€A)V(-—x€B)
xcAVxeB

També, per De Morgan:
x¢ A°NB°

x¢ (AUB)°

x€AUB
xX€AVxeB

x € A°UB°
xXcA°Vxe B
X¢AVx¢B

x¢ (ANB)°

-x € (ANB)°

-x ¢ (ANB)

-—x € (ANB)
x€(ANB)
xX€AANxEB

x€(A—B)
-x€(A—B)
—“(x€AAx ¢ B)
“(x€AAN-x€EB)
—(x€A)V-(-xeB)
xX¢AVxEB
xX¢A—B
-(x€A—B)

—~(x€ AAx ¢ B)

—“(x € AN-(xE€B))
—(x€A)V--(xeB)
(x¢A)V(xeB)
xX¢AVxeB

Conjunts %
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j) x¢ (A°UB) — (AN B°), equivalent a

ﬁ(x € (A°UB) — (ANBY))

€ (AUB)Ax ¢ (ANBY))
xeA‘\/xEB) - € (ANBY))
XEAVXEB)A-(x€ ANX € BY))
X¢AVxEB)A-(x€ AAX ¢ B))
“(x€A)VxeB)A-(xe AN(x € B)))
“(x€A)VxeB)V(=(xe AAN=(x€B)))
——(x€A)A=(x€B))V(x€ AN(x € B))
(x€eA)A-(x€B))V(x€EAN-(xE€B))
x€A)A—(x€B)

AA/_\/_\

Pot resultar més comode efectuant operacions conjuntistes:
[(4°UB) — (AN B
= [(A"UB)N(ANB)*
= (A°UB)°U (AN B°)“ (De Morgan)
= (A°UB)°U (AN B) (doble complementacid)
= (A“NB°)U(ANB) (De Morgan)
= (AN B°)U(ANB°) (doble complementacid)
=(ANB°)

Aixi, una férmula equivalent és: x € AAx ¢ B.
130 Obteniu Z({a,b,{c,d}}).
130* Resposta:
Z({a,b{c.d}}) ={0.{a},{b}.{{c.d}}.{a.b}.{a.{c.d}},{b.{c.d}}.{a,b.{c.d}}}

131 Siguin A, B,C conjunts. Estudieu si son equivalents les férmules:

x¢ (AUB°)-C

(x¢ ANxeB)VxeC
131* Resposta: Son equivalents. N’escrivim férmules equivalents:

x¢ (AUB) —C
~(x € (AUB) —C)



Conjunts %

—(x € (AUB)A-x€eC)

(
“((xeAVxeB)A—x€eC)
“(x€eAV-xeB)A—x€eC)
(

—(x € AV —x € B)V——x € C, per I’equivaléncia de De Morgan
(—x € AN —=—x € B) V ——x € C, per ’equivaléncia de De Morgan
(—x € AANx € B)Vx € C, per ’equivaléncia de doble negacié
(x¢ ANxeB)VxeC

132 Obtingueu {1,2,3} x {a,b}

132* Resposta: {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}

133 Quants subconjunts té {a,b,c} x {0,1}?

133* Resposta: |2 ({a,b,c} x {0,1})] = 2labeh 0B — pHabe}l {0} — p3x2 — 96
134 Obteniu Z({1,{0}})

134* Resposta: {0,{1},{{0}},{1,{0}}}

135 Siguin A=1{1,2,3,a}, B = {x,y,1,a}. Obtingueu

a) ANB e) B—A i) (AUB)—A
b) A— (B—B) f) (A—B)—B)—A  j)A—A

¢) A—(ANB) g) (AUB)— (ANB)

d) A-B h) A— (AUB)

135* Resposta:
a) ANB={l,a}
b) A~ (B-B)=A—0=A
c) A—(ANB)=A—{l,a} ={2,3}
d) A—B=1{2,3}
e) B—A={xy}
f) (A—B)—B)—A=({2,3} -B)—A={2,3} —-A=0
g2) (AUB)—(ANB)={1,2,3,x,y,a} —{1l,a} ={2,3,x,y}
h) A— (AUB)=A—-{1,2,3,x,y,a} ={1,2,3,a} — {1,2,3,x,y,a} =0
i) (AUB)—A={1,2,3,x,y,a} —{1,2,3,a} = {x,y}
DA—A=0

136 Indiqueu si I’afirmacié a ¢ {1,2} equival a alguna de les segiients:
a) a#lNa#2 b) a#1Va#2

136* Resposta: Equivalaa # 1 Na# 2.
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137 Indiqueu si és cert:
(0,y) # (z.1) = (x # zAy #1).

137* Resposta: Comentari. La igualtat de parells ordenats es formalitza:
(x,y) = (z,1) > (x=zAy=1).
La negacio és:

((r,y) # (z.1) > (x #FzVy F#1)).










Formula del
binomi de Newton

En aquest capitol, presentem la férmula del binomi de Newton, amb diversos exemples
d’uds per a resoldre alguns problems de sumacio i alguns problemes de divisibilitat, tot
i que aquests ultims és possible que també es puguin resoldre per altres metodes. En
alguns casos, ja se n’han vist propietats i definicions al capitol de preliminars.

Molts dels problemes que es resolen aqui també es poden resoldre per induccié (per a
nombres naturals) o altres metodes. Convidem el lector a intentar resoldre per induccio,
si €s possible, la demostracid dels enunciats que es presenten aqui.

9.1. Factorials i nombres binomials
Recordem-ne algunes definicions i propietats basiques:

Factorial de n, nombre natural

1-2---m, sin>1
n! =
1, sin=0

El nombre combinatori (Z) es defineix de manera general, per a n > 0, com:

(n): #lk)‘ sin>00<k<n
k 0 sin>0;(k<0o0k>n)

No oblidem que (k) sempre és un nombre natural. Es el nombre de subconjunts de k
elements que es poden formar a partir d’un conjunt de n elements: per tant, €s un nombre
natural.

Vegem-ne uns quants exemples:
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Exemple 9.1

n\  nl _n-(n—=1)! n
(1)_1'(n1)!_1.(n1)'_1 "

(n) __n nn—1)(n—=2)! n(n—1) n(n—1)

2) T 21 —2)! 21(n—2)! 21 2

(n) __n nn—1)(n—2)(n—3)! _ n(n—1)(n—2) _ n(n—1)(n—2)
3) 7 3ln—3)! 31(n—3)! 3! 6
n B n! B n! B

(m—n> n—Dln—(n—1)  (n—1t "

n n! n!

(n) - (n)!(n—n)! 0! 1.
Exemple 9.2 En concret,

7 7! 7! 7-6-5-4! 7-6-5 7-6-5
(4):mzﬁz T T TR U P R i

Com a exemples addicionals, calculem tots els coeficients binomials per a n = 5:

Exemple 9.3
S\__ st
0) 0!/(5-0)!
5\ 5! 54
1) 1G5-1)r 4
5 5! 51 5-4.31 5.4
R [
2) 21(5-2)! 2131 213! 2!
= ~— =10

31(5-3)! 3121 3121 2
st 51 541
41(5—4)! 41! 410
51 51
— =]
51(5—5)! 50!

(

()

)

(5) 5! 50 5431 5.4
()

0

Segueixen ara algunes férmules relacionades amb els nombres combinatoris o coefici-
ents binomials.
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|
Recordem que ) = L, per a n,k naturals, amb n > k > 0, amb 0! = 1.
k k!(n—k)!

Hi ha unes propietats trivials: <g> = <n> =1, <’11> = n, de comprovacié immediata.
n

Indiquem només uns resultats que poden ser ttils (d’entre els molts possibles).

Teorema 9.1 (simetria) Es compleix: <Z> = < " k)
n—

Demostracio. Es poden plantejar demostracions aritmetiques, basades en la simple com-
provacio, o bé demostracions combinatdries, basades en el significat combinatori dels
coeficients binomials que apareixen a la férmula.

Metode 1: directament. Es tracta de desenvolupar les férmules.

Un simple calcul demostraria la propietat:

(nik> B (n—k)z(nni (n—k)! (n—nli)!k! B k!(nnik)! B <Z>

Meétode 2: per arguments combinatoris. Utilitzarem el significat combinatori dels co-
eficients binomials que apareixen a la férmula; en concret, que ('Z ) és el nombre de
subconjunts de k elements d’un conjunt de n elements.

Es pot formular un argument combinatori: escollir k elements d’un conjunt de n equival
a no escollir-ne n — k, la resta (o, el que és equivalent, escollir-ne n — k per a no ser
seleccionats, per deixar-los fora!); el nombre de maneres de fer aixo és, respectivament,
i ( " ), que han de coincidir per I’argument anterior. També es pot veure de la
k n—k.
manera segiient: construint un conjunt de k elements d’entre n, resulta, al mateix temps,
construit el complementari, de n — k elements.

Exemple 9.4 Vegem com es poden obtenir alguns nombres binomials, sense calcular, a
partir de nombres binomials ja calculats, utilitzant la propietat de simetria:

()-(2)-)-»
0-(2)-)-
0-(2)-6)-r»

Exemple 9.5 Si n és senar, proveu que el R
2

o n n n
de simetria, { ,_; | = n=1 ) = \ 2n=nt1 | T \ n
2 = 2

n

+ S

, |- En efecte, aplicant la propietat

).m

N|+ S '\’|
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—1 -1
Teorema 9.2 (férmula recursiva) Es compleix: (Z) = (n X ) + (Z 1).

Demostracio. Es poden plantejar demostracions aritmétiques, basades en la simple
comprovacid, o bé demostracions combinatories, basades en el significat combinatori
dels coeficients binomials que apareixen a les férmules.

Meétode 1: directament. Es tracta de desenvolupar les formules.

Un simple calcul demostraria la propietat:

(Z) - (n; 1) + <Z:D - k!(;(an—_llz!k)! T I)Y(I(’ln—_llz!(k— m!

(
)
(n—1)! ( n - n!
(k=) n—k—1)"k(n—k)"  k'(n—k)!

Metode 2: per arguments combinatoris. Utilitzem el significat combinatori dels coefici-

ents binomials que apareixen a la férmula; en concret, que (’Z) és el nombre de subcon-
junts de k elements d’un conjunt de n elements.

Considerem la primera férmula. Suposem que n > k > 0. Sigui A un conjunt de cardinal
|A| = n i sigui a € A un element arbitrari, perd fix. Ara considerem els subconjunts de
cardinal k que no contenen a:

Ph={Se Z(A)a¢S}
i el complementari a &7 (A):
Plng(A)—POZ{SEEZk(AHaES}
Aleshores, % (A) = PR UP, P,N P, =0 i, per tant, |2 (A)| = |PUP| = |R|+ |Pi].
Calculem cadascun d’aquests cardinals:
n
— Jasabem que | Z;(A)| = (k)

— |Py| és el nombre de subconjunts de k elements que es poden formar a partir dels
elements del conjunt A — {a}, conjunt de n— 1 elements, ja que a n’esta exclos. O
bé €s el conjunt de les combinacions que es poden formar de k elements a partir d’un

P0|:<”;1>.

— |P|? Els elements de P; contenen ’element « fix i, en ser de cardinal k, es poden
formar escollint k — 1 elements d’entre tots els disponibles, llevat de a, que ja hi és.

, —1
Per tant, fixat @, se’n poden triar k — 1 d’entre n — 1. Es |P| = <Z 1)'

conjunt de n — 1 elements disponibles. La resposta és
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Substituint, s’obté la igualtat buscada.

n—1
k
nivell de programacio, és la base per al calcul recursiu dels nombres combinatoris.

—1
La férmula (Z = ( ) + (Z | pot utilitzar-se en demostracions inductives. A

Quina és la formula del binomi de Newton?

9.2. La formula del binomi de Newton

Teorema 9.3 Siguin x,y € R, i sigui n € N. Aleshores:

(x+y)' = Z (Z)xky”_k = Z (l;)x”_jyj ©.1)

k=0 j=0

Demostracié. Diverses demostracions son possibles. Per exemple, per induccié, meto-
dologia que s’ha presentat en un altre capitol. Vegem aquesta demostracid per induccio:

Demostracio inductiva de la formula del binomi de Newton

n

(x+y)' = Z <Z>x""yk, x,yeR,neN

k=0
Equivalentment, (x+y)" = <Z> Xy,
k=0

Demostrem-la per inducci6 sobre n, amb valor inicial ny = 1 (també valid per a n = 0).

Pas base. Per a n = 1, es comprova immediatament, ja que

(x+y)' = (é)xlyo—i— (Dx“y‘.

Pas inductiu (segons la variant (P(n) = P(n+ 1)), per a tot n > 1.). Suposem que la
igualtat es compleix per a n, és a dir, que la hipotesi d’induccio és

n(HI) — (n k. k
X+ = x" .
e S (L)

Hem de provar:
n+1
ntl _ n+1 Pk
vt =3 (" e

Per a aix0, multipliquem ambdds membres de la igualtat de la hipotesi d’induccié (HI)
per x+y:
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Y
xnfkyky

(e = e ) = O ()24
2O
(e

e
v (Z((Z) + (kf 1)))6'”‘)*) !

k=1

+1
Z (” )xnk+1yk) oyt
k=

n+1
_Z n+1 )y
k

Observem que s’ha utilitzat a (*) la identitat combinatoria que hem anteriorment:
r r  (r+1
()2 ()

(a+b)*=())a"b*+ (})a'p*+ ()a*b' + (3) @b’ = b +3ab? + 3a’b+a’. W

s |l

k
k

Exemple 9.6

Exemple 9.7 Quin és el coeficient de x*y* en el desenvolupament de (x+y)>? Observem
que n=2+3=35. Alaférmula del binomi de Newton, el terme apareix com (})x%y°> 2 =
10x%y°. |

Formules derivades de la formula del binomi de Newton

Prenent valors concrets per a x,y, s’obtenen férmules especials. Vegem-e alguns exem-
ples.

Exemple 9.8 Fent x =y = 1, resulta una férmula per a la suma dels coeficients binomi-
n

als Z <Z> =(1+1)"=2"Esadir:

B

Exemple 9.9 Suma alternada dels coeficients binomials

Escollint x = —1,y=1,resulta0 = (-1 +1)" = Z <n> (-1t m
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Exemple 9.10 Noves formules per integracid i derivacio.

n

Particularitzant a y = 1, podem considerar la férmula resultant (1 +x)" = Z ( k)x" en
k=0

que ambdds membres soén funcions derivables respecte de la variable x, i integrables.

Derivant o integrant, s’obtenen noves identitats. Il

Demostracio de la formula del cardinal del conjunt de les parts

Utilitzem aquest resultat per obtenir una demostracié sobre el cardinal del conjunt de les
parts d’un conjunt A de cardinal 7.

Teorema 9.4 A conjunt ,|A| < 0 = | P(A)| =21,
Demostracio. Aquesta és una demostracio de caracteristiques netament combinatories.

En efecte, si & (A) és el conjunt de subconjunts de cardinal k, tenim que podem ex-

pressar &(A) com a reunié disjunta d’aquests subconjunts, és a dir, 22(A) = | J Z(A).
k=0

Calculant els cardinals, és |2(A)| = || ] 2:(A)| = Z |2 (A)] = Z <Z> =2". Ob-
k=0 k=0 k=0

serveu que Z(A) = {0}, de cardinal (g) =1, Z(A) = {{a}.{b},---}, conjunt dels

subconjunts d’un element, i aixi successivament.

9.3. Problemes diversos

PROBLEMA 9.1
Sigui n un nombre natural.

n

Obtingueu una expressio de Z < X
k=0

)4" sense sumatoris.

Analogament per a I’expressio <Z> 7%, per an > 4. Sumeu
k=4

CEQF 5O s EQer

Solucio. Idea de resolucio. Atesa la similitud amb la férmula del binomi de Newton,
vegem com podem convertir el problema en el d’aplicar la férmula esmentada.

Analisi. Lexpressié a sumar es pot escriure com un cas particular de la formula del
binomi de Newton. En efecte, si a
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(a+b)" = <Z> a*b"* fem b = 1, aleshores, 1’expressi6 de la dreta resulta
k=0

B0

k=0 k=0

que €s del tipus de la del nostre problema. I és, doncs, Z <Z> a* = (a+1)".
k=0

Resolucio. Per tant, en el nostre problema, prenent a = 4, b = 1, resulta

- n k __ - n kqn—k __ n__gn
Z(k)4 _Z<k>41 = (4+1)"=5"
k=0 k=0

Per a I’altra expressio es procedeix de manera similar (amba =7,b = 1):

AL W (L o (LRI o L (4

k=0

+<;’>71+<Z)72+<§>73) 8" — l—n7—( —Dp_ ”(”_12(”_2)73.

Vegem les altres sumes:

k=0
b=1.Pertant, §; =

X2

1 _ 1 n
7 bfl.Pertant,S f(ﬁJrl).

- 1
S = Z ( ) ( ) 5 k Es un cas particular de la férmula general, amb a = %,
+

I\Jl'—‘

k. Es un cas particular de la férmula general, amb

Ei
-

PROBLEMA 9.2
Sigui n un nombre natural qualsevol. Proveu que 6|7" — 1. Apliqueu la formula del
binomi de Newton.

Podeu generar nous enunciats similars que es puguin resoldre pel mateix métode?

Soluci6. Idea per a la resolucio. Expressem 7 = 6 + 1 amb 1’objectiu de desenvolupar
7" = (6+1)" per la férmula del binomi de Newton, i aixd amb 1’objectiu ultim d’obtenir
aix{ factors 6 i poder demostrar finalment que 7" — 1 = 6k per a un determinat enter k.
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Resolucio. Per a n = 0, substituint resulta 6|7° —1=1—1=0. Suposem, per tant, que
n>1.

O - (e £ 0

j=0 Jj=0 Jj=1
- n - - n - - n -
I=14(6) <j>6f N-1=6) <j>6f =6k ambk= <j>6f VA
=1 =1 =1

Queé passa si desenvolupem seguint 1’ordre dels sumands (1 +6)"? S’obté el mateix, tot i
que en un altre ordre dels sumands del desenvolupament, i resulta menys comode per al

que ens interessa, ja que seria (14 6)" = Z (n) 16" *.
=0

Nous enunciats. Podem donar una quantitat important de resultats similars, que es de-
mostrarien similarment:

alla+1)*—=1,a>1

213" — 1

34— 1

45" -1

516" —1
31/(32)"— 1
PROBLEMA 9.3

Sigui n un nombre natural qualsevol. Proveu que 419" + 3. Apliqueu la formula del binomi
de Newton.

Observacio. Es pot resoldre per induccid o altres metodes.

Solucié. Objectiu. Hem d’arribar a la conclusié que existeix k € Z tal que 9" + 3 = 4k.
Per a n = 0, resulta obvi per simple substitucié: 9" +3 = 9° +3 = 1 + 3 = 4. Suposem,
doncs, que n > 1.

Idea per a la resolucio. Amb la idea d’aplicar la férmula del binomi de Newton, i amb
I’objectiu d’obtenir factors 4, considerem possibles descomposicions:

9=4+4+5,9=4x2+1,9=4x3-—73 o altres. Aix0 donara lloc a diverses variants
argumentals.

Vegem la primera (9 =4+ 5).

n

Jj=1

Jj=0

4y (’J’) 47157 43 = 5"+ 4k, +3,ambk, = > (”,)41'15"1'.
. J
j=1

J=1
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Tornem a aplicar la férmula del binomi de Newton a

5" =(4+1)" = Z (’;)41‘1”7' = Z (’;)4/‘ -

J=0 j=0
(g)4°+z <;’,>4J =1+4) (”_)4“ — 1 +4ky,
: —\ j
Jj=1 j=1

n

amb &y = (”) 471,
j

Jj=1
Finalment, 9" + 3 = (1 + 4k,) + (4k, + 3) = 4k, + 4k, + 4 = 4(k; + k, + 1) = 4k, amb
k:k1+k2+l € Z.

Es preferible la segona descomposicid, ja que obtindrem el que volem amb una sola
expressio, tot d’un cop.

Vegem la segona (9 =4 x 2+ 1). Es procediria de manera similar:

n n

P +3=(2:441)"+3=> <’f>2f4f1"f+3z (;f)zf4f+3

J=0 J=0

' J
Jj=1

J=1
n

4(1+m,) = 4k, amb m, = Z (’;)4j12j ik=14+m €Z.

J=1

També amb la fercera es procediria analogament (exercici).

PROBLEMA 9.4

Proveu que, per a tot n natural, es compleix.'
3|22n+1 + 1

Solucié. Queé és el que hem de veure? Que podem escriure 2% 4 1 = 3q, per a algun
a enter convenient. Aquesta €s la idea que ha de guiar la resolucid. Vegem que es pot fer
per un metode directe, tot i que son possibles diversos metodes de resolucio.

Per n = 0, per substitucid en resulta directament la conclusio. Sigui n > 1.

En primer lloc, efectuem algunes manipulacions de la férmula anterior per veure si en
resulta alguna idea de resoluci. Es 221 41 =272 41 =2-(22)"+1=2-4"+1.
Necessitem efectuar algun desenvolupament que introdueixi factors 3 a la férmula; una
possible idea és fer la descomposicio 4 =3+ 1 i després desenvolupar pel binomi de
Newton, formula en la qual apareixeran factors 3. Altres expressions possibles, tals com
4=2+4+2,4=1+1+2, nosembla que aportin res d’interessant amb relacié al problema.



Formula del binomi de Newton %

Aix{, amb I’objectiu de desenvolupar per la férmula del binomi de Newton, escrivim
4=3+11i,pertant,2-4"+1=2-(3+1)"+ 1. En conseqiiéncia,

22 41 =2-341)"+1=2- Z( )3/1” It1=
22()31+1— 1+Z<) 1+3Z<)3’1+1—2(1+3q)+1

perag= Z( )31 !, enter. Per tant, 21 4+ 1 =2(143¢) +1=2+6g+1=3+6g=
3(1+2q) =3¢/, miltiple de 3, amb ¢’ = 1 + 2q4.

Observacio. Altres metodes de resolucid possibles: per induccid, per congruéncies, per
classes de residus.

PROBLEMA 9.5

Sigui x un nombre real. Vegeu que, per a tot n natural no nul, es compleix: x — 1|x" — 1.
Solucié. Six =1, &s obvi. Suposem x # 1.

La idea és aplicar la férmula del binomi de Newton, per tal d’obtenir el factor x — 1 en
el desenvolupament de x" — 1, que haurem de reescriure per tal que es pugui utilitzar la
férmula. L’escriurem en termes de x — 1, amb 1’objectiu que hi aparegui com a factor
quan posteriorment es desenvolupi per la férmula del binomi de Newton.

Femx=(x—1)+1.

Aixi, tindrem:

M—l=(x—1)+1)—1=( 0 (”‘,)(x—l)flﬂf)—l = ( no (",)(x_l)f)_lz

(g) (x—1) +Z< ) (x— 1)) — 1:1+Z(’;)(x_l)j_lzz<r;)(x_l)j:

J=1 J=1
n

Z(';)x—lx—l x—lZ()x—l

Ara, amb g = n x—1)"1eZ éx"—1=(x—1)g, miltiple de x — 1.
j p

j=1

Observacio. Es pot demostrar per altres metodes: per induccio, per la férmula 10.1.
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PROBLEMA 9.6

Sigui n un nombre natural. Demostreu:
3/(3n+1)3¥ + (Bn+ 1)+ 1.

Solucié. En primer lloc, si n = 0, per substitucié a la férmula es comprova (3 -0+
1)»*%¥4+(3-0+1)¥+1=3. Suposem n > 1.

Utilitzarem la férmula del binomi de Newton. L’objectiu és veure que podem escriure
(Bn+1)2*%¥ 4 (3n+1)® + 1 = 3k per a un k enter adequat (natural, en aquest cas).
Treballarem separadament en els dos primers sumands:

2348

2348
(3n+ 1)2348 _ Z (23;18> (3n)j123487j — Z (23%8> 3ip

j=0 I

Observem que els termes 3/ aporten factors 3, que ens calen, excepte en el cas j =0, ja
que aleshores és 3° = 1. Separem, per aquest motiu, el sumand corresponent. El mateix
farem amb el desenvolupament de I’altre sumand, (3n+1)%.

AiXi,

2348

2348
2348\ _ . . 2348 2348\ . .
(Bn+1)2% = g ( ) >3<7n1 = ( 0 )30no+ E < ) )3’n’ =

= 7 =N
2348
2348\ . . .
1 +3Z ( j )3’%’ (observem que j— 1 > 0).
=1
K /2348
Amb k; = Z < >3j1nj € Z, resulta (3n+ 1)2* = 1 +3k,, perak, € Z.

J

J=1

29 29 ) ’
Anal nt, teni 3 +1 29— 3 J‘129*J' — E 3]’ J 9 30 0
nalogament, tenim ( n ) E ( ] )( I’[) E < . ) n = ( ) n -+

=0 im0 \J
29

29 29
2348\ . . 20\ ., . 20\ ., .
§ ( i >3fnf:1+3§ (j)3flnf:1+3k2,ambk2:§ ( _)311;1]62.
- J
Jj=1

j=1 j=1

Finalment, (3n+ 1)2® + (3n+ 1) +1 = (14+3k)) + (1 +3k)) + 1 =3k, + 3k +3 =
3(ki+ky+1) =3k, amb k = k; +k, + 1. Per tant, (3n+1)** + (3n+1)* + 1 és muiltiple
de 3.

PROBLEMA 9.7

Sigui n un nombre enter. Proveu que 2n = 2{n*.
Solucié. Analisi de I’enunciat. Observeu que €s el mateix que dir:

“Si n és senar, aleshores n** és senar”.
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“Si n és de la forma n = 2k + 1, per a un k enter convenient, aleshores n* és n*> =2k’ + 1
per a un cert enter k.

Meétode de demostracio. Es pot fer una demostracio directa, provant:
Jk(k € ZAn=2k+1)= 3K (K € ZAn» =2k +1).

Hipotesi (H): 3k(k € ZAn=2k+1)

Tesi (T): ' (K € ZAn* =2k +1)

Esquema: H=T

Aquesta implicacié 3k(k € ZAn=2k+1) = 3 (kK € ZAn* =2k +1) és la que guia
la demostracid.

Idea de la resolucio, concretada. Evidentment, la idea és que, en aplicaci6 de la hipotesi,
substituirem i calcularem n** = (2k 4 1)*. En casos d’exponent alt, ja no és factible o
recomanable efectuar manualment els calculs corresponents: (2k+1)---(2k+ 1), atesa
la possibilitat d’errors; en altres casos, ja no sera possible, per exemple ,si I’exponent €s
genéric, com seria a 2{n = 21 n”, per a m natural positiu.

En aquests casos, és convenient utilitzar la formula del binomi de Newton, que permet
sistematitzar i facilitar el calcul o desenvolupament.

Resolucio. Com aplicar la hipotesi? Substituint n per 2k + 1.

En aplicaci6 de la hipotesi, doncs, escrivim n?® = (2k+ 1) i ara

23 23

=2k 1) =" (2].3) (k)17 = (2].3) 2K

J=0 J=0

No oblidem que perseguim expressar aquesta dltima férmula com a “muiltiple de 2 més
1”. Formalment, tots els sumands tenen el factor 2/, que donara lloc a factors 2 i, per
tant, sumands multiples de 2, per a j > 1, pero no per a j = 0, cosa que suggereix la
descomposicid:

23 23

23 23\ .. . 23 . )

ns = ( )20k0—|— < _)2%’ =1+ < ,)21+(‘]1)k’
0 2 j > j

j=1 j=1

23 23
23 , , 23 . )
=1+ E <j>2.2(]1)k/ — 1+2§ (j)z(Jl)kJ =142k,

j=1 j=1
23
23 ) )
amb k' = Z ( . )2(]1)/6’, enter.
[
Per tant, n®* és senar.

Detallem ’estructura demostrativa. A través dels passos segiients, encadenats:

Py: 2t n (hi ha dues maneres de no ser parell: ser de la forma 2k + 1 i de la forma 2k — 1)

Py: 3k(k € Z An=2k+ 1) (reescriptura de la hipotesi)
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Py: Fk(k € ZAn® = (2k+1)%)

Calculs intermedis (realitzats anteriorment):
23

23\ .
n?=...=142k,ambk = <.>2“%er
>

=1
Pe K (K € ZARP =2k +1)

Ps: 24 n*

Tenim: P, = P, = P; = P, = Ps

Finalment, P, = Ps

Ampliacio: es podria generalitzar? Certament:

Vn(neZ — (24n—2tn*))

Vn((n€ ZA2tn) —24n*)

Vn € Z(21n — 24n*) (semiformal)

Vn(2tn — 21 n*) (suposant la pertinenca de n a I’universal U = Z)

Variant argumental: qué passaria si expresséssim que un nombre senar €s (també) de la
forma 2k — 1. L’argument funciona de manera analoga:

Sigui n =2¢g — 1, per a un g enter adequat. Vegem que n** = 2¢' — 1 per a algun ¢’ enter
convenient (0 2¢” + 1 per a algun enter ¢”).

= g1 =3 () g = () g

Jj=0

Z(23)(2617)( B = 1+2Z< )21 g (—1)5 = — 1424,

=

23 .
amb D’enter ¢’ = Z < )2’ 'g/(—1)%77, Per tant, n*> = 2¢' — 1, senar.

j=1
Es podria provar per altres metodes?

» Pel contrareciproc: 2|n* = 2|n. Ara no ho detallarem aqui, ja que no permet illustrar
I’ds de la férmula del binomi de Newton, que €s el nostre objectiu en aquest capitol. Una
idea possible €s fer servir el lema d’Euclides: “Si un nombre primer divideix un producte
de dos factors, ha de dividir algun dels factors”, generalitzable a més factors.

El contrareciproc també es podria demostrar per reduccié a I’absurd, i resultaria de fet,
com el desenvolupament segtient.

» Es pot demostrar per reduccié a absurd. Neguem 2 { n = 2 { n** o, millor encara,
neguem Vn(2{n — 24 n*) i arribem a una contradiccié. En efecte, suposem que per, a
algun n enter:

2tni2n®
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Aleshores existeix k enter tal que n = 2k + 1 i existeix k" enter tal que n** = 2k'. Es a
dir, existeixen enters k,k’ tals que n =2k +1 i n? = 2k’. Per tant, substituint i fent servir
desenvolupaments anteriors:

23
2K =n® = (2k+1)% Z( )(21()112” 142k, amb k" € Z.

Jj=0
Per tant, 2k’ =2k" + 1, d’on 2(kK' — k") = 1, d’on 1 és parell, la qual cosa és una contra-
diccio.

» Com a cas particular del resultat: “El producte de senars és senar”, demostrat en altres
contextos. En efecte, si n és senar, n* producte de senars, és senar.

PROBLEMA 9.8

Siguin a un nombre enter i m un nombre natural, m > 1. Demostreu2ta = 2t a™.

Solucié. Es similar a I’exercici anterior 9.7. Només interessa observar que és gairebé
obligat aqui, amb un exponent arbitrari, utilitzar la férmula del binomi de Newton.

Vegem que, si existeix k € Z tal que a = 2k + 1, aleshores existeix k' € Z tal que a” =
2K +1:

= (2k+1)" f:( ) 1mf=§m:<’;_’>2fkf=< )2°k°+z< )2fkf—1+

Jj=0 Jj=0

Z( )2”1 1kf—1+z< )2 20 ‘kf—1+2z< ) 20Dk = 1 4+ 2K, amb
j
1

Jj=1
m

K= Z <m) 20Dk enter.

=1 N

Observacio. Si s’ha demostrat el resultat “el producte de senars €s senar”, aleshores n’és
un cas particular, amb el nombre senar repetit m vegades.

PROBLEMA 9.9

Sigui n un nombre enter. Proveu 3 {n = 3{n*»!.

Solucié. Métode de demostracio. En fem una demostracié directa.

Discussio preliminar. Perd, per a aixo, hem de saber contestar a la pregunta: Si un nombre
enter no és multiple de 3, com es pot escriure o descriure? De quines maneres pot ser un
nombre no multiple de 3?

La idea €s considerar la divisié entera de n per 3 i veure les possibilitats per al residu de
la divisi6: €s n =3g+r, amb 0 < r < 3. Aixi, equivalentment, ja que r és enter, 0 < r <
3—1=2 Pertant,r=00r=10r=2.Elcas r =0, és a dir, n = 3¢g correspon a la
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divisibilitat, és a dir, 3|n. La resta de casos a no ser divisible per 3, és a dir, 3 t n. En
efecte, vegem-ho, per exemple, per a r = 1: si fos 3|n amb n = 3g+ 1, seria 3k =n =
3g+ 1 per a algun enter k, d’on 3(k—g) = 1, d’on 3|1, cosa absurda; analogament per a
r=2.

Resolucio (per casos). Aixo donara lloc a una demostracio per casos. Apliquem la for-
mula del binomi de Newton.

Cas 1. (r = 1). Sigui, doncs, n = 3¢ + 1 per a algun g enter. Aquesta és 1’expressio de la
hipotesi 3 { 7 (un cas possible). Vegem que n°%! no és multiple de 3.

3251 3251
3251 3251
3251 __ 3251 _ kq13251—k __ k _k __
P = (3g+1) —Z( . )(3q)1 —Z( . )3q =
k=0 k=0
3251 2L /3251 2L /3251 2L /3251
( 0 >30q0+z< . >3qu1+2< . )3qu1+2< . )3'3k1qk
k=1 k=1 k=1
3251
3251
1+3Z< . >3k1qk:l+3q/,
k=1
3251

3251
amb ¢’ = Z < ¢ )3"1(]" ,q' € Z (recordem que (Z) sempre €s un nombre natural).
k=1

Resumint, 73! = 3¢’ + 1 per a algun enter ¢'. Perd aquest nombre, d’acord amb la
discussio previa, no és miltiple de 3.

3251

Cas 2. (r =2). Per a algun enter g és n = 3¢+ 2. Vegem que n°>' no és miltiple de 3.

3251

2 = (3¢ 4+2)™ = Z (32k51> (3q)271 = <32051>30q023251+
k=0

3251 3251
3251) 3251

} : 3kgfp351-k — 93251 +§ : ( >3qu232511< _

k=1 ( k k=1 k

3251 3251

3251 3251
23251 Z < . )3 . 3k71qk23251—k — 351 32 < . )3k1qk23251k — 351 3q,
k=1 k=1

3251

3251

amb ¢ = Z < . )3k1qk23251k, q €.
k=1

Si fos 3|n*?!, seria n’! = 3w per a algun enter w i, per tant, 3w = 233! + 34/, d’on
3(w—gq') =2°"",d’on 3|2°%!, que és absurd, ja que 2°*! només té factors 2; 2*! només
és divisible per les corresponents potencies de 2, 2", 0 < r < 3251, i els simetritzats. Una
altra manera d’argumentar-ho és aplicant el lema d’Euclides, generalitzat a un producte
qualsevol de factors: “Si p és un nombre primer i p|ab, a,b enters, aleshores pla o p|b”:
en aquest cas, resultaria 3|2, absurd.

Un altre métode seria el contrareciproc: 3|n**!

des.

= 3|n, i es pot utilitzar el lema d’Eucli-
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PROBLEMA 9.10

Sigui 6 € R. Obtingueu expressions de

a) sin26, cos26 en funcio de sin 6, cos 6.
b) sin36, cos30 en funcid de sin 9, cos 6.

¢) sin56, cos50 en funcid de sin 6, cos 6.

Solucié. Es una aplicacié de la coneguda férmula de De Moivre. Si 7 és un nombre
natural, n > 1 (de fet, és interessant a partir de n = 2), aleshores:

(cos O +isinB)" = cos(nb) +isin(nb)

En els tres casos el metode de resolucid €s similar. Pero, a mesura que 1’exponent creix, es
fa necessari (o convenient) utilitzar la férmula del binomi de Newton. Es tracta d’utilitzar
la férmula de De Moivre per a després igualar les respectives parts real i imaginaria que
apareixen.

Recordem que 2 = —1.
a) La férmula de De Moivre és:
0826 +isin26 = (cos 6 +isin 0)>. Per tant,

0820 +isin20 = (cos O +isin0)* = cos® O +i2cos O sin O + i*sin> @ = (cos* O —
sin”0) +i(2cosHsin 0).

Igualant les parts reals i les parts imaginaries respectives, s’obté:
c0s20 = cos? 0 —sin’ 0,

sin26 = 2sin O cosO.

b) Es la mateixa idea que al primer apartat, perd ja utilitzem la férmula binomial.

3
c0s36 +isin36 = (cos O +isinf)’ = Z (i) (cos0)r(isin0)** =

k=0

<3> (cos0)°(isin0)* + G) (cos6)' (isin6) +

3 3
<2> (cos0)*(isin0)" + <3) (cos0)*(isin6)’ =
—isin” 0 —3cos O sin” 6 4 3icos” O sinb +cos” 6 =
in’ @ — 3 cos @ sin” O + 3icos” O sin O ’0
(cos® @ —3cosOsin”> 0) +i(3cos” O sinO —sin’ 0).
Per tant, igualant les parts reals i imaginaries respectives:

c0s36 = cos> 6 —3cosHsin’ 0,

sin36 = 3cos? O sin6 — sin’ 6.

621



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

¢) cos50 +isin50 = (cos O +isin6)’ =

(2) (cos0)(isin0)** =

((5)) (cos6)°(isinO)" + (f) (cos 9>‘<is;n 0)"" + @ (cos 0)2(isin0)7 2 +
<§> (cos0)*(isin@)° > + G) (cos0)*(isin@)*~* + <2) (cosB)*(isin@)° ™ =

(isin@)’ +5(cos 0)(isin0)* + 10cos” O (isinO)* + 10cos® O (isin 0)* +
5cos* 0 (isinf)" +cos’ 6 =

isin® 6 4+ 5cos 0 sin* —i10cos? O sin® O — 10 cos’ O sin O + 5icos* O sin 6 +cos® 6 =

(5cos 0sin* O —10cos’ 0 sin O +cos’ 0) +i(sin’ 6 — 10cos” O sin’ 6 +5cos* O sin H).
Per tant, igualant les parts reals i imaginaries respectives:

c0s560 =5cosBsin*6 — 10cos® O sin 6 + cos’ 9,

sin560 = sin’ B — 10cos? O sin* O + 5cos* O sin 6.
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La formula

x'—=y' = (x—y)(x”_1 —|—x”‘2y_|_ . --—I—xy"‘z _|_yn—1)

En aquest capitol, es presenta una férmula molt util.

10.1. La formula

Teorema 10.1 Siguin x,y nombres reals qualssevol, i sigui n > 1 un nombre natural
arbitrari. Aleshores

xﬂ_yn:(x_y)(xnfl+xﬂ*2y+...+xy”*2_|_y”*1) (10.1)

Demostracio. Es pot demostrar directament, efectuant operacions a partir del membre
de la dreta, amb les simplificacions conseglients:

(x=y) (T xRy 4 Xy 4y Ry

= _x(xnfl +x"’2y+x”’3y2 +en —|—xy”’2 —|—y”’1)

(P 2y Y ey oy

= (x +x”’1y+x"’2y2+---+x2y”’2+xy”*1)

— (T ) =y R

Amb notacié de sumatoris:

n—1 n—1
) M ) DL I
k=0 =0

Férmules de predicats per a la férmula anterior 10.2:

n—1

VxeRYERVREN(>1 —»x"—y' = (xfy)zyix(nfl)—i)

i=0
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n—1
VaVyVn((x eERAXeRARENAR> 1) = X' —y' = (x—Y) Zyix(”’l)’i)
i=0
Observeu que I’ordre dels sumands al terme de la dreta de la férmula 10.1 s’obté amb la
n—1

versi6 del sumatori E yixln= b=
i=0

Encara hi ha una altra expressio possible per al sumatori de la férmula 10.1: Z Xyl
i+j=n—1

També es poden escriure férmules derivades, essencialment la mateixa, com per exem-
ple:

Pag yn+1 _ (x —) Zxkyn—k'
Farem servir la formula 10.1 per a estudiar problemes de divisibilitat, de manera que x,y

seran enters. Vegeu-ne algunes conseqiiencies en aritmetica:

a) Per a factoritzar, ja que permet afirmar que x" — y" €s factoritzable, amb x — y com
a factor (x,y enters).

b) Itambé que 1 — 7" és divisible per 1 — z (z enter).

Alguns exemples d’aplicacio immediata

Exemple 10.1 Vegem un exemple en queé recuperem una férmula ben coneguda:
=y =@y = @ —y)(x+y). B

Vegem-ne alguns exemples d’aplicacid:

Exemple 10.2

X =y = (r—y) (e xy+y?)

(F +xy+ 27 +y7)

(* + 2y +xy 0y +))

X0 =y = (= y)(F +xty + 0 0y Hayt +y7)

=28 = (x—2)(x7 + 102 42722 + x*23 + x32% + x?2° +x126 +-27). W

)
M —yt=(x—y)
=y =(x—y)
)

Les formules del grup segiient es poden veure com a casos particulars de la férmula
anterior o també com a férmula de la suma d’una progressié geometrica

(n=1)+1 _q

(recordem que X" '+ X" P4 X Fx 1= al .
e

).
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Exemple 10.3

X=1=x-1)E ' +x"2+ - +x>+x+1) jaquex" — 1 =x"— 1"
r—l=x-1)x"+x2+x>+x+1),jaquexr’ —1=x"—1°
2"—1=02-1)2""+2" 2+ 42+1),jaque2" — 1 =2"—1"
T—1=-1)T""+7" 4 +T7+1),jaque 7" —1=7"—1"
=1=(x-D"+xr+x*+x +x7+x+1),jaquex’ — 1 =x"—1".

I a cada cas s’aplica la férmula. W

Com veurem, utilitzant aquesta férmula, alguns problemes de divisibilitat resulten sor-
prenentment facils de resoldre. En efecte, amb aquesta férmula:

(x=y)|(x—y) (" T+ X" 2y + - xy" 2+ y" 1) i, per tant,
(x—y)lx" =",

per a x,y enters, cosa que €s un auténtic “generador” d’enunciats, com podem veure a
continuacio.

Exemple 10.4 Per a n natural:
a) 58" —3"(jaque5=8—3,ambx =28, y=3);
/" 3" — (8 _ 3)(8"71 + 8"723 + 8n7332 4t 823n73 + 83;172 + 3;171)

b) 11" —5"és divisible per 11 —5=6,ambx =11,y =15);
11" —=5"= (11 =5) (11" P 11" 25 4 117352 4 4 112573 4 11572 4507

c) 6|7"—1 (jaque7—1=06);
7n_ 1 :7n_ 1n — (7_ 1)(7n71+7n721+7n7312+”.+721nf3 +71;172+ 1;171)

d) 910" — 1

10"—=1=10"—1"=(10—1)(10"' +10" 21 +10"*1? +--- + 101" + 101" > +
1n71)

e) 8]9"—1
9;171:9117111: (971)(97171+9n721+9n7312+'“+921nf3+91nfz+lnfl)

f) 2345" — 1023" és divisible per 2345 — 1023 = 1322, és a dir, 1322]2345" — 1023".

g) 11]12" — 1. En efecte, podem escriure 12" — 1 = 12" — 1" =
(12— 1)(12 P 412" 21 4 127312 - 12213 1217 2 1 )
=(12=1)(12" ' 127241273 ... + 122+ 12+ 1), mdltiple de 12— 1= 11.
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Com hem vist en diversos exemples, s’ observa que a — 1|a” — 1, per a a enter i n natural,
jaque

al—1=a-1"=
(a_l)(anfl+a11721+an7312+...+a21n73+a1n72+lnfl)
=(a-)(@'"+a*+a" 3+ +a*+a+1).

De fet, és un cas particular de (x —y)[x" —y". H
Exemple 10.5 Formules derivades

Poden derivar-se diverses férmules a partir de particularitzacions per a n, x,y. Per exem-
ple:

a) x2n _y3n — (x2)n _ (y3)n
— (x2 7y3)(x2(n—l) +x2(n—2)y3 R +x2y3(n—2) +y3(n—l)).

Podem escriure el mateix desenvolupament per a (x")? — (y")?, ja que (x")> —
(y")} = x* —y* de manera que

(xn)Z _ (yn)3 — (X2 7y3)(x2(n71) +x2(n72)y3 R +x2y3(n72) +y3(n71)).

b) x"— (*1)" = (xf (71))(x"*1 — X" ...+x(,1)n72+ (71)%1)
= (x—|— 1)(x"*1 — x4 +x(_1)n72+ (_l)n—l)'

En particular, si n és senar, atés que (—1)" = —1, resulta:
XHl=x+1)E ! =2 = —x+ 1)

¢) Vegem-ne una més. Si a
N —dn = (C*d)(C'FI +C’172d+ "'+Cdn72+d'171)
fem ¢ = /x, d = y/y, resulta

x=y = (R = (R + (VR (5) 4+ (GDE) 2+ (). m

10.2. Exercicis sobre la formula
Alguns d’aquests problemes es resolen de manera immediata, cosa que no impedeix que
no presentem demostracions per altres metodes, encara que no siguin tan immediats, a

fi d’illustrar una metodologia i que el lector pugui adquirir major capacitat.

Vegem un problema amb qiiestions de resolucié immediata:



Laférmula X" —y" = (x—y)(x" 1+ 2" 2y + -+ xy" 2+ 1) %

PROBLEMA 10.1
Apliqueu la formula 10.1 per tal de demostrar:
a) 24|15 —1, per a tot n > 1 natural.
b) 6|22"*1 —2 per a tot n > 1 natural.
¢) 2|3"—1, per a tot n > 1 natural.
d) 37" —4", per a tot n > 1 natural.
e) al(a+1)"—1, per a tot enter a i tot natural n > 1.

5 (a+2)|(a+5)"—3", per atot enter a i tot natural n > 1.

Solucié
a) Escrivim 52" —1 = (5?)" —1=25"—1=25"—1". Aplicant la férmula per a x = 25,

y=1,6és25"— 1" = (25— 1)m, per a m enter, €s a dir, 5** — | = (25 — 1)m = 24m,
muiltiple de 24.

b) Escrivim 2"*1 —2 =2(2%" — 1) =2((2?)"— 1) = 2(4" — 1). Apliquem la férmula:
4" —1=4"—1"=(4-1)4" " +4" 4 A+ 1) =34 4 4.
AIX{, 22 —2=2.3(4" 1 4+4" 2 442+ 1) =6(4" 144" 2 .. 442+ 1) = 6g,
miltiple de 6 (amb g = 4" ' +4" 2 ... + 42+ 1 € 7).

¢) Es una aplicacié immediata de la férmula, amb x = 3, y = 1:

3"—123"—1"2(3—l)(3"71—|—3"72+---32+3+1):2(3"714-3"724—---32—}—
3+ 1) = 2q, miltiple de 2.

d) Apliquem la formula amb x =7, y = 4. En resulta:
T 4 — (7 74)(7n71 +7n72 '4+7nf3 42+ . '72 .41173 +7 '4n72+4nfl)_

AiXD, 7" — 4" = (T —4)g,amb g =T"' + 7" 2. 44 773 4% 4 ... T2 43 1 7402 ¢
4! enter. Per tant, 7" — 4" = (7 — 4)q = 3¢, multiple de 3.

e) S’aplica la formula amb x =a+ 1,y = 1. Tenim (a+1)"—1 = (a+1)"— 1" =
((a+1)—1)g = aq, miiltiple de a.

f) Ambx=a+5,y=3,enresulta (a+5)"—3"= ((a+5)—3)qg= (a+2)g, miltiple
de a+2.

Ates que la féormula 10.1 és una propietat que es formula en termes de n € N (fixats x,y

nombres reals), una possibilitat de metode de prova és la induccié, com podem veure al
problema segiient.
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PROBLEMA 10.2

Demostreu per induccio la formula: per a tot x,y nombres reals i per a tot n nombre
natural, n > 1:

n—1

Xy = (ry) Yoy,

k=0
Solucié. Cal provar:

n—1

Vavy(x ERAXxER) »Va(ne N —x"—y' = (x—y) Zxky“’l)’k))

k=0

Considerem x,y nombres reals arbitraris, pero fixos per a la demostracio, i demostrem
per induccid sobre n > 1 que

n—1

Xy = (ry) Yy

k=0
Per tant, la propietat P(n) a demostrar és la igualtat

n—1
X'—y'= (x—y)Zxkyo'*l)*", peratotn > 1,

k=0

de manera que el valor inicial de n és ny = 1. La demostracio és per inducci6 simple o
ordinaria sobre n. S’ha de seguir I’esquema demostratiu habitual.

Pas basic. Cal provar que P(1) (ng = 1) és cert.

En aquesta igualtat a provar, vegem que el membre de la dreta (D), per a np = 1, i el
membre de 1’esquerra coincideixen. En efecte:

D= (xfy)Zx"y(l’lH‘ = (=Y V0 =x—y iés E=D.
k=0

Pas inductiu. Cal provar que P(n) = P(n+ 1), per a tot n > 1. Aquest pas es concreta a
demostrar la implicacid:

n—1 (n+1)—1
X =y = (x—y) Zxky(n—l)—k — ! 7yn+1 (x—y) Z xky((n+1)—1)—k, és a dir:
k=0 k=0
n—1 n
n HI n—1)— n n—
K=y B (r—y) DAY oty = () Yy
k=0 k=0
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n—1
Noteu que la suposicié ¥ — y* 2 (x—y) Zx"y("’””‘ és la hipotesi d’inducci6.
k=0
n

Efectuarem manipulacions a la férmula (x — y) Zx"y"”‘ per tal de fer-hi apareixer algu-

k=0
na subférmula que permeti aplicar la hipotesi d’induccié (HI). En efecte:

n n—1
(x=y) > Ay F=(x—y)D
k=0 k=0
n—1 n—1
= (@=y)D ] = =)y Yy ()
k=0 k=0

n—1

n—1)— 1 n HI n n n " " "
= (e —y) Yyt By — ) g =yt
k=0

Observeu que la férmula de la suma de la progressié geomeétrica

1
l+x+x7 4 +x" =

>

x—1

per a x # 1, no és més que un cas particular de la férmula d’aquest capitol (10.1). En
efecte, es pot reescriure com a

(x—1)(14+x+x>+---+x") =x""" — 1 iés un cas particular de la férmula amb y = 1.
A T’exercici segtient, es veu que, de la formula de la progressio geometrica, en resulta la
formula (10.1) del capitol.

PROBLEMA 10.3
Demostreu la formula (10.1) a partir de la formula:

xn+1 o

l4+x4+X24+x" = , per ax # 1, x real i n nombre natural.

n

X'
Solucié. També s’escriu 1 +x+x* + -+ +x"' = [perax # 1.
x—

Ara, fent x = § (b # 0, a # b), resulta:

a ,a a a (4 —1

1402 “\2 43, -1 _ b

+3 GG () o
a 2 B al a

I+ 4+ — 4+ ... = d’

+b+b2+b3+ ernfl %—l’ on

| bt

(bnfl+abn72+a2bn73+“.+an71): ab,”b

bnfl
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1 n—1 n_2 | 21n-3 el a}:z:’l)”
bnfl(b +ab" " +ab T+ +a ):a—b
n__ pt
bnfl +abn72+a2bn73 4. .+an71) — a—b
a—

((l*b)(b"71 +abn72+a2bn73 4 +an71) =ad"—p"
Per als casos exclosos (b # 0, a # b), si substituim a la férmula, també se satisfa, de

manera que és valida per a tot valor de a i b.

PROBLEMA 10.4

Sigui n un nombre natural qualsevol, n > 1. Proveu que, si 5" — 1 és un nombre primer,
aleshores n és un nombre primer.

Soluci6. Analisi preliminar. Cal provar, per a un n > 1 natural arbitrari, pero fix per a
la demostracid, que

5" — 1 és primer = n és primer

No sembla facil d’abordar directament. Vegem si podem demostrar el contrareciproc,
que seria:

n no €s primer = 5" — 1 no &s primer
Una altra possibilitat és considerar la férmula (peran € N, n > 1)

Vn(5" — 1 és primer — n és primer) i demostrar-la per reduccié a I’absurd: partim de la
negacid, que acaba essent equivalent a

In(5" — 1 és primer A n no és primer)

1 arribem a un absurd.

Seguim la via del contrareciproc. Expressem-lo d’una altra manera equivalent:
n és compost = 5" — 1 és compost, com demostrarem directament.

Com aplicar la hipotesi? Si n és compost, aleshores es pot expressar com n = ab, amb
a,b naturals, factors propis, amb 1 < a <n, 1 < b < n. Com que a és factor propi, és
1 < a < n (sino fos aix{, seria a = 1 0 a = n i ,automaticament, en concordanca, b = n
0 b =1, de manera que no seria una factoritzacié propia). Aleshores també 1 < b < n;
en efecte, si fos b =1, seria n =ab = a-1 = a, que no &s possible; si fos b = n, seria
n=ab =an,d’on a = 1, que no és possible. Per tant, en resum, n = ab, a,b naturals,
ambl<a<nil<b<n.

Vegem que es pot escriure 5" — 1 = cd, com a producte de factors propis, ¢,d naturals,
amb0<c <5 —1,0<d<5"—1,1aix{i sera compost.
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Que esta guiant la resolucio? Observeu que 1’expressio 5" — 1 és la que apareix a la
formula 10.1. Aquests factors sortiran previsiblement de I’aplicacié de la férmula. En
efecte, utilitzant que n = ab, podem escriure:

5n71:5ab71:(Sa)bil:(Sa)bilb:(sai1)((5(1)1;71+(5a)b72+“.+5a+1)

Expressantd = (5)071 +(59)>72 4. .. +594+1,c=5"—1,resulta 5" — 1 = (5~ 1)d = cd,
producte de dos factors naturals. Si veiem que son propis, haurem acabat la demostracid.
Utilitzem que la funcié exponencial 5° €s creixent i, per tant:

l<a<n=5'<5<5=5"-1<5-1<5—-1=1<5"—-1<5"—1,d’ onresulta
que ¢ = 5 — 1 és un factor propi de 5" — 1 i, automaticament, també ho és d. Queda
demostrat que 5" — 1 és compost, i aixd completa la demostracid.

Observacio. Els papers de a i de b sén intercanviables.

Observacio. En aquesta tltima part, hem demostrat 1 <a<n=1<5—-1<5 —11i,
com que tenim 1 <a < n,resulta 1l <5—1<5"—1.

Observacio. Per I’argumentacio feta, es poden demostrar resultats analegs, com per exem-
ple:

2" — 1 és primer = n és primer

3" —1 és primer = n és primer

7" —1 és primer = n és primer

Observacio. En aquest cas especial, en comptes d’utilitzar la férmula 10.1, es pot fer
servir la de la suma d’una progressié geomeétrica:

X =1=x—=1)(1+x+x>+-+x"1),

o x4l
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Idees de resolucio
de problemes

Donem alguns consells sobre que fer quan ens enfrontem a un enunciat, a un problema
que hem de resoldre. Totes les idees han aparegut al llarg del text.

Que diu I’enunciat? En molts casos, €s clar i explicit; en molts altres casos, se n’ha de

u alisi X ui 5 ions. X s
fer una analisi per tal de saber exactament quines en son les afirmacions. Per exemple
que vol dir exactament: “el cub dels nombres enters senars és senar”? O “la suma de
dos nombres enters senars €s parell”? Hi ha estructures logiques implicites i, per tant,
amagades o no explicitades, o no suficientment explicitades: Es un condicional?, per
exemple. Esta quantificat?

Formalitzeu-lo. Si €és un enunciat que esta expressat verbalment en un percentatge
elevat, és convenient formalitzar-lo i substituir part o tot I’enunciat per una férmula de
predicats.

D’on son les variables que apareixen en un enunciat? De quin conjunt? S6n nombres
naturals, s6n nombres enters?

Quina n’és I’estructura? Es un condicional? Es un bicondicional? Una equivaléncia?
Una condici6 necessaria? Una condici6 suficient? Una condicid necessaria i suficient?
“... sl, inomés si, ...”?

Gran part dels enunciats sén condicionals o bicondicionals, potser dintre de quantifica-
dors universals. En el cas d’un condicional:

Quina és la hipdtesi? Quina estructura té? Es simple; és composta? Per exemple, H; A
H, seria una hipotesi composta, conjuncid de dues afirmacions. A la resolucid, tingueu
molta cura d’aclarir on s’aplica la hipotesi o les diferents parts de la hipotesi. En el curs
de la demostracio, vigileu constantment si encara hi ha alguna part de la hipotesi que
no s’hagi aplicat.

Quina €s la tesi? Es simple o composta? Es composta 7] A 75, per exemple. Mireu
d’establir alguna connexid entre hipotesi i tesi; potser aix0 us donara alguna idea de
per on seguir, i us permetra establir una estratégia de demostracio.
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— Es unaequivaléncia entre dues afirmacions? En cas afirmatiu, que cal fer? Cal demos-
trar dues implicacions.

— Es una equivaléncia d’unes quantes afirmacions? Cal provar que qualsevol equival
a qualsevol altra. O, el que és el mateix, que qualsevol implica qualsevol altra. Es
possible que es pugui dissenyar una demostracié circular d’implicacions que acabi
provant les equivaléncies, sense necessitat de provar totes les implicacions possibles
que en teoria caldrien.

— Esta quantificat amb un quantificador universal? Si és de la forma VxP(x), es pot
demostrar per reducci6 a I’absurd o bé fixant x arbitrari i demostrant P(x) per a aquest
X.

— Esta quantificat amb un quantificador existencial? En cas afirmatiu, es pot demostrar
directament o per reduccié a 1’absurd.

— Es un enunciat del tipus VxP(x) i s’ha de provar que és fals? Cal aportar un contrae-
xemple. O bé suposar que €s cert i arribar a una contradiccid (reduccié a 1’absurd).

— Quin és el metode més recomanable de resolucié? S’ha de veure sobre casos particu-
lars.

— Quins metodes recordeu? Si no veieu clar un metode directe, penseu sempre en la
resolucio:

a) reduccio a I’absurd
b) pel contrareciproc
C) per casos

d) per induccié

Els metodes es poden combinar i barrejar, i aplicar en una mateixa demostracié més
d’un metode per a les diferents parts, de manera que hi coexisteixin diversos metodes.

Descomposicio en subproblemes i reduccio d’un problema a un d’un altre tipus. La re-
soluci6 per casos, en teoria, redueix el problema a una collecci6 de problemes, suposa-
dament més facils que el conjunt; cada cas acota la variabilitat i permet concentrar-se en
aquell cas, cosa que en principi en facilita la resolucid. Un altre aspecte important amb
el qual sempre s’ha de pensar €s reduir un problema a un altre, d’una altra tipologia, que
ja tinguem resolt, que sapiguem resoldre o que ens resulti més facil de resoldre.

Descomponeu un problema en subproblemes. Una equivaléncia en dues implicacions.
Una igualtat de conjunts en dues inclusions. Una descomposicio en casos: respecte de
quin parametre, quins casos i que ho cobreixi tot.

Per induccio. També convé pensar en la possibilitat d’utilitzar induccid, pero aixo només
és possible —i pot no funcionar— per a una tipologia determinada d’enunciats. D’entrada,
han de ser enunciats formulats en termes de nombres naturals, tot i que hi ha diverses
modalitats. Un enunciat tipic, demostrable per induccid, que denotem per P(n) seria, per
exemple:

n(n+ 1)”

“Per a tot nombre natural n,n > 1,142+---+n= 2
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En canvi, el teorema de Pitagores no seria demostrable per induccid.

Convé formular bé la demostracid i explicitar-ne clarament I’estructura. Busqueu la ma-
nera d’aplicar la hipotesi d’induccié (HI). Normalment, s’ha de fer alguna manipulacio
en una férmula, que hi faci apareixer una subférmula, que sigui exactament la que apareix
a la hipotesi d’induccid, fet que ens ha de permetre aplicar la HI.

Tot enunciat que s’expressa en termes d’un nombre natural n és demostrable per induc-
ci6? No necessariament. Vegem, per exemple, 1’enunciat:

Demostreu: “Per a tot n nombre enter, med(2n+5,3n+7) = 1”. Tindriem dificultats per
demostrar-ho per inducci6, pels problemes de relacionar I’enunciat per a n amb el mateix
per an+1, en el pas inductiu.

Avancant idees (del volum 2), per a problemes de divisibilitat, considerem els tres llen-
guatges: el llenguatge de la divisibilitat, el llenguatge de les congrueéncies i el llenguatge
de les classes de residu o congruencies. També és un exemple de reduccié de problemes
d’una tipologia a una altra:

mla<a=0( modm)<a=0(aZ,)

De vegades, té I’avantatge d’una simplicitat més gran. O en el cas de les classes de con-
grueéncies, que podem treballar algebraicament, operant amb classes de residus. També €s
una situacié en la qual podem combinar métodes: congruéncies amb casos, congruéncies
amb induccid...

En general, intenteu resoldre el problema pel maxim de metodes possibles. Observeu els
enunciats segiients, en que es demana resoldre el problema utilitzant diversos metodes.
Observeu només la idea, ja que alguns continguts relatius a I’enunciat sén propis d’un
altre context (volum 2).

1 Sigui 7 un nombre natural. Calculeu med(2n+ 7,3n+ 10).

a) Obtenint els divisors positius comuns de 2n 47 i de 3n 4 10.
b) Aplicant el teorema d’Euclides.
¢) Aplicant I’algorisme d’Euclides.

2 Demostreu que, per a tot nombre enter n és 6|n(n+1)(2n+1).

a) Per congruéncies i per casos. d) Per inducci6.
b) Per congruéncies i induccio. e) Per classes de residus i induccid.
¢) Per casos (divisio entera). f) Per classes de residus i per casos.

g) Indirectament, utilitzant: 1% + 224324 ... +n?

3 Demostreu que 4|9" + 3 per a tot nombre natural.

a) Directament (binomi de Newton, 9 =8+ 1).
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b) Per induccio. d) Per congruéncies, per induccid.
¢) Per congruéncies, directament. e) Per classes de residus.

4 Si n és un nombre natural, proveu que n° — n és mdltiple de 5.

a) Per casos. d) Per congruencies i induccid.
b) Per induccid. e) Per classes de residus i per casos.
c) Per congruéncies i per casos. f) Per classes de residus i per induccid.

5 Demostreu que, per a tot n natural, es compleix 2|3" — 1.

a) Per inducci6 (fent servir3 =2+ 1).

b) Directament, fent servir x* —y" = (x —y) (x" ' +x"2)y+ - +xy" 2 4y
¢) Directament, fent servir 3 =2 -+ 1 i la férmula del binomi de Newton.

d) Per congruéncies, directament.

e) Per congruéncies i induccid.

f) Per classes de residus, directament.

g) Per classes de residus i induccio.

Parentesis. No us deixeu paréntesis: pot ser letal. Una demostracié pot derivar en in-
correccions per aquesta causa i fer totalment inservible I’argumentacid. I també calculs
diversos.

Redaccio de la resolucio. Un cop resolt un problema, és molt important explicar-ne
correctament la resolucid. Vegeu [ESQTRI], [ESQTRI2] i diverses referéncies de la bi-
bliografia, les mateixes que segueixen a continuacio.

Metodes de resolucio de problemes. També per a metodes de resolucié de problemes:

[BLOCO0], [CHPZ03], [CUPIO1], [GUND2011], [HOUSO09], [SMITO06], [SOLLOS5],
[VELLY94].

638



[AHUL9S]

[ALHUSS]

[APOSTO1]
[BENA93]

[BECK10]

[BILB9§]

[BLOCO0]

[CHPZO03]

[CHILS84]
[CUPIO1]

[DGRU90]

[ECCL97]

[ENDEO1]

Bibliografia

Aho, A.V. and Ullman, J.D. Foundations of Computer Science. Computer
Science Press (Freeman), 1995.

Albertson, M.O. and Hutchinson, J.P. Discrete Mathematics with Algo-
rithms. John Wiley, 1988.

Apostol, M. Calculus, Vol. 1,2. Reverté, 1991.
Ben-Ari, M. Mathematical Logic for Computer Science. Springer, 2001.

Beck, M. and Geoghegan, R. The Art of Proof. Basic Training for Deeper
Mathematics. Springer, 2010.

Bilbao, M., Castaiieda, F. and PeralL, J.C. Problemas de cdlculo. Piramide,
1998.

Bloch, E. Proofs and Fundamentals: a First Course in Abstract Mathema-
tics. Springer, 2011.

Chartrand, G., Polimeni, A.D. and Zhang, P. Mathematical Proofs. A Tran-
sition to Advanced Mathematics. Addison-Wesley, 2003.

Childs, L. A Concrete Introduction to Higher Algebra. Springer, 1984.
Cupillari, A. The Nuts and Bolts of Proofs. Academic Press, 2010.

De Guzman, M. and Rubio, B. Problemas, conceptos y métodos del andlisis
matemdtico. Estrategias del pensamiento matemdtico. Piramide, 1990.

Eccles, P.J. An Introduction to Mathematical Reasoning: Numbers, Sets and
Functions. Cambridge University Press, 1997.

Enderton, H.B. A Mathematical Introduction to Logic. HartCourt-Academic
Press, 2001.

639



% Fonaments matematics. Com apendre a resoldre problemes

640

[ENGL98]

[ESQTRI]

[ESQTRI2]

[EXNE96]

[GEMIGY6]

[GERS97]

[GOD68]

[GOTA]

[GUND2011]

[HAMOO]

[HIGH]

[HOUSO09]

[JON9S]

[KALMS6]

[KOSHO7]

[KRANO97]

[KRANO2]

Engel, A. Problem-Solving Strategies. Springer, 1998.

Esqué, P. and Trias, J. Escriptura cientifica, Versié 1.1, gener de 2012.
Enllag directe al document: http://llati.upc.es/escriptura
cientifica/wp-content/uploads/escripturaCientifica

Versiol-1 Gener2012.pdf

Esqué, P. and Trias, J. Blog d’escriptura cientifica, inici: gener 2012.
http://www-ma2.upc.edu/escripturacientifica/

Exner, G.R. An Accompanigment to Higher Mathematics (Undergradu-
ate Texts in Mathematics). Springer, 1996.

Gemignani, M.C. Basic Concepts of Mathematics and Logics. Dover,
1997.

Gerstein, L.J. Introduction to Mathematical Structures and Proofs.
Springer, 1997.

Godement, R. Algebra. Hermann, 1968.

Goodrich, M.T. and Tamassia, R. Algorith Design: Foundations, Analy-
sis and Internet Examples. John Wiley, 2002.

Gunderson, D.S. Handbook of Mathematical Induction. Theory and Ap-
plications. CRC Press, Chapman & Hall, 2011.

Hamilton, A.G. Logic for Mathematicians. Cambridge University Press,
2001.

Higham, N. Handbook of Writing for the Mathematical Sciences. SIAM,
1998.

Houston, K. How to Think Like a Mathematician. Cambridge University
Press, 2009.

Jones, G.A. and Jones, J.M. Elementary Number Theory. Springer,
1998.

Kalmanson, K. An Introduction to Discrete Mathematics and Its Appli-
cations. Addison Wesley, 1986.

Koshy, T. Elementary Number Theory with Applications. Academic
Press, 2007.

Krantz, S.G. Techniques of Problem Solving. American Mathematical
Society, 1997.

Krantz, S.G. Elements of Advanced Mathematics. Chapman-Hall, 2002.



[LEVIO7]

[MENDG66]

[PLAOG]

[POLY81]

[POZ02013]

[ROSE95]

[ROBB06]

[ROSEO0]

[ROSE03]
[ROWROS]

[RUIZ2014]

[SCHOO08]

[SMITO6]

[SOLLO5]

[STEINO9]

[VELL94]

[ZEITO07]

Bibliografia %

Levitin, A. The Design and Analysis of Algorithms. Pearson, Addison Wes-
ley, 2007.

Mendelson, E. Introduction to Mathematical Logic. CRC Press, Chapman-
Hall, 2010.

Pla i Carrera, J. Introduccio a la metodologia de la Matematica. Publicaci-
ons: Edicions UB, 2006.

Polya, G. Como plantear y resolver problemas. Trillas, 1981.

Pozo, F., Parés, N. and Vidal, Y. Matemdticas para la ingenieria. Pearson,
2013.

Rose, H.E. A Course in Number Theory. Oxford University Press, 1995.

Robbins, N. Beginning Number Theory. Jones and Bartlett Publishers,
2006.

Rosen, K.H. Elementary Number Theory and Its Applications. Addison-
Wesley, 2000.

Rosen, K.H. Matemdtica discreta y sus aplicaciones. McGraw-Hill, 2004.
Ross, K.A and Wright, C.R.B. Discrete Mathematics. Prentice-Hall, 1998.
Ruiz, J.L. (ed). Problemes de fonaments matematics, 2014,
http://www-ma2.upc.edu/fonamentsmatematics/
http://www-ma2.upc.edu/fonamentsmatematics/

index archivos/fm-2014-2015-gl-problems-catala.pdf

Schoéning, U. Logic for Computer Scientists. Birkkaduser, 1989-2008.

Smith, D., Eggen, M. and ST. Andre, R. A Transition to Advanced Mathe-
matics. Thomson, Brooks Cole, 2006.

Sollow, D. How to Read and Do Proofs: An Introduction to Mathematical
Thought Processes. Wiley, 2005.

Stein, W. Elementary Number Theory: Primes, Congruences, and Secrets.
A Computational Approach. Springer, 2009.

Velleman, D.J. How to Prove it: A Structured Approach. Cambridge Uni-
versity Press, 1994.

Zeitz, P. The Art and Craft of Problem Solving. John Wiley, 2007.

641






	Pròleg
	1. Preliminars i fórmules útils
	1.1. Conjunts
	1.2. Conjunts de nombres: nombres naturals, enters, racionals i reals
	1.3. Idees sobre implicació, raonament, demostració
	1.4. Operacions aritmètiques i ordre en R
	1.5. Algunes fórmules importants
	1.6. Factorial, nombres combinatoris i fórmula del binomi de Newton
	1.7. Part entera
	1.8. Càlcul matricial

	2. Preliminars: divisibilitat elemental i paritat
	2.1. Divisió entera (a Z)
	2.2 Divisibilitat elemental (a Z)
	2.3. Paritat: ser parell, ser senar

	3. Sumatoris
	3.1. La notació de sumatori
	3.2. Propietats bàsiques
	3.3. Sumes bàsiques/importants: sumes d'enters
	3.4. Sumes bàsiques/importants: progressions
	3.5. Algunes expressions útils amb sumatoris
	3.6. Dobles sumatoris
	3.7. Productes ("productoris")
	3.8. Com resoldre problemes de sumació, de sumatoris
	3.9. Problemes resolts
	3.10. Qüestions diverses
	3.11. Aplicació de fórmules sumatòries per analitzar dos algorismes elementals

	4. Lògica de proposicions. Llenguatge de proposicions
	4.1. Oracions, enunciats i proposicions
	4.2. Traducció: formalització o simbolització i desformalització
	4.3. El llenguatge: gramàtica
	4.4. Anàlisi d'una fórmula proposicional
	4.5. Taules de veritat. La taula de veritat d'una fórmula proposicional
	4.6. Equivalències lògiques
	4.7. Demostració de les equivalències lògiques importants
	4.8. Tautologies i contradiccions
	4.9. Entreteniment

	5. Lògica de predicats. Llenguatge de predicats
	5.1. Insuficiència del llenguatge de proposicions
	5.2. Variables i predicats
	5.3. Extensió del llenguatge de proposicions: llenguatge de predicats
	5.4. Gramàtica: llenguatge de predicats
	5.5. Negació de quantificadors (continuació)
	5.6. Traducció: formalització (simbolització) i desformalització
	5.7. Qüestions i exemples diversos

	6. Mètodes de demostració
	6.1. La implicació
	6.2. Demostracions: mètode directe
	6.3. Prova d'enunciats del tipus A → B. Mètode del contrarecíproc (indirecte)
	6.4. Demostració per casos
	6.5. Demostracions per reducció a l'absurd
	6.6. Demostració d'enunciats amb quantificació
	6.7. Equivalències
	6.8. Contraexemples
	6.9. Demostrar una conjunció ("A i B")
	6.10. Demostrar una disjunció ("A o B")
	6.11. Prova d'enunciats del tipus A→ B (casos especials)

	7. Inducció
	7.1. El mètode
	7.2. Diverses tipologies a través dels exemples
	7.3. Sobre el pas bàsic
	7.4. La hipòtesi d'inducció (HI) i el pas inductiu
	7.5. Ampliacions, observacions i enunciats diversos
	7.6. Enunciats diversos

	8. Conjunts
	8.1. Conjunts i elements, relació de pertinença
	8.2. Igualtat i desigualtat de conjunts
	8.3. La relació d'inclusió. Subconjunts
	8.4. El conjunt potència. Conjunt de les parts
	8.5. Operacions conjuntistes: unió de conjunts
	8.6. Operacions conjuntistes: intersecció de conjunts
	8.7. Operacions conjuntistes: diferència de conjunts
	8.8. Relació entre operacions bàsiques conjuntistes
	8.9. Operacions conjuntistes: complementari d'un conjunt respecte d'un altre
	8.10. Fórmules conjuntistes i taules de pertinença
	8.11. Producte cartesià
	8.12. Problemes diversos de conjunts
	8.13. Qüestions conceptuals

	9. Fórmula del binomi de Newton
	9.1. Factorials i nombres binomials
	9.2. La fórmula del binomi de Newton
	9.3. Problemes diversos

	10. La fórmula
	10.1. La fórmula
	10.2. Exercicis sobre la fórmula

	11. Idees de resolució de problemes
	Bibliografia



