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Prologo

Una de las estrategias metodologicas mas recurrentes y que es posible identificar en la
enseflanza de la mayoria de las materias que configuran los grados o masteres de Inge-
nieria es la resolucidon de problemas.

Desde nuestra posicion, entendemos por resolucion de problemas una concepcion sisté-
mica que estructura una determinada practica dentro del proceso de ensefianza-aprendi-
zaje para incidir en el desarrollo de alguna habilidad, proceso o conocimiento de manera
general. En este sentido, nosotros hemos propuesto la siguiente coleccion de problemas
en el ambito de la Fluidotecnia.

Sea cual sea el tipo de problema a que nos enfrentemos, parece claro que hay una serie
de fases que son necesarias para resolverlo, como sefial6 claramente el matematico hun-
garo George Pdlya en su libro How to Solve It: comprender el problema, trazar un plan

o estrategia, ejecutar el plan y examinar la solucién obtenida.

Comprender el problema

En ocasiones, esta fase parece innecesaria, sobre todo en contextos muy especificos, pero
resulta de suma importancia, especialmente cuando los problemas por resolver no son de
formulacion estrictamente matematica. Entender el problema que se debe abordar es la
tarea mas dificil; por ello es tan importante orientar a los alumnos en este proceso.

Se debe leer el enunciado despacio.
—  (Cuadles son los datos? (Lo que conocemos)

—  (Cuadles son las incégnitas? (Lo que buscamos)

Hay que tratar de hallar la relacion entre los datos y las incognitas.

Si se puede, es conveniente trazar un esquema o un dibujo de la situacion.
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Trazar un plan para resolverlo

Hay que plantearlo de un modo flexible y recursivo, alejado del mecanicismo.

(Este problema es parecido a otros que ya conocemos?
(Se puede plantear el problema de otra forma?
Imaginar un problema similar pero mas sencillo.

Suponiendo que el problema ya esta resuelto: ;Como se relaciona la situacion de
llegada con la de partida?

(Se utilizan todos los datos cuando se traza el plan?

Ejecutar el plan

También hay que plantearlo de una manera flexible y recursiva, alejada del mecanicismo.
Y tener en cuenta que el pensamiento no es lineal, sino que hay saltos constantes entre
el disefio del plan y su puesta en practica.

Al ejecutar el plan se debe comprobar cada uno de los pasos.

(Se puede ver claramente que cada paso es correcto?
Antes de hacer algo, hay que pensar: ;Qué se consigue con esto?

Se debe acompaiiar cada operacion matematica de una explicacion, contando qué se
hace y para qué se hace.

Cuando surge alguna dificultad que nos deja bloqueados, debemos volver al princi-
pio, reordenar las ideas y probarlo de nuevo.

Comprobar los resultados

Es la fase mas importante en la vida diaria, porque supone la confrontacion con contexto
del resultado obtenido por el modelo del problema que hemos realizado, y su contraste
con la realidad que queriamos resolver.

Leer de nuevo el enunciado y comprobar que lo que se pedia es lo que se ha averi-
guado.

Fijarnos en la solucion. ;Parece logicamente posible?
(,Se puede comprobar?

(Hay algtin otro modo de resolver el problema?

. Se puede hallar otra solucién?

Acompanar la solucidén con una explicacion que indique claramente lo que se ha
hallado.

Utilizar el resultado obtenido y el proceso seguido para formular y plantear nuevos
problemas.



Aunque estas cuatro etapas se presentan teoricamente separadas, en el proceso de reso-
luciéon de un problema se entremezclan. Por ejemplo, a la vez que se va entendiendo un
enunciado, van surgiendo ideas que iluminan el plan de resolucién y, al tiempo que va-
mos ejecutando nuestro plan, descubrimos “cosas” que nos llevan a modificarlo o a me-
jorarlo.

Y esto es lo verdaderamente interesante y lo que nos va a pasar a nosotros.

Como complemento a la estrategia expuesta, nos permitimos exponer las consideracio-
nes siguientes:

— Launica manera de aprender a resolver problemas es resolviendo problemas; es muy
bueno conocer técnicas y procedimientos, pero en accion, no solo en el plano ted-
rico, porque si no se trata de un conocimiento vacio.

—  El proceso para formular un problema consiste en construir un modelo matematico
que incorpore las hipdtesis fisicas adecuadas y las aproximaciones matematicas, y
que analice la situacion real con la suficiente precision para el propdsito entre ma-
nos. Efectivamente, este proceso de adaptacion del modelo simbolico a su prototipo
fisico es, sin duda, una de las experiencias mas valiosas del estudio de la Ingenieria.

— Lacapacidad de la ingeniera o del ingeniero de tomar decisiones validas depende de
sus conocimientos reales de las diversas técnicas y principios cientificos, que le ayu-
dan a idear una maquina o un sistema para que tenga las caracteristicas deseadas
para su funcionamiento. Una mente analitica, 16gica y con razonamiento debe pre-
valecer ante una mente idealista, cuando hablamos de Ingenieria.

Para finalizar, solo nos queda comentar que hemos intentado, en todo momento, propor-
cionar un ambiente de realidad técnica atractivo, e infundir en los estudiantes un punto
de vista profesional como medio para desarrollar los motivos de estudio de la Fluidotec-
nia, como resultado de la actividad practica desarrollada inextricablemente con la téc-
nica, para prepararles para las condiciones de trabajo reales con que se encontraran al
dejar la universidad.

Hemos procurado proponer problemas cuya resolucion requiera cierto esfuerzo personal
por parte del estudiante, y le instamos a que desarrolle su capacidad para representar su
trabajo de manera clara, l6gica y limpia.

Estamos convencidos de que este documento debe perfeccionarse en lo posible, por lo
cual agradecemos de antemano todas las indicaciones que recibamos en este sentido. Y
nos daremos por satisfechos si consiguiéramos acabar con el prejuicio tan extendido en-
tre los estudiantes de que es lo mismo “saber” que “poder hacer”.

Las competencias cada vez tienen mas importancia en la evaluacion del desempeiio en
Ingenieria. El conocimiento por si solo no sirve si no se tiene capacidad de hacer; es lo
que se denomina “saber hacer” (know-how), que se consigue practicando. Por ello la
experiencia es tan importante: haciendo, se aprende y se consolidan los conocimientos.
En este contexto, no podemos olvidarnos de otro concepto: necesitamos “querer” hacer,
eso es, tener la actitud necesaria, pues es un factor determinante en todo lo que hagamos.
Es la gasolina del motor, esencial para que el desempefio de una determinada actividad

Prologo %
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sea brillante. Por ello, las competencias cobran una importancia decisiva en el contexto
de una economia competitiva, y sobre ellas los estudiantes deberan construir su marca
personal: una buena formacion, el desarrollo de las habilidades necesarias para sacar el
fruto adecuado a dichos conocimientos, motivacion y una actitud que impulse a seguir
avanzando, a seguir creciendo.

Los autores









15 recomendaciones para la resolucion
de problemas de Fluidotecnia

1 Leer es fundamental

Lea todo el enunciado del problema antes de empezar. Es aconsejable leer el enunciado
del problema por completo antes de comenzar, incluidas las preguntas. Ademas, preste
atencion al peso que se da a los diferentes apartados (si se indica) y asigne a cada apartado
en particular la parte del tiempo total disponible de acuerdo con su peso.

2 Mecanica de-fluidos

Olvidese del fluido y piense en como se formularia el problema si no hubiese el fluido.
Estimule su imaginacion y la creatividad. No se imponga condiciones ni pautas a seguir
antes de comprender, pensar y razonar el problema. No escatime recursos. Lo importante
es no dejar de hacerse preguntas.

3 Mecanica de fluidos

Ahora incluya el fluido y piense qué hace este fluido y como interviene. Analice la si-
tuacion real del problema para captar los fendmenos o principios fisicos que se manifies-
tan, con la precision suficiente, y asi poder construir un modelo simplista del mismo.
Recuerde una frase de Einstein: “Todo deberia hacerse lo mas simple posible, pero no
mas.”

4 La estructura es basica

La resolucion del problema debe incluir los apartados siguientes:

Hipotesis

Dibujo del esquema

Principios basicos

Resolucion

Resultados

Conclusiones

Explicacion: dentro de cada apartado, se debe incluir siempre una pequefia expli-
cacion para razonar y argumentar los pasos que se han dado.

Qe RS o8

13
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5 iDibuje!

Utilice los dibujos y esquemas que estime necesarios. Los dibujos permiten una rapida
interpretacion y organizacion de los razonamientos del problema. Recuerde que la mision
principal de estos es enriquecer o facilitar el proceso de aprendizaje de los estudiantes.
En los examenes, se valoran muy positivamente y se suelen dar puntos por dibujar (a
mano alzada) de manera clara, correcta y precisa. No sea racano: haga tantos dibujos
como considere oportuno, incluso si el enunciado del problema ya viene con uno.

6 Definicion de variables

Use el esquema para definir las variables; por ejemplo, indique las fuerzas con flechas,
nombre las flechas y pongalas en el dibujo en la direccion en qué espera que actiien las
fuerzas (y si los valores numéricos son positivos, la direccion de la fuerza sera la espe-
rada; mientras que, si salen negativos, simplemente seran en el sentido contrario, o bien
es que en los calculos puede haber alglin error y es necesario repasarlos.)

7 Utilice la notacion de las variables

Siempre que introduzca una nueva variable, definala con una notacion clara, a menos
que utilice la notacién estandar (no es necesario definir p = densidad, pero si opta por
designarla “d”, es mejor que indique “d es para densidad”, o algo asi).

8 Clasifique las variables del problema

Le invitamos a elaborar una lista de todas las variables y agruparlas por categorias (na-
turaleza de fluido, geometria, prestaciones, etc.).

(D) Geometria «> (II) Fluido <« (III) Prestacion

No puede tener una categoria vacia, sin variables. Si es asi, es que algo va mal.

Lo mismo sobre las hipotesis. Clasifique las variables del modo siguiente: las que ayuden
a definir el entorno fisico (la geometria); las que ayuden a definir la naturaleza y las
propiedades del fluido, y, por ultimo, las que definan el proceso o, en el caso de una
maquina, sus prestaciones. Aproveche para indicar qué variables son datos y cuéles son
incognitas. Indudablemente, ello no es estrictamente imprescindible, pero le ayudara a
crear una imagen panoramica del problema.

9 Hipotesis y suposiciones

Cuando tenga que hacer una suposicién, como eliminar un término de una ecuacion,
exponga sus razones para hacerlo y justifiquelo. Si no lo hace, la persona que corrija su
solucion puede tener la impresion de que no esta al tanto de la existencia del término que
se ha dejado o que ha obviado.
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10 El orden y la limpieza denotan interés

Sea lo mas ordenado y limpio posible, pues ello transmite claridad de pensamiento a la
persona que corrige su resolucion (aun cuando la resolucion sea incorrecta). Ademas,
hace mas facil y compresiva la correccion.

11 A medida que se vaya resolviendo el problema

A medida que avance en la resolucion, opte por utilizar términos generales. Es decir,
llame a la gravedad g, a la densidad p, al caudal volumétrico Q, etc. Cuando haya obte-
nido su soluciéon (expresada en términos de variables), verifique las dimensiones para
evitar grandes errores en la formulacién del problema. Dentro de cada apartado, se debe
incluir siempre una pequea explicacion para razonar y argumentar los pasos que se va-
yan dando a medida que se vaya avanzando en la resolucion del problema.

12 Se deben resolver todos los apartados del problema

No deje ningin problema y/o apartado de un problema sin inspeccionar ni intentar resol-
ver. Si el tiempo se esta agotando, al menos apunte algunas palabras y/o calculos incom-
pletos que indiquen como procederia si tuviera tiempo. Si no se dice nada, no se podra
dar crédito a la falta de tiempo.

13 Procure superar los “atascos”

Si no tiene una idea clara sobre como comenzar y si no se le ocurre la idea o el camino
para hacerlo, transcurrido un tiempo razonable vaya a otro apartado o a otro problema
(si procede). Ello es aplicable también si se queda “atascado” en medio de un problema.

14 Identifique los resultados erroneos

Una vez obtenida una solucion, antes de enmarcarla, no olvide poner sus unidades, ya
que toda respuesta numérica tiene unidades. Compruebe que las unidades son consisten-
tes conforme al sistema internacional (S. I.). Compruebe también el sentido fisico de sus
resultados. Si no puede hallar el error, indique qué no le gusta de su valor numérico y
por qué.

15 Orden de magnitud

Cuando proceda, utilice unidades que le permitan ver mas claro el sentido fisico del re-
sultado. Por ejemplo, en el calculo del caudal volumétrico del agua que sale por un grifo
de cocina, un resultado de 1,67-10-3 m’/s es mas dificil de interpretar que 1 L/min, ya
que todos tenemos la experiencia de llenar un recipiente con agua en nuestra cocina, eso
es, tenemos “orden de magnitud”.

15






Evolucion de la densidad del aire
en el interior de un tanque esférico

Un tanque esférico de diametro interior D =4 m (v. figura 1) se encuentra inicialmente
abierto a la atmosfera en unas condiciones iniciales de presion Py = Pam y densidad po
=1 kg/m>. En el instante ¢ = 0 seg, el tanque se cierra a la atmésfera y se abre la valvula
de entrada V4 que deja pasar un flujo de gas constante de ni, =12 kg/h mientras se
mantiene la valvula de salida Vs cerrada. En el instante 7 = ¢, seg, la presion en el interior
del tanque es de P; = 1 bar (relativo) y, a partir de este instante, la valvula de salida V3
deja pasar un caudal constante Oz = 10 m*/h (v. figura 2).

En un proceso isotérmico, se pide:

Determinar el tiempo ¢ = ;.

Evaluar como varia la densidad del fluido en el interior del tanque a partir del tiempo
t=1h.

Determinar el tiempo ¢ = #, en que la densidad del fluido en el interior del tanque alcanza
un valor un 5 % superior a la densidad final (condicién de equilibrio).

Figura 1.
Esquema del tan-
que esférico y las
vélvulas (no a es-
cala)

17
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Figura 2.
Evolucion de la aper-
tura de las vélvulas

apertura i
valvula
m
v, A
Qg
Vp oo
\ P—
to t, 1, ticmpo

Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

(Cuales son los datos? (;Qué conocemos?)

Del enunciado, podemos extraer los parametros que definen el entorno fisico (geome-
tria), pero en este caso solo disponemos del didmetro del depdsito esférico, y no de las
dimensiones de las conexiones de entrada al deposito y de salida. Recuerde que necesi-
tara la formula para calcular el volumen de una esfera.

(Podemos definir la naturaleza del fluido?

Obviamente, se trata de un fluido en estado gaseoso cuya densidad variara con el tiempo,
pero ;puede explicar qué tipo de proceso termodinamico seguira el gas presumiblemente
dentro del depésito, cuando haya transferencia de masa a través de las conducciones de
entrada y salida?

Se sabe que el estado de una substancia viene definido por el valor de sus propiedades
fisicas y, en consecuencia, el estado de una cantidad de gas viene determinado por su
presion, volumen y temperatura. La ecuacion que describe normalmente la relacion entre
la presion, el volumen, la temperatura y la cantidad (en moles) de un gas ideal es la
ecuacion de Clapeyron: P-V=n-R-T

donde: P = presion absoluta, V= volumen, n = moles de gas, R = constante universal
de los gases ideales, T = temperatura absoluta y n = m/M, siendo m = masa del gas y
M = peso molecular del gas.

Se sabe que los gases reales que se aproximan mas al comportamiento del gas ideal son
los gases monoatdmicos en condiciones de baja presion y alta temperatura. En cualquier
otro caso, hay que utilizar ecuaciones alternativas (normalmente, cabe recurrir a ecua-
ciones que utilizan el factor de compresibilidad z).

Se sabe que, cuando un sistema pasa de un estado inicial de equilibrio a un estado final
también de equilibrio por una sucesion de estados, se dice que ha experimentado un
“proceso termodinamico en equilibrio”.

Se sabe que la termodinamica considera procesos en que una variable de estado es cons-
tante: isotérmico, isobarico, isocdrico, adiabatico, isentrdpico e isentalpico.
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(Puede explicar qué proceso termodinamico sigue el gas en el interior del depdsito? In-
tente proponer un tipo de proceso e indique cudles son sus pros y sus contras.

(Cuales son las incdgnitas? ;Ve factible que, haciendo un balance de materia, pueda
encontrar la relacion entre los datos y las incognitas?

Se sabe que el balance de materia se basa en la ley de conservacion de la materia (la
materia ni se crea ni se destruye, solo se transforma), que establece que la masa de un
sistema cerrado permanece siempre constante (excluyendo las reacciones nucleares o
atdmicas en que la materia se transforma en energia segun la ecuacion de Einstein).

La masa que entra en un sistema debe salir del sistema o acumularse dentro de él. En los
casos mas simples, el interior del sistema se considera homogéneo (perfectamente mez-
clado). Para poder hacer un balance integral de la materia, primero se deben identificar
los limites del sistema, es decir, determinar como el sistema esta conectado con el resto
del mundo y cémo el resto del mundo afecta el sistema.

(Cuales son los limites del sistema? ;Puede definir las condiciones termodinamicas (es-
tado) de los flujos de gas en las conducciones de entrada al deposito y de salida?

Trazar un plan para resolverlo

(Este problema es parecido a otros que ya conocemos? ;Podria identificarlos?
(Puede imaginar un problema similar pero mas sencillo? ;Qué pasaria si el fluido pudiera
considerarse incompresible?

Se sabe que un volumen de control se define como una regiéon en el espacio. La masa
entra o sale de sus limites, los cuales se conocen como la superficie de control (descrip-
cion de Euler).

Se sabe que, desde el punto de vista euleriano, la ecuacion de continuidad establece que
el ritmo (local) al cual se incrementa la densidad del fluido en el volumen de control (es
decir, el incremento de masa) es igual a la afluencia o entrada de masa. Por el contrario,
si hay pérdida de masa del volumen de control, la densidad del fluido en el volumen de
control decrece.

Ejecutar el plan
Antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Proponga un volumen de control. ;Cémo lo considera: deformable o no deformable?
(Sabe qué implicaciones tiene la deformabilidad del volumen de control?

Ayudese de un esquema para identificar el sistema y el volumen de control. Haga lo
propio con las superficies de control. Dibuje los vectores que definen la superficie de
control (superficies de flujo) y los vectores que definen las correspondientes velocidades
del fluido.

(Puede explicar cudl es el perfil de velocidades en cada una de las superficies de control?
(Necesita plantear alguna hipotesis?

19
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Se sabe que un flujo uniforme es aquel flujo en que, en cualquier punto de la superficie
de control, el vector velocidad es el mismo. Es decir, la velocidad es independiente del
diferencial de superficie elegido.

Se sabe que un flujo permanente, denominado también flujo estacionario, se caracteriza
porque las condiciones de velocidad en cualquier punto no cambian con el tiempo, sino
que permanecen constantes.

(Puede justificar que en este problema las hipotesis mas plausibles son de flujo uniforme
y no permanente?

(Puede escribir la ecuacion que expresa el principio de conservacion de la masa (deno-
minada ecuacion de continuidad)? ;Puede simplificarla?

Se sabe que el flujo volumétrico de un fluido se define como la integral extendida a toda
la superficie de control del producto escalar de los vectores: velocidad del flujo y dife-
rencial de superficie.

Se sabe que el flujo masico de un fluido se define como la integral extendida a toda la
superficie de control del resultado de multiplicar la densidad del fluido por el producto
escalar de los vectores: velocidad del flujo y diferencial de superficie.

Recuerde que al ejecutar el plan se deben comprobar cada uno de los pasos.

— Cada operacion matematica debe ir acompafiada de una explicacion que cuente qué
se hace y para qué.

—  Si surge alguna dificultad que nos deja bloqueados, debemos volver al principio,
reordenar las ideas y probarlo de nuevo.

Comprobar los resultados
Leer de nuevo el enunciado y comprobar que lo que se pedia es lo que se ha averiguado.

Se aconseja acompaiiar la solucion de una explicacion que indique claramente lo que se
ha hallado.

En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos en funcion del tiempo.
(Le parecen ld6gicamente posibles?

(Puede comprobar la solucion? ;Puede identificar algunas condiciones singulares?
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Estudio
Breve descripcion

El problema presenta la entrada de un caudal masico constante de aire a un tanque esfé-
rico. Inicialmente, la imposibilidad de salida del aire y de deformacién del tanque con-
dicionan la compresibilidad del aire en su interior. Posteriormente, cuando, ademas de la
entrada de aire constante y su compresion en el interior del tanque, se impone un caudal
volumétrico constante de salida de aire, se produce una nueva evolucion de la densidad
del aire en el tanque en funcion del tiempo.

Analisis
Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (movil)
Hipétesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible| Homogéneo
. Liquido Modulo de compresi-

Densidad Variable: q bilidad

P.r’oceso de compre- Gas Adiabatico

sién/expansion . —

ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
ey Absoluto
En reposo Equilibrio 5
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen —
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido
- Densidad
Otras hipotesis de TRABAJO

- Propiedades fisicas y perfiles de velocidades constantes y uniformes en las seccio-
nes de control
- Flujo masico por la valvula de entrada y caudal volumétrico por la valvula de sa-
lida constantes
- Tanque indeformable

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

— Ley de los gases ideales
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Resolucion

Una vez establecido el tipo de VC que se utilizara en el desarrollo del problema, se iden-
tifican las correspondientes superficies de control (SC) en la esfera que forma el tanque

(v. figura 3).

Figura 3. S
Evolucién de la aper- T T
tura de las valvulas y - N
la situacion del volu- R
men de control (VC),
y las superficies de Vs \
control (SC) [ ’ \ vC
/ v
! i
]
!
| !
! r
i i
\ /
/
o . _'//.,
L L i
SC,{‘I.&»»----_n-—--rl-". 8Cp
- “Sy Sy | %

En la ecuacion de continuidad,

%jpdmj'p(v-dsf):
V(;O SC

M

donde el término temporal de la variacion de masa en el VC no es nulo, ya que se produce
un proceso de llenado, compresion y vaciado del tanque. Estudiando la ecuacién de con-

tinuidad por términos:

o o op, oV
- 2 Y12 Py L
azJ.p it J. G

=
#0 =0;indeformable

2

donde el término de la variacion del volumen de la esfera es nulo, ya que no varia con el

tiempo. Asi:

—j av = V‘Zp

Teniendo presente la figura 3,

J‘p(ﬁodg): I p|v,-dS, |+ I p| vy -dS, = —pv S, +pvSg

sc SC, o) SCy () )i O

Asi,

22
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Evolucion de la densidad del aire en el interior de un tanque esférico %

[ o)==, +p0s )
sc
Y, agrupando términos:
dp .
i PO Y (©)

Determinar el tiempo ¢ = 1 seg

En el intervalo de tiempo # — 7, la valvula V3 se encuentra cerrada. De esta forma, la
ecuacion (6),

t
0 (7)
dp=—44dt
P V
e integrado,
m
Pi—po=—2(1-1) (8)
vV
Conocido el volumen de una esfera
v=2a -1 )
3 6
si se introduce en la ecuacion anterior se obtiene:
n=21"Po 4 (10)
my
l zD?
6

Del enunciado se conocen los datos po =1 kg/m?, to= 0 seg, D =4 my ni, = 12 kg/h
=3,33-10kg/seg. Sin embargo, la densidad p1 no se conoce a priori. Tomando del enun-
ciado y suponiendo que la compresion en el interior del tanque esférico sigue un proceso
isotérmico, la ley que define este proceso es.

*

P

—=Cte (11)
P

donde el asterisco indica presion absoluta y el indice politropico para la densidad es n =

1 en un proceso isotérmico. La constante sera evaluada en el instante del cual se tiene

informacion sobre la presion y la densidad; asi:

R_R
P Po . (12)
PL=p A
1 OE)*

23
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donde,
Py =P, =1bar =10’ Pa 13)
B =P +P, =2bar=2-10° Pa
Sustituyendo los datos de (13) en la ecuacion (12), se obtiene:
210° 3
P15 =2 kg/m (14)

Finalmente, sustituyendo los datos del enunciado y este ultimo resultado en la ecuacion

(10),

o 2-1
3,33107°

1 74’
6

f +0=10063,1 seg=167,7 min=2,7 h= (15)

Evaluar cémo varia la densidad del fluido en el interior del tanque a partir
del tiempo t = t seg

A partir del instante de tiempo ¢, la valvula de salida V3 se abre y deja pasar un caudal
volumétrico Op. Tomando la ecuacion (6),

dp .
V—=m,—

i m,—pQOg
V.d—p:d;

(it~ PQs) (16)

vV dp

e integrandola,

— P
t:tl—Vl n% (17)
B 7A—P1
O



Evolucion de la densidad del aire en el interior de un tanque esférico %

Reordenando términos.

p(r):ﬂ—(g—:—m}xp s (1)
0,

y se evalua como varia la densidad del fluido en el interior del tanque a partir del tiempo
t=1t.

Determinar el tiempo t = # en que la densidad del fluido en el interior del
tanque alcanza un valor un 5 % superior a la densidad final (condicion de
equilibrio)

Para determinar el tiempo para el cual la densidad del fluido en el interior del tanque
permanecera constante, se sabe que, cuando se llegue al régimen permanente, la ecuacion
(6) establecera,

V. dp
dt

—
=0(en el régimen permanente)

+p0p =it (19)

Y, por tanto, la densidad de condicion de equilibrio pee sera:

POy =ny

m (20)
Pee = -4

Op

La densidad sera constante en la condicion de equilibrio y su valor, tomando los datos
del enunciado,
Poe = % =1,2 kg/m’ Q1)

La densidad en el interior del tanque p» en el tiempo ¢ = #,, en que alcanza un valor un
5 % superior a la densidad de condicion de equilibrio, vale:

3
p, =1,05p,, =1,05-1,2=1,26 kg/m 22)

Finalmente, sustituyendo los valores calculados y del enunciado en la ecuacién (17):

L 3,33-107
772' _3_ )
t, =10063,1-—6—— | 278:10 ~ 41400 seg=11,5h (23)
2,7810° | 3331070
2,78-107

También se puede determinar mediante la representacion grafica de la funcion p(f) de la
ecuacion (18), como se muestra en la figura 4.
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Figura 4.

Evolucion de la den-
sidad en el interior
del tanque

densidad [kg/m3]

[}
[}

[}

1.8
L6
1.4
12
0.8
0.6
04
0.2

tiempo [h] £ =1148h









Funcionamiento de un
gasometro de campana

En la figura 1, se presenta un esquema similar a un gasoémetro de campana en condiciones
de equilibrio y cuando la valvula esta cerrada.

Figura 1.
Esquema similar a

—— campana (no a es-
placa cala).

i 3

gas

1000

@6000

5000

——

1500
200
\

\

En un instante determinado, la valvula se abre y comienza a entrar un caudal masico de
gas en el interior de la campana de valor m =0,10 kg/min que la hace subir hasta que

llega a tocar la placa, siendo este su maximo.

Se pide:
1-Calcular cémo varia la altura de la campana en funcion del tiempo.
2-Calcular como varia la presion del gas en el interior de la campana antes y des-
pués de tocar la placa

Datos:
Constante del gas Temperatura del gas Proceso de compre-
R =287 Jkg-K T=15C sion del gas isotér-

mico
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Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema
Recuerde leer detenidamente todo el problema, incluidas todas las preguntas.

Sin hacer ningtn célculo, intente razonar como y por qué se mueve la campana. ;Como
intuye el comportamiento del agua desde la situacion inicial hasta la final (cuando la
campana toca la placa superior y la valvula A esta abierta)?

(Cuales son los datos de partida?

Del enunciado, podemos extraer los parametros que definen el entorno fisico (geome-
tria). En este caso, disponemos de los diametros del depdsito y de la campana, asi como
las dimensiones que permiten definir la posicion inicial (cotas) de las superficies libres
de agua en el interior de la campana y del deposito.

Observe que la cota de la superficie libre de agua en el deposito es superior a la cota de
la superficie libre de agua en el interior de la campana.

(Podemos definir la naturaleza (propiedades) de los fluidos implicados en este pro-
blema? Obsérvese que en este problema intervienen dos fluidos:

— un fluido en estado liquido: agua dentro del depdsito

— un fluido en estado gaseoso: gas contenido en el interior de la campana.

Se sabe que la densidad (p) de un fluido es su masa por unidad de volumen.

Se sabe que la compresibilidad de un fluido es una propiedad de la materia que hace que
todos los cuerpos reduzcan su volumen (y aumenten su densidad) al someterlos a una
presion o compresion determinada, manteniendo constantes otros parametros.

Se sabe que la densidad de los fluidos varia ampliamente entre ellos. En condiciones
atmosféricas, la densidad del aire es, aproximadamente, de 1,22 kg/m?; la del agua, de
unos 1.000 kg/m?, y la del mercurio, de 13.500 kg/m?>. Para un fluido concreto, la densi-
dad varia con la temperatura y la presion. Esta variacion es bastante fuerte para los gases,
pero relativamente débil en los liquidos. Si la variacion de la densidad se pudiera despre-
ciar, se diria que el fluido es incompresible.

De lo anterior, podemos presuponer que la densidad del agua es constante, pues se puede
considerar como un fluido incompresible. Pero ;podemos aceptar que la densidad del
gas dentro de la campana es constante? ;En todas las fases del problema?

A priori, hay que considerar que todos los gases son compresibles, ya que manifiestan
una variacion importante de su densidad como consecuencia de una variacion de la pre-
sion, pero, si analizamos detenidamente nuestro problema, ;podemos plantear la hipote-
sis de que la variacion de la densidad del gas en el interior de la campana es despreciable
y, en consecuencia, considerarlo un fluido incompresible?
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Posible razonamiento

Obsérvese que el agua actia como elemento de estanqueidad del gas contenido en la
campana y que la presion dentro de la campana es proporcional a la diferencia de cotas
de las superficies libres de agua, fuera y dentro de la campana (de acuerdo con la ecua-
cion fundamental de la fluidoestatica). Obsérvese que, durante el movimiento de ascenso
de la campana, los niveles de las superficies libres del agua son constantes, la variacion
de presion es nula y la temperatura es constante. Luego, la densidad del gas dentro de la
campana es constante.

(Esta de acuerdo con el razonamiento anterior? ;Puede completarlo?
(Qué fuerzas soportan el peso de la campana?

(Qué ocurrird cuando la campana haga contacto con la placa? ;Es aceptable mantener la
hipotesis de que la densidad del gas es constante?

Con relacion al funcionamiento del gasdmetro de campana, ;cuales son las incognitas?
(Ve factible que, haciendo solo un balance de materia (para el gas), pueda hallar la rela-
cién entre los datos y las incognitas?

(Considera necesario hacer otro balance de materia para el agua? ;En este caso, cuales
serian las hipotesis?

Trazar un plan para resolverlo

Se sabe que, desde el punto de vista euleriano, para establecer un balance de masa de un
fluido es necesario definir un volumen de control y aplicar la ecuacién de continuidad
(principio conservacion de masa).

Si ambos fluidos (agua y aire) se mueven y estamos interesados en analizar el funciona-
miento del gasémetro, proponga los voliimenes de control necesarios. {Coémo los consi-
dera: deformables o no deformables?

(Necesita alguna ecuacion adicional?

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Ayudese de un esquema para identificar el sistema y el volumen de control de ambos
fluidos. Haga lo propio con las superficies de control. Dibuje los vectores que definen la
superficie de control (superficies de flujo) y los vectores que definen las correspondientes
velocidades del fluido.

(Puede explicar cudl es el perfil de velocidades en cada una de las superficies de control?
(Necesita plantear alguna hipotesis?

(Puede razonar qué proceso termodinamico sigue el gas en el interior de la campana
cuando esta en contacto con la placa? Intente proponer un tipo de proceso e indique sus
pros y sus contras.
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(Tiene claro lo que debe hacer? Si la respuesta es afirmativa, puede empezar a aplicar
los balances de materia para el gas y posteriormente para el liquido. Si la respuesta es
negativa, le aconsejamos que vuelva a leer el enunciado. Recuerde: pensar es gratis.

Se aconseja acompaiiar los desarrollos y los calculos con una explicacién donde indique
claramente qué pretende y qué es lo que ha hallado.

Comprobar los resultados

- Leer de nuevo el enunciado y comprobar que lo que se pedia es lo que se ha averiguado.

- En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos en funcion del tiempo.
(Le parecen logicamente posibles?

- Suponiendo que ha llegado a unos resultados correctos, ;puede comprobar y justificar
adecuadamente las hipotesis propuestas?

Por ultimo, si tuviera que volver a resolver el problema, ;cambiaria algunos de los plan-
teamientos y de las hipotesis utilizadas con el objetivo de simplificarlo y resolverlo de
una manera mas simple?

Estudio
Breve descripcion

En la primera parte del problema, el gasometro de campana ira ascendiendo debido a la
entrada de caudal masico constante de gas por la valvula. La densidad se mantendra
constante y sera el volumen ocupado por el gas el que variara, hasta alcanzar la placa fija
superior. La presion en el interior vendra determinada por el peso de la campana y refle-
jada en la diferencia de alturas entre las superficies libres de agua. En la segunda parte,
al no poder desplazarse la campana, serd la superficie libre del agua la que ird descen-
diendo en el interior de esta y, como resultado de ello, la presion variara.

Analisis

Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)

Indeformable Inercial (fijo)

Deformable No inercial (mévil)
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
. L. Moédulo de com-
Densidad Variable: Liquido presibilidad
Proceso de compre- —
sibn/expansion Gas Adiabatico
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
g Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo
En movi- .. Estacionario
. Régimen o .
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Variacion de la presion en el interior del gasdémetro de campana

Otras hipotesis de TRABAJO
- La densidad es independiente de la posicion de las particulas de fluido en el inte-
rior (homogéneo) del VC.
- El flujo masico por la valvula de entrada es constante.
- La variacion de la temperatura es despreciable.
- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.
- Los s6lidos son indeformables.
- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)
—  Fluidoestatica

— Ley de los gases ideales

Resolucion
Calcular como varia la altura de la campana en funcion del tiempo

En primer lugar, es conveniente evaluar la condicion de equilibrio. La presion PO en el
interior de la campana puede evaluarse mediante la ecuacion fundamental de la fluidoes-
tatica (v. figura 2). Para ello, se puede considerar que el peso de la campana es soportado
por la presion del gas, aceptando las siguientes hipotesis:

— La presion del gas es practicamente constante en todo el recinto interior de la cam-
pana

— El peso del gas es despreciable

— El empuje del agua sobre la parte sumergida de la campana es despreciable
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De esta forma,
Py =P,
Py = Fup + Pagua&8B M
Py =Py = Py + Pogua8y

donde,

Pagua =1000 kg/m’
g=9,81 m/s’
Ay=0,2m
P, =10° Pa

atm

— By =101962 Pa[abs] @)

De esta forma, el peso de la campana W es

S —”62=28,27m2—>W=(PO*—P

cam — atm

) Seun =55474,24N=57Tn  (3)

Ademas, tras su andlisis, se evidencia que la densidad en el interior de la campana per-
manece constante, habida cuenta de que esta densidad depende solo del peso de la cam-
pana y este es constante. Por ultimo, para conocer la densidad en el interior de la
campana, se emplea la ecuacion de los gases perfectos:

B, 101962 3
=20 o 7P 193 kg/m 4
20 = RT T 287(273+15) g/ @

Para evaluar como varia la altura de la campana en funcién del tiempo, se debe establecer
el principio de conservacion de la masa, ecuacion de continuidad mediante un analisis
integral. Primero hay que establecer el tipo de volumen de control (VC) que se va a
utilizar.

Indeformable  La superficie de la parte superior de la

dz
Deformable campana se mueve a la velocidad E

Volumen de control

(V) Inercial Sistema de referencia fijo

Nodi il

Una vez establecido el tipo de VC que se utilizara en el desarrollo del problema, se iden-
tifican las correspondientes superficies de control (SC) en el interior de la campana (v.
figura 2).
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Figura 2.

Situacion del volu-
men de control (VC)
y la superficie de
control deformable
(SCd)

m

************* ﬂ vélvula

Partimos de la ecuacion de continuidad:

%J'pdmj'pv-cﬁ:o )
14 C

#0

en que el término temporal de la variacion de masa en el VC no es nulo, puesto que se
produce un proceso de llenado en el interior de la campana.

Estudiando la ecuacion de continuidad por términos:

) 0 B 14

G pav = < IdV:— v1=r L p" 6

8tJ.'O = 5 ” az[p ] ot pat ©)
Hip. Ve =

op

donde el término = es nulo, ya que la densidad en el interior del volumen de control
t

(VC) no varia en el tiempo hasta que la campana no llega a tocar la placa. La presion y
la temperatura en el interior de la campana Py seran equivalentes en todo momento al
peso de la campana, hasta que esta toque con la placa. Asi,

pdV = p— (7
il
Teniendo en cuenta las condiciones iniciales y la variacion del volumen,

0 d dz
— | pdV =p,—| S., —L)|=PoS.am — 8
al‘VJ;p Po dZI: cam (Z ):| PoP cam dt ( )
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donde Scan s la superficie interior de la campana. I pv-dS

sc
Teniendo presente la figura 2, la tinica superficie de control es la del tubo de entrada de
la valvula:

Ipv ds = Ipv ds = IpvdS — pvS = —ii ©)

Abhora, introduciendo la ecuacion (9) y (8) en (5),

poscam%—mw (10)

Integrando la ecuacion (10) y sustituyendo (3) y (4),

I@z— 8t
pO cam
m
z=2zy+ t (11)
° pOScam

que, con zy =6,5m y i = 0,10 kg/min =1,67-107 kg/seg, finalmente se obtiene:
2=6,5+4,8-10"¢ (12)
La campana tocara la placa aproximadamente en
7,5=6,5+4,8-10°t= (=347 min=5,8 h (13)

despreciando el espesor de la pared de la campana.

Calcular como varia la presion del gas en el interior de la campana antes y
después de tocar la placa

Primero hay que establecer los volumenes de control que se van a utilizar.

Indeformable Tomando la superficie de la interfase
Deformable gas-agua como superficie de control
deformable
Volumen de control
(VC1)
]Inl el.'c1al. | Sistema de referencia fijo
Indeformable Tomando las superficies de control
Deformable SC1 en la interfase agua-atmosfera y
SC2 en la interfase gas-agua

Volumen de control

(vC2)
Inercial Sistema de referencia fijo
Neo-inereial
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Una vez establecido el tipo de VC que se utilizara en el desarrollo del problema, se iden-
tifican las correspondientes superficies de control (SC) en el interior de la campana (v.

figura 3).
Figura 3.
Situacion del volu-
—— men de control
7 ' ! ! ! w placa (VC) y la superficie

de control defor-

mable (SCd)
- LVC 1

P r gas

<

|
|
|
5, sC2
s
- Ll J agua lim'_--l_l; #IC i

| — — — — — ijafvula

Para resolver esta cuestion cuando la campana toca la placa, de nuevo se evalia la ecua-
cion de continuidad para el volumen de control 1 (VC1).

0 =
= j pdV+Ipv~dS=0 (14)
VCi Ne
[ —
#0

donde el término temporal de la variaciéon de masa en el VC1 no es nulo, ya que se
produce un proceso de llenado y compresion en el interior de la campana.

Estudiando la ecuacion de continuidad por términos:
0
= —

ot Zell Hip. O/

5 op oV
av =1 =v L p<" 15
o[ ar=glon)=r e (15)

donde ninguno de los términos temporales es nulo, ya que la densidad en el interior del
volumen de control (VC1) y el propio volumen de control varian en el tiempo. Ast,

0 op 0 dp dz
— dV =(H -z)S,,,—+p—|S,,,(H— =(H-2)S.,,—-pS..,— (16
ot V'c[lp ( Z) cam” 5 +p6t[ cam( Z):| ( Z) cam™ - PO cam r ( )

Teniendo presente la figura 3, la inica superficie de control es la del tubo de entrada de
la valvula,

jpv-d§= jpv-d§= jpv.dﬁ = — pvS =i (17)
sC sC se ) Hip
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Ahora, introduciendo la ecuacion (17) y (16) en (14),

dz dp .
—pS. i E ot (H=2)8, 0 22—t =0 18
PO cam dt ( Z) cam dt ( )

Para determinar la variacion de la densidad en el tiempo, se sabe que el proceso de com-
presion es isotérmico, de modo que

P*
—=Cte (19)
P

donde P esla presion absoluta (el asterisco indica presion absoluta) y el indice politrd-

pico vale n=1 para un proceso isotérmico. Para los dos estados de ¢, a ¢,

B_F
Po P ) (20)
P =P L
0 I)O*
Y, diferenciando,
dp _pdP. @1
dt Ry dt

Para determinar la variacion de la altura del volumen de control del interior de la cam-
pana (VC1), se toma un nuevo volumen de control que recoge el depdsito de agua (VC2),
donde se aplica de nuevo la ecuacioén de continuidad:

0 I
= J’ pdV+I,ov-dS=0 (22)
Ve2 SC
=0

en que el término temporal ahora si es nulo, ya que el volumen de control (VC2) es fijo
y la densidad del agua se considera constante. El término de las superficies de control es
el siguiente, teniendo presente la figura 3,

J. p\_)'d§: J. pﬁdg: J. ,0\71 'd§l+ J. p‘72 d§2 =z _paguaV1S1+paguav2S2 (23)

N s, & ose, (p HP
5C,+SC,

Introduciendo la ecuacion (23) en (22),
~Pagua191 + PaguaV252 =0
S =S,
dz dh
7R Zsz 24

que, integrando, da la relacion
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h=-2L; 25)

La relacion entre las superficies libres de las interfaces agua-atmosfera y gas-agua viene
también determinada por la hidrostatica,

P =P, + h—
atm paguag( Z) (26)
Sustituyendo la ecuacion (25) en la ecuacion (26) y reordenando,
P = Patm + paguag [_ZS_2 - Z\J = thm - paguug ES_Z + 1) z
~P"+P
7= Satm (27)
1
paguag [Sz + lj
Diferenciando la ecuacion (26),
dP" dh  dz
—= e 28
7 paguag[dt dtj (28)
e introduciendo la ecuacion (24) en (28),
ar’ _ _ES _dz) S|
dt paguag dt S2 dt paguag S2 dt
-1 P
dz = -t ar (29)
dt S, dt
paguag Siz +1
donde S, =S_,, -
Finalmente, sustituyendo la ecuacion (20), (21), (27) y (29) en la ecuacion (18),
s ! P Vg Pl g PP 30
130 Scam + 1 dt Scam + 1 130 dt
P, aguag Sz P, aguag Sz
Y, reordenando,
Cd il TG T L o M (31)
Scam dt pOScam
paguag +1
S,
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Integrando,

P * t

I—ZP _SPW +H [dP" = 1;0 mjdt
Po* paguag( gam_{_l] PoScam 0
2
y se obtiene:
P2 PP )=(B? = PunFy - B
(P 2 Rl)

S Lo cam
cam 4 |
paguag( S2 j

Sustituyendo valores,
_T AN 2
S, = 4(6,5 6 )_4,91 m
donde no se tiene en cuenta el espesor de la pared de la campana.

(P2—105P*)—(1019622—105-101962)
1000-9,81( 2827 1
4,91

E)

:7,5(P*—101962)=

101962
1,23-28,27

(32)

(33)

(34

1,67-107¢ (35)

Para t =30 min = 1.800 seg, por ejemplo, la presion absoluta en el interior de la cam-

pana €s:

1=1800 seg —> P =102933 Pa

40









Evolucion del nivel de agua en
depositos comunicados con un
bidon Y un muelle

En la figura 1, se presenta el esquema de dos depositos comunicados por agua, el depo-
sito 4 y el deposito B, ambos abiertos a la atmoésfera.

[2)D)N

Figura 1.

ODc Esquema de los de-

I positos y elementos

(no a escala)

\ Bidon 0Dy

‘ Muelle L

Placa
ZA0 R .
Deposito A Deposito B
ZByo

En el deposito 4, se ha introducido un bidon que en un instante inicial situa la superficie
libre a una altura z4 y con respecto a la base del depdsito. A partir de ese instante inicial,
el bidon se empieza a sumergir en el deposito a una velocidad constante vc.

En el deposito B, se ha instalado una placa fijada al mismo mediante un muelle de cons-

tante k. En el mismo instante inicial anterior, la placa se encuentra a zz ¢ con respecto a
la base del deposito.
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Se pide:

1. Determinar la expresion de la altura de la superficie libre del deposito 4 en fun-
cion del tiempo cuando el bidén se sumerge en el deposito a velocidad constante.

2. Calcular, utilizando los datos de la tabla adjunta, la altura de la superficie libre
con respecto a la base del deposito en un tiempo de 2 segundos.

Hipotesis:
— Movimiento cuasiestatico (no aceleraciones)

— Laplaca no registra fugas y se desplaza sin rozamiento.

Datos:
Ds=1m k=9.631 N/m zgo=0,7m
D =50 cm pP= 1.000 kg/m3 Mplaca =10 kg
Dc=60 cm z4o=1m ve=0,01 m/s

Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Recuerde leer detenidamente todo el problema, incluidas todas las preguntas.

(Cuéles son los datos de partida?
Del enunciado, podemos extraer los parametros que definen el entorno fisico (geome-
tria), pero {qué podemos decir de la naturaleza del fluido?

(Podemos presuponer que la densidad del agua es constante en cualquier punto de los
depositos comunicados?

Se sabe que, para un sistema homogéneo, la expresion densidad = masa / volumen puede
aplicarse en cualquier region del sistema y siempre se obtiene el mismo resultado. Sin
embargo, un sistema heterogéneo no presenta la misma densidad en partes diferentes. En
este caso, hay que definir la “densidad puntual”, que sera distinta en cada punto, posicion
o porcién “infinitesimal” del sistema.

(Qué fuerzas actian sobre la superficie sumergida del bidon? Y ;qué fuerzas actian so-
bre la placa situada en el deposito B?

Se sabe que la presion en un fluido es debida a la transferencia de energia cinética de las
moléculas que lo constituyen en los choques sobre una superficie inmersa en el fluido.

Se sabe que, desde un punto de vista mas preciso, podemos definir la presion en cualquier
punto de un fluido como el cociente de la fuerza normal dF ejercida sobre una pequefia
superficie dA4 que incluya dicho punto, y dicha area.
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Se sabe que el principio fundamental de la hidrostatica establece que la presion en un
punto del interior de un fluido (presion hidrostatica) es directamente proporcional a su
densidad, a la profundidad que se encuentre dicho punto y a la gravedad del lugar en que
se encuentre el fluido.

Sin hacer ningun célculo, ;como intuye el movimiento del agua cuando el biddn se in-
troduce mas en el interior del deposito A?

(Puede calcular las variables que definen la condicion de equilibrio del sistema (condi-
ciones iniciales)?

Con relacion al movimiento del bidon, la compresion del muelle y el desplazamiento del
agua, jcuales son las incognitas?

Este problema ;es similar a otros que ya ha resuelto? ;Puede imaginar un problema pa-
recido, pero mas sencillo, que pueda ayudarle a esbozar un plan para resolverlo?

(Ve factible, haciendo solo un balance de materia (para el agua), poder hallar la relacion
entre los datos y las incognitas?

Trazar un plan para resolverlo

Proponga el volumen de control necesario y defina al detalle todas las superficies de
control. ;Cuales de ellas son superficies de flujo?

Se sabe que, a efectos del balance de masa, el movimiento del bidén es equivalente a un
flujo masico definido por la densidad del liquido y el producto escalar de la velocidad
relativa del bidon con respecto a la superficie de control elegida y la superficie del bidon.

(Necesita alguna ecuacion adicional? ;Como puede estimar las condiciones de contorno?

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Ayudese de un esquema para identificar el sistema y el volumen de control. Haga lo
propio con las superficies de control. Dibuje los vectores que definen la superficie de
control (superficies de flujo) y los vectores que definen las correspondientes velocidades
del fluido.

(Puede explicar cual es el perfil de velocidades para cada una de las superficies de con-
trol? ;Necesita plantear alguna hipotesis adicional?

(Tiene claro lo que debe hacer? Si la respuesta es afirmativa, puede empezar a aplicar el
principio de conservacion de la masa. Si la respuesta es negativa, le aconsejamos que

vuelva a leer el enunciado.

Se aconseja acompaiar los desarrollos y los célculos con una explicacion en que se in-
dique claramente lo que se pretende y lo que se ha hallado.
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Comprobar los resultados

Leer de nuevo el enunciado y comprobar que lo que se pedia es lo que se ha averiguado.
En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos en funcion del tiempo.
(Le parecen logicamente posibles?

Suponiendo que ha llegado a unos resultados correctos, ;/puede comprobar y justificar
adecuadamente las hipotesis propuestas?

Estudio

Breve descripcion

El problema propone la determinacion de la altura de la superficie libre de un depdsito
que varia por la accion de entrada de un bidon a velocidad constante y la compresion de
un muelle a través de la tapa/placa de otro depdsito. El equilibrio de fuerzas debido a la
presion fluidoestatica sobre la placa, el peso de esta y el muelle determinan su altura y,
por ende, la altura de la superficie libre en conjunto con la conservacion de la masa.

Analisis

Andlisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)

Indeformable
Deformable

Inercial (fijo)
No inercial (movil)

Hipdtesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido

Constante Incompresible Homogéneo
. .. Moédulo de com-
Densidad Variable: Liquido presibilidad
Proceso de com- RN
resion/expansion Gas Adiabdtico
P ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
e Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo
En movimiento Régimen Estac1(.)nar.1o
Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Densidad

Otras hipotesis de TRABAJO

- El movimiento es cuasiestatico (no aceleraciones).

- La placa no registra fugas y se desplaza sin rozamiento.
- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.

- Los solidos son indeformables.
- La variacion de la temperatura es despreciable.
- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.
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Principios basicos y leyes fundamentales

2% ley de Newton
—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Fluidoestatica

Resolucion

Determinar la expresion de la altura de la superficie libre del depésito A en
funcién del tiempo cuando el bidon se sumerge en el depésito a velocidad
constante

En primer lugar, hay que analizar las condiciones en la placa antes de que el bidon co-
mience su movimiento descendente. La condicion de equilibrio en la placa sera (v. figura
2):

Fryo+W=PFg,Sg (D

La presion en la parte inferior de la placa Pz es debido al fluido en condiciones iniciales.
Asi, la Fluidoestatica en las condiciones iniciales, eso es, antes de que el bidon comience
su movimiento descendente, teniendo presente las hipotesis propuestas, es

Py = & + pg(ZA,O - ZB,O) = Pg(ZA,o - ZB,O) 2
=Py =0(rel)
7T Figura 2.

Detalle del equilibrio
en la placa

Bidon

ODg
Py
. Muelle\ L

Placa

)
Deposito B

Sustituyendo ahora en la ecuacion (1), la fuerza inicial del muelle F es:

pia
Fyo= _Mpzacag+pg(ZA,o _ZB,O)ZDZZZ 3)

Y, tomando los datos del enunciado,

Fy 0 =479,8N “)
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Figura 3.
Detalle del volu-
men de control

La fuerza que ejerza el muelle F)s en cualquier instante para la hipotesis de movimiento
cuasiestatico sera:

Fy=Fyot+klzg—z50

B ( p ) (5)
Para determinar la expresion de la altura de la superficie libre del deposito 4 en funcion
del tiempo, se llevara a cabo un andlisis integral en un volumen de control VC inercial
¢ indeformable, como el que se presenta en la figura 3. Aplicando el principio de con-
servacion de la masa en el analisis integral, se obtiene:

=0;Hip. (6)
op oV .3
—V+ — + j v-dS)=0
o af L SC( )
=0;Hip. =0;indeformable ’
@Dy
@Dc
—r-Bidon
S,
vC
Va Ve Va
@
w% -V &
_I Muelle
. i_ Placa
| . —— |
Zy : Vg B
=l |[ Frrre |
i Ve Zso Zg
.| Depdsito A Deposito B |
e
de donde las superficies de control son:
[(5-d8)= [ (vuds,)+ [ (vpdSy)+ [ (-vedSc)=0
sc N7 SCB scc 7
vu [ (@s)+vs [ (dsp)+ve [ (dse)=0
— — —
Hip. SC4 Hip. SCB Hip. scc
y se obtiene:
VASA+VBSB_VCSC=0 (8)
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Las incognitas que aparecen en la expresion anterior seran las velocidades en las seccio-
nes de control A y B. La velocidad de la superficie libre en el deposito A y en el depdsito
B, en funcidn del tiempo, seran:

dz, dzg
v, =—= Vg =—> 9
4= B=, (€))
de forma que la relacion entre las velocidades de las superficies de control es:
EaZp s T o FEapr s 2
dt 4 dt 4 4 dt dt (10)

Es necesario determinar una nueva relacion entre las velocidades de las superficies de
control. Para ello, la condicion de equilibrio en la placa en cualquier instante en la hip6-
tesis de movimiento cuasiestacionario (v. figura 2) sera:

Fy +W = PyS, (11)

Aplicando de nuevo la condicion de Fluidoestatica, la presion en la parte inferior de la
placa Pp en cualquier instante debida al fluido, teniendo presentes las hipotesis propues-
tas, sera:

Py = fﬁ +pg(ZA_ZB):pg(ZA_ZB)
=L =0(rel) (12)

Sustituyendo las ecuaciones (5) y (12) en la ecuacion (11),

Fyo +k(zB —ZB)O)+W=pg(zA -z5)Ss

13)
Y, derivando esta ultima expresion con respecto al tiempo,
Woro | | Ep_Eno | AW _ | (den_dzp )¢
dt dt_di dt i dt)"?
—— —_—
=0,Cte =0,Cte =0,Cre
K s _ (dZ_A _dZ_BJ s
dt e dr )"
d koY d
dt £gS; dt

Abhora, sustituyendo la relacion de velocidades de las superficies libres obtenida me-
diante el equilibrio de fuerzas en la placa, ecuacion (14), en la ecuacion derivada de
conservacion de la masa, ecuacion (10), se obtiene:

dt 2

-1
dZ—ADj{ 4kD +1] Dg”i_;:vcpg
PETLp
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dZA 2 Dlzi. 2
ZA4\p2y B =y.D,
at 4 % cPc
5 +1
pg7 Dy
-1
D2
dz :vCDé Di—i— B dt = K"dt (15)
4k
5 +1
pgrDy
Integrando,
z, t
jdzA:jK*dz > zy=z 4K (1-1) (16)
240 )
Finalmente,

Dy

-—t t—t
| )
5 +1
pgrDy

Calcular, utilizando los datos de la tabla adjunta, la altura de la superficie
libre con respecto a la base del depdsito en un tiempo de 2 segundos

)

2| 12
Zy :ZA,0+Vch Dy +

Tomando los datos del enunciado, para
th=0—>z,,=1m
0 4,0 (18)
t=2s—>z,=z,(t=2s)

En la ecuacion (17), se obtiene:

z,(1=25)=1,18m (19)









Variacion del nivel de solucion de
un colorante en un deposito

Un depdsito contiene inicialmente 1.000 litros de una solucion de colorante con una con-
centracion de 10 g/l (v. figura 1). En el deposito, entra un caudal de 1 I/s de una solucion
del mismo colorante con una concentracion de 200 g/l, mientras que, por un orificio
situado en el fondo, de 50 mm de didmetro, se escapa un chorro de solucion mezcla a
una velocidad dada por la ecuacion de Torricelli. El depdsito es de seccion recta cuadrada
de 1 m de lado.

1) Hallar la ecuacion diferencial que define la variacion del nivel de solucion en
el deposito, en funcion del tiempo.

2) Hallar la ecuacion diferencial que define la variacion temporal de la concen-
tracion de colorante en el depdsito.

01000 Figura 1.

Depésito con solu-
cién de colorante (no
aescala)

:. QZIUS
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Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Recuerde leer detenidamente todo el problema, incluidas todas las preguntas.

(Cuales son los datos de partida?

Del enunciado, podemos extraer los parametros que definen el entorno fisico. En este
caso, ademads, disponemos de informacion sobre la cantidad inicial de liquido dentro del
deposito y del flujo masico aportado al depdsito.

Se sabe que todos los movimientos de los fluidos han de satisfacer el principio de con-
servacion de la materia.

Se sabe que un fluido homogéneo es aquel que existe a lo largo de toda la region que se
estd considerando como una sola especie. Por ejemplo, el aire puede experimentar cam-
bios de densidad, velocidad y temperatura, pero permanece identificable como una mez-
cla estable de gases, que denominamos aire. El agua, el aceite o el mercurio pueden ser
comprimidos, calentados y acelerados, pero, a menos que se produzca un cambio de fase,
estos liquidos pueden considerarse homogéneos. Los fluidos no homogéneos se caracte-
rizan por las variaciones que hay en la cantidad de una substancia con respecto a otra, de
punto a punto del sistema.

Se sabe que, cuando el medio que consideramos esta formado por N especies cuya pro-
porcion relativa puede cambiar, existe una ecuacion de conservacion para cada una de
ellas. La velocidad de cada especie se puede expresar como la velocidad media del fluido
mas la velocidad de difusion de esa especie. Normalmente, la velocidad de difusion no
es tomada en consideracion en la mayoria de los balances de masa porque es mucho mas
pequeiia que la velocidad media del fluido.

Se sabe que, en general, un problema de balance de un medio fluido formado por N
especies esta constituido por una ecuacion de balance masico global, considerando que
el medio fluido es homogéneo, mas una ecuacion de balance mésico para cada una de las
especies o parametros de calidad que se requieran.

Con relacién al proceso de llenado o vaciado del deposito, ¢cudles son las incognitas?
(Ve factible, haciendo solo un balance de materia (para el medio fluido considerado ho-
mogéneo), encontrar la relacion entre los datos y las incognitas? ;Cémo podemos estimar
el flujo masico de fluido que sale del depdsito?

Se sabe que, para resolver el balance de masa de cada especie, es necesario disponer de
los resultados que definen la dindmica del proceso de descarga del depdsito y, por tanto,
hay que plantear y resolver en primer lugar la ecuacion de continuidad considerando que
el medio fluido es homogéneo.

Se sabe que el teorema o principio de Torricelli es una aplicacion del principio de
Bernoulli y estudia el flujo de un liquido contenido en un recipiente, a través de un pe-
quefio orificio, bajo la accion de la gravedad. Ello nos permite evaluar la velocidad teo-
rica del liquido como la que tendria un cuerpo cualquiera que cayera libremente en el
vacio desde el nivel del liquido / hasta el centro de gravedad del orificio de seccion S.
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Se sabe que el caudal o volumen del fluido que pasa por el orificio por unidad de tiempo,
0, puede calcularse como el producto del area real de la vena de fluido (seccion con-
traida) por la velocidad real media del fluido que pasa por esa seccidn, y, por consi-
guiente, se puede escribir la siguiente ecuacion:

0=S,v,=8SC,C,v,=SC,J2gh

Donde:

— v es la velocidad tedrica o la descarga ideal que hubiera ocurrido si no estuvieran
presentes la friccion y la contraccion de la vena fluida (ecuacion de Torricelli).

—  C.es el coeficiente de contraccion de la vena fluida a la salida del orificio. Su sig-
nificado radica en el cambio brusco de sentido que deben realizar las particulas de
la pared interior proximas al orificio. Es la relacion entre el area contraida y la del
orificio. Suele estar en torno a 0,65.

— Cgeselcoeficiente por el cual el valor ideal de descarga es multiplicado para obtener
el valor real y se denomina coeficiente de descarga. Numéricamente, es igual al
producto de los otros dos coeficientes.

El coeficiente de descarga, C; = C.-C,, variara con la carga y el diametro del orificio.
Sus valores para el agua han sido determinados y tabulados por numerosos experimen-
tadores. A modo orientativo, se pueden tomar valores sobre 0,6. Asi, se puede apreciar
la importancia del uso de estos coeficientes para obtener unos resultados de caudal acep-
tables.

(Puede definir la naturaleza (densidad y concentracion) de la solucioén acuosa con colo-
rante almacenada en el interior del depodsito e indicar como varia en el tiempo?

Sin realizar ninglin calculo, intente razonar como se vacia el depoésito. ;Como intuye el
comportamiento de la concentracion de la especie “colorante” desde la situacion inicial
hasta la final?

(Cree que es necesario realizar otro balance de materia para la especie “colorante”? En
este caso, /cuales serian las hipdtesis

Trazar un plan para resolverlo

Se sabe que, desde el punto de vista euleriano, para establecer un balance de masa de un
fluido es necesario definir un volumen de control y aplicar la ecuacion de continuidad
(principio de conservacion de la masa).

Este problema /es similar a otros que ya conocemos? Considerando que la respuesta es
afirmativa, ;puede esquematizar los pasos a seguir?
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Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Sirvase de un esquema para identificar el sistema y el volumen de control de ambos
fluidos. Haga lo propio con las superficies de control. Dibuje los vectores que definen la
superficie de control (superficies de flujo) y los vectores que definen las correspondientes
velocidades del fluido.

(Puede explicar cudl es el perfil de velocidades en cada una de las superficies de control?
(Necesita plantear alguna hipotesis?

(Tiene claro lo que debe hacer? Si la respuesta es afirmativa, puede empezar a aplicar
los balances de materia para el medio fluido considerado fluido homogéneo y, posterior-
mente, para cada especie. Si la respuesta es negativa, le aconsejamos que vuelva a leer
el enunciado.

Se aconseja acompafiar los desarrollos y los calculos de una explicacion que indique
claramente lo que se pretende y lo que se ha hallado.

Comprobar los resultados

Leer de nuevo el enunciado y comprobar que lo que se pedia es lo que se ha averiguado.

En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos en funcion del tiempo.
Recuerde que una forma de sintetizar y visualizar los resultados es mediante graficos.
(Le parecen razonables?

Suponiendo que ha llegado a unos resultados correctos, (puede corroborar y/o justificar
adecuadamente las hipotesis utilizadas?

Para consolidar todo lo realizado en este problema, le invitamos a que haga una lista
exhaustiva de los conceptos utilizados y una sintesis del plan que le ha permitido resolver
el problema.

Estudio
Breve descripcion

Se trata de evaluar la evolucion temporal de la concentracion de colorante en un depoésito
con una determinada solucién inicial por el cual se vierte un caudal volumétrico cons-
tante. En primer lugar, al estar abierto el deposito en su parte inferior, se ird vaciando y
se debe definir la variacion del nivel de solucién en funcidn del tiempo. A partir de esta
definicion, se podra evaluar la variacion de la concentracion del colorante en el interior
del deposito, teniendo en cuenta la entrada de un caudal volumétrico constante de solu-
cion.
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Analisis
Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (mévil)
Hipétesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
. Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: q presibilidad
Proceso de com- T
p - Gas Adiabatico
presion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
Absoluto
E Equilibri -
n reposo quilibrio Relativo
. , . Estacionario
En movimiento Régimen —
Transitorio

PRESTACIONES del fluido
- Nivel de concentracion del colorante
Otras hipotesis de TRABAJO
- La variacion de la temperatura es despreciable.
- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.
- El cambio de concentracion no varia la densidad del fluido en el interior del depd-
sito.
- Los sdlidos son indeformables.
- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Principio de conservacion de la energia. Ecuacion de Bernoulli

Resolucion

Hallar la ecuacion diferencial definidora de la variacion del nivel de solucion
en el depdsito en funcion del tiempo

En primer lugar, se debe calcular el nivel de la solucién en el deposito sin tener en cuenta
las concentraciones. Para hallar la relacion de alturas de los depositos en el tiempo, se
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debe llevar a cabo un analisis integral en el volumen de control VCI inercial e indefor-
mable, como el que se presenta en la figura 2. Aplicando el principio de conservacion
de la masa en el andlisis integral, se obtiene:

Figura 2.
Detalle del volu-
men de control

h

%JcpdV+Ip(\7~d5’):0

e
=0;Hip. (1)

op oV S

—V+ — + I v-dS)=0

ot 50 e

— —— Hip. s¢

=0;Hip. =0;indeformable

de modo que las superficies de control seran:

[ (5-a5)= [ (~vds))+ [ (-vyds,)+ [ (vsds;)=0

Ne SC1 SC2 SC3 (2)
[ (as)+ vy [ (ds)+ v, [ (ds;)=0
Hip. SC1 Hip. SC2 Hip. SC3

y se obtendra:

S =S, #1385 =0 > Q1+v2L2=v3%D2 3)
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Las incognitas que aparecen en la expresion anterior seran las velocidades en las seccio-
nes de control 2 y 3. La velocidad de la superficie libre del deposito en funcion del tiempo
sera:

o
2 dt
La velocidad a la salida del orificio se halla aplicando el principio de conservacion de la

energia, que, mediante las hipdtesis convenientes, deriva en la conocida ecuacioén de
Bernoulli:

“

H, = H;+AH, , (5)
—
=0,Hip.f

Aplicandola entre los puntos 2 y 3 representados en la figura 2:

2 2

P, v P, v

—2+22+2—2 =2+ z +2—3 (6)
[ -

L T & PE g <8

=0,rel :()7\,22 ~0 =0.rel

y se obtiene la no menos conocida ecuacion de Torricelli:

vy =4/2gh 7
Sustituyendo ahora las ecuaciones (4) y (7) en la ecuacion (3):
Qﬁ%ﬁ =«/2gh%D2 (8)

De modo que la ecuacion diferencial definidora de la variacion del nivel de solucion en
el deposito en funcion del tiempo es:

T
Jh ,/2gh202—Q1

9
dt I’ ®
Tomando los datos del enunciado:
l m3 3
=1- =0,001l m’/s
& s10° 1
D =50 mm=0,05m (10)
L=1000mm=1m
Finalmente,
%:1,96-10‘3 19,624 —0,001 (11)
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Encontrar la ecuacion diferencial definidora de la variacion temporal de la
concentracion de colorante en el depdsito

Ahora, se calculara la variacion temporal de la concentracion de colorante en el deposito.
Para ello, se debe llevar a cabo un analisis integral en el volumen de control VC2 inercial
y deformable, como el que se presenta en la figura 3. Se realiza con un volumen de
control deformable para mostrar su funcionalidad, pero se puede llevar a cabo el mismo
analisis con el mismo VC indeformable y se obtiene el mismo resultado. Aplicando el
principio de conservacion de la masa en el andlisis integral teniendo en cuenta las con-
centraciones, se obtiene:

Figura 3.
Detalle del volumen
de control

c, =200 g;r/ll)] Q=1VUs

“hg. ITISI
|
|
|

V,,=10001 Ciy= 10 g1/l

h

0 I
Ej-pch+J.pc(v-dS):0 (12)
ve sc
El término del volumen de control para el volumen de control inercial y deformable es:
0 J‘ 0 Oc 0 0
S pear=p = feav=p [ar =po(cV)=p=(cS:h)=
ad” £ 5 P P (V)= P (eS:h)
Ze] Hip. " yC v
e

independiente del VC

(13)

0 Oc 0Oh
ot ot ot

0
258, Z(ch)=pS,| RE+E
pS;, —(ch) ,02[ 8t+ ¢

El término de las superficies de control para el volumen de control inercial y deformable
es:
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J.pc(\"wdg): P jC(V'dg):PI cl(_vldS1)+pj ¢y (v3dS;) =

=0;Hip. sC SC1 SC3 (14)
= Clvl p J- (_dS1)+C3V3 p J. (dS3) = _pclvlsl +pC3V3S3
—— —_—
Hip. SC1 Hip. SC3
Y se obtiene:
oc ©Oh
S, | h—+—c |— pc;v; S| + pc,v:S; =0 15
Pz{at 6t}/0111,0333 5)

Se puede decir que la concentracion de colorante ¢ en el deposito sera practicamente la
misma que la concentracion de colorante a la salida por el orificio c3; es decir:

G =c (16)

También se sabe que Q, =v,S,, y de la ecuacion (7) se obtiene la ecuacion diferencial
definidora de la variacion temporal de la concentracion de colorante ¢ en el depdsito.

r {h@+%c}—clg +e2ghZD* =0
ot ot 4 (17)

Integrando la ecuacion (9) e introduciéndola en la ecuacion (17), se podria integrar la
concentracion de colorante en el depoésito ¢ para obtener su variacion en el tiempo.
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Deposito de salmuera
con células de carga

En la figura 1, se presenta un depésito con un volumen de fluido ¥ que inicialmente esta
lleno con 400 litros de agua. Por encima de la superficie libre del depdsito, se sitta la
tuberia 1, por la cual sale un caudal de fluido (salmuera) g; de concentracion e;, y una
tuberia 2, por la cual sale un caudal del mismo fluido ¢», pero de concentracion e;.

Del deposito, sale un caudal de fluido O de concentracion E. Las pérdidas de carga, in-
cluida la energia cinética a la salida del deposito, se pueden aproximar alrededor del
punto de trabajo (para facilitar los calculos) con una recta del tipo A& = KQ, donde K es
una constante.

El deposito esta soportado por dos células de carga que permiten medir el peso del mismo
en todo momento. Las células de carga estan taradas con el deposito, es decir, cuando el
deposito esta vacio, las células indican 0.

Se sabe que, cuando el depdsito contiene 400 litros, la altura H;, es igual a 2 metros y
las tuberias 1 y 2, empiezan a verter salmuera.

A partir de estas condiciones, se pide:

1. (Coémo varia el caudal en la descarga en funcion del tiempo?
(De qué manera influye la cantidad de movimiento en las lecturas de las células
de carga cuando empiezan a verter las tuberias de salmuera?

3. (Cbmo varia la concentracion en el interior del depésito?

4. Aplicar a los datos siguientes:

g1 =135 1/min er=5g/l Saepssio = 0,5 m?
g2=10 I/min K =2.500 (J/kg)/(m>/s) Vini = 400 litros
e;=10g/l Hy,i=2m

Hipotesis:

—  Supodngase que todos los fluidos tienen una densidad similar a la del agua (p=1.000
kg/m?).

—  Supodngase una mezcla homogénea e instantanea en el deposito.
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Figura 1.
Esquema del
deposito (no a
escala)

salmuera salmuera
tuberia 1 tuberia 2
€, q, eV,
deposito
fluido
Hini
N 7
celula de carga celula de carga
/
salida del deposito

T
E Q

Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Recuerde leer detenidamente todo el problema, incluidas todas las preguntas.

(Cuéles son los datos de partida?

Del enunciado, podemos extraer los parametros que definen el entorno fisico (geometria
del deposito, etc.). En este caso, ademas, disponemos de informacion sobre la cantidad
inicial de salmuera dentro del depdsito y de los flujos masicos aportados al deposito, pero
(,qué podemos decir del flujo masico que sale del deposito?

Se sabe que todos los movimientos de los fluidos han de satisfacer el principio de con-
servacion de la materia.

Se sabe que, en términos generales, un problema de balance de un medio fluido formado
por N especies estara constituido por una ecuacion de balance masico global, conside-
rando que el medio fluido es homogéneo, mas una ecuacion de balance masico para cada
una de las especies o parametros de calidad que se requiera.

Se sabe que, cuando el medio que consideramos esta formado por N especies cuya pro-
porcion relativa puede cambiar, existe una ecuacion de conservacion para cada una de
ellas. La velocidad de cada especie se puede expresar como la velocidad media del fluido
mas la velocidad de difusion de esa especie. Normalmente, la velocidad de difusion no
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se toma en consideracion en la mayoria de los balances de masa porque es mucho mas
pequeiia que la velocidad media del fluido.

(Puede definir la naturaleza (densidad y concentracion) de la solucién de salmuera que
estd almacenada en el interior del deposito? Sin realizar ningun célculo, intente razonar
como se vacia el deposito. {Como intuye el comportamiento de la concentracion desde
la situacion inicial hasta la final?

Con relacion al proceso de llenado/vaciado del deposito, jcuales son las incognitas? ;Es
consciente de que haciendo solo un balance de materia (para el medio fluido considerado
homogéneo) no puede encontrar la relacion entre los datos y las incognitas? Observe que
en el problema estan implicados dos conceptos: el movimiento del fluido (cinematica) y
la variacion temporal de la concentracion de la salmuera en el interior del deposito.

Trazar un plan para resolverlo

Este problema ;es similar a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o el
plan a seguir para resolverlo? Si tiene dudas, le invitamos a revisar algiin problema que
haya resuelto en relacion con los procesos de carga y descarga de un depésito.

(Ya lo ha revisado? Intente esquematizar en un diagrama la estrategia a seguir. En este
punto, le invitamos a releer el enunciado. ;Cree que la estrategia planteada le permite
resolver todas las cuestiones planteadas?

Observe que, ademas de evaluar el movimiento de la masa de fluido durante el proceso
de llenado y vaciado del depdsito, se pide estimar de qué modo el movimiento de sal-
muera influye en el sistema de pesado (células de carga) cuando empiezan a verter las
tuberias.

Se sabe que la opcion de plantear un balance integral es interesante para analizar la in-
teraccion mutua entre un objeto y el fluido que conforma su entorno.

Se sabe que la ecuacion principal que describe la dinamica de los fluidos deriva del prin-
cipio fisico enunciado por Newton (segunda ley de Newton), que establece que la varia-
cion de la cantidad de movimiento de un objeto se debe a las fuerzas externas que actiian
sobre él.

Se sabe que las fuerzas externas que actiian sobre un volumen de control estan agrupadas
en dos categorias: las fuerzas masicas, debidas a la accion de los campos de fuerzas (p.
¢j., el campo gravitatorio), y las fuerzas superficiales, debidas a las tensiones normales y
tangenciales que se manifiestan por efecto de la presion y de la accion viscosa.

Recuerde que la ecuacion que expresa el principio de conservacion de la cantidad de

movimiento es una ecuacion vectorial; en consecuencia, la podemos descomponer en sus
tres componentes (ejes coordenados x, y, z).
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Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Recuerde también que, para hacer un balance integral (desde el punto de vista euleriano),
es imprescindible definir un volumen de control. ;Qué caracteristicas tiene el volumen
de control elegido? (Es fijo y arbitrario? ;Es movil?

Ayudese de un esquema para identificar el sistema y el volumen de control. Haga lo
propio con las superficies de control. ;Cudles de ellas son superficies de flujo?

Dibuje los vectores que definen la superficie de control (superficies de flujo) y los vec-
tores que definen las velocidades del fluido y sus correspondientes vectores de cantidad
de movimiento. ;Necesita plantear alguna hipotesis para simplificar los calculos de cada
uno de los términos de los balances integrales planteados?

Se aconseja acompaifiar los desarrollos y los calculos con una explicacion que indique
claramente lo que se pretende y lo que se ha hallado.

(Ha conseguido definir el movimiento de salmuera durante el proceso de carga/descarga
del deposito? Si la respuesta es afirmativa, ahora puede plantear el principio de conser-
vacion de la cantidad de movimiento utilizando el mismo volumen de control. Si la res-
puesta es negativa, le invitamos a consultar este tema en un libro de texto de referencia.
Aproveche la ocasion para resolver algunos problemas que ya estén resueltos en el libro
citado.

Comprobar los resultados

Lea de nuevo el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que se ha averiguado.
Asegurese de que ha interpretado correctamente el enunciado y que tiene muy asumidos
los movimientos de la salmuera a través de las tuberias y dentro del deposito.

En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos en funcion del tiempo.
(Le parecen logicamente posibles? ;En qué instante se manifiesta la variacion de la can-
tidad de movimiento?

Suponiendo que ha llegado a unos resultados correctos, ¢puede comprobar y justificar
adecuadamente las hipotesis propuestas?

Por ultimo, suponiendo que ha resuelto correctamente este problema, le invitamos a rea-
lizar un ejercicio de autocontrol. ;Puede hacer un esquema de todo el proceso de calculo
y de las hipotesis utilizadas? ;Cree que algunos de los céalculos realizados se podrian
simplificar?
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Estudio
Breve descripcion

En primer lugar, se trata de desarrollar la descarga de un deposito con dos entradas y una
salida. Ademas, el depdsito es soportado por unas células de carga que leen las variacio-
nes de fuerza debido a la acumulacion o al vaciado del deposito, asi como a la cantidad
de movimiento asociada a los flujos de las dos entradas y de la salida. Finalmente, la
concentracion en el interior del deposito es funcion del tiempo debido a la variacion de
la misma en el interior y el balance entre salidas y entradas.

Analisis
Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (moévil)
Hipdtesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
Liquido Modulo de com-

Densidad Variable: d presibilidad

Proceso  de  compre- | . Adiabatico

sidon/expansion .

ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
o Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- Estacionario
. Régimen
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Caudal de descarga, fuerza y nivel de concentracion

Otras hipotesis de TRABAJO

- El cambio de concentracion no varia la densidad del fluido en el interior del deposito.
- Se supone que todos los fluidos tienen una densidad similar a la del agua.

- Se supone una mezcla homogénea e instantanea en el depdsito.

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.

- Los solidos son indeformables.
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Figura 2.
Detalle del vo-
lumen de con-

trol inercial e
indeformable

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)
—  Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

—  Principio de conservacion de la energia. Ecuacion de Bernoulli

Resolucion
¢Como varia el caudal en la descarga en funcion del tiempo?

En primer lugar, se debe calcular el nivel de la solucién en el deposito sin tener en cuenta
las concentraciones. Para encontrar la relacion de alturas de los depositos en el tiempo,
se debe llevar a cabo un andlisis integral en el volumen de control VCI inercial e inde-
formable, como el que se presenta en la figura 2. Aplicando el principio de conservacion
de la masa en el andlisis integral, se obtiene:

0 -
< dV+J 5-dS)=0
2 [ [ ol
vc Ne
| —
=0;Hip.ayb (1)

ot ot e
— e~ Hipb sc
=0;Hip.b  =0;indeformable

salmuera salmuera
tuberia 1 tuberia 2
. 9 4,
deposito
z e X
! salida del depésito |- 777

Vy S, Q:q4
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de modo que las superficies de control son:

[ (5-d8)= [ (-nds))+ [ (-vadSy)+ [ (~vsasy)+ [ (vadsy)=0

Ne SC1 SC2 SC3 SC4

(2)
o[ (as)+ vy [ (mdsy)+ vy [ (dss)+ vy [ (dsi)=0
Hip. sC1 Hip. sC2 Hip. sC3 Hip. sC4
y se obtiene:
VS =S S5+ vS, =0 o ¢+ g tnSi =g, 3

Las incognitas que aparecen en la expresion anterior serdn la velocidad en la seccion de
control 3 v; y el caudal de fluido que sale del depdsito ¢4 La velocidad de la superficie
libre del depdsito en funcion del tiempo es:

dz

N @)

dt
Para calcular el caudal de descarga g4, se debe aplicar el principio de conservacion de la
energia, que, mediante las hipdtesis convenientes, deriva en la conocida ecuacioén de
Bernoulli. Entre el punto 3 sobre la superficie libre y el punto 4 en la seccion de salida,

Ey=E,+AE, , )
P 2 2
= gzt uo_h + gz, +v—4+AE3_4 6)
LoE L L S ?
—— 8z 5 — Te
=0,rel =0,v5~0  =0,rel

Segun el enunciado del problema, las pérdidas de carga, incluida la energia cinética a la
salida del deposito, se pueden aproximar alrededor del punto de trabajo (para facilitar los
calculos) con una recta del tipo A= KQ, donde K es una constante. De ahi:

2

gz= %+AE3_4 =A{=Kq, donde K =Cte @)
=A&
y resulta:
Z
94 = % ®)

Sustituyendo ahora las expresiones (4) y (8) en la expresion (3),

-5 Sk ——E ———a ©)

~gz+K(q,+4;)

dz

+ —
911749 d

Integrando,
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z t

IK&L:J.dt
g+ K(a+q,)

ini ini

y se obtiene:

~ KS;In (—gz-ﬁ-K(q1 +q2))|z
g

H

ini

—KS3ln{ -gz+K(q+q,) J:t_t”
g \-gH, +K(q+q)

mi

Abhora, tomando los datos del enunciado,

_ _ 2
S3 = Sdepo'sito =0,5m
3

g =35 MM g 6310 mis
min 60 s 10001
: 3
g, =1 Lomin_m” 67104 m¥s

min 60 s 1000 |
K =2500 (J/kg)/(m>/s)
t,y=0s — H,,=2m

se obtiene:

(-9,81z+1,875))
t=-127,421n| 22222
-17,75

(10)

(In

(12)

(13)

Por ejemplo, el tiempo que se empleard en que la altura sea la mitad de la altura inicial:

H. .
z=—"=1m - (z=1m)=102,59s

2

La altura en funcion del tiempo sera:

z=1,81exp| ——— |+0,19
127,42

Y la variacion del caudal en la descarga g4 en funcion del tiempo:

8z -3
==2==7,110"exp| —
U=k p( 127,42

J+ 7,46107

(14)

(15)

(16)
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iDe qué manera influye la cantidad de movimiento en las lecturas de las
células de carga cuando empiezan a verter las tuberias de salmuera?

Se trata de aplicar el principio de conservacion cantidad de movimiento en su analisis
integral. Se elige un volumen de control indeformable e inercial, igual al que se ha
utilizado anteriormente, representado en la figura 2.

El principio de cantidad de movimiento en analisis integral es:

Fooye :% [ piav+ [ pv(vas) (17)
148 Ne

Se estudiaran al detalle cada uno de los cuatro términos del principio de cantidad de
movimiento.

Fuerzas externas que actiian sobre el VC

F, ext,VC

extVC = Y'masicas,VC +F normales,SC + Ftangenciales,SC (18)

—  Fuerzas masicas: Fgcasve = P&V (—k) cuando empiezan a verter las tuberias de
salmuera
—  Fuerzas superficiales

—  Fuerzas normales:

Fomissc= 21 S(K)+ p S(k)+ py Sy p Sk=0
=Fy=0(rel) =Fum =0(rel) =Py =0(rel) =Fum =0(rel)

—  Fuerzas tangenciales. Se elige tomar las fuerzas equivalentes, que ademas seran las
incognitas del problema, es decir, la lectura de las células:

Ftangenciales,SC < F;:quivalente,SC = szk
Fext,VC = FmésicasNC + Fnormale&SC + Ftangenciales,SC = ngim’ <_k) + sz (19)
Variacion temporal de la cantidad de movimiento en el interior del VC
0 -
— I pvdV
ot
v
El término temporal es:
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ijvan/: pﬁjwhpﬁj vdv =0 (20)
ot ~ Ot ot (2 en funcion del ti
Ve Hlp Ve vC no varia en runcion del tiempo

Variacion de la cantidad de movimiento en las SC

J' pi (7dS)

Ne

Teniendo presente la figura 2,

j pv (vdS) = j P (S, ) + J' pi, (v,:dS, ) + J' piy (vydS; ) + J’ piy (v,dS, ) =
Ne SC1 SC2 SC3 SC4

= p jvl (7dS))+ p I§2(172~d§2)+ p Ip\73(\73~d§3)+ p J.pﬁ4(\74~d§4)=

Hip. sC1 Hip. sC2 Hip. sC3 Hip. sC4
= [ (0.0.79)((0.0.-):(0,0,d5))) + o [ (0.0,=,)((0,0,v,)-(0.0.d5,)) +
SC1 SC2
0 [ (0.0,73)((0.0,7v3)-(0,0,d83))+ o [ (0,0,7,)((0,0,-v,)-(0,0,-dS,)) =
SC3 SC24
=5 [ (0,0,3)(0,0,v,dS )+ p [ (0.0,-v,)(0.0,-v,d, ) +
SC1 SC2
40 [ (0,0,705)(0,0,-v3dS;)+ p [ (0,0.-v,)(0,0.v,5,) =
sC3 5C4 (21)
=pI (0.0.07ds,)+ p J' (o,o,v5d52)+pj (0,0,v32dS3)+pI (0.0.-v3as, ) -
SC1 SC2 SC3 SC4

o2 [(00.d5)tp v [ (0.0.d5,)+p vi [ (0.0.d8;)+p v [ (0.0.-ds,)-
— — - —
Hip. SC1 Hip. SC2 Hip. SC3 Hip. SC4

Reordenando la expresion anterior,

2
R dz A
J- pv(v-dS) = {pvlql + pv,q, +p(—zj A\ —pv4q4}k =

SC
@ . @ Y o pleY
A yp2y (——J S ——(—j k 22
{pSl p52 Pl )5 AV (22)
Fuerza realizada por las células de carga sobre el depésito

Finalmente, reuniendo las expresiones determinadas y sustituyendo las ecuaciones (19),
(20) y (22) en la ecuacion (17),
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~ 0 ~ =
Fopre =% J' pvdV + J' piv (vdS) (23)
Ve SC
@ B Y. p(eY
Vo—k)+Fhk={pIspl2ip| -=| 5, - 22| Lk 24
pglm( ) : {pSl ’s, p( dtj 3 S4(K)} 24
2 2 2 2
4, B dz p (g
Z:F =pipZypl-=| 8- 4 pgl,. 25
pSl pS2 p( dtj 3 S4(K) P&V in ( )

se obtiene la fuerza externa F:. que ejercen ambas células de carga y la influencia de la
cantidad de movimiento en sus lecturas cuando. Cuando empiezan a verter las tuberias
de salmuera,

t=t,,=0 —> z=H, = _t:O (26)

Finalmente,

2 2 2
H. .
Z: FZ:p—q1 +p—q2 _P (_g ””] + pgV. 27)

S1 S2 S4 ini

donde seria necesario conocer los diametros de la tuberia 1 y 2 y el diametro de la tuberia
de salida del deposito para poder evaluar la lectura de las células de carga.

¢Como varia la concentracion en el interior del depésito?

Ahora, se calculard la variacion temporal de la concentracion e en el interior deposito.
Para ello, se debe llevar a cabo un analisis integral en el volumen de control VC2 inercial
y indeformable, como el que se presenta en la figura 3. Aplicando el principio de con-
servacion de la masa en analisis integral, teniendo en cuenta las concentraciones, se ob-
tiene:

%J'pedm J' pe(v-dS)=0 (28)
Vc SC

El término del volumen de control para un volumen de control inercial y deformable es:

0 0 Oe 0 Oe
2| peav = —Iede —IdV —pL(eV)=pLr+
azJ.p L% ™ Pa\V)=pg Ve
Ve Hip. Ve Vc
—
independiente del VC
o e= p%V 29)

E dt

—_—
=0,indeformable
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Figura 3. salmuera salmuera
Detalle del
volumen de . 3
control tuberia 1 tuberia 2
inercial e inde-
formable
deposito
I T
I cocentracion e fluido I
I I Hini

salida del depdsito 2= 0 (ref)

E=e Vs S Q:q4

Y el término de las superficies de control para un volumen de control inercial y indefor-
mable,

SJ;pe(§~d§): P J-e(ﬁ-a@):

=0;Hip. a,b §C

=p I e (—vdS))+p J‘ e, (—dS, )+ p _[ e; (—v;dS;)+p .[ ey (v4dS, ) =

(30)
sCl sC2 5C3 sC4
=eVp I (=dS))+ev, p J- (dSy)+esvs p J. (=dS5)+eqvy p _[ (dSy)=
—_— —— —— ——
Hip. SCI1 Hip. SC2 Hip. §C3 Hip. scC4
=—peiS; — peyvy S, — pesviSs + peyv,S,
Finalmente, y por la hipotesis e: e; = ¢, =e¢
Ipe(17~d§):—pelql — peyq, — pevsSy + peq, (€28

Ne

Y, del estudio anterior, ecuaciones (4) y (8),
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~ G dz
.[ pe(v -dS) =—peq; —peq, + pe— dt Sy + pe— (32)
Finalmente, reagrupando las expresiones (29) y (32) en la (28),

de dz
PEV_peﬂ]l Peq; +Ped S3+P€—:O

de dz gz
V—-eq —e,q, +e—S;, +e=—=0 33
g At ed e oyten (33)

De la ecuacion (9),

dz_—gz+K(q1+9)

= 34
dt KS; (34
de forma que
de -gz+K(q+9,) gz
V——eq —eq, +te 85 +e==0
dt 191 — €x29> [ S, 3 K
de ~z+K(g+q,)) e
VE eq —eqy e +e=—-=0
dr 191 — €92 [ % %
de egz ek (q1 +q,) gz
V——eq —e,qg, ———+————+e==0.
dr 191 — €292 1% % 1%
de
VE =eq teq, —e(‘h +Q2) (3%
finalmente,
de — dr (36)

Vmi
aq +eq, —e(q +4,)

donde V' =V,,; ya que el volumen de control es indeformable. Integrando,

e

j V.. de jdt (37)
eq +eq, —e(q +4,)

ini lini

e

ln(elq1 +e,q, — e(% +4q; ))
(6]1 + 42)

' (38)

“Vini

El tiempo transcurrido hasta alcanzar una cierta concentracion e en el interior del depo-
sito es
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0=l + i In (€1q1 +e 4, —e(g) "“Iz))

" (‘11 +q,) (el% terq, — €y, (511 +4q, ))

(39)

La concentracion e en el interior del depdsito en funcion del tiempo para las condiciones:

=0 — ¢, =0 deposito inicialmente lleno con V;,; = 400 I de agua

ini

6 +a)t
(elfh+€zqz)—(elq1+ezqz)e>cp{( - _2) }
e= ini (40)
(a1 +a)

Tomando los datos que faltaban del enunciado,

v, =4001=0,4 m®

e =108 10001 k8 5 p0m3
1 m® 1000 gr @1
e = gr10001 kg _ 5 ke/m’
1 m? 1000 gr
Ly =0 — ¢, =0
Y, tras su sustitucion en la ecuacion (40), se obtiene:
e =8,887[ 1-exp(—0,001875¢) | (42)

Por ejemplo, para el caso estudiado, la concentracion e en el interior del deposito que se
obtendra cuando la altura de la superficie libre sea la mitad de la altura inicial sera:

H. .
zz%zlm — t(z=1m)=102,59s — e=1,56gr/l (43)









Flujo en el interior de una
electrovalvula oleohidraulica

En la figura 1, se ha representado la seccion de una electrovalvula oleohidréulica, cons-
tituida por:

—  Una corredera A de diametro D
—  Un muelle M de constante &

—  Unelectroiman (no dibujado) que desarrolla una fuerza F en funcion de la intensidad
eléctrica aportada i

Se sabe que, cuando la electrovalvula (v. Grafico 1) trabaja en seco (sin paso de fluido)
a una intensidad de 30 mA, se desarrolla una fuerza en el electroiman de 100 N, lo cual
permite comprimir el muelle unos 2 mm y, en consecuencia, reducir la seccion de paso
del fluido. Se pide:

1. Deducir la posicion final de la corredera, considerando la influencia de las
fuerzas de flujo, cuando entre las lumbreras de entrada y salida se mide
una diferencia AP.

2. Calcular la variacion de la seccion de paso con relacion al caso de trabajo en
seco (sin paso de fluido), cuando entre las lumbreras de entrada y salida
se mide una diferencia de presion equivalente a 3 MPa y el coeficiente de
derrame de la seccion de paso vale 0,6.

Otros datos:

D=2cm 0, = 45° 0, =30°

k=50 N/mm x; =2,5 mm Phuiao = 850 kg/m’
AP =3 MPa Ci=06
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Figura 1.
Esquema-seccion de
la electrovalvula (no a
escala)

Figura1b
.Comportamiento en
seco de la electro-
valvula

Hipotesis:

— Supodngase que el fluido entra en la valvula de tal forma que la ldmina de fluido se
adapta a la geometria de la corredera y su espesor e se mantiene en todo momento.

—  Supodngase nulo el rozamiento entre la superficie de la corredera y el cuerpo.

R

lumbrera enirada

i =

P,

lumbrera salida

100N

clectroiman muelle

1;/30mA 2 mm \Ax

Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Antes de empezar este apartado, le aconsejamos que lea detenidamente el enunciado del
problema. Hagalo muy despacio, intentando interpretar todo el enunciado, incluidas las
preguntas.

Utilice los dibujos y los esquemas que crea necesarios. Sea generoso en utilizar todos los
recursos que le brinda la expresion grafica. Haga los dibujos suficientemente grandes
para que pueda etiquetar de forma adecuada los vectores. No sea perezoso/a. El resultado
de no trazar los dibujos adecuados o de hacerlos con desgana puede tener consecuencias
directas para la rapida interpretacion del problema y su posterior resolucion.

(Cuales son los datos? (;Qué es lo que conocemos?)

Del enunciado, se puede colegir que podemos extraer los pardmetros que definen el en-
torno fisico (geometria de la electrovalvula) y una simple descripcion de los elementos
que permiten mover y posicionar la corredera (electroiman y muelle).
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(Podemos definir la naturaleza (propiedades) del fluido?

Obviamente, se trata de un aceite hidraulico (un fluido en estado liquido). ;Se puede
aceptar por hipétesis que su densidad es constante? ;Se puede justificar razonadamente
esta hipotesis? ;Qué hipotesis cabe establecer con respecto a su viscosidad?

Antes de hacer cualquier célculo, le invitamos a responder a las siguientes cuestiones:
suponiendo, en principio, que no hay fluido en el interior de la valvula, dibuje el dia-
grama de soélido libre de la corredera y defina las ecuaciones que definen el equilibrio
mecanico de la misma.

Se sabe que el primer paso en la resolucion del problema de equilibrio de un sélido rigido
es esquematizar el diagrama de sélido libre.

Se sabe que un diagrama de cuerpo libre es una representacion grafica de todas las fuer-
zas que actiian sobre un sélido rigido, sustituyendo las ligaduras por reacciones. Todas
las fuerzas externas se representan mediante vectores etiquetados de la forma adecuada.
Las flechas indican la direccion y la magnitud de las fuerzas y, en la medida de lo posible,
deberian situarse en el punto en que se aplican.

Se sabe que el equilibrio mecéanico es un estado estacionario en que se cumple alguna de
las dos condiciones siguientes:

—  Unsistema estd en equilibrio mecanico cuando la suma de fuerzas y momentos sobre
cada particula del sistema es 0.

— Unsistema esta en equilibrio mecanico si su posicion en el espacio de configuracion
es un punto en el cual el gradiente de energia potencial es 0.

Se sabe que solo se deben incluir las fuerzas que actian sobre el objeto, ya sean de roza-
miento, gravitatorias, normales, de arrastre o de contacto. Cuando se trabaja con un sis-
tema de referencia no inercial, es apropiado incluir fuerzas ficticias, como la centrifuga,
la de Coriolis, etc.

Suponiendo que usted es capaz de calcular correctamente la posicion de equilibrio de la
corredera, ;puede intuir o visualizar el movimiento del aceite por el interior de la elec-
trovalvula cuando fluye de la lumbrera de entrada a la de salida? ;De qué modo el fluido
puede perturbar la posicion de la corredera? ; Cree que siguen cumpliéndose las ecuacio-
nes de equilibrio definidas en los parrafos anteriores? ; Ve factible afiadir una fuerza que
contemple los efectos del movimiento de fluido sobre la corredera?

Se sabe que, segun la tercera ley de Newton (principio de accidon y reaccion), la corredera
reacciona contra el fluido con una fuerza igual y en sentido contrario.

(Haciendo un balance integral sobre un volumen de control previamente definido (con-
servacion de la cantidad de movimiento), ve factible hallar la relacion entre los datos y
las incognitas?

Trazar un plan para resolverlo

Se sabe que, en general, para evaluar la interaccion entre el movimiento de un fluido y
un objeto se puede seguir la estrategia siguiente:
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1. Establecer la condicion de equilibrio de fuerzas sobre el objeto (diagrama de
solido libre), teniendo en cuenta que una de las fuerzas a considerar es la accion
del fluido sobre el objeto (condicion de equilibrio mecanico).

2. Establecer la ecuacion que describe el principio de conservacion de la cantidad de
movimiento sobre un volumen de control que delimita el fluido que esta en contacto
con el objeto (punto de vista fluidomecéanico). Obsérvese que esta ecuacion expresa
la fuerza resultante de todas las fuerzas (masicas) sobre la masa de fluido enmarcado
por el volumen de control y de las acciones (fuerzas superficiales) que tienen lugar
en toda la superficie del volumen de control en un instante dado, asi como el efecto
dindmico de la intensidad de la variacion de la cantidad de movimiento en el interior
del volumen para el instante en consideracion.

Recuerde: Para hacer un balance integral (punto de vista euleriano), es imprescindible
definir un volumen de control. ;Qué caracteristicas tiene el volumen de control elegido?
(Es fijo y arbitrario? ;Es movil?

Ayudese de un esquema para identificar el sistema y el volumen de control. Haga lo
propio con las superficies de control. ;Cudles de ellas son superficies de flujo?

Dibuje y etiquete correctamente los vectores que definen la superficie de control (super-
ficies de flujo) y los vectores que definen las velocidades del fluido y sus correspondien-
tes vectores de cantidad de movimiento. ;Necesita plantear alguna hipotesis para
simplificar los calculos de cada uno de los términos de los balances integrales plantea-
dos?

(Este problema es similar a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o el
plan a seguir para resolver este problema? Si tiene dudas al respecto, le invitamos a re-
visar algiin problema que haya resuelto en relacion con el principio de conservacion de
la cantidad de movimiento. (Consulte un libro de texto de referencia.)

Ejecutar el plan
Recuerde: Antes de hacer algo, hay que pensar: ;Qué se consigue con cada paso? Le
invitamos a trazar un pequefio esquema de los pasos a seguir. Tenga presente que, al

ejecutar el plan, debe comprobar cada uno de los pasos, y que la ecuacion del balance
integral tiene caracter vectorial.

Cada operacion matematica debe ir acompafiada de una explicacion de lo que se hace y
para qué.

Cuando surge alguna dificultad que nos deja bloqueados, debemos volver al principio,
reordenar las ideas y probarlo de nuevo.

Comprobar los resultados

Lea de nuevo el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que se ha averiguado.

Se aconseja acompaiiar la solucién con una explicacion que indique claramente lo que
se ha obtenido.
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En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos sobre el esquema o di-
bujo. ;Le parecen razonablemente posibles? ;jPuede comprobar la solucion (con alguna
situacion singular)?

Estudio

Breve descripcion

La posicion de la corredera de la electrovalvula oleohidraulica viene definida por el equi-
librio de fuerzas entre el electroiman y el muelle, inicamente si el fluido no esta en mo-
vimiento. En el momento en que se produce un caudal volumétrico entre las superficies
de paso, formadas por la corredera y el cuerpo, debido a la diferencia de presion entre la
lumbrera de entrada y la lumbrera de salida, se generan fuerzas de flujo originadas por
el propio movimiento del fluido. Estas fuerzas de flujo se incorporan al equilibrio de
fuerzas sobre la corredera y alteran la posicion de la misma.

Analisis
Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (mévil)
Hipétesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
) Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: q presibilidad
Progfzso de compre- Gas Adiabético
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
s Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen T
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Fuerzas de flujo que inciden en la posicién de la corredera

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.

- Supongase que el fluido entra en la valvula de tal forma que la lamina de fluido se
adapta a la geometria de la corredera y su espesor e se mantiene en todo momento.

- Supdéngase nulo el rozamiento entre la superficie de la corredera y el cuerpo.
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Figura 3.

Esquema de la elec-
trovalvula. Situacién
del volumen de control
(VC) y las superficies
de control (SC

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)
—  Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

—  Ecuacion de Bernoulli para un orificio

Resolucion

Una vez establecido el tipo de VC que se utilizara en el desarrollo del problema, se iden-
tifican las superficies de control (SC) correspondientes en la esfera que forma el tanque
(v. figura 3).

Ru.mbn:ru entrada Rumbrera salida

VC->El volumen de control (VC) es el que se indica en la figura con la linea trazo-punto-
trazo. El volumen de control es inercial (fijo) e indeformable.

(xi—x) Posicion genérica de paso en la condicion de equilibrio.

Deducir la posicion final de la corredera, considerando la influencia de las
fuerzas de flujo, cuando entre las lumbreras de entrada y salida se mide
una diferencia AP

Partiendo de la posicion de equilibrio en seco, la accion de las fuerzas de flujo sobre la
corredera de la valvula vendra determinada por el principio de conservacion de la canti-
dad de movimiento:

> Fore :%IpﬁdV+Ip17(\7-d§) (1)
148 sC

Asi, los términos de la ecuacion (1) para la componente x quedan (v. figura 1):

Z Fext,VC,x
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Fuerzas:
— Masicas. No existen en la direccidon x
— Superficiales

— Normales (debidas a la presion). Todas sus componentes quedan anuladas
entre si actuando sobre las superficies de control del VC.

— Tangenciales. No ha lugar, de acuerdo con el VC escogido.
— Mecanicas

— FElectromagnéticas: F =+ 100 N

— Elasticas: Fyr=—kx

ZFext,VC,x =F—kx (2)

El término temporal es nulo, debido a las hipotesis propuestas.

3
Z | pvar=o0 3)
ot VC,x

jpv (v-d5)= J' pvi| 7 -dS, |+ I oy, | ¥y -dS,
X J [ — _,—xd (N —

SC,x SCx,l (+) ) SCx,2 (+) (+)
J‘ PV, (V-dg) =—pv, |v1||S1|cos 6 + pv,, |v2||S2|cos 9; 4)
SC,x

j PV, (\7~d§) =—pv, |v1||S]|cost91 + Py, |v2||S2|sin02

Figura 4.
Esquema de las
superficies de

Vo
Vay 0 control y de los
2 componentes de
3:\, dSZ

Vox velocidad
o~
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Teniendo en cuenta las componentes de la velocidad (v. figura 4),

Vi, = |v1|sin 6,

Vy, = |v2|cos 6, ©)
Y, sustituyendo en la ecuacion (4),
J PV, (\7 . d§) = —p|v1 |2 |S1|sin 6, cos g + p|v2 |2 |S2|cos 6,sinéb,
SC,x (6)
Finalmente, introduciendo las ecuaciones (2), (3) y (6) en la ecuacion (1), resulta:
F—kx =—plv, |2 |S; |sin 6, cos 6, + p|v2|2 |S;|cos 6, sin 6, (7)

En la ecuacidn (7), se debe evaluar el caudal volumétrico Q que fluye por la valvula con
el objetivo de determinar los modulos de las velocidades v; y v2. El caudal que fluye por
la valvula es funcion de la geometria de la superficie de paso del fluido, de las propieda-
des del fluido y de la diferencia de presiones entre la lumbrera de entrada y la de salida.

Asi, tomando por simplificacion la hipotesis de trabajo del comportamiento de la geo-
metria de la superficie de paso del fluido asimilable al comportamiento de la geometria
de un orificio, se puede aplicar la ecuacion de Bernoulli para un orificio como

QszSpamw’% (8)

Spaso :”D(xi _x) 9)
AP = F;umbrem,entrada - })lumbrem,salida

donde (v. figura 4):

Por otro lado, las secciones de paso se pueden estimar suponiendo un espesor de la la-
mina de fluido constante e (v. figura 4):

e=(x;—x)cos, (10)

De acuerdo con la ecuacion de continuidad,

ijdV+J'p(v-d§)=o

ot
148 Ne
=0
Ip(v-dﬁ)z j ol 7, -dS, |+ j p| ¥, -dS, (11)
— (m—
Ne SC,1 (—) SC,2 (+)

I p(f}-dg) = —p|vl||Sl|cosH1 +p|v2||S2|sinc92
sc
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Y, habida cuenta de que la densidad no varia, se obtiene la expresion para el caudal
volumétrico Q:

0= |v1||S1|cosﬁ1 = |\/2||S2|sinl92

12)
en que las superficies de paso de fluido son:
S1 =8 pus0 = 7D (x; — x) (13)
S, =nDL,
De nuevo, observando la figura 4,
e (x;—x)cosg,
Lz =" = p
sin &, sin 6,
(14)
S, =D (x; —x)cos 6,
=gD—— —
sin 6,
La componente vertical de la velocidad en la seccion 1, viy, es:
vy:|v1|cos61 (15)

En conjunto, con las ecuaciones (8), (9) y (12),

V1

CynD(x; —x) /
=C,; (16)
(x; \/

—x

TS
y el modulo de la velocidad en la seccion 1 es:

2AP

c, |*AP

VP
cos 6,

amn

|V1|:

Con el mismo procedimiento, la componente vertical de la velocidad en la seccion 2, vay,
es:

vy, = v |sin 6, (18)

En conjunto, con las ecuaciones (8), (9) y (12),

C,nD(x,
(0] AP sin 6,
v (x cost9 cos 6, (19)
2 7D X TY)C0S ,0
sin 92
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y el modulo de la velocidad en la seccion 1,

C 2AP
y /7
_v P (20)

|v2| " cos 6,

De las ecuaciones (17) y (20), se demuestra que los modulos de las velocidades en ambas
secciones son iguales.

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (13), (17) y (20) en la ecuacion (7), se obtiene:

2
c, 2AP
P .
F—-kx=-p|————| | zD(x;, —x) [sin &, cos O, +
P COSHI [ ( i )] 1 1
, @)
c, 2AP
D (x; —x)cos 6, )
+p| ——— | | rD———|cos b, sinb,
cos b, sin 6,
Simplificando,
CiaAP Ci2AP
F—kx=——4 zD(x; —x)|sin @, +—2 7D (x;, —x)|cos 6
cos 6, [ ( )J ! cos 6, [ ( )] 2
Ci2AP
F—kx=—4 zD(x. —x) |(cos@, —sin 6, 22
cosd, [ (x; )}( 2 ) (22)
F k= C22APRD (x, - x)| S5 _Sn&
cosf cosf
Finalmente, reordenando,
C22APZDx,— T
cosf, sing
cosf cos6
x= T (23)
C32APzD —

cost, sinb,
cos, cosf
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Calcular la variacion de la secciéon de paso con relacion al caso de trabajo
en seco (sin paso de fluido) cuando entre las lumbreras de entrada y
salida se mide una diferencia de presion equivalente a 3 MPa y el coefi-
ciente de derrame de la seccién de paso vale 0,6

Tomando los datos del enunciado y sustituyéndolos en la ecuacion (23),

100
(cos 30 sin45

cos45 cos45j ~1,22:10° m (24)

50-10°
0,6-2-3-10°-7-0,02———————~
i (cos30 B sin45j

cos45 cos45

0,6%-2-3-10°-7-0,02-0,0025—

La posicion final de la corredera con respecto a la inicial es de 1,22 mm.
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Depodsito de salmuera con
Impacto de un chorro de agua
sobre un alabe movil

Por una tobera sale un chorro que incide ortogonalmente sobre un alabe movil (v. figura 1).
Se pide evaluar la fuerza ejercida por el chorro del fluido sobre el alabe en los supuestos
siguientes:

1- Elélabe y la tobera estan fijos, y el chorro de fluido tiene una velocidad “< con
respecto a la tobera.

v
2- El élabe se desplaza hacia la tobera a una velocidad v, = ?C Resuelva este

apartado utilizando un volumen de control inercial.

alabe

tobera

Figura 1.
Esquema del cho-
rro y el alabe (no
aescala)
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Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Antes de empezar este apartado, le aconsejamos que lea detenidamente el enunciado.
Hégalo muy despacio, intentando interpretar todo el enunciado, incluidas las preguntas.
Utilice los dibujos y los esquemas que estime necesarios. Los dibujos repercuten en una
rapida interpretacion y organizacion de los razonamientos del problema. Recuerde que
su mision principal es enriquecer o facilitar el proceso de aprendizaje de los estudiantes.

(Cuales son los datos? (;Qué es lo que conocemos?)
Del enunciado, se puede colegir que podemos extraer facilmente los parametros que de-
finen el entorno fisico (la geometria de la tobera y el alabe).

Se sabe que los cuerpos continuos, sin excepcion, se comportan conforme a unas leyes
de balance o conservacion. La mecanica de medios continuos postula estas leyes, pues
no son demostrables a partir de otros principios y constituyen, junto con la cinematica y
los modelos constitutivos, los tres pilares de esta disciplina. Estas leyes de conservacion
—a saber, de la masa, de la cantidad de movimiento, del momento cinético y de la ener-
gia— son idénticas para todos los cuerpos: sdlidos, fluidos y gases de todo tipo.

Se sabe que la mecanica de fluidos es la rama de la fisica comprendida dentro de la
mecanica de medios continuos que estudia el movimiento de los fluidos, asi como las
fuerzas que lo provocan.

Se sabe que las superficies y los volimenes de control son especialmente utiles en me-
canica de fluidos, en que la posicion de las particulas del fluido en cada instante suele
ser irrelevante (seglin el punto de vista euleriano).

Antes de lanzarse a realizar calculos, le invitamos a que dedique un cierto tiempo a con-
templar distintas situaciones del problema (cuando el alabe esta fijo, se mueve hacia la
tobera o se mueve alejandose del alabe, etc.) y a definir distintos volumenes de control:
unos fijos (inerciales) y otros moviles (no inerciales).

Con la ayuda de distintos dibujos, intente visualizar el movimiento del fluido que sale de
la tobera y que incide sobre el alabe. Intente dibujar los vectores que representan las
velocidades del fluido con respecto a las superficies de control correspondientes a los
distintos volumenes de control planteados.

Recuerde que, si utilizamos un volumen de control inercial, nosotros visualizamos el
movimiento del fluido desde el exterior del volumen de control y, al contrario, si utiliza-
mos un volumen de control no inercial, nos movemos con el volumen de control.

Se sabe que la primera fase para ser creativos e imaginativos consiste en acumular expe-
riencias y conocimientos, y archivarlos para que vayan madurando. Asi se van configu-
rando las ideas y los conceptos, hasta que irrumpen en el consciente.

Es en las ideas donde reside nuestra fuerza jy tanto mejor si las sostenemos con obstina-
cion! (Enzo Ferrari).
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Admitiendo que se ha conseguido un cierto dominio en la visualizacion e interpretacion
del problema, ahora hay que empezar a cuantificar algunas cosas. ;Se puede definir la
naturaleza (propiedades) del fluido? ;Qué hipotesis necesita formular? ;Se pueden cuan-
tificar las velocidades del fluido (cinematica) con relacion a las superficies de control?

Se sabe que, para cuantificar correctamente el movimiento del fluido a través del volu-
men de control, se debe plantear un balance integral de la masa. ;Recuerda como lo habia
aplicado en anteriores problemas?

Se sabe que, segun la tercera ley de Newton (principio de accion y reaccion), el alabe
reacciona contra el fluido que sale de la tobera con una fuerza igual y en sentido contra-
rio.

Recuerde que, para evaluar la interaccion entre el movimiento de un fluido y un objeto,
se puede seguir la estrategia siguiente:

1. Establecer la condicion de equilibrio de fuerzas sobre el objeto (diagrama solido
libre), teniendo en cuenta que una de las fuerzas por considerar es la accion del
fluido sobre el objeto (condicion de equilibrio mecanico).

2. Establecer la ecuacion que describe el principio de conservacion de cantidad de
movimiento sobre un volumen de control que delimita el fluido que esta en con-
tacto con el objeto (punto de vista fluidomecénico).

(Haciendo un balance integral sobre un volumen de control previamente definido (con-
servacion cantidad de movimiento), ve factible encontrar la relacion entre los datos y las
incognitas?

(Es consciente de que necesita primero los resultados del balance integral de masa antes
de aplicar el principio conservacion de cantidad de movimiento? ;Ya lo ha planteado?

Trazar un plan para resolverlo

(Este problema es parecido a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o
el plan a seguir para resolverlo? Si tienes dudas al respecto, le invitamos a revisar algin
problema que haya resuelto en relacion con el principio de conservacion de la cantidad
de movimiento. (Consulte un libro de texto de referencia.)

Ejecutar el plan
Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con cada
paso? Le invitamos a revisar y a completar (en su caso) el esquema de los pasos a seguir.

Si no lo puede explicar de forma simple es que no lo entendid bien.

Recuerde que la ecuacion del balance integral de masa tiene un caracter escalar y que el
balance integral de cantidad de movimiento tiene un caracter vectorial.
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Tenga presente que, al ejecutar el plan, se deben comprobar cada uno de los pasos, y
recuerde que es muy aconsejable acompanar cada operacion matematica de una explica-
cion de lo que se hace y para qué.

Cuando surge alguna dificultad que nos deja bloqueados, debemos volver al principio,
reordenar las ideas y revisar el plan previsto. Y volver a probarlo sin desfallecer.

Comprobar los resultados

Lea de nuevo el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Se aconseja acompaiiar la solucién con una explicacion que indique claramente lo que
se ha hallado.

En este punto, es recomendable representar los resultados obtenidos sobre el esquema o
dibujo. ;Le parecen razonablemente posibles? ;Puede comprobar la solucion?

Se sabe que los resultados del problema son independientes del volumen de control ele-
gido. Le invitamos a comprobarlo. Si ha llegado hasta aqui, usted puede hacerlo. jAnimo!

Estudio
Breve descripcion

El problema plantea el conocido ejercicio del calculo de la fuerza que se debe realizar en
un alabe en movimiento a velocidad constante para contrarrestar la fuerza debida a la
cantidad de movimiento que tiene un chorro que impacta contra él. La novedad radica
en solucionarlo mediante un volumen de control inercial, fijo a la tobera, en vez de fijar
el volumen de control al alabe (en cuyo caso seria un volumen de control no inercial —
movil)

Analisis

Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)

Deformable No inercial (mévil)
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
] Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: q presibilidad
Prqc;so de compre- Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
s Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen T
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Fuerza debida a la cantidad de movimiento

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.

- Los sdélidos son indeformables.

- Se consideran despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

- Los efectos de la gravedad en el fluido son despreciables.

- El area de la seccion transversal del chorro se mantiene constante ¢ igual a la de la
tobera.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

Resolucion

El alabe y la tobera estan fijos, y el chorro de fluido tiene una velocidad v,
con respecto a la tobera

Para evaluar el esfuerzo ejercido por el chorro del fluido sobre el dlabe, se realizara un
analisis integral mediante volimenes de control. Para analizar el problema, el volumen
de control VC2 mas adecuado sera indeformable ¢ inercial, y situara las superficies de
control en los puntos 1 y 2, tal como se representa en la figura 2. El principio basico que
se debe aplicar primero es el de conservacion de la masa en forma integral:
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Figura 2.

Detalle del volumen
de control inercial e
indeformable

%jpdV+jp(V~d2)=o
vc SC

op oV

E V"r E p+ 8 j(\_/'.d_.):o

- ——
=0;Hip. =0;indeformable

VC2 inercial e indeformable

de donde las superficies de control son

[(-a8)= [ (-nas)+ [ (vadss)= v [ (=ds))+ vy [ (asy)=0

Ne SC1 SC2 Hip. sC1

y se obtiene:

VS =15,
donde se sabe que
V] = VC
Y, como hipdtesis,
Sl = S2 = Stobera
Entonces,
Vv, = i_v Stobera —
2~ Ve S — Ve S -
2 tobera

M

Ve

2

3

“

(6))

(6)

Para evaluar la fuerza ejercida por el chorro de fluido sobre el alabe, es necesario aplicar
el principio de conservacion de la cantidad de movimiento en su analisis integral. Se
elige un volumen de control indeformable ¢ inercial, igual al utilizado anteriormente,

representado en la figura 2.
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El principio de cantidad de movimiento en analisis integral es:

Foye =§ [ piav+ [ pi(va3) 7
vc Ne

Se estudiaran al detalle cada uno de los tres términos del principio de cantidad de movi-
miento.

Fuerzas externas que actuian sobre el VC: Fex,yc

Fext,VC = szisicas,VC + Fnormales,SC + Ftangenciales,SC ®)

= Fuerzas masicas: Fgeavc =0 despreciable desde las hip6tesis y no actian en la
direccion X.

—  Fuerzas superficiales

— Fuerzas normales: F o5 sc = 4 Sy + 2 S,7 =0, ya que se tra-
=Fyn=0(rel) =Fym=0(rel)

bajara en términos de presiones relativas.
— Fuerzas tangenciales. En las superficies de control del volumen de control esco-

gido, no se presentan esfuerzos cortantes. Se elige tomar la fuerza mecanica,
que ademas sera la incognita del problema:

Ftangenciales,SC <« Enecénica,SC = Fxl + Fy]
Fext,VC = Fmésicas,VC + Fnormales,SC + Ftangenciales,SC = Fxl + Fy] (9)

Variacion temporal de la cantidad de movimiento en el interior del VC:
0
— vdV
ot [pv
vc

El término temporal es:

ijvan/: p QIVdepQJ v ) (10)
ot ~_ Ot ot en el
Ve Hipb Ve vC no varia en funcion del tiempo

Variacion de la cantidad de movimiento en las SC:

I pi (vdS)

Ne
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Teniendo presente la figura 2,

j,ﬁ(ﬁ-d&’):j pv, (7-dS, )+ j pi, (7,45, )= p j 7 (7S, )+ p j 7, (vydS, )=
sc sCl1 SC2 Hip. sC1 Hip. 5¢2

= p [ (7,0.0)((%:0.0):(~5,0,0))+ p [ (0.-v,,0)((0,-,,0)-(0,~ds,,0)) =

SC1 SC2
—p J' (1.0,0)(~1,dS, )+ p j (0,-v,,0)(v,dS, ) = (11)
SC1 SC2
=p [ (~v2ds,,0,0}p [ (0.-v3dS,.0)=p v [ (=d5,0,0)+p v3 [ (0.-d5,,0)=
- —
Scl sC2 Hip. SCI Hip. SC2

S, (1) 3 ()
Y, reordenando la expresion anterior,

J' pi (#dS) = pviS, (i) + pviS, (~]) (12)
SC
Fuerza del alabe contra el chorro de fluido 7

Finalmente, reuniendo las expresiones determinadas y sustituyendo las ecuaciones (9),
(10) y (12) en la ecuacioén (7),

- 0 - =
Frae =5 J' pidV + J' piv(7dS) (13)
48 Ne
Fi+F,j=pviS(~i)+pv3S, (-]) (14)
X F, = —pvle1 (15)
Y: F), = —pv%Sz

Fuerza realizada por el chorro del fluido contra el alabe en X: R

La fuerza que realiza el chorro de fluido contra el alabe debida a la cantidad de movi-
miento es:

X: Rx = _Fx = pV12S1 :pvzstobem (16)
. 2 2
Y: R, =-F, =pv;$, = pv. S,

obera

. . V.
La placa se desplaza hacia la tobera a una velocidad v, = ?‘ Resuelva
este apartado utilizando un volumen de control inercial.

Tomando las mismas hipotesis que en el apartado anterior, el volumen de control VC2
sera indeformable e inercial y situara las superficies de control en los puntos 1 y 2, tal



Depdsito de salmuera con Impacto de un chorro de agua sobre un dlabe mévil %

como se representa en la figura 3. El volumen de control VC2 se encuentra fijo a la tobera
. . , . v
y el dlabe se introduce dentro del mismo acercandose a la tobera a la velocidad v, = =

El principio basico que se debe aplicar primero es el de conservacion de la masa en
forma integral para este caso:

0 -
aj.pdV+J‘p(v-dA):0 (17)
vc sc
VC2 inercial e indeformable .
VC2 inercial, fijo -
a la tobera !

S

A
=<

Il
l\)‘ <

-

tobera

’11
| (<
3!

x

y Volumen que deja el VC2

|
L .

Se estudiaran al detalle cada uno de los dos términos del principio de conservacion de la
masa.

0 ) o

A e (18)
ot = ot ot
yc #0,variacion de la masa —— =
=0;Hip. #0

El volumen de control VC2 es constante, inercial e indeformable. Sin embargo, la masa
de fluido en el interior del VC2 varia con el tiempo debido al movimiento del alabe. Su
desplazamiento hacia la tobera provoca que desaparezca un volumen de fluido que deja
de estar en el interior del VC2 (v. volumen rayado de la figura 3). El volumen que deja
el VC2 es:

V= -x8, (19)
Por tanto,
0 ov 0 ox
— | pdV = p=——=p—(-x8,)=-pS, —=—-pS. 20
6tVICp P ot par( xSi)=-p Vo~ PO 20

donde v, es la velocidad de desplazamiento constante del alabe. Las superficies de con-
trol son:

Figura 3.

Detalle del volumen
de control inercial e

indeformable
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Ip(ﬁ-dg): P I(V~d§)=PI(_V1dS1)+PJ (v,dS,) =

@n
=P J. (—=dS))+p 2 j (dS,)=—pw S, + pv, S,
Hip. SC1 Hip. SC2
Reuniendo todos los términos,
—pPS\v, = pviS; + pvyS; =0 (22)
donde es conocido que
v =V, (23)
Y, como hipotesis,
S1 =55 = Sibera (24)
Entonces,
V=V, 4V, (25)

Para evaluar la fuerza ejercida por el chorro de fluido sobre el alabe, es necesario aplicar
el principio de conservacion de la cantidad de movimiento en su analisis integral. Se
elige un volumen de control indeformable ¢ inercial, igual al utilizado anteriormente,
representado en la figura 3.

El principio de cantidad de movimiento en analisis integral es:
- 0 - e =
Forre =7 j pvdV + I pv (vdS) (26)
Ve sc

Se estudiaran al detalle cada uno de los tres términos del principio de cantidad de movi-
miento.

Fuerzas externas que actuan sobre el VC: Fextyc

F, tVC =F,

exi masicas,VC + F (27)

normales,SC + Ft

angenciales,SC

— Fuerzas masicas: Fmésicas,vc =0 despreciables desde las hipétesis y no actlian en la
direccion X.

— Fuerzas superficiales

— Fuerzas normales: F . i sc = Py Syi + 2 S,j=0,ya que se tra-
=P,,,=0(rel) =P,,,=0(rel)

atm

bajara en términos de presiones relativas.
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— Fuerzas tangenciales. En las superficies de control del volumen de control esco-
gido, no se presentan esfuerzos cortantes. Se elige tomar la fuerza mecdnica, que
ademas sera la incognita del problema:

Ft C<_>Fm CzFxl+FyJ

angenciales,S ecanica,S

Fext,VC = Enésicas,VC + Fnormales,SC + Ftangenciales,SC = Fxl + Fy] (28)

Variaciéon temporal de la cantidad de movimiento en el interior del VC:

0

— vdV

ot Ipv
vc

Existe variacion de la cantidad de movimiento en el interior del VC2 debido a que el
alabe se desplaza en su interior hacia la tobera (v. volumen rayado de la figura 3). El
término temporal es:

2 pvdV= p 9 vdV =pg wdV=p v 92 dv =
ot = or e or J 2 ot
%o Hip. Ve #0, varicacion de la masa VCx 1o varia en el tiempo VCx

oV 0 0 P
=PV o PV 5(—9551 )==puS, 6_); =pViSiv, (—l )

Variacion de la cantidad de movimiento en las SC:

SIC pi (vdS)

Teniendo presente la figura 3,

jpv(wﬁ): J' pi (3dS) ) + J' P (d52) = p jvl (7dS))+ p J'vz (7,05, ) =

sc scl sC2 Hip. gc1 Hip. g¢2

—p I (v1,0,0)((v1,0,0)-(~dS;,0,0)) + p I (=¥ =v2,0)((=vp>=v2,0) - (0,-dS,0)) =
sl sC2

=p J' (v1,0,0)(—v,dS)) + p I (=vp>=2,0)(v,dS, ) = (30)
sc1 sC2

_ ( 2 2 _

=p J‘ -1 dSl,0,0) +p0 J. (—VPVZdSZ,—VzdSZ,O) =
sc1 sC2

=p i j (~dS;,0,0)+ pv,v, I (0,~dS,,0)+ p v3 I (0,-dS,,0) =
— - —
Hip. gc1 Hip. SC2 Hip. gc2

= PV1251 (—f) +pv,S) (—f) + pv%Sz (—})
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Reordenando la expresion anterior,

j pi (7dS) = pviS, (=1 + py,aS, (=) + pv2S, (=) 31)
Ne

Fuerza del alabe contra el chorro de fluido en X F

Finalmente, reuniendo las expresiones determinadas, ecuaciones (28), (29) y (31), en la
ecuacion (26),

- 0 - =

Frae =5 J' pidV + J. pv (#dS) (32)
g 1Z¢ sc
Fi+ ij' =Sy, (—f) + pvle1 (—f) +pv, 8, (—f) + png2 (—j) (33)
Xt Fo==pviSv, —pvle1 —PV,V2S, 34)
Y: F, = —pv%S2
Teniendo presente las expresiones (23), (24) y (25),
5 2

X: F;c = _chSmbemvp —PVe Stobera - pvp (vc + vp)Stnbera = _pSmbem (vc + vp) (35)

Y: Fy = _pStobem (Vc +vp )2

Fuerza realizada por el chorro del fluido contra el alabe en X: R

La fuerza que ejerce el chorro de fluido contra el alabe debida a la cantidad de movi-
miento es:

=

2
2 , 9 5
X: Rx = pStobera (vc + vp) = pStobera (Vc +?Cj = ZpStoberavc

(36)

=

2
. 2 9 2
Y: Ry = pStobem (Vc + Vp ) = pSlabera (Vc + ?Cj = ZpStaberavc









Estudio de un helicoptero

En la figura 1, se presenta la fotografia de un helicoptero para dos personas y, en las
figuras 2 y 3, sendos esquemas con sus dimensiones generales.

Figura 1. Fotografia
de un helicoptero

Figura 2. Esquema
de un helicoptero
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Figura 3. Esquema
de un helicoptero

El rotor principal tiene tres aspas, mientras que el rotor de cola tiene solo dos. En la tabla
de datos, se indican las dimensiones principales de mas interés de los esquemas del he-
licoptero.

Figura 4.
Esquema del flujo
en el rotor princi-
pal y en el rotor
trasero (no a es-
cala

Se pide:

1. Dada la potencia N del motor del rotor principal y su rendimiento 7, calcular el
caudal de aire que mueven las aspas del rotor principal, admitiendo que el flujo
producido en la seccion 4 se caracteriza por que solo tiene un componente ver-
tical. Hipotesis: flujo uniforme (v. figura 4-A).

2. Calcular el peso maximo que puede elevar el helicoptero.

3. Para contrarrestar el efecto del par de giro producido por el rotor principal, se
instala un rotor trasero que mueve un caudal Q;. En estas condiciones, calcular
la velocidad de giro wa la cual gira el rotor principal (v. figura 4-B).
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Hipotesis:

No considerar la interaccion del flujo con la estructura del helicoptero.

Datos:
Puire = 1,2 kg/m3 n=20,3 Distancia entre eje de
N=73.5kW 0, =20 m¥/seg giro del rotor principal
Diametro del rotor princi- . y el eje de giro del ro-
Diametro del rotor trasero:  tor trasero:
pal D,=1.280 mm _ ,
D, =6.840 mm e L=4.026 mm

Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Como accion previa, le aconsejamos leer detenidamente el enunciado. Presuponemos
que usted tiene unos conocimientos basicos de helicopteros y que puede explicar con
pocas palabras los fendmenos que justifican su funcionamiento. Si no es el caso, tran-
quilo/a: jSolo es un problema, no es el fin del mundo!

Se sabe que el rotor de un helicoptero tiene normalmente dos o mas palas dispuestas
simétricamente alrededor de un buje o eje central que las sujeta durante el giro (rotor
principal). El rotor esta impulsado por un motor, por lo general situado en el fuselaje, a
través de unos engranajes que reducen la velocidad de rotacion por debajo de la velocidad
del motor.

Se sabe que una caracteristica importante del disefio de los helicopteros es el desarrollo
de sistemas para contrarrestar el par de fuerzas o fuerza de reaccion que se produce
cuando la rotacion del rotor en un sentido tiende a girar el fuselaje en el sentido contrario
(rotor de cola). La forma mas comun de sistema antipar es un pequeilo rotor, similar a la
hélice de un aeroplano, colocado en la cola del helicoptero sobre un eje lateral, en una
posicion tal que empuja la cola hacia un lado.

Si quiere profundizar en este tema, le invitamos a consultar el libro siguiente: Helicopter
Flying Handbook, FAA-H8083-21A, US Department of Transportation.

Con la intencion de esquivar la complejidad de la fluidodinamica del flujo de aire a través
de las palas (alabes) que configuran los rotores, le sugerimos utilizar un modelo muy
simplista. Por ejemplo, para el rotor principal, imagine que el rotor actia como un ven-
tilador que aspira aire de la atmosfera (considerada como un recinto de tamaio infinito
y donde el aire se encuentra en reposo) y lo impulsa hacia abajo a una velocidad v (con-
figurando un chorro de aire), de tal manera que la variacion de cantidad de movimiento
del chorro de aire generado es equivalente a una fuerza vertical que contrarresta el peso
del vehiculo.

Admitiendo que usted ya ha conseguido un cierto dominio en la interpretacion del pro-

blema, ahora hemos de empezar a cuantificar algunas particularidades: ;Puede definir la
naturaleza (las propiedades) del fluido? ;Qué hipotesis necesita formular?
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(Ve factible que este problema se resuelva planteando un balance integral del principio
de conservacion de la cantidad de movimiento sobre un volumen de control previamente
definido? ;Puede encontrar la relacion entre los datos y las incognitas? ;Puede calcular
los vectores que representan las velocidades del fluido con respecto a las superficies de
control? ;Esta seguro de ello? Quizas necesite leer el enunciado de nuevo. Tomese su
tiempo para repensar, una y otra vez, los conceptos que intervienen en ello.

Se sabe que, en general, antes de plantear un balance integral sobre la cantidad de movi-
miento, es imprescindible cuantificar la cinematica del movimiento del fluido (balance
integral de masa) y que, en muchas ocasiones, también hay que formular un balance
integral de la conservacion de energia.

En los exdmenes, se valora muy positivamente y se suelen dar puntos por dibujar (a mano
alzada) de manera clara, correcta y precisa. Asi pues, no sea racano/a. Haga todos los
dibujos que considere oportunos. No condicione su creatividad e imaginacién. No ponga
barreras a sus esfuerzos y recursos.

Con la ayuda de algunos dibujos, le invitamos a visualizar y a esbozar el movimiento del
fluido a través del rotor (chorro de aire). Y lo mismo sobre los posibles volimenes de
control. Recuerde que, si se utiliza un volumen de control inercial, se visualiza el movi-
miento del fluido desde el exterior del volumen de control y, al contrario, si utilizamos
un volumen de control no inercial, nos movemos con el volumen de control.

Habida cuenta de que el helicoptero es un aparato capaz de sustentarse y mantenerse en
una misma posicion durante un cierto periodo de tiempo, ;puede justificar que una op-
cion excelente es utilizar un volumen de control fijo, arbitrario e inercial?

Insistimos en que usted debe formularse las preguntas siguientes: ;Qué voy a resolver?
(Cuales son las variables desconocidas en este problema?;Qué principios puedo aplicar?

Le invitamos a elaborar una lista de todas las variables y agruparlas por categorias (na-
turaleza del fluido, geometria, prestaciones, etc.). Y lo mismo sobre las hipotesis. Apro-
veche para indicar qué variables son datos y cuéles son incognitas. Ello no es realmente
necesario, pero le ayudara a crear una imagen panoramica del mismo.

Trazar un plan para resolverlo

Lea el enunciado del problema otra vez. Si considera que es largo, puede optar por frag-
mentarlo y analizarlo por partes hasta que lo entienda todo.

(Cudles son las variables de partida? (;Qué es lo que conocemos?)

Del enunciado, cabe colegir que podemos extraer facilmente los parametros que definen
el entorno fisico, pero ;qué se puede decir con relacion a las propiedades del fluido (den-
sidad, viscosidad, etc.)?

Obviamente, el aire es un fluido en estado gaseoso cuya densidad en cada punto se puede
definir por su presion y su temperatura. Pero jpuede explicar qué tipo de proceso termo-
dinamico sigue el aire, desde que es aspirado (superficie de control de entrada) hasta que
es impulsado (superficie de control de salida)?
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Ahora, deberia estar en condiciones de concretar una estrategia o plan de resolucion. No
tenga miedo. La mejor forma de perderle el miedo a algo es enfrentandose. Asi que tome
un papel y, utilizando como punto de partida el movimiento del aire a través de un volu-
men de control fijo e inercial, empiece a dibujar un primer esbozo del diagrama de flujo
conforme a la secuencia siguiente:

1. Dibuje un primer recuadro que identifique el balance integral de masa (ecuacion de
continuidad). Analice cada término de tal manera que pueda visualizar las variables
que intervienen.

2. Inserte lineas, junto al recuadro, que representen las variables (las supuestamente
conocidas o “datos” y las que son incognitas). Es aconsejable afiadir pequefios co-
mentarios y leyendas sobre como resolver cada término de la ecuacion de continui-
dad e incluir una referencia a las hipdtesis utilizadas.

3. Dibuje un segundo recuadro. Este debe identificar el balance integral relativo a la
conservacion de energia.

4. Proceda de forma anéloga al punto 2. En este caso, la ecuacion simplificada deberia
tener una estructura similar a la ecuacion de Bernoulli generalizada.

5. Inspeccione si existe alguna variable compartida entre ambos balances. En caso
afirmativo, proceda a unir todas las lineas que representan las mismas variables.

6. Dibuje el tercer recuadro. Este debe identificar el tltimo balance integral posible
(conservacion de la cantidad de movimiento). Recuerde que los balances integrales
de masa y energia son ecuaciones que tienen caracter escalar y que el balance inte-
gral de cantidad de movimiento tiene caracter vectorial.

7. Proceda de forma analoga al punto 2.

8. Vuelva a inspeccionar si existe alguna variable compartida entre los tres balances.
En caso afirmativo, proceda a unir las lineas que representan las mismas variables.

(Ve factible ahora que la resolucion conjunta de los tres balances integrales sobre el
mismo volumen de control le permite encontrar las ecuaciones necesarias para explicitar
las variables incdgnitas en funcién de los datos? Si la respuesta es afirmativa, intente
completar y ultimar el diagrama de flujo con suficientes leyendas y simbolos para ratifi-
car asi los procesos mentales y lograr que este sea un actor principal en la construccion
de su propio aprendizaje. En caso negativo, vuelva a repasar la secuencia anterior. Exa-
mine si existe algiin desacierto y/o si ha cometido involuntariamente algun error.

En cualquier caso, recuerde que siempre tiene la opcion de pedir ayuda a sus profesores
y aprovechar al maximo todos los recursos que la universidad pone a su disposicion.

Es importante que se vea alcanzando sus objetivos e imagine como se sentira. Esto no
solo le mantendra motivado, sino que ademas le llenaré de energia positiva.
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Ejecutar el plan

Visualice. Insistimos en que hay que adquirir el hdbito de visualizar, en primera instan-
cia, la forma de solucionar el problema antes de comenzar a realizarlo. Lo normal es que,
al principio de la resolucion del problema, no se vean todas las implicaciones del mismo
y solo se logre una total comprension después de haber “jugado” con las ideas algin
tiempo.

Se sabe que, para enfrentarse a un problema, se enunciado debe trasladarse a una repre-
sentacion mental de relaciones definidas por el propio problema, y que es necesario re-
flexionar sobre los conocimientos que se van a utilizar y por qué se va a hacer asi.

Recuerde: al ejecutar el plan, se deben comprobar cada uno de los pasos y es muy acon-
sejable acompanar cada operacion matematica con una explicacion de lo que se hace y
para qué.

Atencion: Si no lo puede hacer de una forma simple y clara, es que no ha completado
adecuadamente el proceso de aprendizaje. Anote en un papel aquellos pasos que le re-
sultan mas dificiles de explicar o documentar. Le servira de recordatorio para solicitar
una explicaciéon complementaria a su profesor.

Comprobar los resultados

Lea de nuevo el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado. Si
la comprobacion ha sido positiva, debemos felicitarle por tu trabajo.

Pero todavia no ha terminado todo el proceso de aprendizaje. Ahora le invitamos a ana-
lizar el resultado para determinar si la respuesta es razonable y sensata. Siempre es con-
veniente comprobar el resultado para observar si se encuentra dentro de un orden de
magnitud correcto y si las unidades obtenidas son realmente correctas. Se aconseja acom-
panar la solucion de una explicacion que indique claramente lo que se ha hallado.

Se sabe que los resultados de este problema son independientes del volumen de control
elegido. Le invitamos a evidenciarlo.

Y, por ultimo, /se ve en condiciones de repetir el proceso para el rotor de cola? Entonces,
8

(a qué espera para ponerse a trabajar? Recuerde que la forma mas segura de tener éxito

es intentarlo una y otra vez.

Estudio
Breve descripcion

Se trata de determinar el caudal volumétrico de aire de las aspas del rotor de un helicop-
tero en determinadas condiciones operativas de potencia-rendimiento del motor. Este
caudal esta asociado a una fuerza de cantidad de movimiento que permite calcular el peso
maximo que podra elevar.
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Analisis
Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (mévil)
Hipétesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: q presibilidad
Progeso de compre- Gas Adiabatico
sién/expansion .
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
o Absoluto
En reposo Equilibrio
Relativo
En movi- Estacionario
. Régimen —
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Caudal volumétrico y fuerza por cantidad de movimiento

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de las velocidades son constantes y uniformes
en las secciones de control.

- Son despreciables las pérdidas en el fluido por rozamiento que no se hayan especi-
ficado en el enunciado.

- No se considera la interaccion del flujo con la estructura del helicoptero.

- El efecto de la gravedad en el fluido es despreciable.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)
—  Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

—  Principio de conservacion de la energia
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Resolucion

1. Datos: la potencia N del motor del rotor principal y su rendimiento 7, calcule el caudal
de aire que mueven las aspas del rotor principal admitiendo que el flujo producido en la
seccidn A4 se caracteriza por tener solo componente vertical. Hipotesis: flujo uniforme (v.
figura 4-A)

En primer lugar, y estudiadas las condiciones del fluido en que actaan el helicoptero, el
aire, y lo que se pode en este apartado, hay que llevar a cabo un analisis integral en el
volumen de control VCI inercial ¢ indeformable, como el que se presenta en la figura 5.
Aplicando el principio de conservacion de la masa en el analisis integral, se obtiene:

0 L=
EjpdV+Jp(v~dA):0
vc Ne
R
=0;Hip. (1)

z—fj+ aa—rt/p +p I(ﬁ-dz?l):()

=0;Hip. =0;indeformable

Figura 5. De-
talle del volu-
men de
control iner- ———— e ——————
cial e inde- N
formable AN

de donde las superficies de control son:

[(dd)= [ (-wda)+ [ ()= v [ (-dd)+ vy [ (ad)=0 @

Ne SC1 SC2 Hlp SC1 Hip. sC2

y se obtiene:

w4 =vy4, - v=v,—= (3)
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Si el volumen de control adoptado en la figura 5 tiene su superficie de control 2 suficien-
temente alejada del rotor principal y su area es muy grande en comparacion con el area
de la superficie de control 2,

A
A >>4 - vl:v272 - V<<, 4
|

El principio basico para resolver este apartado del problema es el de conservacion de la
energia en forma integral:

%IvcpedV+J.scp[e+§J(\7~fsz)=Q—We—W, (5)

Partiendo de las hipdtesis propuestas, donde en el volumen de control escogido si hay
trabajo de eje,

QJ' pedV+J' p[e+£j(v~ﬁdA)= o - W, - W (6)
otdvc sc P . . .
\_?Olf-l_ip.—/ =0,Hip. trabajoeje =0,Hip.
y queda:
P = 200 _ 13
j p(e+—](v-ndA)——We 7
sc 0

Teniendo presente que el volumen de control es no inercial, la energia por unidad de
masa e esta formada por:

2

- 14
e= 1 + L 4+ @ ®)
et 2 S
energia interna —— energia potencial

energia cinética

Asi, aplicando ecuacion (7) en las dos superficies de control,

2 2
~ " Pi|= o~ J' ) P-4 — 5
+——+gz+— -ndA )+ +—=+gz, +—= -nd4, )=-W, (9
J.SCIP{% > &4 pj("l fdd, ) sc p[“z > 8% p](vz fdd, ) . (9)

2

donde todos los términos de la energia y la densidad son constantes y uniformes en las
superficies de control, segun las hipdtesis propuestas, de modo que

2
st g ofraon-
1 M
Hip.

Hip.

(10)

2
vy + 2 gz, + P2 j % ,0,0 |-(ddy,0,0) = -,
2 p )Isc, I;f)

Hip. ¢

Tomando v; =v;,
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2 2
p(ﬁl +v71+gz1 +%J.[sc —vd4, +p{ﬁ2 +%2+gz2 +%]LC vydA, =W, (11)
1 2

2
W P
p(u1+?1+gzl+—lJ % -[sc
P Hip.

Finalmente,

2
—d4+p ﬁz+v—2+gzz+& Vv, dA,= —We (12)
2 P 5 )7sC

1

2 2
~ 1% ~ V. .
S R I (0 ST (AR

A partir del resultado obtenido anteriormente como resultado de aplicar el principio de
conservacion de la masa:

vd =4, = —pvid=pvnd, = m=m,=m (14)
iy ity

Aplicando la ecuacion (14) en la ecuacion (13),

2 2
-~ N P : - " P 7
i +——+gz) +— (= ) +| ) + ==+ gz, +—= |(my ) =W, 15
{1 ) T p]( 1)[2 5 T&n p](z) (15)
2 2 R
- ﬁl+v—1+gzl+ﬂ + ﬁ2+v—2+gzz+& :ﬂ (16)
2 P 2 P m

De nuevo, tomando las hip6tesis propuestas:

Aii =iy —ii, =0 (Hip.)

Agz =gz, —gz; =0 (Hip.) (17)
se obtiene:
2 2 1
o P v W (18)
p P n

Teniendo presente la figura 5,

2 2 4
Vv vy W
ﬂ + ?1 = & + 72 + _.e
Lo 2 ”
R=F,,=0@rel) =0,=~0 P=P,, =0(el)
) .
vl (19)
2 m
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El término de la derecha corresponde al trabajo de eje introducido por el rotor principal
en el VC. Analizandolo considerando el criterio de signos, en que el trabajo entregado
en el interior del VC es negativo,

_N77

e =71 (20)
m m

e

LA

Teniendo presente el principio de continuidad para el flujo incompresible, se obtiene la
velocidad de salida en la seccion de control 2:

@n

1
v%__ —-Nn o 2Nn |’
2 pwd, :

P4y
Finalmente, el caudal de aire Q,, que mueven las aspas del rotor principal, admitiendo

que el flujo producido en la seccidon de control se caracteriza por tener solo componente
vertical e uniforme, es:

T 2
—D 22
2 (22)

Tomando los datos del enunciado,

N =73,5kW =73500 W

=1,2 kg/m®
P g (23)
Dp = 6840 mm = 6,84 m
n=0,3
Y se obtiene:
v,=10m/s — Q,, =367,5m’/s 24

Calcule el peso maximo que puede elevar el helicoptero

Para calcular el peso maximo W que puede elevar el helicoptero, es necesario aplicar el
principio de conservacion de la cantidad de movimiento en su andlisis integral. Se elige
un volumen de control indeformable e inercial, igual al utilizado anteriormente, repre-
sentado en la figura 5.

El principio de cantidad de movimiento en analisis integral es:

~ 0 ~ =
Foye =% VIC pvdv + S.[C pv (vdS) (25)

Se estudian al detalle cada uno de los cuatro términos del principio de cantidad de movi-
miento.
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Fuerzas externas que actuan sobre el VC Fex,yc

Fext,VC = Fmésicas,VC + Fnormales,SC + Ftangenciales,SC (26)

— Fuerzas masicas: F.

masicas.ve = 0 despreciable el peso del fluido por las hipotesis rea-

lizadas
— Fuerzas superficiales

— Fuerzas normales: F, .= p  Aj+ p, A (_]) =0 ya que se
? —— —=
=P,,,=0(rel) =P,,,=0(rel)

atm atm

trabaja en términos de presiones relativas.
— Fuerzas tangenciales. En las superficies de control del volumen de control esco-
gido, no se presentan esfuerzos cortantes. Se elige tomar la fuerza mecdnica, que

ademas sera la incognita del problema: Fiy,oenciaes, sc € Finecanica,sc

F, extyC = 'masicas,vc T F normales,SC T Ftangenciales,SC =F yj (27)
Variaciéon temporal de la cantidad de movimiento en el interior del VC
0 -
— I pvdV
ot
ve

El término temporal

ngﬁde pﬁjvan/:pﬁj vdV ) (28)
ot ~ Ot ot en i el
VC Hlp VC VC no varia en funcion del iempo

Variacion de la cantidad de movimiento en las SC j PV (v-dg’)
sc

Teniendo presente la figura 5,

jpv(v-d§)= I pi (7dS, ) + j p7 (7205, ) = p I§1(§1~d§1)+ P jvz(vz-dﬁz):
SC SC1 SC2 Hip. sC1 Hip. sC2

=5 [ (0.74,0)((0.79,0)-(0,5,,0))+ p [ (0,-v2,0)((0,=v,)-(0,=dS,,0)) =

SC1 SC2
= [ (0.791,0)(0,~1dS,,0)+ p [ (0.-v2,0)(0,1,d5,,0) = (29)
SC1 SC2
—p I (o,vfdsl,o)+pj' (0.-13ds,.0)= p v} I (0,dS},0)+ p v2 I (0,-dS,,0) =
- —
SC1 SC2 Hip. SC1 Hip. SC2

=Py S j+pviS, (~)
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Y, reordenando la expresion anterior,

J. PV (ﬁ-dg) = pviS,j + pvis, (—j) = pvis, (—j) (30)
Ne =0,17 =0

Fuerza exterior realizada contra el fluido Fy J

Finalmente, reuniendo las expresiones determinadas y sustituyendo las ecuaciones (25),
(28) y (30) en la ecuacion (27),

— 0 - =

Fouve :EljcpvdV+SJ.va (v-dS) 31
F,j=pvis, (-) (32)
Y: F,=—pvi4, (33)

Fuerza realizada por el fluido contra el exterior Ry J

La fuerza que realiza el fluido contra el exterior es exactamente el peso maximo W que
puede elevar el helicoptero,

27 2
Y: W=R,=-F,=pv ZDP (34)
Tomando los datos del enunciado y los resultados obtenidos anteriormente,

W =4409,4 N = 450 kgf (35)

Para contrarrestar el efecto del par de giro producido por el rotor principal,
se instala un rotor trasero que mueve un caudal Qt . En estas condiciones,
calcule la velocidad de giro o a la cual gira el rotor principal (v. figura 4-B).

El estudio en este apartado es el mismo que se ha llevado a cabo en el apartado 2. Se
aplica el principio de conservacion de la cantidad de movimiento en su analisis integral
en el volumen de control VC2 indeformable e inercial, representado en la figura 6.

Figura 6.
Detalle del volu-
men de control

S,
inercial e indefor-
gty
] —
! |

N
E / X
- NEA

~NI.
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Si el volumen de control adoptado en la figura 6 tiene su superficie de control 3 suficien-
temente alejada del rotor trasero, y su area es muy grande en comparacion con el area de
la superficie de control 4,

A
Ay >> A, — v3:v474z0 = V<<, (36)
3

Al aplicar el principio de conservacion de la cantidad de movimiento al igual que en el
aparado 2 pero en el VC2, se obtiene:

Fuerza exterior realizada contra el fluido .

Z: F,=—pviA, 37)

Fuerza realizada por el fluido contra el exterior z_zi
La fuerza que ejerce el fluido contra el exterior en el rotor trasero sera:
V4
Z: R.=-F, = pviZDf (38)

Una vez conocida esta fuerza, se puede evaluar el momento que realiza esta fuerza con
respecto al eje de giro del rotor principal:

M, =R.L(=])= pvi T D}L(-]) (39)

Y la potencia necesaria que debe desarrollar el rotor principal N para contrarrestar el
momento producido por el rotor trasero:

27 2 A
N=M,0=pvi D, Lo(-]) (40)
Por tanto, la velocidad de giro @ a la cual gira el rotor principal es:
N .
0= (-}) 1)
Pvi n DL

La velocidad de salida en la superficie de control 4 es:

—vid=v IDE o v, :ﬁQ_wz (42)
47

De ahi,

p Qrt z DtZL
T 2| 4
4"
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N%Df )
= -J (43)
pOLL (=)
Tomando los datos del enunciado,
w=48,9 rad/s(—})§467 rpm(—j’) (44)
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Accionamiento de un ventilador
axial sujeto mediante cables

Un ventilador axial que impulsa 15 m%/s de aire pende de un techo mediante cuatro ca-
bles, tal como se muestra en la figura 1. El conjunto tiene una masa de 100 kg.

Se pregunta:

I- Calcular el desplazamiento que se produce al poner en marcha el ventilador
cuando su motor gira hacia la derecha (flujo hacia la derecha, como se repre-
senta en la figura 2) y la tension que debe soportar cada cable.

2-  Que ocurre si, por error, se hace girar el motor en sentido contrario. Supdngase
que, en esta situacion, el caudal impulsado disminuye hasta un 80 % con res-
pecto al del caso anterior

Techo
\ 1
Cable /

Ventilador

Figura 1. Esquema
del conjunto (no a

escala)
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Figura 2.

Esquema de las di-
mensiones principa-
les del ventilador (no
aescala)

2000

@1000

\

-
S

N

/

Nota: Se considera que el centro de gravedad del conjunto se encuentra centrado longitudinalmente y sobre el
eje axial (eje de simetria).

Estrategia para resolver el problema

Se sabe que las actividades de aprendizaje son como un interfaz entre los estudiantes, el
profesorado y los recursos que facilitan la retencion de la informacion y la construccion
conjunta del conocimiento.

Se sabe que las actividades de aprendizaje pueden ser de dos tipos: reproductivas y
comprensivas.

Se sabe que las actividades memoristicas o reproductivas pretenden la memorizacion y
el recuerdo de una informacién determinada. Por ejemplo: memorizar una definicion,
identificar elementos en un conjunto, recordar (sin exigencia de comprender) una for-
mula, aplicar mecanicamente férmulas y reglas para la resolucion de problemas, etc.

Se sabe que las actividades comprensivas pretenden construir o reconstruir el significado
de la informacion con la cual se trabaja. Por ejemplo:

—  Resumir, interpretar, generalizar...: requieren comprender una informacion previa y
reconstruirla.

—  Explorar, comparar, organizar, clasificar datos...: exigen situar la informacioén con
la cual se trabaja en el marco general de su ambito de conocimiento, y realizar una
reconstruccion global de la informacion de partida.

— Planificar, opinar, argumentar, aplicar a nuevas situaciones, construir, crear...: exi-
gen construir nuevos significados, construir nueva informacion.

En el problema siguiente, tendra ocasion de autoevaluar si las actividades comprensivas
realizadas durante la resolucion del problema anterior han sido provechosas y si ha reva-
lidado la adquisicion de conocimientos que pretendia.

Veamoslo.
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Comprender el problema

Lea detenidamente el enunciado. Hagalo muy despacio, intentando interpretarlo todo,
incluidas las preguntas. Utilice los dibujos y los esquemas que estime necesarios. Los
dibujos contribuyen a una rapida interpretacion.

Empiece por preguntarse: ;De qué datos disponemos? Facilmente, del enunciado se
puede extraer la geometria que define el entorno fisico (ventilador) y como este esta
colgado.

Dedique un cierto tiempo a imaginarse como se movera el sistema colgante. Por unos
momentos, olvidese de la mecanica de fluidos y concéntrese en pensar que el ventilador
es un sistema "mecanico" (por ejemplo, un péndulo) que se ve empujado hacia un lado.
En su razonamiento, puede ayudarle pensar en la tercera ley de Newton (principio de
accion y reaccion).

Admitiendo que usted ya ha conseguido un cierto dominio del movimiento del sistema,
desde el punto de vista “mecanico”, ahora debe preguntarse: ;De qué forma el chorro de
aire que sale del ventilador perturba el sistema?

Se sabe que, para evaluar la interaccion entre el movimiento de un fluido (chorro aire) y
un objeto (ventilador), le puede ayudar mucho seguir la estrategia siguiente:

1. Establecer la condicion de equilibrio de fuerzas sobre el objeto (diagrama del s6lido
libre), teniendo en cuenta que una de las fuerzas por considerar es la accion del
fluido sobre el objeto (condicion de equilibrio mecanico).

2. Establecer la ecuacion que describe el principio de conservacion de la cantidad de
movimiento sobre un volumen de control que delimita el fluido que esta en contacto
con el objeto (punto de vista del fluido mecanico).

A continuacion, le aconsejamos dedicar unos minutos de su tiempo a imaginar distintas
situaciones del problema y a definir distintos volumenes de control: unos fijos (inercia-
les) y otros moviles (no inerciales).

(Cual le parece mas adecuado? ;Puede hacer una lista de ventajas e inconvenientes sobre
el empleo del volumen de control elegido?

Ahora debe concretar algunas cosas: con la ayuda de distintos dibujos, intente esquema-
tizar el movimiento del fluido que pasa a través del ventilador y la posicioén de equilibrio
de este para un caso concreto. Aproveche estos dibujos para insertar los vectores que
representan las velocidades del fluido con respecto a las superficies de control corres-
pondientes a los distintos volimenes de control planteados.

(Puede definir la naturaleza (propiedades) del fluido? ;Qué hipotesis necesita formular?
(Puede cuantificar las velocidades del fluido (cinematica) con relacion a las superficies
de control?

Se sabe que, para cuantificar correctamente el movimiento del fluido a través del volu-

men de control, debe plantear un balance integral de masa. ;jRecuerda como se habia
aplicado en problemas anteriores?
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Trazar un plan para resolverlo

(Este problema es similar a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o
plan que seguir para resolverlo?

Entonces, manos a la obra. Empiece por dibujar un diagrama de flujo que le permita
visualizar los pasos que debe seguir para resolver el problema. Tome como punto de
partida los dibujos y las reflexiones que ha realizado en el apartado anterior.

No se olvide de empezar el diagrama indicando aquellas tareas que corresponden a la
interpretacion de su ventilador como si fuera simplemente un “sélido libre”. Ahora, en
el diagrama deberia incluir otra tarea: hacer una lista de las fuerzas que actiian sobre el
sistema y plantear la ecuacion que define el equilibrio del sélido libre.

(Se ha dado cuenta de que, en la citada lista, solo tiene una incognita? La incognita es la
fuerza de reaccion que hace el chorro de aire sobre el ventilador (fuerza del fluido/s6-
lido). Perfecto.

Le aconsejamos que haga otro dibujo junto al dibujo del sélido libre. Intente esbozar el
volumen de control ¢ inserte la fuerza que por accidén/reaccion es equivalente al chorro
de aire (es lo que interpretamos como las fuerzas exteriores que actian sobre el fluido
encerrado dentro del volumen de control (s6lido-fluido).

Ahora, le invitamos a completar la lista de todas las fuerzas externas que actuan sobre el
fluido encerrado dentro del volumen de control (masicas y superficiales).

Para continuar con el diagrama de flujo, recuerde que tiene que incluir los recuadros
correspondientes a los balances integrales y que las ecuaciones de los balances integrales
de masa y de energia tienen caracter escalar, mientras que el balance integral de cantidad
de movimiento tiene caracter vectorial.

(Es consciente de que primero necesita los resultados del balance integral de masa antes
de aplicar el principio de conservacion de la cantidad de movimiento?

A continuacion, inserte las lineas, junto a los recuadros, que representen las variables
(las supuestamente conocidas o “datos” y las que son incognitas). Es aconsejable afiadir
pequetios comentarios y leyendas sobre como resolver cada término de los balances in-
tegrales e incluir una referencia a las hipotesis utilizadas.

Inspeccione las variables compartidas entre ambos balances y proceda a unir todas las
lineas que representan las mismas variables. Si tiene dudas, le invitamos a revisar como
se planificé la resolucion del problema del helicoptero.

Se sabe que la comprension profunda de cualquier concepto requiere utilizar varias re-
presentaciones; aunque muchas veces los estudiantes creen que una representacion (la
algebraica) es suficiente.

Se sabe que los estudiantes, en general, tampoco tienden a interrelacionar representacio-
nes, lo cual a menudo significa que sus ideas fisicas abstractas no estan bien conectadas
con experiencias del mundo real.
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Le invitamos a excederse en el empleo de las representaciones (esquemas, diagramas,
etc.). Si no lo puede explicar graficamente de forma simple es que no lo entendi6 bien.

Supongamos que ya lo ha conseguido. Le invitamos a revisar y a completar, en su caso,
el esquema de los pasos que seguir. ;Ha verificado qué se consigue con cada paso?

Ejecutar el plan

Primero “visualice”. Lo normal es que, al principio de la resolucion del problema, no se
vean todas sus implicaciones y que solo se logre una total comprension de este tras haber
“jugado” con las ideas algtn tiempo.

Si surge alguna dificultad que le deja bloqueado, debe volver al principio, reordenar las
ideas y revisar el plan previsto. No desfallezca. Vuelva a probarlo de nuevo, pero... jno
se agobie! A veces, nos empefiamos en que hay que cambiar de libro cuando so6lo hay
que pasar pagina. Distraigase un poco. Deje que su cuerpo genere un poco de adrenalina
saliendo a caminar. Ya vera como después se siente mejor.

Ahora vuelva a retomar el problema con confianza. Estamos seguros de que las dificul-
tades practicamente han desaparecido y que usted no solo descubrira lo que debe hacer,
sino que —y eso es alin mas importante— vera exactamente como aplicar cada principio.

Comprobar los resultados

Antes de comprobar los resultados, asegtrese de que ha representado los resultados ob-
tenidos de la forma mas oportuna.

Parafraseando la cita de César (“La esposa del césar no solo debe ser honesta, sino pare-
cerlo”), queremos trasladarle el mensaje siguiente: En la vida profesional, la ingeniera y
el ingeniero no solo deben saber hacer célculos, sino que deben saber exponerlos de
forma resumida y convencer a los demas de que son correctos. La finalidad es exponer,
de forma condensada, esta informacion y mostrar su significado e importancia.

Se sabe que la valoracion de la solucion es fundamental para mejorar el aprendizaje en
la resolucion del problema. Debe utilizar su capacidad critica para examinar el resultado
obtenido y valorar el procedimiento que ha seguido.

Invierta un poco mas de tiempo en responder a las preguntas siguientes.

(Puede comprobar el resultado? ;Es razonable? ;Satisface las condiciones establecidas
en el problema? ;Advierte una solucion mas sencilla? ;Puede comprobar que su proce-
dimiento es correcto? ;En qué se podria haber mejorado? ;Puede ver como extender la
solucion obtenida a un caso mas general?

Consideramos oportuno comentarle que los parrafos anteriores tienen como objetivo
ayudarle en su formacion. Y que todo lo expuesto requiere mucho tiempo y esfuerzo. No
se limite a recurrir solo a las actividades memoristicas o reproductivas (aplicar mecani-
camente formulas y reglas para la resolucion de problemas, etc.).
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Se sabe que los resultados que se consiguen guardan una proporcion directa con los es-
fuerzos realizados.

Nota: Como ha podido constatar en cada problema, después del apartado “Estrategia
para resolver el problema” viene un apartado que contiene una resolucion escueta del
mismo. También ha comprobado que no hay respuestas a algunas de las cuestiones plan-
teadas, ni diagramas de flujo, ni tampoco un analisis critico de los resultados obtenidos.
Queremos evitar, a toda costa, que la resolucion del problema represente para usted una
actividad memoristica o reproductiva.

(Es intencionada esta forma de proceder? Si, la vemos como una oportunidad. Y creemos
que es una oportunidad porque esta en linea con su aprendizaje y le ofrece lo que necesita
para mejorar. Queremos extraer lo mejor de usted: imaginacion, creatividad, seguridad,
autoestima, etc.

Se sabe que, cuando los retos estan por encima de las habilidades, sentimos ansiedad y,
cuando ocurre lo contrario, eso es, cuando nuestras habilidades estan por encima de los
retos, nos aburrimos.

Estudio

Breve descripcion

El ventilador axial genera un flujo de aire que, junto con la diferencia entre las areas de
las secciones de entrada y salida del aire, genera una fuerza de cantidad de movimiento

que contrarresta una parte del peso sobre los cables y provoca una nueva situacion de
equilibrio

Analisis

Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)

Deformable No inercial (movil)
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
] Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: 4 presibilidad
Progfzso de compre- Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
s Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen T
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Situacion de equilibrio por desplazamiento de un ventilador axial debido a la
fuerza de la cantidad de movimiento del flujo producido

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de las velocidades son constantes y uniformes
en las secciones de control.

- Los solidos son indeformables.

- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

- Se considera que el centro de gravedad del conjunto se encuentra centrado longitu-
dinalmente y sobre el ¢je axial (eje de simetria).

- Es despreciable el efecto de la gravedad en el fluido.

Principios basicos y leyes fundamentales

2% ley de Newton
—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

Resolucion

Calcule el desplazamiento que se produce al poner en marcha el ventilador
cuando su motor gira hacia la derecha (flujo hacia la derecha representado
en la figura 2) y la tension que debe soportar cada cable.

Para calcular la tensién que deben soportar los cables, se debe llevar a cabo un anélisis
integral en el volumen de control VC1 inercial e indeformable, como el que se presenta
en la figura 3. Aplicando el principio de conservacion de la masa en el analisis integral,
se obtiene:
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Figura 3.

Detalle del volumen
de control inercial e
indeformable

%jpdV+J.p(\7-d;l)=0

vc Ne
—_—
=0;Hip. (1)
a—’0V+ 6_Vp + J'(v'di):o
ot ot o
—_—— —_ Hip. sc

=0;Hip. =0;indeformable

‘ VCl1

-

/-\ . \
Y =
: 5 Y
S] :K ——= Sz
| y )

[

D1

RARR

e £=

Yo

de donde las superficies de control son:

[(5-a8)= [ (-nds)+ [ (radsy)= v [ (-as,)+ v, [ (ds,)=0

Ne SC1 SC2 Hip. SC1 Hip. sC2 (2)

y se obtiene:
Q=S =05, (3)

Para calcular la tensiéon que deben soportar los cables, es necesario conocer la fuerza
asociada al movimiento del fluido y asi aplicar el principio de conservacion de la canti-
dad de movimiento en su analisis integral. Se elige un volumen de control indeformable
e inercial, igual al utilizado anteriormente, representado en la figura 3.

El principio de cantidad de movimiento en analisis integral es:
= 0 - R
Fouye = a _[ pvdV + J PV (v-dS) 4)
ve e

Se estudian al detalle cada uno de los tres términos del principio de cantidad de movi-
miento.
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Fuerzas externas que actuan sobre el VC F, .

F, extVC = F masicas,VC + K normales,SC + Ftangenciales,SC (5 )
— Fuerzas masicas: F ., vc =0 despreciables desde las hipotesis propuestas.

— Fuerzas superficiales

— Fuerzas normales: F .= p  Si+ p, S, (—f):o ya que se
’ - —=
=Fpy =0(rel) =P,,,=0(rel)

atm
trabaja en términos de presiones relativas.

— Fuerzas tangenciales. En las superficies de control del volumen de control esco-
gido, no se presentan esfuerzos cortantes. Se elige tomar la fuerza mecdnica, que

ademas sera la incognita del problema: Ftangenciales,sc © Fecinicasc = Fxf
Fext,VC = Fmésicas,VC + Fnormales,SC + Ftangenciales,SC = in (6)
Variacion temporal de la cantidad de movimiento en el interior del VC
0 -
— I pvdV
ot
vc

El término temporal es:

ﬁj'pvdlf:pﬁj'mrfzpﬁj' vav ) )
ot ~ Ot ot o on o el
VC H]p VC VC no varia en funcion del iempo

Variacion de la cantidad de movimiento en las SC

j pi (v-dS)
sc
Teniendo presente la figura 3,

J-p\"/(\?dg)z J- pﬁl(ﬁl-d§1)+ J. p§2(§2-d§2): p J.f,l(\—,l.dgl)_,_ p Ivz(vz'dgz):
sc sCl SC2 Hip. SC1 Hip. §C2

= [ (1:0,0)((1,0,0)-(=dS1,0,0)) + [ (12,0,0)((12,0.0)-(d5,0,0)) =

N6l sC2 8)
= [ (4,0.0)(~1d5,,0.0)+ p [ (1v5,0,0)(1,5,,0,0) =
SC1 SC2
:pJ' (—vlzdSl,0,0)+p.[ (v2dS,.0.0)= p ¥} j (~dS,,0,0)+ p v2 I (dS,,0,0) =
[a =
SC1 SC2 Hip. SC1 Hip. SC2

= pviS, (—f)-i—pv%Szf
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Reordenando la expresion anterior,
-(= ;3\ _ 2 2 20 2 2 L 2
J- ol (v-dS) =pvi'S, (—l )+pv2S21 =py S (—l )+pv2 S, i =p0, (v, —v)i  (9)
—— ——
Ne =0, =0,
Fuerza exterior ejercida contra el fluido 7 ;

Finalmente, reuniendo las expresiones determinadas y sustituyendo las ecuaciones (6),
(7) y (9) en la ecuacion (4),

lxt,vc=§ [ piav+ [ pv(vas) (10)
tVC Ne

Fi=pQ,(v,-w)i (an
R o) epo | 8o Qa2 L 1
X: Fo=pQy(v,—v) pQA[S2 Slj pQA[S2 Sl] (12)

Fuerza ejercida por el fluido contra el exterior g ;

La fuerza que ejerce el fluido contra el s6lido sera exactamente la tension que deberan
soportar los cables debida a la cantidad de movimiento:

1 1
X: R =-F, =pQi| ——— 13
x PO [S] Szj (13)
Tomando los datos del enunciado,
Q,=15m’/s
p=1,2kg/m’
8, =22 =Z(1m)* =0,79 m (14)
4 4
S,=2p2=Z(0,6m)’ =0,28 m’
4 4
y se obtiene:
X: R, =-622,51N (15)

En el equilibrio, el sumatorio de fuerzas en el ventilador (v. figura 4) es:
S F-0 (16)

R =T; (17)
donde

Ry =R+ = IR, +|mef (1)

y Tres la fuerza total que los cables deberan soportar.
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Sustituyendo los datos del enunciado y tomando los resultados ya obtenidos,

2
Ry = \/|—622,51 N|2 +‘-9,81 m/s*100 kg| =1161,84 N =T, (19)

La tension total 77 es soportada por cuatro cables; por tanto, la tension 7" que soportara
cada cable sera:

T= Z—T =290,46 N (20)

Qué ocurre si, por error, se hace girar el motor en sentido contrario. Supon-
gase que en esta situacion el caudal impulsado disminuye hasta un 80 %
con respecto al del caso anterior.

En este apartado, el caudal circula en direccion contraria al caso anterior y su valor sera:

0 =80%Q, =0,80, =12 m*/s 1)

En primer lugar, una vez estudiadas las condiciones de flujo en el ventilador axial, las
hipétesis que se plantean son:

Figura 4.

Detalle del equilibrio
de fuerzas con los
cables

Figura 5.

Detalle del volumen
de control inercial e
indeformable
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Para calcular la tension que deben soportar los cables, se lleva a cabo un analisis integral
en el volumen de control VC2 inercial e indeformable, como el que se presenta en la
figura 5. Aplicando el principio de conservacion de la masa en andlisis integral, se ob-
tiene, siguiendo el mismo procedimiento y bajo las mismas hipdtesis:

O, =v;8; =v,8, (22)

Para calcular la tension que deben soportar los cables, es necesario aplicar el principio
de conservacion cantidad de movimiento en su analisis integral. Se elige un volumen de
control indeformable e inercial, igual al utilizado anteriormente, representado en la fi-
gura 5. Siguiendo el mismo procedimiento que en el apartado anterior:

Fuerzas externas que actuan sobre el VC £

sz,VC = masicas,VC +anrm>\h= SC +Ewnnencials SC = FrB; (23)
Variacion temporal de la cantidad de movimiento en el interior del VC
0
< j pvdV
Ot 5.
El término temporal es:
0 - 0 (. 0 -
— | pvdV=p —|VdV =p— vdV =0 24)
at Y}l; H?;b at I}l; at VJ;' no varia en ;;x;i—ér;del tiempo

Variacion de la cantidad de movimiento en las SC
[ po(as)
sC

Teniendo presente la figura 5,

Sjcpv(v-dﬁ)= [ pv,(3:dS,)+ [ pv, (¥,dS,) = p [ ¥,(3d5,)+ p [ ¥,(v,d5,)=

SC3 sC4 H?;_ 5C3 H?;. sC4

=p [ (-,,0,0)((=v4,0,0)-(=ds,,0,0))+ p [ (,0,0)((~,,0,0)-(dS,,0,0)) =

SC3 SC4

(25)

= p [ (=93,0,0)(1,dS,,0,0)+ p [ (-v,,0,0)(~v,dS,,0,0) =

SC3 SC4
=p [ (—1dS,,0,0)+p [ (v}dS,,0,0)=p v} [ (~dS,,0,0)+p v} | (dS,,0,0)=

SC3 SC4 ]_:; SC3 ]:[T; SC4

= pv; S, (—f)+ pviS,i

Reordenando la expesion anterior,
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SJ;,DV(VdS’) = pviS, (—f)+pv§S4f = pv, %(—f)+pv4 %f =p0, (v, —v,)i (26)

Fuerza exterior ejercida contra el fluido 7,/

Finalmente, reuniendo las expresiones determinadas y sustituyendo las ecuaciones (23),
(24) y (25) en la ecuacion (4),

Fave =2 [onar + [ ol @
ot vc Ne
Fopl = pQy (V4 V3 )i (28)
1 1
X: Fy = p0y (v —v) = PO, [%—%] = 90} [S——S—J (9)

Fuerza ejercida por el fluido contra el exterior R ,i

La fuerza que ejerce el fluido contra el sélido sera exactamente la tensién que deberan
soportar los cables debida a la cantidad de movimiento,

1 1
X:Ry=—F,= pQLze [S__S_J (30)
3 4

Tomando los datos del enunciado,

83 =5,=0,79 m*

(€29)
S4=5,=0,28m?
y se obtiene:
X: Rz =-398,41N (32)
Y, en el equilibrio, el sumatorio de fuerzas en el ventilador (v. figura 4) es:
Rpp =Ty (33)
Sustituyendo los datos del enunciado y tomando los resultados ya obtenidos,
R, = \/|—398,41 N[ +|-9,81 m/s?100 kg =1058,82 N =T, (34)

La tension total 77z es soportada por cuatro cables; por tanto, la tension Tz que debera
soportar cada cable sera:

Ty :%:264,7N (35)
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Descarga de un depdsito

ad,

con aireador

En la figura 1, se presenta un deposito de base circular (D3) y completamente estanco
excepto en su parte superior, que es atravesada por una tuberia de didmetro interior (d;)
y un orificio lateral de didmetro (d>).

En un instante inicial, el deposito se encuentra completamente lleno de fluido y la valvula
A cerrada, y el nivel de la superficie libre por el interior de la tuberia llega a la altura (z)
con respecto el eje del centro del orificio. La parte inferior de la tuberia se encuentra a
una altura (z4) del eje del centro del orificio.

Z,

Figura 1.
Esquema del de
sito (no a escala

po-
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Se pide:

1. Determinar la expresion la velocidad del vaciado del depdsito a través del orificio
cuando se abre la valvula A.
2. Representar graficamente la velocidad de vaciado.

Hipotesis:
— Tomar como coeficiente de descarga la unidad.

— Suponer que la apertura de la valvula es instantdnea (despreciar el transitorio).

—  Despreciar las pérdidas de carga.

Estrategia para resolver el problema

Se sabe que asimilar el contenido de una asignatura “con un marcado caracter tecnolo-
gico” es como subir una escalera. Para llegar arriba, es necesario que ambas piernas tra-
bajen juntas. Una pierna nos sostiene mientras que la otra nos sube al siguiente escalon.
De la misma manera, el conocimiento tecnologico y el cientifico (conceptual) deben tra-
bajar juntos, apoyandose y mejorandose mutuamente.

Ahora se enfrenta a un problema muy simple, pero que requiere un “saber hacer” especial
para entender la singularidad del problema.

Se sabe que a los ingenieros se les suelen exigir habilidades como el liderazgo, la gestion
de equipos, la motivacion, la implementacion de recursos y la capacidad de analisis, entre
otras herramientas indispensables para su labor. Aunque no figura entre las mas habili-
dades mas comentadas, esta ultima —la capacidad de analisis— constituye una de las mas
importantes en la labor, toda vez que supone el desarrollo de una mirada critica, minu-
ciosa, previsora y proactiva, que no todos despliegan como es debido.

Comprender el problema

Lea detenidamente todo el enunciado del problema, incluidas todas las preguntas, y ex-
hiba su capacidad de analisis.

(Cuales son los datos de partida?
El enunciado es tan simple que podemos reconocer facilmente todos los parametros que
definen el entorno fisico y la naturaleza del fluido con una rapida inspeccion.

(Este problema es similar a otros ya conocidos? ;Puede describir las diferencias mas
significativas que existen entre este problema y el tipico problema de llenado/vaciado de
un simple deposito? ;Coémo podemos estimar el flujo masico de fluido que sale del de-
posito?

(Ha advertido que toda la dificultad se centra en realizar un analisis minucioso del pro-
ceso de descarga y, especificamente, la visualizacion de una secuencia detallada de ima-
genes, y del correspondiente balance integral de energia para cada una de ellas?



Descarga de un depdsito con aireador %

La habilidad para investigar la sucesion de imagenes en el tiempo le permitira descubrir
los detalles que determinan la funcion especifica del tubo instalado en la parte superior
del depdsito. (Lo tiene claro? ;Se ha percatado de que, mientras el depdsito se va va-
ciando, la superficie libre del agua en el interior del tubo se mantiene en una misma
situaciéon durante mucho tiempo (extremo inferior del tubo)?

Observe que, mientras se mantiene esta situacion singular, el proceso de descarga tiene
lugar en régimen permanente y, en consecuencia, el balance de energia (ecuacion de
Bernoulli) predice que el caudal descargado es constante.

Trazar un plan para resolverlo

Recuerde que, para plantear balances integrales, un requisito previo es definir un volu-
men de control. ;Qué particularidad tiene el volumen de control propuesto?

(Ve factible ahora que la resolucion conjunta de los balances integrales (de masa y ener-
gia) sobre el mismo volumen de control le debe permitir deducir las ecuaciones necesa-
rias para explicitar las variables incognitas en funcion de los datos? Si la respuesta es
afirmativa, ordene sus ideas y proyéctelas en un diagrama de flujo.

En caso negativo, vuelva a repasar los parrafos anteriores. Examine si hay algun desa-
cierto y/o ha cometido involuntariamente algun error.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Ayudese de unos dibujos para identificar el sistema y el volumen de control. Haga lo
propio con las superficies de control. Dibuje los vectores que definen la superficie de
control (superficies de flujo) y los vectores que definen las correspondientes velocidades
del fluido.

(Puede razonar cudl es el perfil de velocidades en cada una de las superficies de control?
(Necesita plantear alguna hipotesis?

Se aconseja acompaiiar los desarrollos y los calculos con una explicacion clara de lo que

se pretende y lo que se ha hallado.

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.
En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos en funcién del tiempo.
Recuerde que una forma de sintetizar y visualizar los resultados es mediante graficos.

(Le parecen razonables los resultados obtenidos?

Supdngase que se han obtenido unos resultados correctos. ;Puede corroborar y/o justifi-
car adecuadamente las hipdtesis seguidas?
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Para consolidar todo lo realizado en este problema, le invitamos a hacer una lista exhaus-
tiva de los conceptos utilizados y una sintesis del plan que le ha permitido resolver el
problema.

Estudio

Breve descripcion

Se trata del vaciado de un depdsito por su parte superior que tiene una tuberia conectada
con su interior y el exterior. El vaciado se producira por etapas, cada una definida por la
posicion de la superficie libre en el interior del tubo y el interior del deposito hasta que
llegue a su vaciado completo.

Analisis
Anélisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (movil)
Hipétesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
. , . Moédulo de com-
Densidad Variable: Liquido presibilidad
Proceso de compre- ENOE
., . Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido

ey Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo

En movi- Y . Estacionario
. Régimen o

miento Transitorio

PRESTACIONES del fluido

- Velocidad de vaciado del deposito

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.

- Los s6lidos son indeformables.

- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

- Se toma como coeficiente de descarga la unidad.

- Se supone instantanea la apertura de la valvula (se desprecia el transitorio).
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Principios basicos y leyes fundamentales
—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

— Principio de conservacidn de la energia. Ecuacion de Bernoulli

Resolucion

Determine la expresion la velocidad del vaciado del deposito a través del
orificio cuando se abre la valvula A.

Para resolver el problema, se utilizard un analisis integral mediante volumenes de con-
trol. Seguidamente, se estudiara el problema en etapas, cada una definida por la posicion
de la superficie libre en el interior del tubo e interior del depdsito hasta que llegue a su
vaciado completo. Asi:

Etapa 1. La superficie libre se encuentra en el punto 1 y desciende desde el punto 1 hasta
el punto 4, es decir, desde la altura z; hasta la altura z4 (v. figura 2).

Etapa 2. La superficie libre se encuentra en el punto 4 y permanece sin moverse en este
punto, mientras que el agua desciende desde el punto 3 hasta el punto 4, es decir, desde
la altura z; hasta la altura z4 (v. figura 3).

Etapa 3. La superficie libre se encuentra en el punto 4 y desciende desde el punto 4 hasta
el punto 2, es decir, desde la altura z, hasta la altura z, (v. figura 4).

Etapa 1. Velocidad en el orificio debida al vaciado de la tuberia desde z7 a
Z4

Para encontrar la velocidad en el orificio debido al vaciado de la tuberia desde z; hasta
z4, se debe llevar a cabo un andlisis integral en el volumen de control VCI1 inercial e
indeformable, como el que se presenta en la figura 2. Aplicando el principio de conser-
vacion de la masa en analisis integral, se obtiene:

Figura 2.
Pam 2d, Detalle del volu-

vy s Y pinerscapa

!_ ..... —

! u

!

!

! Z

! J o

I

[ fluido

|

I —12z,=0 (ref)

) T
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j pdV + J- p(ﬁ-dg):o
Ve Ne
—

=0;Hip (1)
op ov =
Py, ZTpon j .dS)=0
or ar e |(va)
=0;Hip  =0;indeformable P

de donde las superficies de control son:

[ (7-d5)= [ (-vias))+ [ (vads,)=0

Ne SC1 SC2 (2)
v [ (=ds))+ v J' dS,) =0
I:;iLIlSCI( 1) Hf» SCZ( 2)
y se obtiene:
1S 41,8, =0 —> vlgd12=v2%d22 3)

Las incognitas que aparecen en la expresion anterior son las velocidades en las secciones
de control 1 y 2. La velocidad de la superficie libre en el interior de la tuberia en funcion
del tiempo es:

dz,

M=t “)

La velocidad a la salida del orificio se halla aplicando el principio de conservacion de la
energia, que, mediante las hipdtesis convenientes, deriva en la conocida ecuacioén de
Bernoulli:

H/ =H,+AH_, &)
%,—J
=0,Hip.

Aplicandola entre los puntos 1 y 2 representados en la figura 2:

2 2

F P
—l+Zl+V—l=—2+ 22 +V_2 (6)
Pg 2g pg 57, 28
—— — ;s
=0,rel =0,rel

y se obtiene:
12 :\/2gzl+v12 (7

Sustituyendo ahora las ecuaciones (4) y (7) en la ecuacion (3):

d 2
-=Ld} =, |2¢z +(—7] d; (8)
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Tras una serie de operaciones matematicas,

__dz _ dt : ©)
\/Zgzl 4, 4 2
— 1 -1
1)
e integrando,
z4 t
J-_ dz, ZJ- dt ; (10)
l \/2g21 4 dl ! ’
— | -1
)
2 t,—t
(z-z)= "0 (11)

e Ve (12)

O la altura en funcion del tiempo,
g 2
2y =5 -——E (1) (13)
o [ D] -1
dy
Para encontrar la velocidad de vaciado de la tuberia, se parte de la ecuacion (6):

v =v; —2g2 (14)

Sustituyendo ahora en la ecuacion (3),

W2 —2gzd? = vyd? (15)

Tras una serie de operaciones matematicas, se obtiene la velocidad en el orificio debida
al vaciado en la tuberia desde la altura maxima de la superficie libre en el punto 1 z; hasta
el final punto 4 z,.
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desde z, (1) = z) oy = Cte = z4 = [ (1) (16)

También puede obtenerse esta velocidad en funcion del tiempo. Derivando la expresion
(13) en funcioén del tiempo,

A g Hlds dy 17
dt dt r 4 7 | dt dt
e d 01—
=0,z,,max=Cte 2 1 -1 =0,t;=Cte
d,
oy _ g dly
d [, 4 |podt
LI
dy
- (18)
Sustituyendo ahora en la ecuacién (3),
dy
V=V, —=
4 2d12
dz d;
fen »
1
| e du|_ &
4 Tpodt ? d}
LI
d,
y se obtiene:
J 2
v, (de 1a4)=—F l(d—‘j t, desdez o =Cle—>z,=f(1)  (20)
2

Etapa 2. Velocidad en el orificio debida al vaciado del depdsito desde zs
hasta z4

Para determinar la velocidad en el orificio debida al vaciado del deposito desde z; hasta
z4, se aplicara la ecuacion de Bernoulli entre los puntos 3 y 2 (v. figura 3):
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Hy=H, +AH, , 02}
—
=0,Hip.
2 2
P, \% P, v
=Stz + 2—3 =2+ z +2—2 (22)
-
Pg g pg 5. 28
=0,v3~0 =0.rel
Patm Figura 3. Deta-
— - lle del vaciado
de la segunda
etapa
33 ooo ooo
£ <
0c o0 °
000 oOc
00 o o.Q
oco o, o(7 6 Q
o) ‘<’>o .4 2500
Z3

—7,=0 (ref)

y se obtiene:

2
P :—pgz3+pV?2 (23)

Aplicando ahora fluidoestdtica entre el punto 3 (velocidad despreciable) y el punto 4
(que permanecera estatico hasta que la cota de la superficie del punto 3 alcance el punto
4),

P, =P3+pg(z3—z4) 24)
—

=Py, =0,rel

Igualando las dos tlltimas expresiones,

2
V.
—pg(z3—24) =—pgz; +p?2 (25)
Y se obtiene:
v, (de 3 a4)=,/2gz, donde z, es constante desde z; — z, (26)

donde se observa que no es funcidon del tiempo y es una velocidad constante, ya que la
altura z, permanecera constante en el vaciado del deposito desde la altura z; hasta alcan-
zar la altura z,. El tiempo de vaciado correspondiente a esta segunda etapa puede esti-
marse mediante la ecuacion de continuidad:
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Figura 4.

Detalle del vaciado
de la tercera etapa

144

O3 4=W5,
Vi Vs (27)
34 = gz, —d;
t3_4 4
El volumen desalojado es:
T
V34 :Z(Dé_dlz)(%_%) 28)

Asi pues, la estimacion del tiempo de vaciado correspondiente a esta segunda etapa es:

fo (D; _dlz)(% - 2,) (29)
e 2gz,d;

Etapa 3. Velocidad en el orificio debida al vaciado del depdsito desde z+
hasta z:

El planteamiento es el mismo que el que se ha desarrollado en la etapa 1, pero ahora en
el volumen de control 2 (v. figura 4). Por tanto, la velocidad en el orificio debida al
vaciado en el depdsito desde la altura final de la tuberia, superficie libre en el punto 4 z4,
hasta el final, punto 2 z; (v. figura 4), sera:

Patm
%
m :
VCQ. iv
! fluido
!
=_ z,= 0 (ref)

Tiempo empleado:
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(30)
Velocidad: (31
Y la velocidad en funcién del tiempo:

(32)

Represente graficamente la velocidad de vaciado.

Para representar la velocidad de vaciado por el orificio en el punto 2, se deben tomar
algunos valores iniciales como:

dy=300mm=0,3m
d, =50 mm =0,05 m
D;=1000 mm=1m

S (33)
z, =2 m (altura inicial)
zz=1lm
z;=0,5m

y se obtiene:

— Etapa 1. Tiempo de descarga de la tuberia (desde el punto 1 hasta el 4) [ecuacion
(20)] ZLetapa] = 11,5 S

— FEtapa 2. Tiempo de descarga del deposito a la altura de la superficie libre z4 constante
(desde el punto 3 hasta el 4) [ecuacion (26)]: ferapa 2 = 58,1 s

— FEtapa 3. Tiempo descarga del deposito (desde el punto 4 hasta el 2) [ecuacion (31)]:
ZLetapa.? = 127,7 N

— Tiempo total: tiom =197,3 s

El grafico de la velocidad de descarga en funcion del tiempo se muestra en la figura 5.
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Figura 5. 7
Velocidad de Et
} apa |
vaciado vs.
tiempo para 6 Etapa2 —
las tres etapas = . Etapa 3
E 5 Ecuacion (20)
E
A
< ‘W
j——
g’ ~—— Ecuacion (31)
B y ~
22 Ecuacion (26) ~—
> ~
1 S
—
0 —
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
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Fuente de agua de
Heron de Alejandria

En la figura 1, se presenta el esquema de la fuente de agua de Herén de Alejandria,
formada por tres depdsitos. En un primer instante, no sale agua por la fuente de agua y
la situacion de las superficies de agua en los depdsitos es la que se presenta. A partir de
ese momento, el agua fluye desde el deposito superior por la tuberia A hasta entrar por
la parte inferior del depdsito de la derecha (v. figura 1). La camara de aire del deposito
de la derecha estd conectada a la camara de aire del depdsito de la izquierda mediante la
tuberia B. Finalmente, la tuberia C sale del fondo del deposito de la izquierda y conduce
el agua hasta la parte exterior del depdsito superior formando la fuente de agua.

atmosfera \/, fuente de agua
depdsito superior agua
J \
7 3
tuberia B aire aire
tuberia C

—

K agua ‘ tuberia A

p N agua g

deposito izquierda deposito derecha

oG f oG

Figura 1. Es-

quema de los de-

positos y la

fuente de agua

(no a escala)
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Se pide:

1. Calcular la velocidad del fluido en la tuberia.
Determinar la expresion del tiempo en que la fuente de agua esta en funciona-
miento

3. Determinar cuanto tiempo permanecera en funcionamiento la fuente de agua
tomando los datos de la tabla 1.

Hipotesis:

No considerar las pérdidas secundarias en codos, etc.

Datos:
Factor de friccion: f=0,02
Longitud de A: La=5m
Longitud de B: Lg=5m
Diametros de las tuberias A y B: D =20 mm
Diametros de la base de los depositos: G=1m
Altura de los depositos: K=15m
Altura de la superficie del deposito de la izquierda: M=12m
Altura de la superficie del deposito de la derecha: N=0,2m
Altura total: H=4m
Densidad del agua: p = 1.000 kg/m?

Estrategia para resolver el problema

Se sabe que Heron de Alejandria es considerado uno de los mayores cientificos e inven-
tores de la Antigiiedad (un gran tecnologo). Le sugerimos ojear alguna monografia sobre
sus alucinantes inventos.

Se sabe que la fuente de Heron fue creada con una finalidad didactica. Segun algunos
historiadores, Herdn ensefi6 fisica y matematica en la Universidad de Alejandria, y uti-
liz6 algunos de sus inventos como una manera de complementar la ensefianza.

Comprender el problema

Lea detenidamente todo el problema, incluidas todas las preguntas, y exhiba su capacidad
de analisis.

Se sabe que la capacidad de analisis es una de las cualidades que mas identifica a los
ingenieros y acaso una de las que mas utilizan en su vida profesional.

Pongase a prueba: ;Coémo funciona la fuente de Heron? Le sugerimos que haga tantos
dibujos como estime oportuno. No condicione su creatividad e imaginacion.
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(Ha identificado los parametros que definen el entorno fisico y la naturaleza de los flui-
dos implicados? ;Puede explicar qué tipo de proceso termodinamico seguira el aire acu-
mulado en el interior de los depositos, cuando haya transferencia de agua a través de las
conducciones de entrada y salida?

Se sabe que la gran razon por la cual los estudiantes encuentran ciertas dificultades’ en
la resolucion de los problemas es el desacierto en transformar el soporte tecnologico del
problema (la maquina o el proceso real) en un modelo virtual simple que ponga de relieve
la comprension exacta de los principios fisicos implicados y margine aspectos secunda-
rios implicitos del soporte material.

(Se ha percatado de que la fuente estd constituida por tres sencillos depdsitos? ;y que las
unicas diferencias significativas entre los depositos citados son sus condiciones de con-
torno?

Se sabe que, en la cultura popular, la expresion “divide y venceras” hace referencia a un
refran que sugiere, para resolver un problema dificil, dividirlo en partes mas simples
tantas veces como sea necesario, hasta que la resolucion de las partes resulte obvia. La
solucién del problema principal se construye, pues, a partir de las soluciones encontra-
das.

Trazar un plan para resolverlo

De acuerdo con los razonamientos anteriores, jes este un problema similar a otros que
ya conocemos? Le invitamos a revisar el diagrama de flujo implementado para resolver
problemas relacionados con el llenado/vaciado de los depdsitos.

Recuerde que, para plantear balances integrales (de masa y energia), un requisito previo
es definir un volumen de control. Intente ahora esquematizar los balances integrales (de
masa y energia) para los tres depositos. Represente cada balance con un recuadro.

Inserte lineas, junto al recuadro, que representen las variables (las supuestamente cono-
cidas o “datos” y las que son incdgnitas). Es aconsejable anadir pequeiios comentarios y
leyendas sobre como resolver cada término de las ecuaciones de continuidad e incluir
una referencia a las hipotesis utilizadas.

Inspeccione si existe alguna variable compartida entre ambos balances, y reflexione so-
bre cada una de las condiciones de contorno y como implementarla sobre el diagrama.
Proceda a unir todas las lineas que representan las mismas variables.

(Ve factible ahora que la resolucion conjunta de los balances integrales le permite en-
contrar las ecuaciones necesarias para explicitar las variables incognitas en funcion de
los datos? Si la respuesta es afirmativa, intente completar y ultimar el diagrama de flujo
con suficientes leyendas y simbolos. En caso negativo, vuelva a repasar la secuencia
anterior. Examine si hay algun desacierto y/o ha cometido involuntariamente algun error.

! Consideramos oportuno sefialar que algunas dificultades estan en concomitancia con una falta de dominio
(conocimiento y madurez cognitiva) de los conceptos propedéuticos y la utilizacién de unidades del SI.
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Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Se aconseja acompaiiar los desarrollos y los célculos con una explicacion que indique
claramente lo que se pretende y lo que ha hallado.

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe si lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Supdngase que ha terminado todos los céalculos y ha obtenido unos resultados. ;Puede
corroborar y/o justificar adecuadamente las hipotesis utilizadas?

Para consolidar todo lo realizado en este problema, le invitamos a que haga una lista
exhaustiva de todos los conceptos utilizados. ;Puede representar con un grafico la evo-

lucion temporal del nivel de la superficie libre de agua para cada uno de los depositos?
(Son razonables? ;En qué se podria mejorar el diagrama de flujo implementado?

Estudio
Breve descripcion

En esta peculiar configuracion, la disposicion de los depositos y su geometria presentan
un sistema que permite un periodo caracteristico de funcionamiento de la fuente de agua.

Analisis

Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)

Deformable No inercial (mévil)
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
. L Moédulo de com-
Densidad Variable: Liquido presibilidad
Proceso de compre- —
., ., Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
er Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen o
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Velocidad méaxima en la fuente y tiempo de funcionamiento

Otras hipotesis de TRABAJO
- La variacion de la temperatura es despreciable.
- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.
- Las variaciones de densidad del aire encerrado en ambos depdsitos y en la tuberia
C son despreciables.
- No se consideran las pérdidas secundarias en codos, etc.
- No hay transferencia de calor.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Principio de conservacion de la energia. Ecuacion de Bernoulli

Resolucion
Velocidad del fluido en la tuberia

En primer lugar, se puede examinar cudl es el potencial maximo de la fuente, asi como
su velocidad méaxima, justo antes de empezar a funcionar. El principio basico para resol-
ver el problema es el de conservacion de la energia para un volumen de control indefor-
mable e inercial:

%IvcpedV+J.SCp[e+%J(\7-fsz)=Q—We—Wt (1)

Partiendo de las hipotesis propuestas, se llega a la conocida ecuacion de Bernoulli gene-
ralizada:

H,=H,+AH,_, 2)
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Figura 2. atmosfera \/, fuente de agua
Detalle de los volu- V
menes de control y w3 =0
puntos de energia
deposito superior agua
) {
s &VC 1 B
tuberia B aire aire .
Vi . tuberfa C |l i"
A H
s -
|
—— : —e— =
5 | |
\V(e) Z\L \LVZ
K . ‘ | SrT V'T 1 l‘ tuberia A
W s s agua | S S E
B B A
- 3 N- agua Sl VAQ;EJ%Z; 0 (ref‘)
z =0 (ref) e ———— —
deposito izquierda 929G deposito derecha

2 2 2
i-{-ZO-F V_O =i+zl+ v_l +fAL_Av_A
pg 28 pg =~ 28 D, 2g
— = — = —
—Orel ~0,2~0 =0,2%0 3)
P L,V
H=—1+N+f,-4 V4
g D, 2g

Aplicandola ahora entre los puntos 2 y 3 representados en la figura 2:

2 2
i+ Z, + v_2 = P3 + z +_+f LB V_B
22 2726 72,2
pE Ty 28 PE Iy <8 B <8
=0,v3~0 =0, orel 4)
P, L
H=By By e
prg 2g Dy 2g
E igualando las dos expresiones (3) y (4),
2 2 2
B oonepLava By V5 g Ls Vi (5)
prg D,2g pg 2g Dy 2g

Teniendo presente la hipotesis de que la variacion de densidad del aire encerrado en
ambos depositos y en la tuberia C es despreciable, asi como los datos del enunciado,
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. . B _ P
Hipotesis = —- =~ —%
rg  pPE
Factor de friccion.= f, = fz = f 6)
Diametro tuberias = D, = Dy = D — Por continuidad = v, =v; =,
Por tanto,
2 2 2
M-N=pfa¥s (V5 ols Vs
D 2g 2g D 2g
) ™
M-N=22-(L,+1+Ly)
donde

2gD(M - N

Vinax = # (8)
S(Ly+Lg+1)

y, tomando los datos de la tabla 1, se obtiene:

Voo = 1,34 m/s ©9)

La fuente dejara de funcionar cuando la altura de las superficies libres de ambos deposi-
tos se igualen. Es decir,

Zﬁnal:N+ 20,71’11 (10)

Determine la expresion del tiempo en que la fuente de agua esta en funcio-
namiento.

Se aplica de nuevo la ecuacion de Bernoulli entre los puntos 0 y 1:

H:i+zl+f—— (11)

g D 2g
Aplicandola ahora entre los puntos 2 y 3 representados en la figura 2:

2

p=to . v Ly (12)
Prg 2¢ ~ D2g
Derivando la ecuacion (11) con respecto al tiempo,
=Lﬁ+ﬁ+ _LAVA% &z_f_LAvAdﬁ (13)
pg dt dt Dg dt dt Dg dt
—

=0,Hip.

Derivando ahora la ecuacion (12) con respecto al tiempo,
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0L db 5 vadvy o Lgvydv o odn | vidvy o Lpvidvs g
pg dt dt g dt Dg dt dt g dt Dg dt
—

=0,Hip.

Para encontrar la relacion de alturas de los depositos en el tiempo, se debe llevar a cabo
un analisis integral en el volumen de control VCI inercial e indeformable, como el que
se presenta en la figura 2. Aplicando el principio de conservacion de la masa en analisis
integral, se obtiene:

jpdmjp(v.d*):o

148 Ne
%r_/
=0;Hip. (15)
op oV S e
EV—F E,D +8J.(VdS)—0
— —_ Hip. sC

=0;Hip. =0;indeformable

de donde las superficies de control son:

[ (5-a5)= [ (~nas))+ [ (vd5,)=0

Ne SC1 SC2

v [ (=as)+ vy [ (ds)=0 (16)
[ [

Hip. SC1 Hip. sC2

VS +1,8, =0

Y, como los dos depdsitos tienen la misma area, Si=8>=>v=v 17)

La velocidad de ascenso de la superficie libre del depdsito de la derecha y la velocidad
de descenso de la superficie libre del depdsito de la izquierda son:

dzy _dz

Vv =+— vy = 18
1=t YV Ul (18)
y se obtiene:
L) (19)
dt dt
Sustituyendo la ecuacion (14) en la ecuacion (19), se obtiene:
_dzy _vsdvy | o Lyvidvs dz (20)
dt g dat Dg dt dt
Sumando ahora la ecuacién (20) y la ecuacion (13),
dn _ _vsdvs pLpvsdvs o Lyvadvy
dt g dt Dg dt Dg dt
21

L4z =_(1+fLB)ﬁ&_ Lyvgdvy

dt D)g dt * Dg di
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De nuevo, se debe llevar a cabo un analisis integral en el volumen de control VC2 y VC3
inercial e indeformable, como los que se presentan en la figura 2. Aplicando el principio
de conservacion de la masa en andlisis integral, se obtiene (con el mismo procedimiento
anterior) en el volumen de control VC2:

dz, S
VC2: vpSp=v,8, — sy, =——222 22
Vo = V297 V3 =Vp d S, (22)
que, mediante la ecuacion (19), queda:
dz, S
VC2: vy=—1=2 23
BT s, (3)
En el volumen de control VC3:
dz, S
VC3: v,S,=vS, —> v, =—L°L 24
VaR 4 = V191 Va dr s, 24
Sustituyendo las ecuaciones (23) y (24) en la ecuacién (21), se obtiene:
2% :_(H fL_leﬁ&ﬂ_ pLadz S dvy
dt D )g dt Sy dt Dg dt S, dt 25)
2 __[1+f]‘_3)l&%_ L_Aidﬁ
D )gSy dt Dg S, dt
Como es conocido,
$,=8,=8; S§,=8;=8, V=V3=V (26)
2 = _(1 fL_leSG fL_ASG @
D)g S, Dg S, |dt
a 2 e 27)
dt [l+f(LB+LA)}SG
t
donde:
K'=— 2¢ 5 (28)
1+ (L, —L,) =&
[ b “)} S,
Finalmente, integrando,
vﬁnal lﬁnal
J. dv = J. Ké: dt — V final ~ Vinicial = K (tﬁnal _tlnicial) (29)

Vinicial linicial
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El tiempo sera:

Vo, -V, ..
_ final inicial
tﬁnal = Linicial T (30)
Determine cuanto tiempo permanecera en funcionamiento la fuente de
agua tomando los datos de la tabla 1.

Tomando los valores de la tabla 1 y teniendo presente la figura 1, a partir de la ecuacion
(28), se obtiene:

K* =-0,0007135 m/s* (31)
Y para

tinicial =0—> Vinicial = Ymax = 1’ 34 m/s (32)

tﬁnal =l— vﬁnal =0

donde viax ya fue evaluada y dio como resultado la ecuacion (8). Sustituyendo, el
tiempo de funcionamiento de la fuente sera:

t=1872s=31,2min=0,52 h (33)









Flujo a través de una
plataforma giratoria

En la figura 1, se presenta el esquema de una plataforma circular donde se ha instalado
un conducto de seccion variable. El conjunto se hace girar a una velocidad de rotacion
constante. Por el conducto de entrada cuyo eje coincide con el eje de giro, se hace entrar
un caudal de agua a presion. Las dimensiones principales del conjunto se muestran en el
esquema de la figura 1, donde la seccion en el punto 1 del conducto de seccion variable
es el doble de la seccién en el punto 2.

Tomando las hipétesis apropiadas y los datos de la tabla 1, se pide:

1- Calcular el caudal que debe circular para que la diferencia de presiones medida
por dos transductores de presion situados en los puntos 1 y 2 sea nula.

2- Calcular el trabajo necesario para mantener la plataforma girando a una veloci-
dad de rotacion constante.

Datos
R; =250 mm R, =500 mm R3 =750 mm
D =450 mm d=10cm a=50 mm
® =20 rpm p =1.000 kg-m b =100 mm
Sz / S1 = 0,5

Hipotesis:

—  No considerar las pérdidas de carga.
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Figura 1.

Esquema de la pla-
taforma giratoria (no
aescala)

R,

R,

AB,=0

trasductores
de presion 3

conducto de entrada

>

detalle seccion A-A en el punto 2

plataforma

1A
®! 2@ - I3
IA

conducto de seccion variable

Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Antes de empezar con este apartado, le aconsejamos que lea detenidamente el enunciado.
Hagalo muy despacio, intentando interpretar todo el enunciado, incluidas las preguntas.
Utilice los dibujos y los esquemas que estime necesarios.

(Ha identificado los parametros que definen el entorno fisico (plataforma recipiente) y
la naturaleza del fluido implicado?

Le invitamos a que dedique un cierto tiempo a pensar. Analice las ventajas o las desven-
tajas que comportaria utilizar distintos volumenes de control: unos fijos (inerciales) y
otros moéviles (no inerciales). Recuerde que, si utiliza un volumen de control inercial,
visualiza el movimiento del fluido desde el exterior del volumen de control y, al contra-
rio, si se utiliza un volumen de control no inercial, usted se mueve con el volumen de
control.

Definitivamente, ¢cudl es su opcion? ;Puede sintetizar sus razonamientos?
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Trazar un plan para resolverlo

(Considera que este problema es analogo al proceso de llenado/vaciado de un depdsito?
Si la respuesta es afirmativa, significa que usted tiene muy claro que debe plantear los
balances integrales de masa y energia.

Queremos llamar su atencidn sobre el hecho diferencial de que el dispositivo gira sobre
su propio eje y que, para plantear balances integrales (de masa y energia), un requisito
previo es definir un volumen de control.

Antes de continuar, le invitamos a consultar sus apuntes o libros de texto con relacion al
principio de conservacion de la energia sobre un volumen de control no inercial. No se
limite a la simple actividad rutinaria de buscar y aplicar mecanicamente la ecuacion re-
querida. Dediquele un poco mas de tiempo. Intente profundizar en los conceptos que
estan implicitos en este principio.

Presuponemos que ahora usted esta en condiciones de hacer una primera version del
diagrama de flujo, que le debe permite esbozar el proceso de resolucion de este problema.
En caso contrario, vuelva a repasar los conceptos, y le recomendamos que solicite a su
profesor una explicacion adicional.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?
Se aconseja acompafiar los desarrollos y los calculos con una explicacion que indique
claramente lo que se pretende y lo que ha hallado.

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Supongase que ha terminado todos los célculos y ha obtenido unos resultados. ;Puede
corroborar y/o justificar adecuadamente las hipotesis utilizadas?

Para consolidar todo lo realizado en este problema, le invitamos a que haga una lista

exhaustiva de conceptos utilizados y de los resultados obtenidos. ;Son razonables? ;/En
qué se podria mejorar el diagrama de flujo implementado?

Estudio
Breve descripcion

El conducto de seccion variable gira a velocidad constante, de forma que se produce una
distribucion de presiones radial que incluye la energia centrifuga.
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Analisis
Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (mévil)
Hipétesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
. L Modulo de com-
Densidad Variable: Liquido presibilidad
Proceso de compre- AT
i - Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
S Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo
En movi- L . Estacionario
. Régimen —
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Caudal para una determinada presion y energia de rotacion

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.

- Los solidos son indeformables.

- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

- No existe transferencia de calor.

- El efecto de la gravedad en el fluido es despreciable.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Principio de conservacion de la energia

Resolucion

Calcule el caudal que debe circular para que la diferencia de presiones me-
dida por dos transductores de presion situados en los puntos 1 y 2 sea
nula.
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Para determinar el caudal O que circulara por la plataforma circular, se realizara un ana-
lisis integral mediante volimenes de control. El volumen de control se tomara indefor-
mable y no inercial, y situara las superficies de control en los puntos 1 y 2, donde estan
situados los transductores. De esta forma, la seccion de control 1 se sitia en la plataforma
de radio R;. La seccion de control 2 se sitlia en el conducto de salida de radio R..

El principio basico para resolver el problema es el de conservacion de la energia de
forma integral:

o P nn A .
= VCpedV+J-SCp[e+;j(v~ndA)—Q—We—W, (1)

Partiendo de las hipotesis propuestas, donde en el volumen de control escogido no hay
trabajo de eje,

Kol P)- . o . .
aj.vcpedV+LCp(e+;J(v~ndA)— g - KV; - Z )
T =0,Hip. =0,noeje  =0,Hip.
y queda:
I p[e+£j(\7~ﬁdA):O 3)
Sc P

Teniendo presente que el volumen de control es no inercial, la energia por unidad de
masa e estd formada por:

2 22
e= i + v? + gz - @ 2r (4)
L. et
energia interna == energia potencial

energia cinética energia centrifuga

Asi, aplicando la ecuacion (3) en las dos superficies de control,

v @’ p . .
JSCIP(M1+7I+gZI—TI+;] (v1~ndAl)+
(5)

2 2 2
_ovy I 2R P
+ SCZp(uz+ et pj(v2 ndd,) =0

donde todos los términos de la energia y la densidad son constantes y uniformes en las
superficies de control segun las hip6tesis propuestas, de modo que

2 2 2
p[ﬁl +%‘+gz1 _a’Trl+ﬂJJ'SC [\71 ,ojoJ.(_dApo,o)Jr

p =
Hip. (6)
vy o' p,
- 2 > —
+p(u2+7+gzz— : +7jjscz 70,0 -(d4,,0,0)=0
Hip.
Hip

Tomando v, =v,,

2 2.2 2 22
~ Y w'rn D ~ VY wr, p, _
p[lll +7+ 8z, — 2 +;j -[SC, —v,dAﬁp(uz +7+ 8z, — 5 +7J J.SCZ Vszz =0 (7)
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Finalmente,

2

®)

v o’r’ v o’r
p(ul+71+gzl— L +% (—v4)+p u2+?2+gzz— 22 +% (v,4,)=0 (9)

2

Aplicando ahora el principio de conservacion de la masa bajo las mismas hipotesis pro-

puestas:

0 - .
ajvcpdV+ISCp(v‘ndA) =0
-

=0,Hip.
Lc, p(7,-Ad4 )+ ch p (¥, -7dd,) =0
Bﬁjsc, (—d4, )+£VV£LCZ (da,)=0
Hip. Hip.

-pvd+pvA=0 = m =m,
AR Sk

" my

Aplicando la ecuacion (13) en la ecuacion (9),

2 2.2 2 2.2
£d1+v7'+gzl—w2r‘ +&](—n'1,)+[t72+%2+gzz—a)2r2 +&](n'12):0

p p

2

2 2 2 2.2
(%+%ﬁ€z—w; +5J=(%+%+gq—w;4lﬁj
P P

De nuevo, tomando las hipotesis propuestas:
Ai=i,—-u =0 (Hip.)
Agz=gz,—gz, =0 (Hip.)
y se obtiene:

2
v, —

2( 2 2
V12+pz_p1+w (rl _rz):()
2 ol 2

Tomando ahora la condicion del enunciado del problema:

Ap, | :%:O para =R y r, =R,

(10)

an

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

)

(18)
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y se obtiene:

2 2 (R - R
vy =V
2Ly (% 2)=o (19)
2 2
donde las velocidades son incognitas. Sin embargo, se puede obtener una relacion entre
las mismas mediante continuidad. Retomando la ecuacion (13),
V]

A . . .
O=v4 =v,4, = —= A—‘ =0,5 (relacion conocida del enunciado) (20)
v, 2

Sustituyendo la ecuacién (20) en la ecuacion (19),

v —(%vﬁ)_ﬁ_ o’ (R12 —R22)

=0 21
5 2 2D
y, tras varias operaciones matematicas, se obtiene:
40 (R} - R}
v, = M (22)

3

de forma que el caudal Q que debe circular para que la diferencia de presiones medida
por dos transductores de presion situados en los puntos 1 y 2 sea nula es:

40’ (R} -R’)

O=v,4, =4, 3 (23)
Sustituyendo los valores del enunciado,
4, =ab=(5010" m)(10010° m)=510" m’
©=20 tpm 2224 M0 o | ads 24)
rev 60s
p 2 p
0=(510" mZ)J4(2’l rad’s) [(O’Zm) ~(0-25m) } =5,2510" m*/s =525 U/s

Calcula el trabajo necesario para mantener la plataforma girando a una ve-
locidad de rotacion constante.

Para determinar el trabajo W necesario para mantener la plataforma girando a una velo-
cidad de rotacion constante, se empleara de nuevo un analisis integral mediante voltiime-
nes de control. El volumen de control se toma de nuevo indeformable y no inercial, y
sitiia las superficies de control en los puntos 0 (conducto de entrada) y 3 (salida del con-
ducto de seccion variable). De esta forma, la seccion de control 0 se sitia en el conducto
de entrada a la plataforma de diametro d. La seccion de control 3 se sitfia a la salida del
conducto de seccion variable de radio Rs.
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El principio basico para resolver este apartado sera, de nuevo, el de conservacion de la
energia en forma integral (ecuacion (1). Tomando las mismas hipdtesis propuestas, lle-
garemos de nuevo a la ecuacién (15) en la forma:
2 2.2 2 2.2
P Ve O _py Vi O 25)
p 2 2 p 2 2

yaque Agz =gz, —gz, =0 (Hip.)
Trabajando con presiones relativas y los radios correspondientes,

Py =D, =0(el) donde 7, =0 y r, =R, (26)
y se obtiene:
Py _ v32 —vg _w2R32 27)
P 2 2

Ahora de nuevo, con la ecuacion de continuidad,

=2
Q=v, 4, =v,4, = ° donde 4, = 4, (28)
-2
A3
Sustituyendo la ecuacion (28) en la ecuacion (27), y tras varias operaciones matematicas:
(1 1) po’R}
p =P |22k 29)
2 \ 4, 4 2
Finalmente, el trabajo W por unidad de masa sera:
2 1 1 2R2
W:pOQZPOQ:&:Q— _2__2 _w 3 (30)
mo pQ p  2\4 4 2
Por ultimo, sustituyendo los valores del enunciado,
T T 2
==d>=-(1010" m) =7,8510" m’
A== )
3 3,.\? 2 2
(5.2510°m’/s) 1 1 (2,1rad/s)’(0,75m)
W= >— = |- = (31
2 (510°m*) (7.8510°m*) 2

=-0,91 J/kg









Tuberia en U unida a
un disco giratorio

En la tuberia que se presenta en la figura 1 circula un fluido de viscosidad dindmica 100
cP y densidad 900 kg/m3. La tuberia estd sujeta a un disco giratorio. Sabiendo que el
caudal que circula por la tuberia es de 120 I/min y que las pérdidas de carga en los codos
son equivalentes al 10 % de las pérdidas de carga en los tramos rectos, se pregunta:

—  Cual es el régimen de flujo por el interior de la tuberia.
—  Cual es la presion P que marcara el manometro (v. figura 2).

—  Cuadl es la fuerza que realiza el fluido contra la tuberia entre los limites definidos por las
secciones de entrada E y de salida S cuando el conjunto gira a 150 rpm (v. figura 2).

Figura 1.
Tuberia y disco gira-
torio

t. \
500
- N Figura 2.
/ Esquema de la tube-
ria y el disco girato-
rio (no a escala)

| )150 o ~ 40

%
«m
2
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Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Tras leer detenidamente el enunciado, le animamos a identificar los parametros que de-
finen el entorno fisico (tuberia/disco) y la naturaleza (propiedades) del fluido implicado.

Trate de indagar el movimiento del fluido por el interior de la tuberia cuando el disco
estd parado. Haga lo propio para cuando esté girando alrededor de su eje de simetria.
(Como lo visualizarian dos observadores, uno externo a posibles volimenes de control
y otro situado en su interior?

Con la ayuda de distintos dibujos, intente esquematizar el movimiento del fluido que
pasa a través del dispositivo. Aproveche estos dibujos para insertar los vectores que re-
presentan las velocidades del fluido con respecto a las superficies de control correspon-
dientes a los posibles volimenes de control planteados.

(Cree que haciendo un balance integral (conservacion de la cantidad de movimiento y/o
del momento cinético) sobre un volumen de control previamente definido puede encon-
trar la relacion explicita entre los datos y las incognitas? ;Esta seguro?

Recuerde: El principio de la conservacion de la cantidad de movimiento requiere un co-
nocimiento previo de la cinematica del fluido a través del dispositivo.

Recuerde: Una posible aproximacion a la cinematica del movimiento de un fluido por el
interior del dispositivo (en este caso: tuberia en forma de U) se puede deducir de la reso-
lucion simultanea de los balances integrales de masa y energia.

Admitiendo que usted ya ha conseguido un cierto dominio en la interpretacion del pro-
blema, ahora debemos empezar a trazar un plan o estrategia de resolucion.

Trazar un plan para resolverlo

Queremos llamar su atencidn sobre el hecho diferencial de que el dispositivo gira sobre
su propio eje y que, para plantear balances integrales (de masa, energia y cantidad de
movimiento), un requisito previo es definir un volumen de control.

(Qué caracteristicas tiene su volumen de control?

Antes de continuar, le invitamos a consultar sus apuntes o libros de texto con relacion a
la formulacion especifica de las ecuaciones que rigen los balances integrales cuando el
volumen de control seleccionado es “no inercial”. No se limite a la simple actividad ru-
tinaria de buscar y aplicar mecanicamente la ecuacion requerida. Dediquele un poco mas
de tiempo. Intente profundizar en los conceptos implicitos en estas ecuaciones. Ahora
intente hacer un primer esbozo del diagrama de flujo con relacion a la secuencia de pasos
que debe seguir para resolver el problema.

Lo normal es que al principio no le sea facil y que solo se logre un diagrama asimilable
tras haber “jugado” con las ideas durante algun tiempo.



Tuberia en U unida a un disco giratorio %

(Ve viable la resolucion conjunta de los tres balances integrales sobre el mismo volumen
de control “no inercial”’? Dediquele un poco mas de tiempo para reexaminar el diagrama
a fondo. Aproveche para complementarlo con leyendas y notas aclaratorias.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Atencion: Tenga presente que, al ejecutar el plan, hay que comprobar cada uno de los
pasos, y que la ecuacion del balance integral de cantidad de movimiento tiene caracter
vectorial.

Le recomendamos que considere la tuberia en U como la unidn de tres tramos rectos.
Sugerimos que utilice los dibujos que sean necesarios (p. ¢j., un dibujo por tramo) para
que pueda insertar y visualizar al detalle los vectores correspondientes a todas las fuerzas
implicadas (incluidas las ficticias o inerciales).

También se aconseja acompaiiar los desarrollos y los calculos con una explicacion que
indique claramente lo que se pretende y lo que ha hallado (ello le facilitara revisiones
futuras).

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.
Supdngase que ha terminado todos los céalculos y ha obtenido unos resultados. ;Puede
corroborar y/o justificar adecuadamente las hipotesis utilizadas?

Para consolidar todo lo realizado en este problema, le invitamos a que haga una lista
exhaustiva de los conceptos utilizados y los resultados obtenidos. ;Son razonables? jEn
qué se podria mejorar el diagrama de flujo implementado?

Estudio
Breve descripcion

Se trata del estudio del flujo a través de una tuberia en forma de U en régimen laminar
con la caracteristica de que la tuberia estd unida a un disco que gira a velocidad constante.
Los principios basicos se aplican sobre un volumen de control no inercial (movil) y su
correspondiente adecuacion al mismo.

Analisis

Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)

Deformable No inercial (mévil)
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Densidad Constante Incompresible Homogéneo
Variable: Liquido Modulo de com-
Proceso de compre- presibilidad
sidon/expansion Gas Adiabatico
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
En reposo Equilibrio Absoluto
Relativo
En movimiento | Régimen Estacionario
Transitorio

PRESTACIONES del fluido

- Presion y fuerza debidas a la cantidad de movimiento

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.

- Los sdélidos son indeformables.

- El efecto de la gravedad en el fluido es despreciable.

- No hay transferencia de calor.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)
—  Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

—  Principio de conservacion de la energia

Resolucion
Régimen de flujo por el interior de la tuberia
Para determinar el régimen del flujo en el interior de la tuberia se debe determinar el

numero de Reynolds:

Re=2"2 1)
7]
De los datos del problema, la velocidad relativa por el interior de la tuberia es:
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L min_m’
vard:Q: Q — min 6081000151,6 m/s (2)
S Zp (0,04 m)
4 4
Luego, las propiedades del fluido son:
1P 0,1 Pa
12=100 cP 2788 _ 0,1 Pas
100cP 1P 3)

=900 kg/m’

de forma que

_pvD 900 kg/m3 1,6 m/s‘0,04 m
y7, 0,1 Pa-s

Re

~573<2300 = Flujo laminar “4)

Calcule la presion P que marcara el manémetro

Para determinar la presion que marcara el manometro, se realizard un andlisis integral
mediante volumenes de control. Para el analisis del problema, el volumen de control mas
adecuado sera indeformable y no inercial, y situara las superficies de control en los pun-
tos 1y 2, tal como se representa en la figura 3. El principio basico para resolver el pro-
blema es el de conservacion de la energia en forma integral:

o . S
ajvcpedV+ch(e+%j(v-ndA):Q—WE—VK 5)

Partiendo de las hipdtesis propuestas y donde en el volumen de control escogido no hay
trabajo de eje,

Figura 3.

detalle del volumen
de control no inercial
e indeformable
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p A B - . _ .
” chedV+LCp(e+;j(v-ndA)— g KVﬁ N Z N 6)
i =0,Hip. =0,noeje  pérdida por friccion
y queda:
P (5. 5d4) =
Iscp(e+pj(v AdA) =0 (7)

Teniendo presente que el volumen de control es no inercial, la energia por unidad de
masa e esta formada por

2 2
~ \4 'r
e= u + — + gz - ®)
P 2 =~ 2
energia interna (Sl energia potencial —_—
energia cinética energia centrifuga
Asi, aplicando la ecuacion (7) en las dos superficies de control,
V2 p
J pl i+ L1\, -hdA, ) +
SC, 2 p
©)

2
i+ _ + P2
+ SCZp(uz+ 5 + gz, 2 » J(v2 ndA, ) =—

donde todos los términos de la energia y la densidad son constantes y uniformes en las
superficies de control, seguin las hipotesis propuestas, por lo cual:

_v o't p
p[ul+?1+gzl— 21 + 28 LCI v, ,0,0 |-(—dA4,,0,0)+

p Hlp
Hip. ( 1 0)

~ V2 6()21"2 p
+p[u2+?2+g22—72+—2 LC v,.0.0 |-(d4,,0,0) =~

P ey

Hip.

Tomando v, =v,,

. v o'’ p .V o'y, p .
p[ul+?l+gzl—71+7l jSCI_VldAI+p u, +?2+g22 —Tz‘l'?z J‘SCZVZdAz :_”t
a1

(12)

Finalmente,

_ vZ a)zrz p _ vZ a)zrz p .
p[”1+71+g21_71+_1 (—v4)+p u2+?2+g22—72+—2 (v,4,) =W,
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Aplicando ahora el principio de conservacion de la masa siguiendo las mismas hipotesis
propuestas,

I pdV + [ p(-idd) =0 (14)
=0. Hlp
Isclp(ﬁl-ﬁdAl)+LCZp(\72~ﬁdA2):0 (15)
&J‘sc, (_dAl)'i'ﬁLchz (dAz) =0 (16)
Hip. Hip.
-pvA +pv,A=0 = m=m,=m a7
— =

Aplicando la ecuacion (17) en la ecuacion (13),

T o’ » . 2 o’ p . ]
(ul+71+gzl— 2‘ +;‘ (= )+ u2+?2+gzz— 22 +52 |(my)=-W,  (18)

2 2 2 2 2.2 7
-w,
- ﬁ,+v—‘+gzl—a)r1 + 2y L?2+V—2+gzz—wr2 + L2 =—+ (19)
2 2 Yo, 2 2 Yo, m
De nuevo, tomando las hipotesis propuestas,
Au=i,—-u,=0 (Hip.) (20)
y se obtiene:
2 2 2 2 2 7
w,
ﬁ-‘:—gl-i-v—l—wrl &+gzz+v_2_w_rz+_', 21
P 2 2 P 2 2 m
Teniendo presente la figurady o=Q,
by Z, +ﬁ—QZ}’12 - by gz, +ﬁ—%+z
p z;=0,ref 2 & 2z, =0,ref 2 m
e
P _ V22 _ﬁ _er22 VVt
P 2 2 2 o
v, =v, ,continuidad
Q' W,
b __’”2+_.t (22)

ol 2 m

El ultimo término corresponde a las pérdidas por friccion en el interior de la tuberia.
Analizandolo,
W, _ 23
; = AE‘]—Z = AE‘primarias,]—Z + AE‘secundarias,] 2 f__+ (ZK) ( )
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Figura 4.
Detalle de la tuberia

Del enunciado (v. figura 4), la pérdida de carga secundaria equivalente en los codos es

el 10 % de la pérdida de carga primaria en los tramos rectos. Por tanto,

W, LV
7 = AE‘I—Z = AE‘primarias,l—Z + 1O(%)AE‘primarias,l—2 = 1’ 1AEprimarias,l—2 = 1’ lfB?
Asi pues,
QZ 2 2
P QLY
P 2 D 2

Para flujo laminar, el coeficiente de friccion f'se define como:

64
/= Re
Sustituyendo,
_ Q' 1 164 LV
PPy ReD 27

Tomando los datos del enunciado (v. figura 4),

O =150 rey min 27 rad
min 60s rev
rn=L,=0,5m

L=H+L+L,+L,+H=11m

=15,71 rad/s

Y, de los resultados ya obtenidos, se determina la presion en el manémetro:

p, =-27730,13+3892,27 = —23837,86 Pa (rel) = —0,24 bar (rel) = 0,76 bar (abs)

7,z L,

/i\ pérdidas codos equivalentes 10%}\

pérdidas tramos rectos L
3

&)Q =i oD

s | »e
1E z=0 (ref) | IS
Pl®- e P Y:Y

t. ¥

24

(25)

(26)

@7

(28)

29)
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Calcule la fuerza realizada por el fluido contra la tuberia entre los limites de-
finidos por las secciones de entrada £ y de salida S cuando el conjunto gira
a 150 rpm (v. figura 2).

Se trata de aplicar el principio de conservacion del momento cinético o de cantidad de
movimiento. Como el enunciado pide calcular las fuerzas, se aplica el principio de can-
tidad de movimiento en su analisis integral. Se elige un volumen de control indeformable
y no inercial, igual al utilizado anteriormente, representado en la figura 3. Las superficies
de control se hallan en los puntos 1 y 2. Los sistemas de referencia seran (v. figura 3):

Mayuaculas X Y, Z — Sistema de referencia inercial (fijo) con origen O

Mintisculas x, ¥, Z—> Sistema de referencia no inercial (mdvil) con origen o (30)

El principio de cantidad de movimiento en analisis integral es:

Fth,Vc - F/ict,VC = % J- pvdV + I pﬁ(ﬁ'dg) @31
ve sc

Se estudian al detalle cada uno de los cuatro términos del principio de cantidad de movi-
miento.

Fuerzas externas que actuan sobre el VC £

F o= +F

ext,VC masicas,VC normales,SC + Eangenciales,SC (32)

—  Fuerzas masicas:

masicas,VC = pg%DzL(_lé) = pg%Dz (H+L1 +L2 +L3 +H)(—k’\)
—  Fuerzas superficiales

= plsllg + & Szlg = p1S1/€

=L =0(rel)

— Fuerzas normales: F

normales,SC

— Fuerzas tangenciales. Se elige tomar la fuerza equivalente, que ademas son las
incognitas del problema: F° o F =Fi+ F, j+F. k

tangenciales,SC equivalente,SC

F;xt,VC = Fm;isicas,VC + Fnormales,SC + Eangenciales,SC =
T T e . (33)
=pg D (H+ L+ L, + L, +H)(—k)+pIZD k+Fi+Fj+Fk
Fuerzas ficticias que actuan sobre el VC Frorre
. d’R dQ . = = ~
Flreve = ,JC,O[ g +7><r +Qx(er)+Zva,e,JdV (34
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Figura 5.

Detalle del estudio
por tramos de las
fuerzas ficticias

-
Aceleracion lineal: 6; f =0, debido a que los sistemas de referencia inercial y no iner-
t

cial no se aceleran.

Aceleracion angular: cii—Qx 7 =0, debido a que la velocidad angular es constante.
t

Aceleracion centripeta: Qx (f) X7 ) #0 y estudiarse.

Aceleracion de Coriolis: 2Qx v

rel

# 0 y debe estudiarse.

Asi,
Ffﬁd’m = Ip(ﬁx(ﬁx?)+2ﬁxﬁ

rel
48

)dV (35)

Para determinar las fuerzas ficticias diferentes de cero, se llevara a cabo un estudio de-
tallado por tramos, tal como se ilustra en la figura 5.

F/ict‘VC =L e yer ""F/iczyc,u +F/ict,VC,11 (36)

Tramo II

dv;
Tramo 111
Tramo I drl
Tramol F, .,

Para estudiar el tramo I, hay que observar las figuras 5 y 6.

Tramo 1. Aceleracion centripeta I: Qx (f) X7 ) =Qx (Q X 171) =0, debido a que el vector
de la velocidad angular Q vy el vector de posicion 7 son paralelos.

Tramo 1. Aceleracién de Coriolis I: 2Qx ¥, , =0, debido a que el vector de la velocidad

angular Q y el de la velocidad relativa 7 , son paralelos.

De aqui que, para el tramo I,

ﬁﬁ('t,VC,l =0 (37)
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(@) Figura 6.
Detalle del estudio
| RN de las fuerzas fict-
] cias en el tramo |
/
dv
L, | dn

Tramo Il ¥, .,

Para estudiar el tramo II, hay que observar las figuras 5 y 7.
Tramo II. Aceleracion centripeta II:

ﬁ/i(‘l,VC,II,Centr[pela = ’/_‘;p(éx(éx’_;z))dl/z = ,J-Cp(er2y (_}))%Dzdrz = (38)

Ly 2
= P L0 [y (<) = o S0 ()

Tramo II. Aceleracion de Coriolis II:

ﬁfict,VC,]I,Coriolis‘ = I p(f) x ‘7;‘01 )de = I p(Zva, (_;>)%D2drz =
ve ve (39)

LII

_ T2 2 _ T e 3
= 20w, D ( l)!drz = p20v,, D L, ()
De aqui que, para el tramo I,

2 ; F p2 E p? %(_ J)+p2w,, %DZLZ (1) (40)

fiet VC,II =F fict VO, Il Centripeta T F Sfict VC, I Coriolis — 4

Figura 7.

Detalle del estudio
de las fuerzas ficti-
cias en el tramo |l
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Tramo IIT ﬁﬁw, vem

Para estudiar el tramo III, hay que observar las figuras 5 y 8.

Tramo III. Aceleracion centripeta I11:

A

Fus = p(8A(58)) 5= ol ()
L vc Ve (41)

:ng%Dz.[ & d’%(—})=P512%Dsz(L3+H)(_J)

0 —,Zcee

Tramo III. Aceleracion de Coriolis ITI: 2Qx %, =0, debido a que el vector de la veloci-

dad angular Q y la velocidad relativa 7 , son paralelos.

De aqui que, para el tramo III,

- - = 2 /A 2 )
Fﬁct,VC,IH = fict VC I ,Centripeta +Fﬁct,VC,Hl,Curiulis = pgz ZD L2 (L3 + H)(_]) (42)

Figura 8.
Detalle del estudio
de las fuerzas ficti-
cias en el tramo [l

Finalmente, las fuerzas ficticias que actian sobre el VC £, . se determinan sustitu-

yendo las ecuaciones (37), (40) y (42) en la ecuacion (36).

Fﬁct,VC = Fﬁct,VC,l +Fﬁct,VC,1[ +Fﬁct,VC,[l =
2T 2 Li 3 T 2 ~ 2 T A (43)
=pQ D 7(—])+pZvalzD L, (~)+pQ DL, (L, +H)(-])
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Variaciéon temporal de la cantidad de movimiento en el interior del VC
0

— | pvdV

o Vfcp

El término temporal es:

9 9 9
9 piav = p L {vav=p< Sl 0 44
atjcpv £ o lwar=rg | 2 ‘4

Hip b Ve y¢C no varia en funcién del tiempo

Variacion de la cantidad de movimiento en las SC
[ pr(vas)
Ne

Teniendo presente la figura 3,

[ p#(#dS)= [ pv,(5:dS,)+ [ pi, (¥, dS,)= p [ % (V]-d§l)+£ [ ¥, (%,45,)=
Ne SC2

sC1 Hip. SC1 Hip. SC2

= p [ (0,0,4v,)((0,0,4,)-(0,0,~dS,))+ p [ (0,0,~v,)((0,0,~v,)-(0,0,dS, )) =

SC1 SC2
=p | (0,0,+v,)(0,0,—vdS, )+ p | (0,0,—v,)(0,0,+v,dS, )=
J(0:0.45)(0.0.-5d5) [ (0.0.73)(0.0.40:45,) s
=p [ (0,0,-7ds,)+p [ (0,0,-v3dS,) =
SC1 Nel
2 2
=pv> [(0,0,-dS,)+pv? [(0,0,—dS,)=
1] o-ds)eey [ (00-d5)

- 5 () i, ()= T () it 207 ()

Fuerza realizada por el fluido contra la tuberia

Finalmente, reuniendo las expresiones determinadas y sustituyendo las ecuaciones (33),
(43), (44) y (45) en la ecuacion (31),

Fext,VC - Fﬁw,VC = % I p\j’dV + I p{;’(‘jda)
48 sc

pg%Dz (H+L+L+L+H)(~k)+p, %DZIQ+E¥§+F},]‘+FJ€ +
(46)

(PN )
= pvl2 %Dz (—12)"',0"22 %Dz (—l;)

Reordenando por direcciones:
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X:F + ngvm,%Dsz:o
2 T 2L§ 2 T 2
Y:F +pQ 22 7+pQ ZDLZ(L3+H):0 (47)

Z: Fz—pg%Dz(H+Ll +L,+1L, +H)+p1%D2 =—pv12%D2—pv22%D2

Y las fuerzas externas que actuan contra el volumen de control, como la fuerza de la

tuberia sobre el fluido:

X:F :—p2va,%D2L2
P V4
Y:F =—pQ’=D*2—pQ’ —D’L,(L,+H) (48)
' 47 2 4
Z:F = pg%Dz (H+L +L,+L,+H)-p, %Dz +2pvi,%D2

donde se ha sustituido v, =v, =v=v ,. La fuerza que ejerce el fluido contra la tuberia

€S
X:R =-F,
Y: R, =-F, (49)
Z:R =-F

Por ultimo, sustituyendo los datos del enunciado y los resultados (2), (28) y (29), se
obtiene:
X: R =2843N
Y: R =76,76 N
Z: R =-44,47N

(50)
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Dispositivo similar a
un viscosimetro capilar

A semejanza de un viscosimetro capilar, se construye un dispositivo tal como se muestra
en la figura 1. Dicho dispositivo consta de un recipiente cilindrico de 100 mm de diame-
tro y 150 mm de altura, que dispone de un orificio que permite acoplar un tubo capilar
de acero inoxidable con una longitud de 500 mm y 1 mm de diametro interior.

@100 mm Figura 1.
Dispositivo de visco-
= i simetro capilar (no a
7 TR escala
of +A - : )
[mm] _{—+B
w

500 mm

Se pide:
— Demostrar que la descarga del deposito sigue una ley del tipo:

H =K, exp(K,t) [m]

—  Determinar la viscosidad del fluido sabiendo que la superficie libre del fluido en el
deposito, al pasar de A a B, tarda 2,5 horas.

Hipotesis:

Con el objetivo de simplificar la ecuacion diferencial, se desprecian los términos de se-
gundo orden.
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Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Lea detenidamente todo el problema, incluidas todas las preguntas, y exhiba su capacidad
de analisis.

(Cuales son los datos de partida?

El enunciado es tan simplon que podemos reconocer facilmente todos los pardmetros que
definen el entorno fisico y la naturaleza del fluido con una rapida inspeccion.

Este problema ;es similar a otros que ya conocemos? ;Puede describir las diferencias
mas significativas que existen entre este problema y el tipico problema de llenado/va-
ciado de un simple depdsito? ;Como podemos estimar el flujo masico de fluido que sale
del deposito?

(Ha advertido que toda la dificultad esta en que el depdsito descarga a través de un tubo
capilar?

Se sabe que ley de Poiseuille (también conocida como ley de Hagen-Poiseuille) es la ley
que permite determinar el flujo laminar estacionario de un liquido incompresible y uni-
formemente viscoso (también denominado fluido newtoniano) a través de un tubo cilin-
drico de seccion circular constante. Esta ecuacion fue derivada experimentalmente en
1838 por Jean L. M. Poiseuille (1797-1869).

La ley expresa que el caudal crece a medida que aumentan la diferencia de presiones y
el radio del tubo, pero disminuye al aumentar la viscosidad del fluido y la longitud del
tubo.

Se sabe que, para un flujo laminar completamente desarrollado de un fluido newtoniano
a través de un tubo de seccidn circular, el perfil de la velocidad es parabdlico. Le invita-
mos a revisar estos conceptos en un libro de texto de referencia.

Trazar un plan para resolverlo

Actuando de forma analoga a otros problemas (relacionados con la descarga de deposi-
tos), ¢ ve factible ahora que la resolucion conjunta de los balances integrales (de masa y
energia) sobre el mismo volumen de control le debe permitir deducir las ecuaciones ne-
cesarias para explicitar las variables incognitas en funcion de los datos? Ordene sus ideas
y refléjelas en un diagrama de flujo.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar: ;Qué se consigue con ello?

Ayudese con unos dibujos para identificar el sistema y el volumen de control. Haga lo
propio con las superficies de control. Dibuje los vectores que definen la superficie de
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control (superficies de flujo) y los vectores que definen las correspondientes velocidades
del fluido.

Se aconseja acompafiar los desarrollos y los calculos con una explicacion clara de lo que
se pretende y lo que ha hallado.

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.
En este punto, se aconseja representar los resultados obtenidos en funcion del tiempo.
Recuerde que una forma de sintetizar y visualizar los resultados es mediante graficos.

(Le parecen razonables los resultados obtenidos?

Supdngase que ha llegado a unos resultados correctos. jPuede corroborar y/o justificar
adecuadamente las hipotesis utilizadas?

(Es capaz de resolver este problema, suponiendo que el fluido es no newtoniano (p. €j.,
un pseudopléstico)?

Para consolidar todo lo realizado en este problema, le invitamos a que haga una lista

exhaustiva de los conceptos utilizados y una sintesis del plan que le ha permitido resolver
el problema.

Estudio
Breve descripcion

Para estimar la viscosidad de un fluido newtoniano, se procede a controlar el vaciado de
un depdsito a través de un tubo capilar, donde se podra asegurar un régimen laminar.

Analisis

Analisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)

Deformable No inercial (mévil)
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido

Viscosidad Constante Newtoniano Homogénea
Constante Incompresible Homogéneo
] Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: q presibilidad
Prqc;so de compre- Gas Adiabético
sion/expansion . —
ideal Isotérmico

COMPORTAMIENTO del fluido

e Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen —
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Viscosidad de un fluido newtoniano

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas y los perfiles de las velocidades son constantes y uniformes
en las secciones de control.

- Los sdlidos son indeformables.

- No hay transferencia de calor ni de trabajo.

- Se desprecian los términos de segundo orden.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Principio de conservacion de la energia. Ecuacion de Bernoulli

Resolucion
Demuestre que la descarga del depésito sigue una ley del tipo
H =K, exp(Kzt) [m]

Aplicando la ecuacién de conservacion de la energia en la version ecuacion de Bernoulli
generalizada entre los puntos en que se dispone de mas informacion (v. figura 2),

E =E-.+AE . 1)

donde
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2

y AE 4, es la pérdida de energia del flujo de fluido al pasar por el tubo capilar de 1 mm
de didmetro.

@100 mm Figura 2.
Dispositivo de visco-

simetro capilar

4A

[=X]
[mm] 2 - +B
w

sSs |

e

500 mm

D1 mm

uC

Tomando como referencia la cota cero en el punto C,

P y P, 2
o My o 0 LY, o bAE,. (3)
—— [ =0;z0=0

=0;P,=0(rel) =0;P-=0(rel)

La pérdida de energia en el capilar (pérdidas de carga primarias), despreciando las pér-
didas de energia en accesorios (pérdidas de carga secundarias), se puede obtener direc-
tamente aplicando la ecuacion de Hagen-Poiseuille, la cual se puede deducir mediante
un analisis diferencial de la ecuacion de Navier-Stokes aplicada a un tubo con un perfil
de velocidad parabolico (flujo laminar).

Alternativamente, también se puede obtener directamente aplicando la ecuacion de
Darcy-Weisbach, donde en el tubo capilar de longitud L y didmetro D se define como:

L ch
AE c=f——+

D2 “
Para calcular el coeficiente de pérdidas primarias f, factor de fricciéon de Darcy, hay que
determinar el régimen del flujo. Como primera aproximacion, se puede considerar una
velocidad media,? definida como

2 En el enunciado, se indica que la descarga sigue una funcidén exponencial. Luego, el
valor medio indicado es solo una burda aproximacion.
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-3
vy =2 9010 m 1036818 =5,6-10° m/s Q)
AL g spx>20S
’ h

y suponer que el fluido tiene, como minimo, una viscosidad cinematica igual a la del
agua. Luego,

_ VD _56-10°-1-107°

Vagua 1-107°

Re =5,6-10° = Régimen laminar (6)

Asi, tomando el régimen laminar y la tuberia (capilar) lisa (sin rugosidad), para el calculo
del coeficiente de pérdidas primarias fresulta:

64
fee
Re 64V tuido
sp [ = )
Re=—*¢ Ve
V fluido
Ahora, sustituyendo la ecuacion (7) en la ecuacion (4):
64 i, L ch 32 o Lve
g = e S ®)

v.D D2 D?

Si en la ecuacion anterior se sustituye la velocidad media del fluido en el capilar por el
caudal volumétrico,

L, e
Q—VC4D 9)

_ 32VﬂuidaL Q _ lzgluﬂuidol‘
AC D? 7 p? ,D_ﬂuido”D4
4

(10)

se obtiene la conocida ecuacion de Hagen-Poiseuille.

Aplicando ahora un volumen de control indeformable ¢ inercial con superficies de con-
trol situadas en los punto A y C, se aplica la ecuacion de continuidad:

I p(\7~d§)+ I p(i@:O

NI/
sCa T 5 SCC L5



QA:QC
VS =veSe
T D2 2
Vo=V 4DA—v —DA
C V4 2 T VA 2
T
+Dc D¢

donde la velocidad del punto A se define como:

Dispositivo similar a un viscosimetro capilar %

(11)

(12)

Y el signo negativo define el sentido de la descarga, tomada la referencia de la altura
positiva en direccion vertical hacia arriba. Asi, la velocidad en el capilar es:

dH D}
P § 13
¢ ar D} ()
Y, sustituyendo ahora todas las variables en la ecuacion (3),
2 2
Va_ Yc
z =———+—+AFE
824 5 T, AC
2 14
-] L DT Sl an D} "
= 20 ar) 20 dr D; D¢ dt D}
Tomando la hipétesis de despreciar los términos de segundo orden, ya que
_dn es pequeiio
dt bed
, (15)
( de ( de
dt dt
Finalmente,
32V piao LD
ol ;M(_d_h’j _ A(_d_Hj
D¢, dt dt
A=Cre (16)
gH ([ dH) g, __ a1
A dt A H
E, integrando la ecuacion diferencial,
g [ i
Ztoz_lnHHo 17)

se obtiene la ecuacion que corresponde a la ley de descarga del depdsito por el capilar:

H=H, exp[—%t}

(18)

y se cumple, pues, la ley del enunciado: H = K, exp(K,t) [m]
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Determine la viscosidad del fluido sabiendo que la superficie libre del fluido
en el depdsito al pasar de A a B tarda 2,5 horas.

Trabajando con la ecuacion anterior,
g
Hp=H, exp(—ztj

g
-Hy=-H, exp(—ztj

fj (19)
J

HA—HB:HA—HAeXp(—

bofog [0

(H,-Hy)=H, [1—@41{—
y, tomando los valores,
Hy=H,—>t=0

H=Hz; —>t=2,5hx =9000 s 20)

3600 s
h
(Hy—Hp)=50-10" m

se obtiene:
50-107 =600-107° {1—exp(—%9oooﬂ

ey
A4=1014695 [m/s]

Conocido el valor de la constante A, a partir de su definicion anterior:
Y= 32VﬂuidoLDj
D¢
2 22
32V 1,140 500107 (100-107) @2)
4
(1-107)

de donde se obtiene la viscosidad cinematica del fluido:

1014695 =

Y ido = 6,310 m?/s (23)

Por tultimo, solo resta comprobar el régimen del fluido. Sin embargo, parece obvio que
sera régimen laminar, ya que la viscosidad cinematica del fluido resulta ser 6,34 veces la
del agua.









Suministro de agua
con una noria hidraulica

Una noria hidraulica trasvasa un caudal de agua pulsante. De forma simplificada, la noria
se puede esquematizar tal como se muestra en la figura 1. Se pide:

1) Calcular el caudal medio tedrico impulsado.
2) Calcular la fuga maxima entre el piston obturador y la tuberia durante un des-
plazamiento a lo largo de la tuberia vertical.

Datos:
H=42m D=32m fagua = 0,001 Pa's ~ T=0,6m
h=0,554m L=0,1m w= 25 rev/hora
Figura 1.
Esquema de la noria
(no a escala)
.
O80HS cable
tuberia \V4 = 23 T
7
tuberia [ ] L
= ( (J80h10 \ ‘ % % }
= / h
? 2 s
detalle piston obturador
0.00 pm
h10<—120um
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Estrategia para resolver el problema

Se sabe que la noria es una maquina hidraulica que se empleaba en la Antigiiedad para
elevar el agua contenida en los pozos utilizando la fuerza humana o animal (necesaria
para girar una rueda).

Se sabe que un tipo especial de noria es la denominada bomba de cuerda (o cadena). Este
diseflo permite establecer un circuito cerrado entre la fuente de agua (pozo) y la superfi-
cie o nivel deseado, mediante una tuberia, y una cadena sin fin en la cual se disponen
pistones de goma u otro material, a intervalos determinados.

El rendimiento volumétrico de la unidad depende de las fugas (flujo de agua) a través de
la holgura existente entre los pistones de goma y la pared interior de la tuberia vertical.

Comprender el problema

Basandose en la breve descripcion anterior, lea detenidamente el enunciado del pro-
blema, incluidas todas las preguntas. Utilice todo el potencial de su imaginacién para
interpretar el funcionamiento real de la noria de cadena.

Se sabe que, para resolver este problema, debemos introducirnos en el estudio de los
flujos reales (viscosos) en el interior de los conductos, ya sean circulares o de otras for-
mas (placas). Cuando se trata con flujos reales, las fuerzas viscosas suelen tener una gran
importancia.

Se sabe que el movimiento del fluido (flujo) entre superficies so6lidas puede ser debido a
una diferencia de presion, a la presencia de un campo exterior (p. ¢j., el gravitatorio) o al
movimiento relativo de las mismas superficies que lo delimitan (es el caso del flujo de
Couette).

(Es capaz de simplificar el soporte tecnologico del problema (noria) en un modelo virtual
simple (tuberia/tapdn) que le permita mostrar los fendémenos fluidodinamicos que expli-
can la presencia de fugas de agua?

(Se ha dado cuenta de que debe analizar el flujo real de agua por el interior del conducto
anular delimitado por la tuberia y un tapon?

Antes de continuar, le invitamos a consultar sus apuntes o libros de texto relacionados
con las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido, que denominamos ecua-
ciones de Navier-Stokes. No se limite a la simple actividad rutinaria de buscar y aplicar
mecanicamente la ecuacion requerida y su solucion. Dediquele un poco mas de tiempo.
Intente profundizar en los conceptos que estan implicitos en esta ecuacion (ecuacion di-
ferencial que expresa el principio de la conservacion de la cantidad de movimiento).

Se sabe que las soluciones exactas de las ecuaciones de Navier-Stokes existen solamente
en casos muy particulares. El flujo de fluido newtoniano a través de un conducto anular
es uno de ellos.
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Atencion: No se olvide de formular la ecuacion diferencial que expresa la conservacion
de la masa (ecuacion de continuidad). La necesitara para simplificar algunos términos de
la ecuacion de Navier-Stokes.

Trazar un plan para resolverlo

Le invitamos a que ordene sus ideas y las organice en un diagrama de flujo o plan de
accion.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, debe pensar: ;Qué sistema de coordenadas
ha elegido? Habida cuenta de que la ecuacion de Navier-Stokes es una ecuacion vecto-
rial, ;en qué componente de la velocidad del fluido ha centrado su atencion?

Se sabe que, cuando se reduce el problema a un dominio espacial concreto, es fundamen-
tal especificar las condiciones de contorno que informen del comportamiento del fluido

en las fronteras. Aqui, debera recurrir a su capacidad de analisis.

Recuerde acompaiiar los desarrollos y los calculos con una explicacion clara de lo que
pretende y lo que ha hallado.

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

(Le parecen razonables los resultados obtenidos? ;jPuede corroborar y/o justificar ade-
cuadamente las hipotesis utilizadas?

Si ha llegado hasta aqui, jEnhorabuena! jBravo!

Estudio
Breve descripcion

La noria hidraulica se comporta como una bomba de desplazamiento volumétrico posi-
tivo con un caudal pulsante. Mediante un analisis diferencial, se puede determinar el
caudal de fugas por la holgura (necesario para su propio funcionamiento) y asi obtener
la eficiencia volumétrica al compararlo con el caudal medio teérico impulsado.

Anadlisis
Analisis DIFERENCIAL
Viscosidad
Dominante Despreciable
Fluido Ecuacion de Euler
Newtoniano No newtoniano
Ecuacion de Reynolds VER
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Viscosidad Constante Newtoniano Homogénea
Constante Incompresible Homogénea
] Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: q presibilidad
Pro'c’eso de compre- Gas Adiabético
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
s Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen .
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido
- Caudal impulsado y caudal de fugas
Otras hipotesis de TRABAJO
- La variacion de la temperatura es despreciable.
- La simetria es axial.
- Las propiedades fisicas son uniformes en las secciones de control.
- Los solidos son indeformables.
- El efecto de la gravedad en el fluido es despreciable.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)
— Ecuacion de Navier-Stokes para la viscosidad dominante.

—  Ecuacion de Reynolds

Resolucion
Calcule el caudal medio tedrico impulsado.

El caudal de la noria es un caudal pulsante. La velocidad lineal de ascension o arrastre v,
que producird cada piston obturador estd relacionada con la velocidad de giro @ de la
noria:

vomo—=25—" 220,07 mis (1)
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El volumen atrapado teorico entre dos pistones obturadores consecutivos se muestra en
la figura 2. La altura del agua atrapada es consecuencia de la distancia 4 desde la super-
ficie libre hasta la entrada de la tuberia (v. figura 1).

Figura 2
( \' Volumen atrapado
entre dos pistones
‘ obturadores conse-
cutivos
=
=
! I
| 80
—

i

2
V= %Dzh - %(80-10*3m) 0,554 m=2,7910" m? )
El tiempo de descarga de cada volumen atrapado sera, entonces:

t_T+L_O,6+0,1rn_1

v, 0,07 m/s 3)
Finalmente, el caudal medio te6rico impulsado sera:
103 a3
0, =%=%:2,79-10"‘ m’®/s 21000 I/h 4)
s

Calcule la fuga maxima entre piston obturador y tuberia durante un despla-
zamiento a lo largo de la tuberia vertical.

El caudal de fugas maximo se producira cuando la tolerancia entre el piston obturador y
la tuberia sea maxima (v. figuras 1 y 3). Asi,

Didmetro méaximo de la tuberia:

D, =80H8 mm (méx) =80+ 0,046 = 80,046 mm = 80,046 10% m
Didmetro minimo del piston:

D; =80h10 mm (min) =80-0,120 = 79,880 mm = 79,88- 10° m

Holgura maxima:

e= e = Dy =Dy _80.046=79.880 _ ) 83 1mm = 0,08310° m
2 2
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Figura 3
. Detalle del flujo en
la holgura

Patm-

de presiones

L

L,r

oD,
e @D, |
Ps»
perfil de velocidad
/ debido al arrastre
debido al gradiente | z

!

/ R*

Pim

Para solucionar el problema, se lleva a cabo un analisis diferencial, ya que se puede tratar
el agua como flujo viscoso, con nimero de Reynolds bajo, de modo que las fuerzas vis-
cosas son de mayor importancia que las fuerzas de inercia. Ademas de la simetria axial,
la geometria de la holgura permite una direccion de flujo predominante.

En la holgura méxima e (v. figura 3), se lleva a cabo un analisis diferencial en coordena-
das cilindricas (r,0,z) . Las componentes de una particula de fluido en el flujo de fugas,

teniendo en cuenta las hipotesis propuestas, son:

v, =0
VQZO
v, :f(r,z)

De acuerdo con la ecuacion de continuidad,

8—p+V~\7

=0
ot
Si el flujo es permanente e incompresible,
V-y=0

que, en coordenadas cilindricas,

10 1o 0

——(prv, )+— Vo )+—I(pv,)=0

s P g ee) e o ler)

De ahi, y tomando las hipdtesis propuestas mas (5), se deduce:

Y. _y
Oz

6))

(6)

(7

®)

(€))
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Luego, v, es funcion de » y constante para - . Si se pretende analizar el movimiento

del fluido, se debe evaluar el perfil de velocidades del flujo en la holgura. Para ello, se
plantea la ecuacion de Navier-Stokes, en su forma mas genérica:

p[%+(\7~V)\7}=p§—VP+,uV2\7+§V(V-\7) (10)

cuyo ultimo término es nulo, como resultado de la ecuacion de continuidad, ecuacion
(7), si se admite un régimen permanente e incompresible. Las ecuaciones de Navier-

Stokes en coordenadas cilindricas, centrando la atencion en la componente Z , son:

R Oov, ov, 1 Ov, ov,
z: p| —/— +Vr +—Vg—+ Vv, — =
ot or r = 00 Oz
— — — —
=0,Hip.  =0,Hip. =0,Hip. =0,Continuidad
(11)
__5_P+ N lg(r6v2j+ia2vz+ azvz
0z PE:TH ror\" or ) r? 06> 0z*
— —
=0,Hip. =0,Continuidad
y resulta:
oP 10( ov
z: 0=——+ +u——| r—= 12
0z pE: 'urar[ 61"] (12)

Analizando las otras dos direcciones, 7'y 4, debido a las hipétesis adoptadas, se obtiene:

. op
r: 0=—

2; =P=f(z) (13)
6: 0=—

20

De esta forma, tomandoz: g, =—g, resulta:

10 1oP" 10( ov

z: —(P+pgz)=——=——|r—= 14
z( pg) U Oz r@r( 8rj (14)

Para obtener un perfil de velocidades, es conocido que la variacion de la presion reducida
P* en la direccion 7 se mantiene constante,

1 dP"
A=—— donde 4=Cte (15)
u dz

y resulta:

z: A:li(ravzj
ror\_ or

Integrando por dos veces la ecuacion anterior para obtener el perfil de velocidades,

(16)
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2
r ov
C+A—=r—= 17
! 2 or 1n
2
vz(r,z):ATr+C1 In(r)+C, (18)

Atendiendo ahora las condiciones de contorno:

r:Rlzﬁ—M/Z:va
2 (19)

=0

z

rszz%—)V

Sustituyendo las condiciones de contorno en la ecuacion (18), se obtienen las expresiones
de las constantes de integracion del perfil de velocidad C, y C,,

2 2
AR? __ L AR —4v, — ARy
Va:TlJfClln(Rl)J’Cz " 4 In(R)-In(R,)
(20)
2 _Ap2 2 _
0= AR £ In(Ry)+ €, c, _1-4R) In(R,)+ AR In(R,)—4v,In(R,)
4 4 In(R,)-1In(R;)
El perfil de velocidades en la holgura maxima es:
2 2 2
VZ(V,Z):A_F"‘ _lw ln(r)_l,_
4 4 In(R))-In(R,)
1)
B —AR; In(R,)+ AR In(R,)—4v, In(R,)
4 In(R)-In(R,)
El caudal volumétrico de fugas maximo Qy se obtiene ahora mediante
RZ
0= jv dS = j v, -2xrdr (22)

s R,

2 2
Integrando, teniendo en cuenta j xInxdx = %ln x— XT , se obtiene la expresion del cau-

dal de fugas maximo:

0 72 {—5R15+5R13AR22 +6R; Aln (R, )+60R; In(Ry )v,~6R; AIn(R, )+20R;}v, .
;

T 45 in(R,)-In(R,)
. ~60R; In(R, )v, +5R5 AR — 5R; A—6R3 Aln(R, )+6R5 Aln (R, )-20R3v,
In(R;)~In(R,)

(23)

Por 1iltimo, integrando la variacién de la presion reducida en la direccién Z,
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_1dP* 1 AP 1 AP+pgAz

A =— = (24)
ndz u Az pu Az
donde
AP:PS _PI :(Eztm'i_pgh))_Patm :pgh (25)
Az=zg—2z; =
h+L
- Lpsh+pgl 1 pg(h+l) 26)

7 L 7 L

Finalmente, sustituyendo en la ecuacioén (26) los valores numéricos del enunciado y los
radios de holgura maxima en la ecuacion (23), se obtiene el caudal de fugas maximo:

0,=0,4110" m’/s=0,151h (27)
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Flujo a través de un
anillo guia

El eje de un mecanismo deslizador lleva incorporado un anillo guia para evitar el con-
tacto metal-metal, tal como se muestra en las figuras adjuntas. Entre el eje, el anillo guia
y la carcasa, hay una pelicula de aceite de 50 mPa-s de viscosidad dindmica y 850 kg/m?3

de densidad.

1- Evalue el esfuerzo maximo para mover el eje a una velocidad de 5 cm/s (v.

figura 1).
Figura 1.
g Esquema del eje y
= el anillo guia sin ras-
pelicula aceite 70 cador (no a escala)
carcasa anillo guia S
\ .
R T LR I g
. il ; iniIE;
< e e f#L—¥ T 5 cm/s =
b= I o
U B m
I ISt lIO\
. ;% i, - s Q
g | /]
| 048h7 =048 100 mm AS50H9 = @50 25 474
g
Q

Haga lo propio para el caso de que exista un rascador que impida la salida de aceite (v.
figura 2).

Hipotesis:

En el apartado 2, no considere los efectos de compresibilidad del aceite.
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Figura 2.

Esquema eje y ani-
llo guia con rascador
(no a escala)

g
. . =
pelicula aceite e
carcasa anillo guia 2 rascador
\ *
W! T ==
MR : il il i JE E
< N . 1:%‘: miail 5 cm/s g
e L N
O i = ‘ it an)
] s %
S i% il H: w: i Jlﬁ% Q
: -
| 948h7= D48 Gons 100 mm G50H9 = 050 %4,
%
Q

Estrategia para resolver el problema

Se sabe que, en general, hay tres formas de reducir las fuerzas de rozamiento entre dos
superficies con movimiento relativo:

1. El uso de superficies de apoyo, tales como materiales de baja friccion, entre
ellos anillos guia de materiales como el teflon, la poliamida, etc.

2. Usar elementos rodantes, como rodamientos de bolas o agujas.

3. Mejorar la lubricacion mediante el uso de lubricantes especiales.

Se sabe que el uso de superficies de apoyo es una solucion muy relevante en el disefio
de actuadores lineales hidraulicos (cilindros). En concreto, se aplica en dos zonas: a)
entre el piston y la superficie interior de la carcasa y b) entre la superficie interior del

tapdon guia y el vastago.

Se sabe que los cilindros hidraulicos se utilizan, entre otras opciones, para accionar me-
canismos de un gran nimero de maquinas (excavadoras, prensas, brazos elevadores,

etc.).

Comprender el problema

Basandose en la figura del enunciado, lea detenidamente el enunciado, incluidas todas
las preguntas. Céntrese en el comportamiento real del “sandwich”: superficie de
apoyo/aceite/carcasa.

. Se ha dado cuenta de que usted debe analizar el flujo real de aceite por el interior del
conducto anular delimitado por la carcasa y la superficie de apoyo?
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(Se ha dado cuenta de que el flujo de aceite entre dichas superficies solidas puede ser
debido al movimiento relativo de estas y por una diferencia de presion (esta ultima puede
estar generada por la presencia de un anillo obturador (la junta el rascador) que impide
la salida de aceite al exterior?

Recuerde que el movimiento del flujo de un fluido real a través de superficies solidas se
puede modelizar con la ayuda de las ecuaciones diferenciales correspondientes a los prin-
cipios de conservacion de masa y de cantidad de movimiento (Navier-Stokes).

Este problema ;es similar a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o
plan que debe seguir para resolverlo? Si tiene dudas, le invitamos a revisar algun pro-
blema que haya resuelto con relacion al flujo laminar de un fluido viscoso a través de
superficies solidas planas, paralelas y deslizantes.

Trazar un plan para resolverlo

(Ya lo ha revisado? Le invitamos a que ordene sus ideas y las organice en un diagrama
de flujo o plan de accion.

Preste atencion. Cuando estamos en presencia de un anillo obturador (junta rascador) que
impide la salida de aceite al exterior, ;coémo podemos implementar esta clausula o con-
dicion de contorno adicional? jPodemos recurrir a establecer un balance integral de
masa? Si la respuesta es afirmativa, ;cual seria el volumen de control elegido?

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, debe pensar en qué sistema de coordenadas
ha elegido. Habida cuenta de que la ecuacion de Navier-Stokes es una ecuacion vectorial,
,en qué componente de la velocidad del fluido ha centrado su atencion?

Se sabe que, cuando se reduce el problema a un dominio espacial concreto, es fundamen-
tal especificar las condiciones de contorno que informan del comportamiento del fluido
en las fronteras. Aqui, necesita recurrir a su capacidad de analisis.

Recuerde acompaiiar su desarrollos y calculos con una explicacion clara de lo que pre-
tende y lo que ha hallado.

Comprobar los resultados
Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Supdngase que ha llegado a unos resultados correctos. ;jPuede comprobar y justificar
adecuadamente las hipotesis propuestas?

Por ultimo, suponiendo que ha resuelto correctamente el problema, le invitamos a reali-
zar un ejercicio de autocontrol. ;Puede hacer un esquema de todo el proceso de calculo
y de las hipotesis utilizadas? ;Cree que algunos de los céalculos realizados se podrian
simplificar?
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Estudio

Breve descripcion

En términos genéricos, se trata de analizar el movimiento de una pelicula anular de fluido
que es arrastrada por la guia y que, debido a la presencia de un rascador (2.° apartado),
genera una contrapresion que induce un flujo en sentido contrario al movimiento.

Analisis
Analisis DIFERENCIAL
Viscosidad
Dominante Despreciable
Fluido Ecuacion de Euler
Newtoniano | No newtoniano
Ecuaciéon de Reynolds | VER

Hipdtesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Viscosidad Constante Newtoniano Homogénea
Constante Incompresible Homogénea
. Variable: Liquido Médulo de com-
Densidad presibilidad
Proceso de compre- ——
g . Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
ey Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen —
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Fuerzas debida al rozamiento viscoso y a presion

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.
- La simetria es axial.
- Las propiedades fisicas son uniformes en las secciones de control.
- Los solidos son indeformables.
- No se consideran los efectos de compresibilidad del aceite.
- Las fuerzas masicas son despreciables.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Ecuacion de Navier-Stokes para la viscosidad dominante.

—  Ecuacion de Reynolds
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Resolucion

Estudio genérico

En general, se trata de analizar el movimiento de una pelicula anular de fluido que es
arrastrada por la guia y que, debido a la presencia de un rascador (2.° apartado), genera
una contrapresion que induce un flujo en sentido contrario al movimiento.

Se trata, pues, de la combinacion de dos flujos cuyos perfiles de velocidad son como se
muestran en las figuras 3 y 4.

pelicula aceite anillo guia Figura 3
Flujo debido al arras-
carcasa \ rascador tre del anillo guia
. \
== \
Rc| Ro eje L .
- b - =

pelicula aceite anillo guia

carcasa rascador Figura 4.

Flujo debido a la
k \/ contrapresion gene-
. rada por el rascador
= | P
R¢| Re eje L
VO» Pz

Para solucionar el problema, se lleva a cabo un analisis diferencial, ya que se puede tratar
el aceite como flujo viscoso, con un nimero de Reynolds bajo, por lo cual las fuerzas
viscosas son de mayor importancia que las fuerzas de inercia. Ademas de la simetria
axial, la geometria de la holgura permite una direccion de flujo predominante. Las com-
ponentes de la velocidad de una particula de fluido son:

vy =0
v, =0 )
v. =f(z7)
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De acuerdo con la ecuacion de continuidad,

op 10 10 0
— —— —— — = 0
o e o) g (P 5 o) @
Si el flujo es permanente, se deduce:
0
= =0
= (pv2) (3)

Luego, v, es solo funcion de la direccién/ y constante para la direccién Z .

Para analizar el movimiento de fluido, se debe evaluar el perfil de velocidades en la
pelicula anular. Para ello, se plantean las ecuaciones de Navier-Stokes:

;{%&+(VVQV}:p§—VP+yV%%%§V(V40 (4)

Centrando la atencion en la componente Z :

A ov, ov, 1 Ov, ov,
Zr op| =F v, —E+—vy—=+ v, =
ot or r = 00 0z
= —
=0,Hip.  =0,Hip. =0,Hip. =0,Continuidad

__5_P+ N lg(rﬁvzj_'_ 1 82v2+ v,

0z &?—Z‘ arraur: ¥ 007 822

=0,direc. z N (b

=0,Hip. =0,Continuidad
(5)
resulta
oP 10( ov

oz 'L{rar( or ﬂ (6)

Analizando las otras dos direcciones 7'y 4, y debido a las hipétesis adoptadas:

. oP
r: 0z—
ol p=f(z) %
A oP
0=L
o0

Para obtener un perfil de velocidades genérico que se pueda aplicar a ambos apartados,
vamos a llamar

1 dP
A=—— (®
M dz
y resulta:
1o ov.|_, 9)
r or or
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En esta ecuacion, aparece el gradiente de presion en el término 4, que sera nulo para
resolver el 1." apartado y sera un valor constante y diferente de cero para el 2.° apartado.
Esta ecuacion se puede integrar para obtener el perfil de velocidades:

i r o, = Ar
or\_ or

2
LIS
or
ov, A K,
=—r+-1
or 2 r
4
vz(r,z):zr +K Inr+K, (10)

Para evaluar las constantes de integracion, debemos formular las condiciones de con-
torno, que son:

r=Ro—>v,=0

11
r=R; —>v,=v, (1
. 4,0
Sustituyendo, resulta: 0= ZRC +K,InR, +K,
A 5
Vo :ZRG + K, InR; +K, (12)

Ahora, restando ambas expresiones, se deduce:

4
K [InRe —1nRG]+Z[Ré R |=-v

K, = (13)

Y, para la constante K>:

InR-+K,
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2
lnRC —ZRC

Numéricamente, con los datos del enunciado:

R-=0,025m
R =0,02475 m
vy =0,05 m/s

En las ecuaciones de las constantes K; y K>:

K, =-0,4974958051-0,0003093802038 4
K, =-18,35202054 -0,001297516277 4

de forma que el perfil de velocidades resulta:

2
v, (r,z)= A%+(—0,4974958051—0, 0003093802038 4) In(r)

—0,0012975162774—-18,35202054 [m/s]

El esfuerzo cortante maximo se producira en la carcasa de radio R,

A= dv,
e —H dr Re
donde
d& B ﬂ+ —0,4974958051-0,0003093802038 4 [s'l]
dr 2 r

(14)

(15)

(16)

an

(18)

(19)

Evalie el esfuerzo maximo para mover el eje a una velocidad de 5 cm/s (v.

figura 1).

En este caso, la no existencia de rascador provoca que no exista gradiente de presion y,

por tanto:
A=0
Y el perfil de velocidades debido tan solo al arrastre del eje v., sera:
Voa (r,z)=-18,35202054-0,49749580511n(r) [m/s]

y la fuerza,

(20)

@n
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ov
F=2nRcLt|, =27R:Lu az’“ (22)
C r

Re

—0,4974958051 gl

F=22(0,025 m) 01 m) 0,05 Pas)| <53

J =-0,156 N (23)

donde el signo negativo indica su oposicion al movimiento del eje.

Haga lo propio para el caso de que exista un rascador que impida la salida
de aceite (v. figura 2).

En este caso, la existencia de un rascador provoca que exista un gradiente de presion y,
por tanto:

A#0 (24)

Hay que buscar una condicion que permita evaluar 4. Esta condicion consiste en que la
presencia del rascador condiciona el flujo de aceite mediante la ecuacion de continuidad

para flujo incompresible, como ZQVC =0 (v. figura 5).

J’ v.dS = j vydS (25)
S, 5
, . Figura 5.
pelicula aceite Volumen de control
anill ia
carcasa ogl VC  rascador

o v
= S=

Teniendo presentes las hipdtesis propuestas,

RC

_ T2 2
j v 2mrdr = vy (D% -} ] (26)
R S 9

0,
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El perfil de velocidades que tiene en cuenta el gradiente de presiones deducido anterior-

mente es:

2
v, (r,z)= ATr +(~0,4974958051-0,00030938020384) In(r)

—0,001297516277A4—-18,35202054 [m/s]
e, integrando, se obtiene la expresion del caudal en la pelicula de aceite Q2:
0, =—0,203498107"2 4+0,9735664297-10°  [m’/s]

Y el caudal que aporta la seccion entre el anillo guia y el eje Q; (v. figura 5) es:

0=, %[Dé - D} |=vr[ RE-R} |= 0,057{(0, 02475)" - (0,024)2} -

=5,74322407-107° m’/s
De forma que, igualando los dos caudales, se obtiene el valor de la constante 4:
A=-0,234383514310° [m's™]

Finalmente, el gradiente de presiones sera

1dP _ 1 AP
4= LdP _1AP

1 AP
50107 0.1
AP =-117191,76 Pa

—0,234383514310° =

@7

(28)

(29)

(30)

(€2))

La fuerza total F sera debida a dos fendomenos: F; por el esfuerzo tangencial y F> por el

gradiente de presiones:

F= F + F

— —
debida a 7 debida a AP

o
F =22RLt = 27R.L 2=

or R-=0,025

F, =27(0,025 m)(0,1 m)(50-107 Pa-s)[-3123,915" |= 2,45 N
F, =7 (RS - R} )AP
Fy = (0,02475 m)’ —(0,024 m)” |(~117191,76 Pa) = 13,46 N

Finalmente, la fuerza total sera:

F= -2,45 + —13,46 =-1591N
—_— S —
debida a 7 debida a AP

donde el signo negativo indica que la fuerza se opone al movimiento.

(32)

(33)

(34

(35)









Fluidodinamica de una
bomba de pistones

En la figura 1, se muestra una bomba de desplazamiento volumétrico positivo de pistones
axiales. En un instante determinado, el piston y el plato inclinado son ortogonales y la
presion en la camara A es de 20 bar (v. figura 2). El fluido tiene una viscosidad dinamica
de 28-1073 Pa's y su densidad es de 875 kg/m=.

Para esta posicion, se pide calcular:

1.
2.
3.
4.

La fuerza F4 que soporta el patin.

La presion Pp en la camara B del patin.

El caudal Q que fluye entre el patin y el plato inclinado.
La holgura / entre el patin y el plato inclinado.

plato inclinado

patin pistén ) camisa
camara A

Figura 1.

Bomba de pistones
axiales (cortesia de
Bosch Rexroth)
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Figura 2.

Esquema del piston
y del plato inclinado
en el instante deter-
minado en que son
ortogonales entre si
(Patm = presion at-
mosférica) (no a es-
cala)

Nota: Despreciar las fugas entre la camisa y el pistén
I“. ) P h Geometria
| camisa pistén . — o base del patin
\ \ | camara B » __ plato inclinado /T It
cémara A g \ \ | o pati N Q % J
\ v e ) g patin N A ey
L | * -~ X : §7 e | / - \
TN NN (g N
gEaN sl 8§ = | ) ]
YN\ N \ N/
; x \.E \k B /
P,
§ )
20 Distribucion de presion

base del patin

Estrategia para resolver el problema

Tras la relacion de problemas que le hemos propuesto, usted esta experimentando un
progreso en sus destrezas y/o habilidades, y puede aprovechar las virtudes de los distintos
tipos de analisis utilizados: basicamente el integral y el diferencial.

En este problema, pretendemos que utilice conjuntamente los dos tipos de analisis. El
soporte fisico es una bomba de pistones axiales. Le invitamos a visualizar el funciona-
miento de esta maquina a través de algunos videos de YouTube:
https://www.youtube.com/watch?v=CksSdoG0w44

Comprender el problema

Apoyandose en el video y en la figura del enunciado, lea detenidamente el enunciado,
incluidas todas las preguntas. Céntrese en el comportamiento real del pistéon y en el patin
de apoyo.

Preste atencion a los siguientes fendmenos, que se manifiestan mientras el barrilete de la
bomba gira a velocidad constante:

—  Para reducir la friccion entre las superficies solidas del patin y el plato inclinado, se
obliga a pasar un flujo de aceite (que actiia de lubricante).

— Dicho flujo de aceite proviene de la cdmara del piston y pasa a través de un conducto
de seccion circular mecanizado en el interior del piston.

Como podra constatar en sus apuntes o en un libro de texto de referencia, entre las solu-
ciones exactas de la ecuacion diferencial de Navier-Stokes figuran como ejemplos tipi-
cos:

—  El movimiento del flujo de un fluido real a través de un capilar.
— El movimiento del flujo de aceite a través de un cojinete fluidoestatico plano.

Le invitamos a revisar estos temas y a responder a las preguntas siguientes:
(Como justifica que el caudal que fluye a través del tubo capilar es igual al caudal que
entra en el patin?
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(Como justifica que la fuerza generada por la presion de aceite en la camara del piston
es soportada por la fuerza equivalente a la distribucion de presiones sobre el plato incli-
nado?

(Ve admisible ahora que, para acoplar los dos flujos descritos en el parrafo anterior, se
necesita la ayuda del analisis integral? En caso afirmativo, elogiamos su esfuerzo inte-
lectual. En caso contrario, queremos recordarle que lo normal es que al principio no le
sea facil y que solo después de haber “jugado” con las ideas algiin tiempo lograra digerir
estos razonamientos. {No se rinda! jUsted puede!

Vuelva a probarlo de nuevo..., pero no se agobie. Distraigase un poco o quédese sentado
con los ojos cerrados y descansando las manos sobre sus piernas, con los pies bien apo-
yados en el suelo. Y deje ir a la mente libre por donde quiera. Hagalo ahora; no hay
prisa...

Trazar un plan para resolverlo

Ahora vuelva a leer el enunciado, ordene sus ideas y proyéctelas en un diagrama de flujo.
Le sugerimos que haga tantos dibujos y esquemas como estime oportuno. No condicione
su creatividad e imaginacion. Se trata de empezar por donde hay que empezar e ir avan-
zando paulatinamente.

Se aconseja acompaiiar los desarrollos y los calculos con una explicacion clara de lo que
pretende y lo que ha hallado.

Atencion: Lo normal es que, transcurrido un tiempo prudencial, usted vuelva a examinar
este problema. Todo el tiempo empleado ahora en plasmar estas ideas y razonamientos
de la forma mas clara y concisa posible es, pues, una inversiéon muy rentable, y no solo
desde el punto de vista del ahorro (podra hacer la revision mucha mas rapidamente), sino
también desde el punto de vista educativo. El esfuerzo mental que requiere esta actividad
adicional incide directamente sobre su capacidad de aprendizaje.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, debera pensar en qué sistema de coordena-
das ha elegido. Habida cuenta de que la ecuacion de Navier-Stokes es una ecuacion vec-
torial, jen qué componente de la velocidad del fluido ha centrado su atencion en cada
caso?

Se sabe que, cuando el problema se reduce a un dominio espacial concreto, resulta fun-
damental especificar las condiciones de contorno que informan del comportamiento del
fluido en las fronteras. Aqui necesitara recurrir a su capacidad de analisis.

Este problema contiene varias situaciones que requieren definir correctamente las con-
diciones de contorno. No las considere como una rutina mas. Intente sacar provecho de

su significado.

Recuerde acompaiiar sus desarrollos y calculos con una explicacion clara de lo que pre-
tende y lo que ha hallado.
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Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Supongase que ha llegado a unos resultados correctos. jPuede comprobar y justificar

adecuadamente las hipotesis propuestas?

Por ultimo, suponiendo que ha resuelto correctamente el problema, le invitamos a reali-
zar un ejercicio de autocontrol. ;Puede hacer un esquema de todo el proceso de calculo
y de las hipotesis utilizadas? ;Cree que algunos de los célculos realizados se podrian

simplificar?

Estudio

Breve descripcion

La simetria axial, la geometria reducida de la holgura y la condicion de viscosidad do-
minante son la base que permite evaluar el perfil de velocidades mediante un analisis

diferencial.
Analisis
Analisis DIFERENCIAL
Viscosidad
Dominante Despreciable
Fluido Ecuacion de Euler
Newtoniano No newtoniano
Ecuacion de Rey- VER
nolds
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Viscosidad Constante Newtoniano Homogénea
Constante Incompresible Homogénea
) Liquido Modulo de com-
Densidad Variable: q presibilidad
Progfzso de compre- Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
s Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen T
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Presion y flujo de fugas por una geometria que se puede considerar bidimensional,
con una direccién de flujo dominante

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- La simetria es axial.

- Las propiedades fisicas son uniformes en las secciones de control.
- Los solidos son indeformables.

- El efecto de la gravedad en el fluido es despreciable.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  2.2]ey de Newton
— Conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Ecuacion de Navier-Stokes para la viscosidad dominante. Ecuacion de Reynolds

Resolucion

La fuerza Fa que soporta el patin

La presion en la camara A es de Py = 20 bar = 20-10° Pa. Ast, la fuerza ejercida sobre el
patin que le transmite el piston en direccion horizontal (direccion y en la figura 2) es:

2
y:FA:%dzﬁ):%(15~10_3) 20-10° =353,4 N (1)
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La presion Ps en la camara B del patin

En la base del patin, se crea una distribucioén de presiones como la que se muestra en la
figura 2. El patin puede soportar la fuerza F4 ejercida por la presion de la camara A
gracias a la distribucion de presiones que se genera en la holgura / del patin. Asi, la
fuerza Fpain producida por la distribucion de presiones sobre la base del patin generara
un equilibrio de fuerzas tal que

yv:F,=F

patin —

R R,
jadsl + j Pds, @)
0 R,
presion camara B distribucion de presiones en el patin

donde se asume que la presion P; = Pz en la camara B permanece constante; P es la
distribucion de presiones en el patin, y R; = 15/2 =75 mm y R, =35/2 =17,5 mm (v.
figura 2).

Al principio, la distribucion de presiones P en el patin no es conocida, pero se puede
intuir que sera funcion de

p=f(r.hu0) 3)

es decir, de la geometria de la holgura (r,4), el fluido () y el caudal volumétrico a través
de la holgura del patin (Q). Si bien el caudal volumétrico es otra incognita, se sabe que
se define como

0= v : dShuelgo “)

-
5 perfil velocidades

Asi, es necesario determinar el perfil de velocidades la holgura del patin, que permitira
obtener el caudal volumétrico, la distribucion de presiones y, finalmente, con el equili-
brio de fuerzas de la ecuacion (2), determinar la holgura /.

Y, en el patin, el perfil de velocidades se producira en la holgura y, gracias a su geometria
y a la viscosidad dominante del fluido, se puede intuir que sera funcioén de

Vhuelgo = f(y,l’,h,/l,P) ®)]

Estas deducciones permitirdn llevar a cabo un analisis diferencial en que las hipdtesis
llevaran a determinar una direccién de flujo dominante. Las componentes de una parti-
cula de la pelicula de fluido en la pelicula de aceite son:

v, =f(ry)
Ve =0 (6)
vy, ~0

donde la coordenada z es denominada y por conveniencia de la geometria y la figura del
enunciado. De acuerdo con la ecuacion de continuidad,

P v.5=0 (7)

ot
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Si el flujo es estacionario, aa—f =0 (8)
que, en coordenadas cilindricas,
10 10 0
- +—— +— =0 9
rar(prv,) raﬁ[pE%J y ,0\% )

donde la coordenada z es denominada y por conveniencia de las coordenadas tomadas en
la figura del enunciado. De ahi se deduce que

%%(prvr) =0= Hip.=> .

Vr - Y

é’zvr lLov, v,
or’ T o +r_2 (10

Si se pretende analizar el movimiento del fluido, hay que evaluar el perfil de velocidades
en la pelicula anular. Para ello, se plantea la ecuacion de Navier-Stokes en su forma mas
genérica:

16, I - - -

p[a—+(v-V)v}:pg—VP+yV2v+%V(V~V) (11)
t

cuyo ultimo término es nulo y resulta de la ecuacion de continuidad, ecuacion (7), si se

admite régimen permanente. Las ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas cilindri-

cas, centrando la atencion en la componente dominante #, son:

ov, ov, vy Ov, vé o,

v, - 2+, =
ot or r 00 r oy
—— —— — ——

=0.Hip. =0,0rdende .=0,Hip. ~=O.Hip. _o¥p
magnitud. ’ ( 1 2)

_ oP v, 1ov, v, 1 &%, 2dv, 0%,
L el e R B R Ry R
= - ror r r- 00" r oy

=0,Ec. Continuidad, Ec. (10) =0,Hip. =0,Hip.

Si se admiten las hipdtesis planteadas y que la direccién dominante del flujo bidimensio-

nal es r, resulta:
ov op v
v, —L|z——+ o 13
p[rar} o uayz (13)

donde parece que ya no es posible simplificar més. Para ello, hay que llevar a cabo un
analisis de los 6rdenes de magnitud de los términos. Asi,
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2
(v,%j << a_vzr yaquey=h<<r=R, en el patin (14)
5}" ay

De esta forma, resulta:

1 _d,
wdr  dy?

(15)

Para obtener un perfil de velocidades, se sabe que el gradiente de presion en la direccion
rno es funcion de la coordenada y, y que la velocidad es funcion de r y y:

1dP _d%,

70

Para poder integrar de forma independiente, se parte de la Ecuacion de Continuidad sim-
plificada, ecuacion (10), donde

a7

de forma que

o o? f(y) lazf(y) 1
r_ - i 8
6y2 ayz[ r r 6y2 (18)

Retomando la ecuacion de Navier-Stokes simplificada, ecuacion (15),
rdp_d'f(y)

uodr dyz
%/—" | —
/() 1)

(19)

Ahora se puede integrar a cada lado del igual de forma independiente.

2
L(y) = A, siendo 4 = Ld—P (20)

dy? o dr
Integrando por dos veces la ecuacion anterior,

YO _ g,
b @1)

2
f(y)=,4y7+c1y+c2

Conocida la ecuacion (17), v, = , el perfil de velocidades queda:

)
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2
vr:éy_+ﬂy+& (22)
r2 r r

Atendiendo ahora las condiciones de contorno:

y=0->v,=0 23)
y=h—>v,=0

donde % es la holgura del patin con el plato inclinado de valor constante. Sustituyéndolas
en el perfil de velocidades anterior, se obtienen las expresiones de las constantes de in-
tegracion C; y C,

2
0=£07+Q0+&:>C2 =0
:1 h? é é Ah dP h @4
O:—_+_1h +_2:>C1 :——:_L__
r2 r r 2 udr 2
Finalmente, el perfil de velocidades en la base del patin es:
1 dP; ,
=——\y"—h 25
i dr (y y) 25

que es funcion de y por la viscosidad del fluido y funcién de r por la distribucion de
presiones.

El caudal volumétrico O que fluye entre el patin y el plato inclinado se puede obtener
ahora a partir de la ecuacion (4):

Q = J‘ }Z : dSholgura = J-vr ’ dSholgura

S perfil velocidades S
T 1ap ap[ v ]
sz——(yz—hy)Zm’dyzﬂ— L (26)
2u dr Modr| 3 3 )
zrh® dP
0=-22 50
6u dr

donde la variacion de la presion es negativa a medida que » aumenta y es una constante
para la seccion determinada, con lo cual se obtiene un caudal positivo en la direccion »
positiva.

También cabe destacar que el diferencial de superficie en la holgura se toma de forma
genérica con un radio r, ya que el caudal volumétrico es constante para cualquier radio
entre R; y R»:

dSholgura = 27trdy donde Ry <r<R, @27

El gradiente de presion en la direccion 7 es:
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dP 6u

2 28

dr zrh? )

e integrando,
Jar=[ -~ 0a
zr
A Ry (29)
6u r
P=P- In| —
: ’ Q (le

donde la presion P es la presion en la camara B. De esta forma, se obtiene la distribucion
de presion en la base del patin para una r genérica. La condicion de contorno para la
presion es:

r=R,—>P=P, donde P, =P, =0(rel) (30)
Y la presion P queda definida como
6u R,
B=—"0ln| —= 31
! 7Z'l’l3 Q (Rl j

La fuerza producida por la distribucion de presiones sobre la base del patin es:

Ry Ry
ViFn= | RdS + [ pas,
0 R,
7 —
presion camara B distribucion de presiones en el patin (32)

Rl RZ
6u r
F_ . :J‘P27rrdr+J.P—— In| — 27zrdr
patin 1 1 7Z'h3 Q {le
0 R
E, integrando se obtiene:

F

patin

= R} + Bz (R} —RE)—IE—S“QBRZZ 11{%}%(1322 ~R} )} (33)
1

donde Py, Q y & son incognitas, aunque se sabe que son constantes.

Finalmente, tomando las ecuaciones (2), (26) y (28), se puede determinar el valor de las
tres incognitas. Para la presion en la cdmara B:

2F, ln[l}?j
Ra— B o
(R -R?)

Tomando los valores numéricos ya conocidos:
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R =7,510"m
R,=17,5-10" m (35)
F,=353,4N

Y la presion en la cdmara B es: A = 762505 Pa=7,6 bar (36)

El caudal Q que fluye entre el patin y el plato inclinado

Tomando las hipotesis ya expuestas en el problema, entre otras, de régimen laminar (a
comprobar a posteriori), régimen permanente, tuberia horizontal y lisa, se puede obtener
el caudal Q que fluye por el interior del piston de 1 mm de didmetro, y que finalmente
saldra entre el patin y el plato inclinado. En las condiciones expuestas, se obtiene la
ecuacion del flujo de Hagen-Poiseuille:

_R'AP _ 7R (R -R)

Q 8uL 8uL

(37

donde R = d/2 es el radio del agujero que pasa por el interior del piston y L, su longitud.
Sustituyendo valores, se obtiene el caudal Q que fluye entre el patin y el plato inclinado:

n(o,5-10*3)4(20-105—7,6-105) 5 v
- =1,36-10" m?/s=0,82 1/min (38)
Q 8-28-107°-80-107°

La comprobacion de la hipotesis de régimen laminar es:

4pQ  4-875-1,36-107°
Re= = 3 3
mud  7-28-107-1-10

~ 541 = Régimen laminar 39)

La holgura A entre el patin y el plato inclinado

Finalmente, tomando la distribucion de presiones desarrollada anteriormente, se puede
evaluar la holgura /4 entre el patin y el plato inclinado:

6u R
h=3——Qln| =2 40
7h ¢ ( R j o
Y, sustituyendo valores,

-3 -3
h:s%l,%'w’sln % =9,3-10° m (41)
7-7,6-10 7,5-10

>

La holgura /4 entre el patin y el plato inclinado es de 93 um.
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Fluidodinamica de una
corredera

El cilindro hidraulico (v. figura 1) de una instalacion oleohidraulica se acciona mediante
una valvula de control direccional (distribuidor, v. Fotografia 1). Se observa que, en la
situacion de la figura 1, el piston del cilindro desciende a una velocidad de 1 cm/dia.
Sabiendo que la presion en la via de alimentacion P es de 100 bar, se pide:

1- Determinar la expresion para calcular la presion en B.
2-  Aplicar los datos siguientes:

£ =850 kg/m’ v=132cSt S = 100 cm?

Hipotesis:

Despreciar las pérdidas de carga en los conductos y considerar solo las pérdidas en los
juegos de la corredera y la carcasa. Despreciar los efectos de compresibilidad del aceite.

Figura 1.
Seccion de la valvula
de control direccional
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Figura 2.

Esquema de la ins-
talacion oleohidrau-
lica

E:arga

seccion util

100 e descenso carga 1 cm/dia

corredera

« |conducto anular con
\¢|juego diametral 15 pm

020

100 bar @—l 0 bar

Estrategia para resolver el problema

Tras la relacion de problemas que le hemos propuesto, usted esta experimentando un
progreso en sus destrezas y/o habilidades, y puede aprovechar las virtudes de los distintos
tipos de analisis utilizados: basicamente el integral y el diferencial.

En este problema, pretendemos que utilice conjuntamente los dos tipos de andlisis. El
soporte fisico es una valvula de control direccional oleohidraulica. Le invitamos a visua-
lizar el funcionamiento de esta maquina a través de algunos videos de YouTube:
https://www.youtube.com/watch?v=bakUHr39K1U

Comprender el problema

Basandose en el video y en la figura del enunciado, lea detenidamente todo el texto,
incluidas todas las preguntas. Céntrese en el comportamiento real de la corredera y el
cuerpo de la valvula.

Preste atencion a los fenomenos fluidodindmicos que se manifiestan mientras la corre-
dera se mantiene en la posicion neutra, es decir, bloqueando las vias A y B.

Observe que existe un juego mecanico entre la corredera y el cuerpo de la valvula, para
que la corredera pueda desplazarse por su interior. Observe que la presencia de este juego
permite un flujo de aceite forzado desde la via P (presion) hasta la via B (actuador) y,
por la misma razon, desde la via B hasta la via T (tanque).

Presuponemos que usted es capaz de intuir o visualizar el movimiento del aceite por el
interior de estas holguras. ;Coémo puede estimar la magnitud de estas fugas? ;Como jus-
tifica el sentido del flujo de dichas fugas?
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Le dejamos en sus manos responder a estas preguntas, pero tenga presente que el analisis
diferencial le permite estimar el perfil de velocidad del aceite a través de superficies
solidas y el analisis integral le permite hacer balances de masa.

Este problema ;es similar a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o
plan que va a seguir para resolverlo? Si tiene dudas, le invitamos a revisar algun pro-
blema que haya resuelto relacionado con el flujo laminar de un fluido viscoso a través
de superficies solidas planas, paralelas.

Trazar un plan para resolverlo

Ahora, vuelva a leer el enunciado, ordene sus ideas y proyéctelas en un diagrama de
flujo. Le sugerimos que haga tantos dibujos y esquemas como estime oportuno. No con-
dicione su creatividad e imaginacion. No escatime recursos.

Ahora tiene una nueva oportunidad para adiestrarse en el analisis diferencial, concreta-
mente en la resolucion de las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento (Na-
vier-Stokes) para determinar el flujo real de aceite que fluye entre dos superficies sélidas.
Tenga presente que la geometria del entorno fisico condiciona la eleccion del sistema de
coordenadas. En este caso, estd obligado a expresar las ecuaciones en coordenadas cilin-
dricas.

Se aconseja acompanar sus desarrollos y calculos con una explicacion clara de lo que
pretende y lo que ha hallado.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, debe pensar en qué sistema de coordenadas
ha elegido. Habida cuenta de que la ecuacién de Navier-Stokes es una ecuacion vectorial,
,en qué componentes de la velocidad del fluido ha centrado su atencion?

Se sabe que, cuando el problema se reduce a un dominio espacial concreto, resulta fun-
damental especificar las condiciones de contorno que informen del comportamiento del

fluido en las fronteras. Aqui necesitara recurrir a su capacidad de analisis.

Recuerde acompaiiar sus desarrollos y calculos con una explicacion clara de lo que pre-
tende y lo que ha hallado.

Estudio

Breve descripcion

La evaluacion del caudal de fugas en las correderas de las valvulas de control direccional
en altas presiones de trabajo es fundamental. Para la resolucion de este problema, una

vez interpretado su funcionamiento, se propone utilizar expresiones fluidodinamicas dis-
ponibles en la literatura.
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Analisis
Analisis DIFERENCIAL
Viscosidad
Dominante Despreciable
Fluido Ecuacion de Euler
Newtoniano No newto-
niano
Ecuacion de Reynolds VER
Hipdtesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Viscosidad Constante Newtoniano Homogénea
Constante Incompresible Homogénea
. L Modulo de com-
Densidad Variable: Liquido presibilidad
Proceso de compre- AT
i - Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
S Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo
En movi- L . Estacionario
. Régimen —
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Caudal de fugas y presion de trabajo

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- La simetria es axial.

- Las propiedades fisicas son uniformes en las secciones de control.

- Los sdlidos son indeformables.

- Las pérdidas de carga en los conductos son despreciables. Solo se consideran las
pérdidas en los juegos de la corredera y la carcasa.

- No se consideran los efectos de compresibilidad del aceite.

- Los fendbmenos de contraccion de vena son despreciables.

- Las fuerzas masicas son despreciables.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Ecuacion de Navier-Stokes para viscosidad dominante. Ecuacion de Reynolds
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Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Supongase que ha llegado a unos resultados correctos. jPuede comprobar y justificar
adecuadamente las hipdtesis propuestas? ;Ha pensado en la posibilidad de hacer alguna
hipoétesis que le permitan plantear las ecuaciones diferenciales utilizando un sistema de
coordenadas que haga que la resolucion resulte menos laboriosa y mas facil?

Pero todavia no hemos terminado el proceso de aprendizaje. Ahora le invitamos a anali-
zar el resultado para determinar si la respuesta es razonable y sensata. Siempre es con-
veniente comprobar el resultado para observar si este se encuentra dentro de un orden de
magnitud correcto y si las unidades obtenidas son realmente correctas. Se aconseja acom-
paiiar la soluciéon con una explicacion clara de lo que se ha hallado.

A continuacion, al igual que en los problemas anteriores, le presentamos la solucion de
este problema. Observe que es una resolucion muy sobria y desnuda. El proposito es que
los estudiantes tengan una pauta sobre como resolverlo (a modo de referencia) que les
inste a razonar y desarrollar sus propios modelos matematicos y calculos. Queremos evi-
tar que los alumnos adquieran una habilidad rutinaria, también denominada metodologia
de la superficialidad, que los lleve a resolver los problemas de forma mecanica y acritica.

Resolucion
Determine la expresion para calcular la presién en B

Para determinar la presion en B y los caudales de fugas, se debe hacer una interpretacion
de los fenomenos que suceden en el interior de la valvula:

— Q. caudal proveniente del piston, que entra en la valvula por el puerto B

—  Qpg: caudal proveniente del grupo de presion, que entran por el puerto P de la val-
vula hasta alcanzar el puerto B. Este es un caudal que circula por la seccion anular
que se genera entre la corredera y el cuerpo de la valvula

—  QOpr: caudal proveniente del puerto B de la valvula hasta alcanzar el puerto T, co-
nectado a tanque a presion atmosférica. Este es un caudal que circula por la seccion
anular que se genera entre la corredera y el cuerpo de la valvula.

Para determinar el perfil de velocidades en la seccion anular entre la corredera y el
cuerpo/carcasa, y posteriormente el caudal anular, se puede tratar el aceite como flujo
viscoso, con un niimero de Reynolds bajo, de modo que las fuerzas viscosas son de ma-
yor importancia que las fuerzas de inercia. Ademas de la simetria axial, la geometria de
la huelga permite una direccion de flujo predominante. Asi, se lleva a cabo un analisis
diferencial en coordenadas cilindricas (r, o, z) donde las componentes de una particula

de fluido en el flujo de fuga, teniendo en cuenta las hipotesis propuestas, son:

M
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Figura 3. De-
talle del volu-
men de
control y ba-
lance de cau-
dales

En analisis diferencial, la ecuacion de continuidad y la ecuacion de Navier-Stokes, apli-
cadas a un flujo viscoso a través de una seccion de corona circular, permiten calcular el
caudal volumétrico. Se tomaré aqui la expresion a partir de la literatura ya conocida sobre
este tipo de flujo:

2\2
_ PR (1_K4)_(1‘K ) @

T
K

donde r es el radio interno del tubo/conducto exterior y «res el radio exterior del
tubo/conducto interior que forma la corona circular, donde ~ < 1.

100 env y descenso carga 1 cm/dia

conducto anular con

carcasa juego diametral 15 pm

L]

100 bar () ‘

Primero, se debe llevar a cabo un analisis integral con un volumen de control inercial e
indeformable, como el que se presenta en la figura 3. Aplicando el principio de conser-
vacion de la masa en analisis integral, se obtiene:

jpdV+Ip(v-d§):o—> p j(a-dS’):o 3)
148 Ne =0;Hip. sC
=0;Hip.

de donde las superficies de control, teniendo en cuenta las entradas y salidas, son:

j(v.dﬁ)z— j(u.dﬁc) - j (v S, ) + I (v @) =0 (4)

SC sc,c SC,PB SC,BT

Hip. perfil uniforme

y resulta:

Oc +0pp =01 (5

Asi, cada caudal corresponderi a:
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Caudal proveniente del piston: Oc =veSui (6)

Caudal entre puertos P-B (teniendo presente la figura 2 y la ecuacion (2)):

P, —P, )R} 1-x

Opp :MK , donde K = (1—1(4)—& =Cte (N
8IULPB ln(lj
K

Caudal entre puertos B-T (teniendo presente la figura 2 y la ecuacion (2)):

x(Py—P, )R 1-x?
QBT:(B;T)ZK,donde K= (1—/(4)—(— = Cte (®)
SuLpr In (lj
K
Por tanto, sustituyendo en la ecuacion (5),
P, —Py)R; Py—P)R;
VCSu'til+7r( »—F) 2K=7[( s~ Fr) 2K ©

8uLpy Sulpr

donde todas las variables son conocidas excepto la presion Pp. Teniendo en cuenta la
figura 1 y los datos de la tabla 1:

po=1Sm_diB M 6107 s
dia 86400 s 100 cm

2 m’ 2

S, =100 cm® ———-=0,01 m
ul 10* ecm?
2 2 sz m2 6 m2
v=32cSt=3210" St=3210" ————=3210"—
s 10" cm S
2 (10)

U=pv= 8501‘—“5332-10*6 M 0,0272 X8 _0,0272 Pa's

m S m-s
Loz =510" m
Lgr =310 m

P» =100 bar (rel) = 10010° Pa (rel)
Py =P, =0 bar (rel) = 0 Pa (rel)

El conducto anular tiene un juego diametral de 15 pm; por tanto:

Juego diametral: 2e =15 ym =15-10° m (1n
Juego radial: e=7,5 um=7,5- 10° m

En la corona circular:
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D 20107 m

R=Ry=—+e +7,5107° m =0,0100075 m
103
KRERI:BZM)—mZO,mm (12)
2 2
R _R _ 00lm

Ao A BT S 9992501
R R, 0,0100075m

De esta forma, la constante K tendra el valor:
2\2
(1-(0,9992501)?)

1 =2,47710"° (13)
In| ————
0,9992501

K =| (1-(0,9992501)" ) -

Finalmente, sustituyendo en la ecuacion (9), se obtiene el valor de la presion en el puerto
B:

Py = 3,7610° Pa (rel) = 37,6 bar (rel) (14)
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Estudio de un amortiguador
de pequenas dimensiones

Se esta trabajando en el disefio de un pequefio amortiguador, cuyo esquema bésico esta
representado en la figura 1. El amortiguador consta de un piston fijo concéntrico en el
interior de una camisa movil. El volumen superior que crea el piston y la camisa esta
lleno de aceite. El piston y la camisa presentan una holgura e debida a la tolerancia de
fabricacion.

En el piston, se ha mecanizado un tubo capilar de diametro muy pequefio, que conecta la
camara con la parte inferior del piston. La geometria principal del amortiguador esta
representada en la figura 1.

Cuando la camisa se mueve concéntricamente hacia el piston a velocidad U constante,
tomando las hipotesis apropiadas y en el instante que se representa en la figura 1, se pide:

1- Determinar la expresion del perfil de velocidades del caudal de fuga que se
puede producir en la holgura e entre el piston y la camisa en funcion de la pre-
sion en la camara.

2-  Determinar la expresion del caudal de fuga que se puede producir en la holgura
e entre el piston y la camisa en funcidn de la presion en la camara.

3- Determinar la expresion del caudal de fuga que se puede producir en el tubo
capilar de diametro d en funcion de la presion en la camara.

4- Si la camisa tiene una masa M, determinar la expresion de la fuerza F que se
debe realizar sobre la camisa para mantener su velocidad constante U.

5- Tomando los datos de la tabla 1, calcular el valor de la magnitud de la fuerza F.

Nota importante: Dado que la holgura e entre el piston y el interior de la camisa es mucho
mas pequefia que el didmetro del piston, supongase que la superficie del piston y la del
interior de la camisa son planas y paralelas entre si.

Datos:
Puceite = 900 kg/m> U=1mm/s L=10mm D =60 mm
Haceire =3-102 Pa-s d=0,5mm M=1kg
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Figura 1.

Esquema del amor-
tiguador (no a es-
cala)

¥F

V)

camara
0.0 pm GDH6 U
H6<+19 Hm —~ camisa
0.0um \ piston
h6 <-19 m

L

!

]
tubo mecanizado

[
b

Estrategia para resolver el problema
Comprender el problema

Basandose en la figura del enunciado, lea detenidamente el enunciado, incluidas todas
las preguntas.

Preste atencion a los fenomenos fluidodinamicos que se manifiestan durante la compre-
sion del amortiguador.

Observe la presencia de un orificio calibrado (denominado chiclé). El chiclé es el ele-
mento especifico sobre el cual se concentran las prestaciones requeridas del amortigua-
dor, es decir, la disipacion de energia.

Observe también que existe un juego mecanico ineludible entre el piston y el cuerpo del
amortiguador (como consecuencia de las tolerancias de mecanizado).

Presuponemos que usted es capaz de intuir o visualizar el movimiento del aceite por el
interior del chiclé. ;| De qué manera puede perturbar las prestaciones del amortiguador la
presencia del juego perimetral? ;Como puede estimar la magnitud de estas fugas?

Dejamos en sus manos responder a estas preguntas. Tenga presente que el analisis dife-
rencial le permite estimar el perfil de velocidad del aceite a través de superficies solidas
y el andlisis integral le permite hacer balances de masa.

Este problema ;es similar a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o el
plan que va a seguir para resolver este problema? Si tiene dudas al respecto, le invitamos
a revisar algiin problema que haya resuelto relacionado con el flujo laminar de un fluido
viscoso a través de superficies solidas planas, paralelas.
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Trazar un plan para resolverlo

Ahora, vuelva a leer el enunciado, ordene sus ideas y proyéctelas en un diagrama de
flujo. Le sugerimos que haga tantos dibujos y esquemas como estime oportuno.

Tenga presente que la geometria del entorno fisico condiciona la eleccion del sistema de
coordenadas. En este caso, usted esta obligado a expresar las ecuaciones en coordenadas
cilindricas.

(Ha pensado en la posibilidad de hacer alguna hipdtesis que le permita plantear las ecua-
ciones diferenciales utilizando un sistema de coordenadas que haga que la resolucion
resulte menos laboriosa y mas facil?

Le invitamos a razonar acerca del comentario siguiente: Habida cuenta de que las tole-
rancias mecanicas son muy pequefias en comparacion con el diametro del piston, las
superficies laterales del piston y el interior de la camisa pueden asimilarse a dos superfi-
cies solidas, planas, paralelas y deslizantes. En este entorno virtual, seria viable expresar
las ecuaciones diferenciales del movimiento de fluido en un sistema de coordenadas car-
tesiano. ;Lo ve oportuno y adecuado?

Se aconseja acompaiiar los desarrollos y los calculos con una explicacion clara de lo que
se pretende y lo que se ha hallado.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, debe pensar en qué sistema de coordenadas
ha elegido. Habida cuenta de que la ecuacion de Navier-Stokes es una ecuacion vectorial,
,en qué componentes de la velocidad del fluido ha centrado su atencion?

Se sabe que, cuando se reduce el problema a un dominio espacial concreto, resulta fun-
damental especificar las condiciones de contorno que informen del comportamiento del

fluido en las fronteras. Aqui necesitara recurrir a su capacidad de analisis.

Recuerde acompafiar sus desarrollos y calculos con una explicacion clara de lo que pre-
tende y lo que ha hallado.

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.
Supdngase que ha llegado a unos resultados correctos. ;Puede comprobar y justificar

adecuadamente las hipdtesis propuestas? ;Qué error numérico se genera al cambiar de
sistema de coordenadas cilindricas a cartesianas?
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Estudio
Breve descripcion

Se presenta el estudio del descenso de la camisa por un pistdn fijo. La fuerza que es capaz
de soportar la camisa viene determinada por la presiéon que se genera en la camara. A su
vez, esta presion del fluido en la cdmara es debida a la “dificultad” que encuentra el
fluido al fluir por geometrias muy estrechas y pequefias, como son el diametro del tubo
mecanizado y la holgura entre la camisa y el piston. Asi, sabiendo que el caudal volumé-
trico que se genera por la velocidad constante de descenso de la camisa ha de salir por la
holgura entre la camisa y el piston y el tubo mecanizado, la presion en la camara estara
impuesta por esta condicion.

Anadlisis
Analisis DIFERENCIAL
Viscosidad
Dominante Despreciable
Fluido Ecuacion de Euler
Newtoniano No newtoniano
Ecuaciéon de Reynolds VER

Hipdtesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Viscosidad Constante Newtoniano Homogénea
Constante Incompresible Homogénea
Variable: Liquido Moédulo de com-
Densidad Proceso de compre- presibilidad
sion/expansion Gas Adiabatico
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
S Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo
En movi- L. Estacionario
. Régimen —
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Caudales de fugas y fuerza de trabajo

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- La simetria es axial.

- Las propiedades fisicas son uniformes en las secciones de control.

- Los soélidos son indeformables.

- No se consideran los efectos de compresibilidad del aceite.

- Los fenomenos de contraccion de vena son despreciables en la entrada y la salida
de la holgura entre la camisa y el piston, asi como en el tupo capilar mecanizado.

- Dado que la holgura e entre el piston y el interior de la camisa es mucho mas pe-
quefia que el didmetro del piston, se supondra que la superficie del piston y la del in-
terior de la camisa son planas y paralelas entre si.

- Las fuerzas masicas son despreciables.
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Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

—  Ecuacion de Navier-Stokes para la viscosidad dominante. Ecuacion de Reynolds

Resolucion

Determine la expresion del perfil de velocidades del caudal de fuga que se
puede producir en la holgura e entre el pistén y la camisa en funcion de la
presion en la camara.

Para determinar la expresion del perfil de velocidades, se tomaran las siguientes hipotesis
de flujo viscoso, con un nimero de Reynolds bajo: las fuerzas viscosas son de mayor
importancia que las fuerzas de inercia.

Estudio del caudal de fugas en la holgura e

En primer lugar, se estudia la holgura e (v. figura 2). Dado que la holgura e entre el piston
y el interior de la camisa es mucho mas pequeiia que el diametro del piston, e << D, se
supondra que la superficie del piston y la del interior de la camisa son planas y paralelas
entre si. Asi, se llevara a cabo un analisis diferencial en coordenadas cartesianas (x, y,z)

. Las componentes de una particula de fluido en el flujo de fuga, teniendo en cuenta las
hipdtesis propuestas, son:

ve=u=f(xy)
v, =EV= 0 (D
v,=w=0
ODH6 Figura 2.
Detalle del flujo en la
camara holgura
cam
pistén y camisa
X
debido al arrastre
, L
U
@Dh6
debido a la presion
—— e
Patm
De acuerdo con la ecuacion de continuidad,

0 -

Pivi=0 )

ot
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Si el flujo es permanente e incompresible,

V-y=0 3)
que, en coordenadas cartesianas,
ou_ov_ ow_, 4)
ox Oy Oz

De aqui, y tomando las hipétesis propuestas, se deduce:

ou
—=0 5
o (5)
Luego . es funcion de ) y constante para . Si se pretende analizar el movimiento del

fluido, se debe evaluar el perfil de velocidades del flujo en la holgura. Para ello, se plan-
tea la ecuacion de Navier-Stokes en su forma mds genérica:
ov

p|:5+(17-V)\7:|=p§—VP+,uV2\7+§V(V~\7) (6)

en que el Gltimo término es nulo, ya que V-V =0, si se admite fluido incompresible. Las
ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas cartesianas, centrando la atencidon en la

componente I, son:

N ou ou ou ou

Xiopl -+ u— vy —+ w —|=
@L ._f?i =0,Hip. oy =0,Hip. oz
=0,Hip. =0,Continuidad

(7
Toox o’ ' oz
—— ——
=0,Continuidad =0,Hip.

o> o

resulta: x: 0= - 8
y P8 TH o )]

Analizando las otras dos direcciones jy Z,y considerando las hipétesis adoptadas:
y: 0= Z—P
Yl P r(x) 9)
R oP
z: 0=—
oz
De esta forma, seglin los ejes de coordenadas tomados en la figura 2, x: g, =+g,

1dP* &u
PR o

- 1d
x: (P-pgx)=

M dx
Para obtener un perfil de velocidades, se sabe que la variacion de la presion reducida P*
en la direccion I se mantiene constante:
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1 dP*
A=—d— donde A=Cte<0 (11)
x

U

ya que la presion va disminuyendo a medida que se avanza en la direccion ¥, y resulta:

x: A 12
o (12)

Integrando por dos veces la ecuacion anterior para obtener el perfil de velocidades,
2
u(x,y)=A7+C1y+C2 (13)

Atendiendo ahora a las condiciones de contorno,

y=0->u=0

(14)
y=e—->u=U

Sustituyendo las condiciones de contorno en la ecuacion (13), se obtienen las expresiones

de las constantes de integracion del perfil de velocidad C; y C,,

0
:A—
0 2+C10+C2 Clzg—Af
) = e 2 (15)
U:A%+C1e+C2 C,=0

Finalmente, el perfil de velocidades en la holgura e es:

u(x,y)zg(yz—ey)+%y (16)

que resulta de la combinacion de un flujo de Couette y un flujo bidimensional de Hagen-
Poiseuille, como se representa en la figura 3.

Ve N\ Figura 3.

Perfil de velocida-
des en la holgura e

A

N\
/

N
v

Velocidad Perfil [m/s]

\ Flujo

de
Couette

Holgura e [pm]
o oo
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Determine la expresion del caudal de fuga que se puede producir en la hol-
gura e entre el piston y la camisa, en funcion de la presion en la camara.

El caudal volumétrico de fugas en la holgura Q. se obtiene ahora mediante:

e e 3
0, =I\7~d§ :Ju-ﬁDdy=ﬂDJ[£(y2 —ey)+gy]dy _mb —A—e+Ue a7
: o o 2 e 2 6

3. Determine la expresion del caudal de fuga que se puede producir en el tubo capilar de
diametro d en funcién de la presion en la camara.

Estudio del caudal de fugas en el tubo capilar mecanizado de diametro d

En segundo lugar, se estudia el tubo capilar de didmetro d (v. figura 4). Se llevara a cabo
un analisis diferencial en coordenadas cilindricas (r.6,2)- Las componentes de una

particula de fluido en el flujo de fuga son, teniendo en cuenta las hipotesis propuestas:
Hipotesis:

Simetria axial en coordenadas cilindricas (r.6,2) :ﬁ ~(
=0
=0 (18)
v. = f(r,z)
P camara
N T
l piston
L
ad L%
Pim debido a la presion
De acuerdo con la ecuacion de continuidad,
a—p +V-v=0
ot (19)
Si el fluido es incompresible,
Vv=0 (20)

que, en coordenadas cilindricas,

10

0 0
(v )+ (v )+ () =0 @1

Figura 4.

Detalle del flujo en el
tubo capilar mecani-
zado
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De ahi se deduce, tomando las hipotesis propuestas:

Y. _y

oz (22)
Luego, v_ es funcion de 7 y constante para z. Si se pretende analizar el movimiento

del fluido, se debe evaluar el perfil de velocidades del flujo en la holgura. Para ello, se
plantea la ecuacion de Navier-Stokes en su forma mas genérica:

p|:%+(\7~V)17}=p§—VP+,uV2\7+§V(V-\7) (23)

cuyo ultimo término es nulo, como resultado de la ecuacion de continuidad, ecuacion
(20), si se admite fluido incompresible. Las ecuaciones de Navier-Stokes en coordenadas

cilindricas, centrando la atencion en la componente Z, son:

A ov, ov, 1 Oy, ov,
zZ: » +— VH + VZ =
ot or r = 00 0z
e e e
=0,Hip.  =0,Hip. =0,Hip. =0,Continuidad
(24)
_op . lg(ym} 1 &%, . v,
0z pETH or\' or ) r* 06? 822
=0,Hip. =0,Continuidad
y resulta:
oP 1o ov
z: 0=——+ +y—,_r—= 25
oz PETH 6}’( or j (25)

Analizando las otras dos direcciones 7'y §, considerando las hipétesis adoptadas, son:

. oP
r: 0=—
o= P=1(2) (26)
0: 0=—
00
De esta forma, segin los ejes de coordenadas tomados en la figura 3, 2: g, =+g,
resulta:
. 1d 1dP® 10 o,
S (Popgz)= = r—j @7
Hdz u dz ror or

Para obtener un perfil de velocidades, se sabe que la variacién de la presion reducida P*
en la direcciéon 7 se mantiene constante:

A= ldi donde A=Cte<0 (28)

M odr
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donde 4 es la misma constante, de igual valor y significado que la definida en la ecuacion

(11). De esta forma,
ror\_ or

Integrando por dos veces la ecuacion anterior para obtener el perfil de velocidades,

(29)

2
G+ A=y o,

42
v, (r,z) =—r+C1 ln(r)+C2

4 (31
Admitiendo que la velocidad para 7 =0 es finita —de hecho, seré la velocidad méaxima—
y que In(0) es una indeterminacion, la constante de integracion C; debe ser nula. Aten-

diendo ahora las condiciones de contorno:

r=0->C =0
d
r=—-v,=0
2 (32)
Y, sustituyendo las condiciones de contorno en el perfil de velocidades,
2 2
0=4L ¢, =, =24
16 16 (33)
Finalmente,
2 2 2
- )
(34)

El caudal volumétrico de fugas en el tubo capilar mecanizado Qy se obtiene ahora me-
diante:

d

4 1 ) )
O, :Iv'd§='|‘vz -27rrdr=J.£ 2 —d— 27rrdr:—7TAd
s 0 04 4 128

(35)

que resulta ser un flujo laminar en un conducto de seccion recta circular de Hagen-Poi-
seuille.

Si la camisa tiene una masa M, determina la expresion de la fuerza F que
se debe realizar sobre la camisa para mantener su velocidad constante U.

En primer lugar, se debe llevar a cabo un analisis integral con un volumen de control
inercial e indeformable, como el que se presenta en la figura 5. Aplicando el principio
de conservacion de la masa en andlisis integral, se obtiene:
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Figura 5.

Detalle de los cauda-
F les que intervienen
en el amortiguador

P.. QI V(%
camara |
9
piston
ijdwjp(v dS)=0- p j(a-dﬁ)zo (36)
ot 148 sC H\-;-l;’ SC
=0;Hip.

de donde las superficies de control son:

I(ﬁ~d§): j (U-dS,)+ j (u-dS, )+ j (v.-dS,)=0

sc SCe SCe scd
z(D+e) (37)
-U——+ J. u-Ddy +I v, -27rdr) =0
R S 0
¢ 0, o
Y resulta: 0.=0,+0, 39)
Finalmente, sustituyendo las expresiones de los caudales de fugas,
2 3 4
Uﬂ(D+e) :Q —A—e+Ue _wAd (39)
4 2 6 128

donde la unica incognita es la constante 4. Integrando la variacion de la presion reducida
en la direccion Z=X:

1dP" 1 AP" 1 AP-pgAz

A=—— (40)
Modx ,u Ax ,u Ax

AP = Pcam_Patm :Pcam

donde el 4D
Ax=0-L=-L
P — -L
A:l cam pg( ): 1 Pcam+ng:_l[1)cam +pg (42)
7] -L 7 L u\ L
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Foam = =L(Au+ pg) 43)
Se obtiene definitivamente la presion relativa en la cdmara Pegp.
El equilibrio de fuerzas que se produce en el amortiguador (teniendo presente que se

trabaja a presiones relativas) se muestra en el esquema de sélido libre de la camara de la
figura 6:

Figura 6.
Detalle del equilibrio w
de fuerzas en el s6- F
lido libre de la c&- / %
P..

mara
ODH6 camara

"

Team Team
F=md=m ﬂ =0
gL
-0, UCte (44)
F+W=Pcam%(D+e)2 + (D +e)L
du A U A U
Teamisa = M~ =:u|:_(y2 _ey)+_y:| =/u|:_e+_:l (45)
dy| _ 2 e _ 2 e
y=e y=e
. V4 2 4 U
Finalmente, F :PmmZ(D+e) tulSer— 7(D+e)L—Mg (46)
e

Relacion entre la presion en la camara y los esfuerzos cortantes en la ca-
misa y en el piston

La presion relativa en la cdmara P, sobre el area correspondiente actia en contra de las
correspondientes fuerzas viscosas. Asi, como se muestra en la figura 7:
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Figura 7.

Detalle de la actua-
cion de la presion re-
lativa en la cdmara

la presion de la camara contrarresta
la fuerza viscosa en el
huelgo e

la presion de la camara
contrarresta la fuerza
viscosa en el tubo d

Para la holgura e, se tiene:

du A U A U
Teamisa — H—— Zﬂli_(yz_ey)+_y:| zﬂli_e+_:| (47)
dy| _ 2 e _ 2 e
y=e y=e
du A U A U
pison = M =;{—(y2 —ey)+—y} =ﬂ{——e+—} (48)
Vo 2 e -0 2 e
y y
Para la tuberia capilar d, se tiene:
dv Al , d° Ad
Topitar = H—=|  =H|—|r"—— =u— 49
capilar H dr e ,Ll|: 4 [ 4 J:l ; H 4 ( )
2 r=¢
Por tanto, las fuerzas viscosas seran:
A U
F =z .S . =ul—e+—|r(D+e)L
u,camisa camisa ™~ camisa /’l[ 2 e :| ( )
A U
Fy,pistnn = Tpiston Spiston =H |:_E e+ :i‘ T (D - e) L (50)
Ad
F/l,capilar = TcapilarScapilar = luTﬂ-dL
Y las fuerzas de presion:
V4 2 2
FP,camisafpiston = (Pcam + ng)Scamisafpiston = _IUALZ[(D + e) - (D _e) :|
(51)
V4
FP,capilar = (Pcam + ng)Sd = _/uALZdz
de donde se puede comprobar que
V4 Ad
Fp captar *+ Fpcapitar = —HALZ-d* + p= = mdL =0 (52)
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+F -F

FP,camisa—pistun u,camisa U, piston =
=—luAL%[(D+e)2—(D—e) +,u[—e+ } D+e
—,u[—ée+ U} (D e)L .=0
donde F,

1w, piston 1@ de cambiar de signo debido al criterio de signos del esfuerzo tangen-

cial.

Tomando los datos de la tabla 1, calcule el valor de la magnitud de la
fuerza F.

El caso mas desfavorable sera aquel en que la fuerza de carga F' sea la minima. Ello
ocurrira cuando el caudal de fugas sea el maximo, y este se producira cuando la tolerancia
entre el piston y la camisa sea la maxima. Asi:

—  Diametro maximo del piston:

D, =60h6 mm (min) = 60-0,019 =59,981 mm = 59,981-10'3 m
—  Didmetro minimo de la camisa:
D, = 60H6 mm (méx) = 60+0,019 = 60,019 mm = 60,019'10'3 m

- Holgura maxima:

D, - D, -
e=e, . = 22 ! :59’981260’019=O,Ol9mm:0,019'10'3 m

Asi, tomando los datos de la tabla 1 y la holgura méaxima en la ecuacion (39), se obtiene
el valor de la constante 4:

A=-1722200744 s'm™! (54)
Y, mediante la ecuacion (43),
P, =516571,933 Pa~5,2 bar (55)
Finalmente, con la ecuacion (46),
F =1450,77 N =1500 N (56)
Por ultimo, comprobando un namero de Reynolds,

holgurae—)Rezp—ULEO,3<l

H — Flujo laminar 57

tuberia d — Re = ﬂ =202 <2300
mud









Fluidodinamica del
modelo de un vertedero

En la figura 1, se presenta el esquema de un modelo de vertedero situado a nivel de mar
y se indican sus dimensiones basicas. Por encima del vertedero, se desliza una lamina de
agua de espesor practicamente constante de 20 mm. Los puntos 1 y 2 estan situados sobre
la superficie libre de la lamina de agua, de forma que el punto 1 se halla a 600 mm de la
linea de referencia trazo-punto. El punto 2 se encuentra a 150 mm por debajo del punto
1. La solera del vertedero, en la zona del punto 2, tiene una curvatura de 300 mm de
radio.

S Figura 1.
N Esquema de un ver-
tedero (no a escala

500

lamina de agua

600
h
ri

| linea de referencia

En la solera del vertedero por debajo del punto 2, se ha instalado un manémetro de mer-
curio (13.600 kg/m®) de tipo “U”, de forma que se pueda medir la presién 4 que se pro-
duce en este punto, denominado punto 3.

Se pregunta:
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1. Calcular la velocidad del punto 2.
2. Calcular el perfil de velocidades en las secciones 2-3.

3. Calcular la distribucion de presiones en las secciones 2-3 debidas exclusivamente
a la curvatura de la 1amina de agua.

4. (Qué marcara el manémetro en la columna de agua?

Si se desea llevar a cabo un prototipo del vertedero a una escala 10 veces mayor que el
modelo, se pregunta:

1- Calcular el caudal por unidad de anchura en el prototipo.
Hipotesis:

Supodngase que el punto 1 estd suficientemente alejado del vertedero para suponer que la
velocidad en este punto es cero.

Estrategia para resolver el problema

Se sabe que la resolucion de un problema, desde el punto de vista fluidodindmico, im-
plica la determinacion de seis incognitas, a saber: las tres componentes de la velocidad,
la presion, la densidad y la temperatura. Para ello, se dispone de seis ecuaciones: la ecua-
cion de continuidad, obtenida del principio de conservacion de la masa; las tres ecuacio-
nes del movimiento, derivadas del principio vectorial de conservacion de la cantidad de
movimiento; la ecuacion de conservacion de la energia, como resultado de aplicar el
primer principio de la termodinamica, y la ecuacion de estado termodinamico.

Se sabe que hay situaciones reales en que el comportamiento del fluido se ve mucho mas
afectado por las fuerzas de inercia que por las fuerzas viscosas, de tal manera que pode-
mos extrapolar su comportamiento a considerar que el fluido es “ideal”.

Se sabe que la aproximacion de flujo ideal introduce un cambio muy importante en la
formulacion matematica con respecto a la correspondiente a flujos de fluidos viscosos
(ecuacion de Navier-Stokes). Las ecuaciones resultantes que describen el flujo de un
fluido ideal son las denominadas ecuaciones de Euler.

Comprender el problema

Apoyandose en la figura del enunciado, proceda a leer detenidamente todo el texto, in-
cluidas todas las preguntas.

(Podemos definir la naturaleza del fluido y entrever su comportamiento?

Obviamente, el agua es un fluido en estado liquido cuya densidad se puede considerar
constante en este entorno y es un fluido newtoniano. Pero ;puede razonar si, en este
entorno, el comportamiento de este fluido se puede asimilar al comportamiento de un
fluido ideal (viscosidad nula)?
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Céntrese en analizar la importancia relativa que pueden tener los aspectos siguientes so-
bre el modelo de flujo (perfil de velocidades en una seccion concreta del flujo): 1) el
efecto de la curvatura de la lamina de agua, 2) la influencia de la viscosidad.

Intente imaginarse o visualizar el flujo de agua. ;Se ha dado cuenta de que, en presencia
de la curvatura de la lamina de agua (impuesta por la forma de la solera del vertedero),
las particulas de agua se trasladan en trayectorias concéntricas a velocidades inversa-
mente proporcionales a sus radios de curvatura?

Se sabe que este modelo de flujo se denomina vortice libre y es irrotacional.

Antes de continuar, le invitamos a consultar sus apuntes o libros de texto de referencia
relacionados con las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido ideal y que
denominamos ecuaciones de Euler en coordenadas intrinsecas. No se limite a la simple
actividad rutinaria de buscar y aplicar mecanicamente la ecuacion requerida y su solu-
cion. Dediquele un poco mas de tiempo. Intente profundizar en los conceptos que estan
implicitos en esta ecuacion.

Trazar un plan para resolverlo

(Ya lo ha revisado? Le invitamos a que ordene sus ideas y las organice en un diagrama
de flujo o plan de accion.

Preste atencion. Las ecuaciones de Euler se deducen del principio vectorial de conserva-
cion de la cantidad de movimiento de un fluido ideal; por tanto, tienen caracter vectorial.
Usted debe considerar sus tres componentes. Le recomendamos utilizar coordenadas in-
trinsecas.

Se sabe que el sistema de referencia propio o intrinseco de cada punto de la trayectoria
esta constituido por un sistema de coordenadas formado por tres ejes:

-Eje tangente: Su direccion es tangente a la trayectoria y el sentido positivo sera el
de la velocidad del fluido en ese punto.

-Eje normal: Su direccion es perpendicular a la trayectoria y el sentido positivo sera
el que se dirige al centro de curvatura de la trayectoria.

-Eje binormal: su direccion es ortogonal a los otros dos.

Ejecutar el plan

Recuerde que, antes de hacer cualquier cosa, hay que pensar. Y que, cuando se reduce el
problema a un dominio espacial concreto, resulta fundamental especificar las condicio-
nes de contorno que informen del comportamiento del fluido en las fronteras.

259



% Fluidotecnia. Problemas resueltos

260

Comprobar los resultados
Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Supongase que ha llegado a unos resultados correctos. jPuede comprobar y justificar
adecuadamente las hipdtesis propuestas?

Por ultimo, suponiendo que ha resuelto correctamente este problema, le invitamos a rea-
lizar un ejercicio de autocontrol. ;Puede hacer un esquema de todo el proceso de calculo
y de las hipotesis utilizadas?

En cuanto a los resultados obtenidos, ;le parecen razonablemente posibles? ;Puede com-
probar la solucién (para alguna situacion singular)?

Estudio
Breve descripcion

Se propone estudiar el flujo de una lamina de agua por la superficie curvada de un ver-
tedero. Considerando despreciable la viscosidad, fluido ideal, se puede evaluar la distri-
bucion de presiones normal en la curvatura del vertedero si se supone un perfil de
velocidad de vértice libre, es decir, flujo irrotacional.

Analisis
Analisis DIFERENCIAL
Viscosidad
Dominante Despreciable
Fluido Ecuacion de Euler
Newtoniano No newtoniano
Ecuacion de Rey- VER
nolds
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogéneo
] Liquido Moédulo de com-
Densidad Variable: 4 presibilidad
Prqc;so de compre- Gas Adiabatico
sion/expansion . -
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
s Absoluto
En reposo Equilibrio -
Relativo
En movi- . Estacionario
. Régimen T
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Distribucién de presiones radial

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- Las propiedades fisicas son uniformes en las secciones de control.
- Los solidos son indeformables.

- El flujo es ideal, no viscoso, a un numero de Reynolds bajo.

- El flyjo es irrotacional.

- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

Principios basicos y leyes fundamentales

Fluidoestatica

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

Ecuacion de Navier-Stokes para fluido ideal. Ecuacioén de Euler

Principio de conservacion de la energia. Ecuacion de Bernoulli

Resolucion
Calcule la velocidad en el punto 2.

Para determinar la velocidad en el punto 2 de la solera, se procede a aplicar la ecuacion
de Euler ya que se considera flujo ideal, no viscoso, con un nimero de Reynolds alto, en
que las fuerzas viscosas son muy inferiores a las fuerzas inerciales. Tomando la ecuacion
de Navier-Stokes bajo las hipotesis de flujo ideal no viscoso, se obtiene la ecuacion de
Euler:
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Dv ov
= p| =4 (¥-V)V | =V g
'ODt p[6t+(v )V} prrs (D)

Suponiendo que la linea entre los puntos 1 y 2 sea una linea de corriente definida sobre
la superficie libre del agua, se puede integrar la componente § de la ecuacion de Euler
bajo las hipdtesis expuestas y se obtiene la conocida ecuacién de Bernoulli:

E =E,+AE,, (2)
12
=0,Hip.
es decir,
p v
—+-—+gz=_Cte 3)
p 2

Aplicando Bernoulli entre los puntos 1 (superficie libre del depdsito supuesto que esta
suficientemente alejado del vertedero) y 2 (salida del chorro de agua después del sifon)
en términos de altura:

2

2
v v
I 0
P 2 P 2
- ?’_‘ ——
R=Fy,=0(rel) v =0 P,=P,,,=0(rel)

Por tanto,

v, = 2g(z-2,) = \/2-9,81532-(0,6—0,45) m=1,72 m/s ()

Calcule el perfil de velocidades en las secciones 2-3.

Si se admite que el flujo de la lamina de agua es un flujo irrotacional, tipo vértice libre,
entonces se debe cumplir:

Flujo irrotacional = Vértice libre = Perfil de velocidad: vr = K (Cte) (6)

Para determinar el valor de la constante K, se conoce:

5 =03+0,02=0,32m = v,=172m/s

(7
de forma que
K =v,r, = (1,72 m/s)(0,32 m) = 0,55 m* /s ®)
Y el perfil de velocidades en la lamina sera:
2
,-055m/s [m/s] )
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Calcule la distribucion de presiones en las secciones 2-3, debida exclusiva-
mente a la curvatura de la lamina de agua.

De acuerdo con la componente normal 7 de la ecuacion de Euler,

dz ¢ ov, V?
_pg_z__P:p[ n+_J (10)

o R

donde R es el radio de curvatura y dnapunta en direccion al centro del radio de curva-
tura. Asi, un cambio en la direccion del flujo de la velocidad de una particula va acom-
pafiado de la combinacion apropiada del gradiente de presion y el peso de la particula en
la direccion normal a la linea de corriente.

Tomando, en nuestro caso, R =r y dn =—dr , se obtiene:

dz 0p v, V
—t—=—= +— 11
rs dr or P ot r (h
=0,Hip.
2
R R (12)
dr P desp;;able r

donde, en una primera aproximacion, el término de la gravedad puede despreciarse para
la lamina delgada.

dl 2
L L (13)
dr P desp:e/;iable

Sustituyendo la expresion del perfil de velocidad de la ecuacion (9),

dp K?
e i 14
dr r ” (14
e integrando, p=pK? [—%} +C, (15)
2r

Para determinar el valor de la constante de integracion C;, se aplican las condiciones de
contorno:

Asi, rn=032m = p,=p,,=0(el) (16)
0=pkK? {—L}rq
2;’22
2 (17)
G = 1000k—g3(0,55 m—j [;2} =1470 Pa
m s ) {2(0,32 m)

Por tanto, la distribucion de presiones sera:
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p=1470—150,53i2 [Pa] (18)
r

¢Qué marcara el manémetro en la columna de agua?

Para ello, primero hay que conocer la distancia vertical z,.; entre los puntos 2 y 3. Ob-
servando la figura 2, se obtiene la relacion:

70mm _ %5 _10,6mm (19)

320mm 20 mm

Figura 2. ,.\9
Alturas de referencia

®—
f——
3
——

20

320
170

lamina de agua

linea de referencia

Asi, aplicando la condicion fluidoestatica (v. figura 3), la presion en el punto 3 sera:

Py =P+ pgzyy =200 Pa+ 1oook—g39,81320,0106 m=-96Pa(rel)  (20)
m s
Abhora, aplicando fluidoestdtica en el manémetro (v. figura 3):

h
Py = D3 +P8(H+E]
P4 =Ds+ Prg8h (21)
Py =Py

Figura 3.
Mandémetro

Zy3

» —

tubo
manometro

lamina de agua

100

linea de referencia
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h
P3 +pg(H +5j = ps+ Py gh
(22)

_ _ ke m
h=p3_p5+ng= 96 Pa ()Pa-i—l()()()m3 9,81Sz 0,2394m

P 1000-X&
g(PHg 2) 9,81;‘;{13600:;%—2“‘3J

=0,0175m=17,5mm (23)

Calcule el caudal por unidad de anchura en el prototipo.

Para evaluar el caudal por unidad de anchura en el prototipo ¢p, llevaremos a cabo un
analisis dimensional. La teoria de modelos indica que se ha de cumplir la igualdad de
los nimeros adimensionales entre el modelo y el prototipo. El nimero adimensional re-
lacionado con el caudal y el tipo de fluido es el nimero de Reynolds, de forma que

ReModelo = RePrototipo

4gp| _49p
mLu wLu

(24)

M P

Puesto que el modelo y el prototipo trabajan con el mismo fluido, y el factor de escala es
1:10,

Pu=Pp 5 My =Hp 5 Lp=10Ly (25)
q q
T T d4r= 104y

Para determinar el caudal del modelo g, debemos utilizar el principio de conservacion
de la masa, teniendo presente la ecuacion (9):

n
du :J.ﬁ-dgz‘[fdr:Kln(r—zj
s d €

B 27)
Aplicando valores,
¢y =0,55m%/s In (wj =0,036 m>/(s'm)
,3 m (28)
Y, por tanto, el prototipo:
qp = 10g,, =100,036 m*/(s'm) = 0,36 m*/(s'm) (29)
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Caudal y presiones en un sifon

En una obra hidraulica, se ha convenido instalar un sifon de seccion transversal cuadrada
por donde circula agua, tal como se muestra en la figura 1. Suponiendo que las pérdidas
por rozamiento son despreciables, se pide:

1. Calcular el caudal desalojado por el sifon.

2. Determinar la expresion de la energia piezométrica en el punto M en funcion del R;.

3. Lacondicion que debe cumplirse con la relacion

maxima necesaria para evitar
1

que en el punto B aparezcan sintomas de cavitacion.

4.
Figura 1.
Esquema de
1 la obra hi-
* draulica (no a
escala
H
2
a - :&
M
Datos:
a=0,5m H=51m prg = 13.600 kg/m?
R>=19m Prapor agua = 17,5 mmcHg (abs.)
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Hipotesis:

—  Supodngase que el flujo es irrotacional.

Estrategia para resolver el problema

Tras la relacion de problemas que le hemos propuesto, usted estd experimentando un
progreso en sus destrezas y/o habilidades, y puede aprovechar las virtudes de los distintos
tipos de analisis.

Recuerde que la hipdtesis de flujo ideal introduce un cambio muy importante en la for-
mulaciéon matematica con respecto a la correspondiente a flujos de fluidos viscosos
(ecuacion de Navier-Stokes). Las ecuaciones resultantes que describen el flujo de un
fluido ideal son las denominadas ecuaciones de Euler.

Comprender el problema

Basandose en la figura del enunciado, lea detenidamente el enunciado, incluidas todas
las preguntas.

Este problema ;es similar a otros que ya hemos planteado? ;Tiene claro el esquema o
plan que va a seguir para resolverlo? Si tiene dudas al respecto, le invitamos a revisar
alglin problema que haya resuelto y/o a consultar sus apuntes o libros de texto de refe-
rencia relacionados con las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido ideal
en coordenadas intrinsecas.

Trazar un plan para resolverlo

. Ya lo ha revisado? Le invitamos a que ordene sus ideas y las organice en un diagrama
de flujo o plan de accion.

Preste atencion. Las ecuaciones de Euler se deducen del principio vectorial de conserva-
cion de la cantidad de movimiento de un fluido ideal; por tanto, tienen caracter vectorial.

Ejecutar el plan
Insistimos en que, antes de hacer cualquier cosa, se debe pensar. Recuerde que, cuando

el problema se reduce a un dominio espacial concreto, resulta fundamental especificar
las condiciones de contorno que informen del comportamiento del fluido en las fronteras.

Comprobar los resultados

Vuelva a leer el enunciado y compruebe que lo que se pedia es lo que ha averiguado.

Supoéngase que ha llegado a unos resultados correctos. /Puede comprobar y justificar
adecuadamente las hipotesis propuestas?
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Por ultimo, suponiendo que ha resuelto correctamente este problema, le invitamos a rea-
lizar un ejercicio de autocontrol. ;Puede hacer un esquema de todo el proceso de calculo
y de las hipotesis utilizadas?

Atencion: Lo normal es que, transcurrido un tiempo prudencial, usted vuelva a examinar
el problema. Todo el tiempo empleado ahora en plasmar estas ideas y razonamientos de
la forma mas clara y concisa posible serd una inversion muy rentable, no solo desde el
punto de vista de la eficacia (podra hacer la revision mucha mas rapidamente), sino tam-
bién desde el punto de vista educativo. El esfuerzo mental que requiere esta actividad
adicional tendra consecuencias directas sobre su capacidad de aprendizaje.

En cuanto a los resultados obtenidos, ¢ le parecen razonablemente posibles? ;Puede com-
probar la solucién (para alguna situacion singular)?

Estudio
Breve descripcion

Se propone el estudio del flujo en un sifén. Debido a la propia curvatura del sifon y a sus
grandes dimensiones, se puede considerar la distribucién de presiones normal en la cur-
vatura de este si se supone un perfil de velocidad de vortice libre, es decir, flujo irrota-
cional.

Analisis
Analisis DIFERENCIAL
Viscosidad
Dominante Despreciable
Fluido Ecuacion de Euler
Newtoniano No newtoniano
Ecuacion de Rey- VER
nolds
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Hipétesis que se plantean

PROPIEDADES del fluido
Densidad Constante Incompresible Homogéneo
Variable: Liquido Modulo de com-
Proceso de  compre- presibilidad
sion/expansion Gas Adiabatico
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido
En reposo Equilibrio Absoluto
Relativo
En movi- | Régimen Estacionario
miento Transitorio
PRESTACIONES del fluido

- Caudal y energia piezométrica

Otras hipotesis de TRABAJO

- La variacion de la temperatura es despreciable.

- las propiedades fisicas son uniformes en las secciones de control.
- Los s6lidos son indeformables.

- El flujo es ideal, no viscoso, con un numero de Reynolds bajo.

- El flyjo es irrotacional.

- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.

Principios basicos y leyes fundamentales

—  Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)
—  Ecuacion de Navier-Stokes para fluido ideal. Ecuacioén de Euler

—  Principio de conservacion de la energia. Ecuacion de Bernoulli

Resolucion
Calcule el caudal desalojado por el sifon.

Para determinar el caudal Q desalojado por el sifon, se procedera a aplicar la ecuacion
de Euler. Tomando la ecuacion de Navier-Stokes en las hipotesis de flujo ideal no vis-
€0s0, se obtiene la ecuacion de Euler:

Dv o
2V Sl L (5-V) |=—Vp+ ps 1
Ly [6t (v )V} P+ pg (1)

Y, con las demas hipotesis, se obtiene la conocida ecuacion de Bernoulli:
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p vV
—+—+gz=Cte 2)
p 2

Aplicando Bernoulli entre los puntos 1 (superficie libre del deposito) y 2 (salida del cho-
rro de agua después del sifén) en términos de altura:

H,=H,+AH, , (3)
P v p Vs
Loy 22 42404 AR 4)
pg 2g g 2g —
= — — =0,Hip

R=Pyy=0(rel) 1?20 Py=P,,,,=0(rel)

Por tanto,

vy =\2¢(z —2,) = 2¢H = /2~9,81522-5,1 m =10 m/s (5)

y el caudal volumétrico Q desalojado por el sifon sera:

0 =v,5, =\2gHa® =1022(0,5 m)> =2,5m’/s = 0=2,5m’/s (6)
S

Determine la expresion de la energia piezométrica en el punto M en funcion
del R1.

La energia piezométrica se define como FE

piezo ™

£+gz y en el punto M:
Y,

E piezo,M: |:£ + gzi| (7)
p M

Aplicando de nuevo Bernoulli entre los puntos 1 (superficie libre del depdsito) y M (linea
central del codo R/) en términos de energia:

E =E,+AE,_, ®)
P v Py Vi

S8 +—1+gzl=—M+ﬂ+gZM+Aef ©)
p 2, p 2 —

—— =0,Hip

R=P, =0(rel) v ~0

2
{£+gz} =gzl—vi (10)
P M
Tomando la referencia de altura en el punto M z,, =0, se obtiene:

2
H =g(H+Ri+Ry) -2 (11)
M
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Sin embargo, el término de la energia cinética en el punto M atin es desconocido. Para
evaluarlo, hay que tener presente la hipotesis de flujo irrotacional en el codo:

- Flujo irrotacional = Vértice libre = Perfil de velocidad:
vr =K (Cte) (12)
Asi, en el punto M, la velocidad sera:

vy =—L (13)

Para determinar el valor de la constante K;, debemos utilizar el principio de conservacion
de la masa, para asegurar que el perfil de velocidad cumplird en todo momento con la
conservacion de la masa, y se obtendra el conocido caudal volumétrico:

Rl+f a
- R+
I ds = J.—adr—Klaln 2 (14)
s R -2
_e 1
R, 2 2

Por tanto, la constante del vortice libre es:

K, -9 (15)
a
R +—
aln ﬁ
R ——
2
y la velocidad en el punto M es:
Q
W= (16)
R +—
Raln 2
R-2
2

Finalmente, la energia piezométrica en el punto M en funcién de R;:

1 0 :
H —g(H+R+R,) | —2=—— (17)
P v 2 R1+g
Rialn 2
R-Z
2

Sustituyendo valores,

12,51

Rn R, +0,25
R, —0,25

{ﬁ} =68,67+9,81R, — (18)
M

P
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La condicion que debe cumplirse con la relacion a/R1 maxima necesaria
para evitar que en el punto B aparezcan sintomas de cavitacion.

Para evitar la cavitacion en el punto B, se debe dar la condicion de que la presion en B
no sea nunca igual o inferior a la presion de vapor del agua en esas condiciones. Debido
a que el flujo es irrotacional en el codo, la velocidad aumenta a medida que disminuye
el radio, ya que el perfil de velocidades se ha supuesto para un vortice libre. En conse-
cuencia, la presion disminuira a medida que disminuya el radio.

Conocida la energia piezométrica en el punto M, se puede aplicar la ecuacion de Euler,
bajo las mismas hipotesis adoptadas anteriormente, en la direccion normal a la linea de

corriente 1 :

dz 0p v, Vv
—po— | T T 19

P& an " on p[at R (1
donde R es el radio de curvatura y dn apunta en direccion al centro del radio de curva-
tura. Asi, un cambio en la direccion del flujo de la velocidad de una particula va acom-
pafiado de la combinacion apropiada del gradiente de presion y el peso de la particula en
la direccion normal a la linea de corriente.

En nuestro caso, tomando R =r y dn =—dr , se obtiene:

dz 0p ov v
— + L = - 4 20
PE L tL TP a (20)
=0,Hip.
2
i(£+gzjzv— @1
ar\ p r

Teniendo presente el flujo irrotacional de vortice libre de la ecuacidon (12), se integra
entre los puntos M y B,

B R, 2
Id(£+gzjz IK—;dr (22)
w NP Ry "
Y resulta:
P P K[ 1 1
{—+gz} —{—+gz} =—L — (23)
P B LP v 2\ Ry Rj

Ahora, tomando como referencia de altura de nuevo el punto M z,, =0,

5, =2205m o5
2 2
Ry, =R, (24)
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Finalmente, para evitar la cavitacion, se expresa la condicion mas extrema, que es que la
presion en B sea igual a la presion de vapor del agua en esas condiciones:

10° Pa
Py = Piyporagua =17,5 mmcHg - ————— =2302,6 Pa (abs)
760 mmcHg
(25)
Puesto que, en toda la resolucion del problema y en la deduccion de la energia piezomé-
trica en el punto M, se ha trabajado con presiones relativas, la presion de vapor en B debe

expresarse en relativas.

Py =Py~ Py, =(2302,6- 10°) Pa =-97697,4 Pa (rel)

(26)
Sustituyendo las ecuaciones (15), (18), (24) y (26) en la ecuacion (23),
12,51[12 _12}
~163,91-9,81R, + 12,51 - R (R —0,225)
o o @)

La ecuacion resultante es implicita, con la inica incognita R;. Resolviéndola con la ayuda
de un programa de resolucion de problemas matematicos, se obtienen las soluciones bus-
cadas:

R =0,49m
a

2 =1,011 28
R (28)
vy, =9,08 m/s









Evolucion del flujo por el
interior de un tubo troncoconico

En la figura 1, se ha representado el enlace de dos tubos de seccion recta circular me-
diante un tronco de cono. El caudal de agua Q a través de la seccion I-I viene dado por
la expresion:

0=100(1+0,02¢) [Us]

donde ¢ es el tiempo en segundos transcurrido desde el instante en que Q valia 100 I/s.

Tomando un proceso isotérmico, se pide:

1. Calcular la aceleracion total, local y convectiva a lo largo del tronco de cono.

2. Calcular qué mide la sonda de Pitot (A%) en el punto A.

1.5 bar (rel) 1000 mm

e - Seccion 11
[
N

.
ol

5250 m
|
|

L/

—
7

/

o —
H0

4

Ny

Seecion [

|
# 400 mm
\\

Seccion Tronco Conica

1000/mm

Seccidn troncoconica

Py =13600 l(g/m3___ |

Figura 1.

Esquema y dimen-
siones del enlace
troncoconico y la
sonda Pitot (no a es-
cala)
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Estudio

Breve descripcion

En la primera parte del problema, se presenta una resolucion de cinematica de fluidos.
En la segunda parte, la medicion del tubo Pitot de la energia total en el punto A combi-
nando la dindmica de fluidos en el tronco de cono mediante la conservacion de la energia,
mientras que, por el interior del tubo Pitot y del manometro en U, la lectura serd en
funcion del tiempo.

Analisis
Andlisis INTEGRAL
Volumen de control (VC)
Indeformable Inercial (fijo)
Deformable No inercial (movil)
Hipdtesis que se plantean
PROPIEDADES del fluido
Constante Incompresible Homogénea
. Lo Modulo de com-
Densidad Variable: Liguido presibilidad
Proceso de compre- ——
g .y Gas Adiabatico
sion/expansion . —
ideal Isotérmico
COMPORTAMIENTO del fluido

e Absoluto
En reposo Equilibrio Relativo

En movi- , . Estacionario
. Régimen -

miento Transitorio

PRESTACIONES del fluido

- Aceleracion total y medicion en el mandmetro en U

Otras hipotesis de TRABAJO
- La variacion de la temperatura es despreciable.
- Las propiedades fisicas y los perfiles de velocidades son constantes y uniformes en
las secciones de control.
- Se considera despreciable cualquier tipo de pérdida de energia.
- La disposicion es horizontal.

Principios basicos y leyes fundamentales

Principio de conservacion de la masa (ecuacion de continuidad)

Principio de conservacion de la energia
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Resolucion
Aceleracion total, local y convectiva a lo largo del tronco de cono

En primer lugar, hay que calcular como varia la velocidad en funcién del tiempo
y de la posicion en la seccidon troncoconica. Habida cuenta de que la seccion es funcion
de la posicion en la seccion troncoconica, resulta:

v(x,t)zﬂ (1)

donde la superficie de la seccion en la parte troncoconica sera funcion de la posicion
T 2
S(x):ZD (x) 2)
siendo

=0,25+0,15x para0<x<Im 3)

D(x)= o,25+2(%-1j

Sustituyendo la ecuacion (3) en la ecuacion (2), y posteriormente en la ecuacion (1),
resulta:

0,1(1+0,02¢
v(xt)=— ( )2 4)
5(0.25+0,15x)

En el caso del flujo a lo largo del tronco de cono, la aceleracion total se define como

Dv(x,t) _ Gv(x,t) 8v(x,t)

+ v(x,t)— ®)]
Dt ot ox
(S — — | —
aceleracion total  aceleracion local — aceleracion convectiva
y entonces
0
v(xr) ! ﬁ(o,1(1+0,02t))= 0,002 [m/s?]
o Z(0,25+0,15x) O 7 (0,25+0,15x)
4 4
(6)
o t)av(x,t) _ O 01(1+0,021) o | 01(1+0,02¢) |
o ow 2 ox | 7w 2 [
5 (0.25+0.15x) 5 (0.25+0.15x) o

~0,048(1+0,02¢)’ (/"]
72 (0,25+0,15x)’
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Qué mide la sonda de Pitot (Ah) en el punto A

Si se acepta que no existen pérdidas a lo largo del conducto, entonces, en régimen tran-
sitorio:

Dv(x,t) dP d

i S e e I 8
L Dt dx pdx(gz) ®)
Dv(x,t d(P d d(P d(P
- 5[t oSl A o
Dt dx P dx dx P Hip. Disposicion dx P
horizontal
Dv(x,t) ov(x,t dv(x,t
V(et)_ov(ee) | dv(vi) _d (P o
Dt ot dx dx\ p
2
d|v
s
ov(x,t 2 (x,t
M_f_i £+M =0 (11)
ot dx| p 2
Sustituyendo la expresion de la velocidad local,
0,002 d( P v(xt)
7 w2 (12)
Z(0,25+0,15x)° P
4
e integrando,
xp=1 Ey 2
Jt
j 0,002 dx:—Id[£+—v (x )] (13)
0 (0.25+0,15x)° 5 \p 2
Y se obtiene:
2 2
0,025465={ﬁ+v—1}{i+vl} (14)
p 2 p 2
donde
105
i:1’5130 :150i
p 10 g
L, ’ (15)
0,1(1+0,02¢
vi 1) 01(1+0,02) =2,075(1+0,02¢)’ {i}
2 2 2 (0.25+0.150) ke
_PII V?I 2
E, = —+7 =150+2,075(1+0,02¢)" —0,025465 (16)
| P
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En el manometro en U, entre los puntos B y C se define (v. figura 2):
Py=FRn
Py, =P 17)
Fou +pgH = py,gAh+F,,

Figura 2.

D 1000 mm st S i
@ ‘ \ escala)
g g )
g8 A =
ol t+— - ——— —o
& I
8 HO N
Seccién 1 /

Seccion troncoconica

1000jmm

Py=13600 kg/m® |

donde

2
v
Bou :P11+P%:PE11 (18)

La lectura en el mandmetro sera

Ah:POII""ng (19)
pHgg
(150+2,075(1+0,02¢)7 ~0,025465)1000-+10009,811
Ah = 20)
136009,81
Ah=1,2+0,016(1+0,02¢)° @1
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