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The most important qualification is ability to take a broad view of a problem so
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INAEX .o 5
PreSENTACIO .. eeii ettt 11
Contingut, estructura i @abast ..........cooovuviiiiiiii i 11
NOACIO | CONVENCIONS ...oiiiiiiiiiiiii 14
A QUI PO SET ULHZ i 15
FONTS oo 16
(@] o) - | S PSPPSR PSR 19
Una discussio sobre el VAN ... 20
| una consideracio final sobre la comparacio d'opcions en que s’ha de tenir
en compte el que succeeix al llarg d'un horitzd temporal ..........cc.coooe. 22
OPO01. Rentar-se les mans: inversio vs. explotacio ..........cccccvvveeeeiiieennnn... 22
OPO02. Estudies 0 treballeS? ........ocviiiiiiiiiiiiiiee e 23
OPO3. PlEQUEM O INNOVEMZ ..ottt 25
OPO04. Peatges: estovar o allargar? ..........cccooeioeieiiiiiee e 26
OPO05. ASSISTENCIA BN TULA ...evviiieeieee e 27
OPOB. Cafeteres de qualitat ........cceeeiiiiiiiiiiiiec e 29
YT Yo o] o - USSR 33
SEOT1.1. CObErtUra: ESPECLIE ...iiiiiiiiiiieiiiie et 34
SE01.2. Cobertura: assaig electriC...........oveeiiiiiei e 38
SEO2. LRPDP .o 40
SEOB. XAIXA ..o 43
SEO4. MAPATIGE .. .eeeeieeeeee e 46
SEO05. QUi MEIMANEJA . ..o 49
VN CUIAE 1ttt 55
VIOT.1. Afectacio: MINSUM ... 59
V101.2. Afectacio: minmax (coll d’ampolla) ..o, 60
RV [0 =T =Y o T- U U ES 62
VI03. PerNilS oo 70
VIOA. COIXING ... 73

V105, TOVAHONS ..o 76



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

VI0B. ESTI0A 1..ieiiiiiiiiiie e 78
VI07.1. A cal ferrer, ganivet de ferro: comissions ...........ccceovvvviiiiiiieeiinnnn . 81
VI07.2. A cal ferrer, ganivet de ferro: avaluacions..........cccoeeeeeiieiiiiiiiieennns 83
V108, EXPEAICIO @BTIA ..eeeeeieiiiieii et 86
V109. Suport al disseny de la cadena de subministrament ........................... 90
VI10. El calcul paral-lelilalleide d'Hondt ..o 95
VITT. CaMINS CIEICS .uveeeiee e 97
V1T 2. IMIAOATZEMN L.ttt 102
VI13. Planta unidimensional .........cccviiiiiiiiiic e 108
VI14. Els colors de 165 andanes. ... 111
D=1 11 T 1 RO 115
De Lagrange a Karush, Kuhn i Tucker ..o 116
DIOT. EStratifiCar.. ..o 119
DI02. EXplotacio de& MINES .......vvviiiiiieeieec e, 120
DI03.1. Publicitat: mercats independents ...........ccooooiiiiiiiiiiiiiiiiccccccccccs 123
DI03.2. Publicitat: mercats CONNEX0S.........uuviiiiiiiiiiiiie et 123
DI04, DESPENAIE ... 126
DI105.1. Monopoli mineral: temps discret, demanda lineal.......................... 127
DI05.2. Monopoli mineral: temps discret, demanda exponencial negativa........ 129
DI105.3. Monopoli mineral: temps CONtINU..........ccooiiviiiiieieeicceee e, 131
DI06. Demanda iNSatisfeta..........uviiiiiiiiiecee e 132
DI07.1. Cartera de valors: actius independents ...........cccoovveeeiiiieeeiiieeeene, 133
DI07.2. Cartera de valors: actius correlacionats..........cccooevveeeeiiieeeiineeeenn, 138
DI07.3. Cartera de valors: bundles .........occciviiiiiiiiie e, 139
DI08.1. Sistema expert: preferencies binaries .........ccccccoevvvieviiiieeicieeee, 141
DI08.2. Sistema eXPErt: NOTES ....oiiviiiiiiiiiii et 144
DI09G. ESCONS ettt 144
FOINIM-S€ . ttiiiii it 149
FOO1T.1. Saldos: UN @rtiCIE ....ooieiiieiiiiie e 149
FOO1.2. Saldos: dOS @rtiClES.....uuviiiiiiiiiiiiiie e, 150
FOO02.1. Variacions Harris: el cost de llancament...........ccoooeeeeeiiiiiiiiiiiiiinnnns 152
FO02.2. Variacions Harris: cost i temps de llancament .............................. 157
FO02.3. Variacions Harris: aprenentatge.........ccccoeevvuiiiiiiiiiieeiiiee e, 159
FO02.4. Variacions Harris: horitzo finit i actualitzacio.............cccevveeevinieenne, 162
FOOS3. AProvisSionament .......ccouuviiiiiiie e, 165
FOO04. Economia i hisenda: Cobb-Douglas...........cccccviiiiiiiiiiiiiiiieciiece, 167
FOOB. Capacitat 0 €STOCS? ...iciveiiiiiiiiii et 170
FOO06.1. Retorn a les aixetes: temps minim, amb pressupost.................... 172
FOO06.2. Retorn a les aixetes: COSt MIMIM .....ooiiiiiiiiieeeiee e, 174
FOO07.1. Assignacio de maquines: deterministes ..........ocoevveevviiieeeiineeeenne, 176
FOO07.2. Assignacio de maquines: aleatories ........cccccvvvveeeeeiiccciiicceeeee, 177
FOO07.3. Assignacio de maquines: maximitzar el marge economic ............ 187
FOO8. Molta roba i POC SADO ........cciiiiiiiiiiiice e, 187
FOO9. FINANCAMEBNT ..., 190
070 a2 (=TT | RSP 195



Presentacio %

COOT. CanVi d'eStat ...cooeiieeiieee e 196
COO02. ONn podem anar @ Parar?.......cccc.eeeeeeeeeee e 198
COO03. Logistica humanitaria ...........coooueiiiiiiiiii e 203
COOZ. CaASINO. . it 208
CODOB. BUSOS ... 212
] - | PRSP 215
Arbres de deCiSIO......c.uuveiiiii e 216
PAO1.1. Lo toma 0 /0 deja?. €l CONCUIS ......cciviiiiiiiieeeeiiee e, 217
PA01.2. /Lo toma o lo deja?: Les pécheurs de perfes (Nadir i el tauro).......... 220
PA01.3. /Lo toma o lo deja?. Les pécheurs de perles (Nadir, el tauro i Zurga)
........................................................................................................... 221
PA02.1. Bombolla immobiliaria: qui en dona mes? ........ccocveeeviiiieeiiieeenn, 224
PA02.2. Bombolla immobiliaria: impostalanovenda.............cccccceeeie. 226
PAO3. AMb QUi €NS QUEEM?.....oeiiiiiiiee e 228
T 0T 1Yz | RS 235
REOT. MES fUSTaA..ccoiiiiiii 239
REQ2. Auvoleur! ... 242
REO3. REJOVENIMENT.....oviiiiiiieiei e 244
REOQ4. The light that burns twice as bright burns half as long.................... 247
oY o] o0 1= 1 R 251
ENOT. Gran final. ..o, 252
ENO2. Grandissima torbonada.............cccoooiuviiiiiiiiiiicceee e 253
ENOB. GaAranti......ccooiieiiiieie e 254
ENO4. VOIEU Si VOIBU ..o 255
ENOB. JUSHE-ON-HME........coooiiii 256
ENOB. REIBUS .....oooeiieie e 258
ENO7. Travessa del deSErt .....oooiuiiiiiiiiiiiei e 261
ENO8. Destination Moon .................cccccccccc 262
ENOO. ANArOideS? ... 264
ENT0. Encadenament..........ccooiiiiiiii 267
EN11. Cadenes ibaules .......ccccooo 268
ENT2. Transports COlleCtiUS......ouvviiiiiiieieec e 270
EN13. El ram de 1a CONSIIUCCIO ...vvvvviiiieeccece e 270
ENT4. Mé&s val prevenir ... 272
10T oo [ - | SRS 277
CAO1. El Newsvendor Problem capgirat .........occooiiiiiiiiiiieeeeeee 278
CAO02. Desmuntar i reCICIAN...........coo i 286
CAD3. ESPECEIAMENT ... 288
CADA. BUCIE ...t 292
CADB. Retirada.......evveiiiieieeee e 295
CAOB. MeIMeElada.........oooiieiiieie e 296
CADT7. VBCUNES ..ottt 298
CAO8. Mini Marienbad..........uuuueiiiiiiiiiiii e 300



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

TOtumM ReVOIUTUML. ...ceii e e 303
TRO1.1. Economia i hisenda: autarquia 0 coordinacio? ...............ccceeevvvee... 303
TRO1.2. Canons 0 MaNtegar? .......ccooiiiiiiiiieiee e 308
TROT.3. IV A e 309
TR02.1. Tallar o col-locar: al tall TD ... 311
TR02.2. Tallar o col-locar: atracaments .........cooooiiiiiiieiiisieeeee 315
TR02.3. Tallar o col-locar: al tall 2D ... 317
TRO3B.1. Depurar: taCtiCa......uuueeieeiae et 318
TRO3.2. Depurar: €Strategi@ .......ceeeeeeeeieiieeeee e 320
TRO4.1. Cremar benzina: VO/are ...........cccccciiiiciiiiii e 321
TR04.2. Cremar benzina: solcar 1S Mars.......cooooeeeeeeiiieeiiiiiicecccnens 323
TRO5.1. Localitzacio: un lloC PEr VIUre ...........coeveuueiiiiieeeeeccieeeeee e 325
TRO05.2. Localitzacio: i un lloc per consolidar els residus organics.............. 326
TROB. PiSCICUIUIA .. .uuiiiiiiii s seaeaeneaee 328
TRO7. Cicles de Vida .......ooooiieieeeee e 330
TRO8. La fidelitzacio tenia Un PreU ..oo.eeeeeeceee e 332
TR09. En una galaxia molt Hunyana............ccooeeeeviiiiiieeeeeceeee e 333

JUGAT . 339
JUO1. Minimastermind: la combinacio del cadenat ...........ccccccoeeeiiiine. 339
JUO02. L'anomenat Enigma d'EiNSteiN .......coooiiiiiiiiiicceeeeeeee 340
JUOS. SUGOKU ... 344
JUO4. Quadrats grecollatins ........ooveeiiiiiiiieiciie e 347









Presentacio

Contingut, estructura i abast

Aquest llibre conté problemes' d'optimitzacio o de factibilitat en I'ambit de I'en-
ginyeria d’organitzacio. Per a cada problema donem I'enunciat inicial, expliguem
com es resol i, amb comptades excepcions, indiquem la solucio o solucions. En
molts casos presentem questions addicionals i els donem resposta.

En els enunciats (a diferencia de la majoria dels publicats en llibres de text o
proposats en examens o practiques, que solen ser molt precisos i tenir una
estructura que guia I'estudiant en el procés de resolucio), partim de la descrip-
cio d'una situacio i, de vegades, d'un o diversos objectius, i després anem
plantejant i resolent questions seguint el fil de reflexions que suscita el mateix
procés de resolucio. Es a dir, tot i que formalment se separa |'enunciat inicial
de la resolucio,? en molts casos el conjunt de I'un i I'altra constitueixen una
mena de narracio. D'aquesta manera es pot posar de manifest el que hi ha,
diguem-ho aixi, al darrere de cada enunciat, que pot resultar poc visible si no-
més se'n dona la solucio6.

No és, per tant, un llibre de teoria il-lustrat amb exemples, ni una col-leccio
tradicional de problemes resolts, entesa com un conjunt d’enunciats més o

' La paraula problema té accepcions diverses. Aqui ens referim a textos que plantegen una o diver-
ses preguntes a les quals cal donar respostes raonades.

Entre altres, “problema”, en els camps de I'optimitzacio combinatoria i de la complexitat de proble-
mes i algorismes, és una pregunta general com ara, referides a un graf, "existeix un cami hamilto-
nia?” o “quin és el circuit hamiltonia de cost minim?" (aquesta darrera pregunta és la que defineix
el problema TSP: travelling salesperson problem). Per a un problema, un joc de dades especific (com
ara per al TSP un graf determinat) constitueix el que en angles es diu /nstance (és a dir, un exemple,
un cas, pero no una /nstancia, tot i que és molt frequent aquesta traduccio inapropiada) i nosaltres
en diem un exemplar. La relacio entre un problema, en I'accepcio que comentem en aquest paragraf,
i un exemplar és analoga a la que existeix entre una especie animal o vegetal i els individus que hi
pertanyen, dels qual es diu, precisament, que son exemplars de I'especie.

2 Els finals dels enunciats s'indiquen amb linies horitzontals discontinues; els de les resolucions, si
cal, amb linies horitzontals continues.

11



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

12

menys independents, seguits cada un pel resultat o per una exposicio concisa
del procés de resolucio.

Els problemes presentats, amb alguna excepcio, no es poden resoldre amb la
mera aplicacio mecanica d'un procediment, sind que obliguen a pensar per
treure’n I'entrellat i permeten ampliar o aprofundir la teoria corresponent (com
els problemes mind expanding del llibre de Harvey Wagner® o com aquelles
cancons que I'Atahualpa Yupanqui deia que servien pa pensarn. Per tant, no
s'hi troben mers exercicis, és a dir, enunciats que requereixen Unicament l'apli-
cacio immediata d'un procediment i que tenen la finalitat que I'estudiant I'acabi
de comprendre o el professorat comprovi que I'ha compres fins al punt de
saber-lo aplicar correctament. Esporadicament, la resolucio és molt senzilla,
pero hem inclos I'enunciat perque hem pensat que il-lustrava algun aspecte
que ens semblava interessant.

Un problema, en el sentit academic del terme, no correspon mai exactament
a una situacio real, perque la realitat t& sempre una complexitat superior a la
que es pot reflectir en un enunciat, d'extensio obligadament molt limitada.
Perd pot captar els aspectes més essencials de la realitat a que es refereix,
com ho fan les maquetes. En la major part dels problemes inclosos en aquest
text la correspondencia entre la situacio descrita a I’'enunciat i una situacio real
és immediata. En alguns hi ha una mica més de marge per a la fantasia, pero
en tots els casos se'n pot desprendre una Ilico Util per abordar problemes que
es presenten a la vida de les organitzacions o, senzillament, per aprendre una
tecnica o una manera de raonar (no es pot, en abstracte, aprendre a aprendre,
com diu el famos i vacu eslogan pseudopedagogic, pero és clar que cal i és
possible aprendre coses i, a forca d'aprendre’n, se n'adquireix I'habit i el me-
tode).

Hem optat per classificar els problemes d'acord amb el tipus de questio plante-
jada i no amb el de la tecnica que s'ha d'aplicar per respondre-la,* perquée en
molts casos no hi ha una Unica tecnica apropiada.® | tambg, i en consequencia,

3 Wagner, H. M. (1975) Principles of operations research. with applications to managerial decisions.
Prentice-Hall.

4També hem evitat la dicotomia determinista-aleatori com a criteri principal de classificacio, tot i que
en algun cas I’hem tinguda en compte per definir I'estructura interna d'un capitol.

5 Sovint es dona el cas que la resolucio del problema es pot plantejar de manera que s'hi pugui aplicar
un algorisme especific (com ara un algorisme de camins minims) o com un programa matematic que
cal resoldre amb el resolvent (traduccio, més aviat forcada —resolvent és sinonim de resolutiu, adjectiu
que s'aplica a allo que té la virtut de resoldre un abscés o una inflamacio—, que proposem per a solver,
ja que solucionador no I'admet el diccionari normatiu de catala, ni tampoc el de castella) de que es
disposi. L'opcio de I'algorisme especific potser seria més eficient des del punt de vista computacional,
pero a condicio de disposar d’una implementacio informatica de I'algorisme, la qual cosa no sol succeir.
A meés, el plantejament com a programa matematic té |'avantatge de la flexibilitat, ja que és facil incor-
porar restriccions addicionals (les quals, tanmateix, poden tenir un impacte molt important en el temps
de calcul); en canvi, els algorismes especifics solen ser inservibles si la formulacio del model no s'ajusta
exactament al format que requereixen. Fa anys, quan la programacio matematica era una eina feixuga,
I'emfasi en els algorismes especifics estava més justificat, pero ara la programacio matematica sol ser
el que, per analogia amb la medicina, podem dir-ne tractament d’eleccio i d'ampli espectre (com es
deia en un anunci d'un producte de neteja: “jo en faig servir un, no en faig servir cinquanta”).
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per no propiciar que la primera reaccio davant d'un problema sigui la d'intentar
associar-lo amb una de tecnica coneguda.®

Aquest tipus de classificacio, a mées, permet posar de manifest relacions entre
problemes que a primera vista semblen inconnexos. De la mateixa manera que
se sol dir que tots els arguments d'obres de ficcio (novel-les, teatre, pel-licules)
son variants de trenta-sis’ o fins i tot de vint arguments universals,® els enunci-
ats de problemes, de qualsevol disciplina, son variants d’'un nombre més aviat
reduit d'enunciats basics. Adonar-se’n proporciona una visio més estructurada,
que supera la de considerar cada problema com un cas particular i posar al da-
vant allo que té d’especific.

Per tant, els enunciats i els comentaris corresponents s’han organitzat en capi-
tols, cada un dels quals inclou una breu introduccio en que definim la tematica a
qué es refereix. A la introduccio o en el decurs del capitol, quan ho hem consi-
derat pertinent, presentem, a vegades criticament, conceptes i eines. Cada capi-
tol correspon a un tipus generic de problema (per exemple, optar, seleccionar o
vincular). De tota manera, en algunes ocasions una cosa porta a una altra i partim
de la situacio descrita en un enunciat per fer una incursio en altres tipus de
problemes que, per tant, apareixen en un capitol que, d’entrada, no els corres-
pondria. Ara bé, tal com de tant en tant hi ha arguments realment innovadors o
dificils d’encasellar, també hi ha problemes per als quals no hem sabut detectar
prou afinitats amb d’altres, o que tenen afinitats multiples, i que finalment hem
col-locat en un capitol que hem anomenat totum revolutum.

Cada problema té un codi i un titol. El codi comengca amb dues lletres que iden-
tifiquen el capitol (DI, per exemple, per al capitol “Distribuir”) seguides per dues
xifres que corresponen a la posicio del problema en el capitol. Tots els proble-
mes d’'un mateix capitol tenen alguna relacio entre si, pero n'hi ha que la tenen
especialment forta. En aquest casos diem que formen un grup. Tots els proble-
mes d’'un mateix grup tenen les mateixes quatre posicions inicials del codi i es
distingeixen per la xifra que figura en cinquena posicio, separada per un punt de
la quarta. Daltra banda, els titols dels problemes d'un mateix grup tenen una
primera part comuna i una segona part especifica, separada de la primera per
dos punts.®

De tota manera, hi ha problemes que per ser resolts eficientment requereixen algorismes especifics
i, d'altra banda, en moltes aplicacions reals la complexitat i les dimensions dels models obliguen a
desenvolupar procediments de resolucio ad hoc, sovint heuristics.

8 /fall you have is a hammer, everything looks like a nail, diu la famosa sentencia, atribuida a Abraham
Maslow, a Bernard Baruch i fins i tot a Mark Twain.

7 Polti, G. (1895) Les trente-six situations dramatiques. Mercure de France.
8 Tobias, R. (1993) Twenty Master Plots: And How to Build Them. Writer's Digest Books.
9 Exemples: VI06. Estiba. Grup: SE01.1. Cobertura: espectre. SE01.2. Cobertura: assaig electric.
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Els capitols, si es té un cert coneixement de la teoria que pertoqui, es poden
llegir en qualsevol ordre, pero cada un constitueix una unitat i convé llegir-lo se-
quencialment, tot i que molts problemes es poden estudiar ailladament.

El conjunt constitueix un ampli mostrari d'aplicacions i de tecniques, pero, per
descomptat, la cobertura tematica no és exhaustiva, perque la varietat dels pro-
blemes d'optimitzacio i factibilitat €s practicament il-limitada. A més, alguns ti-
pus de problemes estan relativament poc representats, perquée un tractament
meés extens duria a una superposicio excessiva i innecessaria amb altres textos
que els tracten de manera completa i satisfactoria.™

Notaci6 i convencions

Per la naturalesa dels problemes considerats, el text conté nombroses equaci-
ons. Ates que una descripcio absolutament formal de la notacio emprada seria
forca extensa, hem procurat donar les indicacions que ens han semblat neces-
saries perque el text sigui comprensible, assumint un coneixement basic de la
teoria corresponent i alguna familiaritat amb la notacio més habitual en cada cas.
Ocasionalment fem servir un asterisc per indicar que una solucio o el valor d'una
de les variables que la componen son optimes.

En els models de programacio matematica normalment no repetim, per breve-
tat, la definicio dels tipus de variables si aquestes s’han descrit anteriorment.
Formalment, en aguests models |'abreviatura "s. a" (per "subjecte a") precedeix
les restriccions, pero en molts casos I'hem considerat sobreentesa.

Malgrat que estrictament caldria que féssim una distincio entre funcions afins i
funcions lineals, ens referim a totes dues com a funcions lineals, en contraposi-
cio a les no lineals. Aquest Us abusiu de la terminologia és habitual en I'ambit de
I'optimitzacio, en que es parla de programes lineals (si només involucren funci-
ons lineals i afins) i de programes no lineals (si involucren alguna funcio que no
és lineal o afi).

En general, les unitats nomeés s’especifiguen quan és estrictament necessari
(per exemple, si considerem un horitzo temporal dividit en periodes, en molts
casos no cal especificar si es tracta de dies, setmanes, mesos 0 anys; tampoc
no sol caldre indicar la unitat monetaria €, $... en que s'expressen preus, costos
| pressupostos, pero si ha semblat necessari els valors s'expressen en una unitat
monetaria abstracta: u. m.). Hem procurat que els valors numerics de les dades
siguin versemblants, en termes absoluts o relatius, pero no necessariament cor-
responen a cap situacio real.

Els calculs, amb poques excepcions, no es detallen, atesa la disponibilitat d'ins-
truments, com ara fulls de calcul, per resoldre equacions o programes matema-
tics de dimensions moderades. Si es té accés a un llenguatge de modelitzacio,

0 Ens referim als llibres de R. Companys, editats per Publicacions d'Abast, SLL: Programacion
dinamica (2002); Teoria de la decision (1 y 1l). Utilidad, decision, juegos y multicriterio (2004); Ejerci-
clos resueltos de decision (I y /1) (2006).
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com ara OPL, i un resolvent, com ara CPLEX o Gurobi, és possible obtenir en
menys temps els resultats numerics dels problemes proposats'' i per a jocs de
dades de dimensions més grans.’> Amb independencia de I'instrument emprat,
els resultats han de ser coherents amb els que presentem en el text, tot i que
mai no es pot descartar absolutament la possibilitat que estiguin exempts d’er-
rors; pero s'ha de tenir en compte que en cas d'optim multiple, que no és infre-
quent, la solucio proporcionada per un resolvent pot ser diferent de I'obtinguda
amb un altre, o fins i tot pot dependre de I'ordre en que s’escriuen les restricci-
ons (tanmateix, és clar, el valor de la funcio objectiu &s el mateix per a totes les
solucions optimes).

En alguns enunciats hi surten noms d’empreses o d'organitzacions, la qual cosa
no té altra finalitat que facilitar-ne la redaccio. Tots aquests noms son ficticis i si
en algun cas coincidissin amb el nom d’'una organitzacio existent seria per mera
casualitat, per la qual demanem disculpes a la bestreta.

Hem procurat que el llenguatge no sigui discriminatori per rad de genere. D'altra
banda, parlem de proveidores i no, com és usual, de proveidors, perque les en-
titats que fan la funcio de proveir una empresa de materies primeres o compo-
nents son també empreses, a les quals, per tant, resulta més natural considerar
com a proveidores que com a proveidors.

A qui pot ser atil?

El text, aixi ho esperem, dona un punt de vista diferent de I'habitual en la pre-
sentacio dels problemes d'optimitzacio i de factibilitat en enginyeria d'organitza-
cio, i en alguns aspectes arriba a desenvolupaments relativament avancats. Per
tant, pot interessar, en primer lloc, a I'estudiant amb coneixements d'algebra,
calcul, probabilitats i estadistica que vulgui endinsar-se en I'ambit de I'enginyeria
d’organitzacio; una vegada hagi estudiat el llibore haura assolit un bon nivell en
molts aspectes d'aguesta branca de I'enginyeria, en el ben entes que estudiar

" Ens referim al temps transcorregut des del moment que es comenga a treballar en un problema
fins que se n'obté la solucio i no al temps de calcul, que per als jocs de dades que es proposen és
gairebé sempre insignificant. Tot i que el temps de calcul de CPLEX o un resolvent similar sigui
menor, per a un mateix problema, que el corresponent a un full de calcul, per a jocs de dades com
els inclosos en els enunciats la diferencia generalment és inapreciable (no aixi en problemes de
dimensions més grans, que fins i tot poden ser intractables amb fulls de calcul, els quals solen tenir
limitacions severes pel que fa a les dimensions que admeten). En canvi, el temps que cal per pre-
parar un model amb un llenguatge de modelitzacio pot ser significativament inferior al corresponent
a fer-ho amb un full de calcul.

2 La potencia dels mitjans de calcul disponibles (maquinari + programari), fins i tot en I'ambit
domestic, té implicacions rellevants, de les quals potser no tothom és plenament conscient, en la
manera d'abordar la resolucio dels problemes i, per tant, en la docencia i fins i tot en la recerca.
Molts problemes que fa unes decades nomeés es podien abordar amb procediments heuristics ara
es poden resoldre rapidament, si no es tracta d'exemplars de grans dimensions, amb procediments
exactes d’ampli espectre, com hem dit a la nota 5.
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bé aquest llibre vol dir fer la molta feina ineludible per comprendre els desenvo-
lupaments que s'hi presenten i per comprovar, amb |'eina de calcul de que es
disposi, les solucions numeériques.

El professorat també pot trobar-hi elements Utils per a la seva activitat docent.
Molts enunciats poden servir com a base de practiques o de propostes de tre-
balls i creiem que fins i tot una sequencia apropiada d'enunciats pot ser el fil
conductor en el desenvolupament d'algunes assignatures o parts d'assignatu-
res.

Finalment, pensem que el llibre constitueix un material adequat perque I'exes-
tudiant actualitzi coneixements en aquestes materies i vegi que els instruments
per resoldre’'n problemes han progressat fins al punt que ara és facil i comode
trobar solucions exactes en casos en que abans només hi havia la possibilitat
d’obtenir solucions aproximades amb procediments especifics o recorrer a ins-
truments de cost elevat i disponibilitat limitada.

Fonts

Els problemes proposats tenen origens molt variats. Alguns son coneguts des
de I'antiguitat. Altres son variants de problemes, que ara es poden considerar
classics, plantejats en els inicis de I'aplicacio de tecniques quantitatives per re-
soldre problemes de disseny i de gestio de sistemes productius i logistics. Molts
provenen, més o menys directament, d'algun o alguns dels centenars d'enunci-
ats generats, des que en el pla d’estudis de 1964 s'establi I'especialitat d'Orga-
nitzacio Industrial a I'ETSEIB, '® pel professorat de les assignatures de metodes
quantitatius i d'organitzacio industrial, liderat inicialment pel professor Ramon
Companys.™ Finalment, n'hi ha de generats expressament per a aquest text,
per cobrir els buits que deixaven els procedents d'altres fonts.

Normalment no indiquem |'autoria especifica dels enunciats que no son plena-
ment originals, perque el text que es presenta té canvis substancials en relacio
amb el que I'ha inspirat o perque, excepte en casos molt aillats, els textos de
partida no estan signats i, per tant, ens hauriem de refiar de la memoria o de la
intuicio, les quals no son precisament gaire fiables. Naturalment, la responsabi-
litat de qualsevol error que hi pugui haver ens correspon plenament.

'3 Escola Tecnica Superior d'Enginyeria Industrial de Barcelona, actualment a la Universitat Politec-
nica de Catalunya.

4 En aquests casos, les idees inicials poden procedir d’enunciats del mateix professor Companys,
d'un dels autors d'aquest llibre (Albert Corominas) o d'altre professorat del grup (J. M. Ibahez, X.
Rosello). Tanmateix, la versio proposada en aquest llibre sovint &s prou diferent de I'original.









Optar

Optar és decidir-se per una de les alternatives possibles. Per tant, tots els pro-
blemes de decisio son d'aquest tipus (és a dir, tots els problemes d'aquest llibre
es podrien encabir en aquest capitol), pero aqui considerem nomes els casos en
qué el nombre d'alternatives és finit (i no gaire gran). Els problemes d’'aquest
capitol son molt facils de resoldre i I'interes que puguin tenir rau més en la situ-
acio descrita a I’enunciat i les preguntes formulades que no pas en el procés de
resolucio.

Aixi mateix, es considera Unicament el cas monocriteri, la resolucio del qual con-
ceptualment és molt senzilla (una altra cosa és que el criteri adoptat sigui 0 no
apropiat): es redueix a avaluar i comparar cada una de les alternatives, segons el
criteri elegit. Aixo, si el nombre d'alternatives no és gaire gran (és a dir, que hi
ha prou temps per avaluar-les totes), no té altra dificultat que la que pugui pre-
sentar |'avaluacio mateixa. Altrament, cal resoldre un problema d’optimitzacio
combinatoria o de variable continua.

Ara bg, quan la decisio que cal prendre té a veure amb el que succeeix al llarg
d'un horitzo temporal, es tracta sempre, de fet, d'un problema multicriteri. No
sols perque des del punt de vista economic no &s el mateix tenir uns diners avui
que tenir-los I'any que ve (perque si tinc diners avui puc fer un diposit bancari o
comprar una lletra del Tresor i al cap d'un any cobrar els interessos, i si no els
tinc i els necessito hauré de demanar un préstec o contractar una polissa de
credit i pagar els interessos corresponents), sind senzillament perqué a ning no
li és indiferent disposar d'uns diners avui o tenir-los mées endavant. Per tant, per
avaluar una decisio que implica moviments de fons en diferents instants o peri-
odes s’ha de tenir en compte que els imports corresponents a diferents mo-
ments no poden sumar-se sense Més ni més. Les coses es compliquen perque,
com que els preus varien al llarg del temps, el poder adquisitiu d'una unitat mo-
netaria no &s el mateix en moments diferents.
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Una discussié sobre el VAN

Tradicionalment, el concepte que s’'ha aplicat per superar aparentment totes
aquestes dificultats &s el VAN (valor actual net; en angles, Net Present Value,
NPV). Parteix d'una idea molt senzilla: si, d’'una banda, podem dipositar diners
sense limit d'import i obtenir-ne un tipus d'interes determinat i, d'una altra, en
podem demanar qualsevol quantitat que necessitem, pagant el mateix tipus d'in-
teres que ens abonen pels diposits, aleshores una unitat monetaria a ¢ és equi-
valent a (1 + /) unitats monetaries a ¢+ 1. Amb aquests suposits, un import
corresponent a un periode es pot traslladar, per dir-ho aixi, a qualsevol altre peri-
ode, i si traslladem els imports de tots els periodes a l'instant inicial i els sumem,
obtenim el VAN (aguests imports son els dels moviments de fons, és a dir, la
diferencia entre els cobraments i els pagaments corresponents a cada periode).
Si el VAN és positiu, la decisio &s rendible; si comparem dues o més decisions,
la més rendible és la que té un VAN més gran.

Per tant, una vegada estimats els moviments de fons, el calcul del VAN é&s im-
mediat. Lamentablement, és obvi que els suposits en que es basa només es
compleixen en situacions molt especifiques. Si una empresa té una polissa de
credit i no arriba mai a tenir excedent de tresoreria ni a superar el Iimit de credit
concedit, és cert que paga el mateix interes per disposar d'uns diners que el que
obtée d'un moviment de fons positiu que inverteix en rebaixar el saldo negatiu de
la polissa. Si unes activitats no impliquen canvis del tipus d'interes, en aquest
context es diu que son marginals. Un gran projecte d'inversio, tanmateix, dificil-
ment sera marginal. Una economia domestica és molt improbable que es trobi
en una circumstancia com la descrita (per exemple, si inverteix una part dels
estalvis en I'amortitzacio d'una part d'una hipoteca, el banc segurament li co-
brara una comissio, per la qual cosa el tipus d'interes del deute sera diferent del
de la inversio).

Per tant, en general, determinar el valor del tipus d'interes que s'ha d'aplicar per
actualitzar els moviments de fons és problematic. Una sortida tradicional per
superar aquesta dificultat és calcular el VAN per a valors diversos del tipus d'in-
teres i determinar aixi per a quins intervals d'aquests valors el projecte és rendi-
ble o per a quins intervals un projecte és més rendible que un altre. D'aquesta
manera potser es pot assegurar que la decisid és correcta encara que no es
conegui del cert el valor apropiat del tipus d'interes, pero sempre en el suposits
que és el mateix tant si deixes diners com si te'ls deixen i que els imports no
estan limitats.

Es clar, a més, que en calcular els moviments de fons amb vista a calcular el
VAN no s'han de tenir en compte els pagaments per interessos, perqug, en els
suposits esmentats, ja s'han tingut en compte implicitament. Tanmateix, els in-
teressos son una despesa i, per tant, minven els beneficis, dels quals depén
I'import de I'impost de societats. En consequeéncia, apareix un element que
trenca I'esquema de calcul del VAN.



Una altra dificultat conceptual ben coneguda en I'aplicacio del VAN és la manera
de considerar la variacio dels preus. Cal fer els calculs sense tenir en compte la
variacio dels preus, és a dir, en unitats monetaries constants, o bé en unitats
monetaries corrents? La resposta tradicional és que es pot fer com es prefereixi,
a condicio de fer servir en el calcul el tipus d'interes real en el primer cas i el
tipus d'interes nominal en el segon.’ Aixo és correcte en el cas improbable que
els preus de tots els béns i serveis involucrats en la decisio evolucionin de la
mateixa manera, perque aleshores &s com si la unitat monetaria hagués canviat
de valor (si tots els preus s'apugen un 3 %, és com si després de les apujades
1 u. m. passés a valer 1/1,03 unitats monetaries de les anteriors a I'augment de
preus). Si no (i és clar que en general els preus dels béns i serveis no evolucio-
nen de la mateixa manera; fins i tot n'hi pot haver uns que pugin i uns altres que
baixin), els VAN calculats amb unitats monetaries constants o corrents no son
necessariament equivalents.

| s'ha de tenir en compte que, en el cas de diners que es deuen, l'interes pot
ser més o menys elevat, pero I'import que s'ha de tornar no depen de I'evolucio
dels preus. Per tant, quan la proposta que s'ha d'avaluar requereix financament
és segur que hi ha un component dels pagaments, és a saber, la devolucio del
deute, que no té relacio amb I'evolucibd dels preus.

Dit tot aixo, és clar que no considerem el VAN un criteri adequat per prendre
decisions, excepte en escenaris de caracteristiques molt especifiques que difi-
cilment es poden donar, si mai ho arriben a fer, en projectes d’envergadura, que
generalment requereixen un financament complex. En aquests casos, recoma-
nem considerar explicitament el financament (vegeu FO09) i adoptar com a cri-
teri el valor final del projecte, és a dir, la disponibilitat de fons al final de I'horitzo
de planificacio.

Obviament, aquest punt de vista difereix significativament del que s'expressa
habitualment en els llibres de text, pero pensem que la nostra posicio ha quedat
prou justificada en els paragrafs precedents.

En consequencia, en aquest text es fa Us del VAN amb moltes precaucions.
Només quan es considera, explicitament o implicita, que es compleixen els su-
posits en que es basa el VAN o perque I'enunciat indica, sense valorar-ho, que
la persona que pren la decisid I'ha adoptat com a criteri, per voluntat propia o
per imposicio.

' Per cert, el tipus d'interes real, . /., es calcula a partir del tipus d'interes nominal, / , i de I'augment

1+7,

anual relatiu de preus, p, amb I'expressio /, = —1. No és igual, per tant, com s’ha escrit més
+p

d'una vegada, a /, — p . Aquesta diferencia &s una aproximacio del valor correcte quan /, i p son
petits, pero I'error pot ser important quan son grans. Per exemple, amb / = 0,05 i p = 0,03, la

diferencia és 0,02 i el valor exacte, amb 4 decimals, 0,0194; pero amb / = 0,30 i p = 0,20, la dife-
rencia &s 0,10 i el valor exacte, 0,0833.
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I una consideracio6 final sobre la comparacié d’opcions en qué s’ha
de tenir en compte el que succeeix al llarg d’un horitzé temporal

Aqui ens referim a la definicio de les opcions que cal comparar, amb indepen-
dencia del criteri que s'adopti per fer-ho. Es frequent que en molts enunciats de
problemes d'avaluacio i comparacio d'inversions es digui que a l'instant inicial
s'ha d'elegir una de les opcions disponibles i que ja no es pot decidir res més
fins al final de I'horitzo temporal. Per exemple, es pot tractar de decidir entre
construir un magatzem petit (P) o un de gran (G) a partir d'unes hipotesis sobre
la demanda i llurs probabilitats. Pero en una situacio com aguesta es pot prendre
una decisio en I'instant inicial (per exemple, elegir I'opcio P) i prendre decisions
addicionals tenint en compte la informacio que es va obtenint al llarg del temps
(tancar el magatzem, deixar-lo com esta, ampliar-lo).

OPO1. Rentar-se les mans: inversié vs. explotacié

El departament d'enginyeria d'una empresa ha d'elegir el model d'assecador de
mans electric per aire calent que instal-lara en un nou establiment. Ha calculat
que, en conjunt, els aparells hauran de fer 10.000 cicles diaris i que funcionaran
250 dies I'any. Transcorreguts 5 anys, es renovaran amb algun dels models que
aleshores estiguin disponibles.

Ara, I'eleccio es planteja entre el model Extra (cicle, 35 s; potencia, 1,5 kW; preu,
80 u. m.; 100 unitats) i el model Super (cicle, 25 s; potencia, 2,0 kW; preu, 120
u. m.; 80 unitats).

El preu del kWh &s de 0,17 u. m., i es preveu que es mantingui estable en I'ho-
ritzo de 5 anys. El tipus d'interes que aplica I'empresa per al calcul del valor
actual d’aquest tipus d'inversions és del 5 %. La companyia de subministrament
electric factura cada 2 mesos.

En un cas com el d'aquest problema, en que sembla clar que les quantitats im-
plicades son petites en relacio amb els moviments de fons totals de I'empresa,
és probable que la inversio sigui marginal (és a dir, tal que ni els cobraments ni
els pagaments —en aquest cas només hi ha pagaments— no modifiquin el tipus
d'interes amb que opera I'empresa) i sigui acceptable fer Us del VAN com a
criteri de decisio.

El cost de la compra és de 8.000 i 9.600 u. m., respectivament, per als models
Extra i Super. El costos dels consums bimestrals, 1.032,991983,80 u. m., també
respectivament. Els valors actuals dels pagaments pels consums es calculen
facilment com la suma dels 30 termes d'una progressio geometrica de rad

1/ 81,05 : 27.387,57 i 26.083,40 u.m. Per tant, els valors actuals totals corres-

ponents als models Extra i SUper son: 8.000 + 27.387,57 = 35.387,57 1 9.600 +
26.083,40 = 35.683,40. Aixi doncs, hi ha una diferencia, a favor del model Extra,
de 295,83 u.m. La diferencia entre les dues opcions és inferior a I'1 % del valor



net actual total de qualsevol de les dues. Aixo fa pensar en la conveniencia de
tenir en compte altres criteris, basicament entorn del nivell de servei. D'entrada,
25 s per eixugar-se les mans son preferibles a 35 s i aixo afebleix la preferencia
pel model Extra. Per afinar més caldria estudiar les cues per estimar el temps
transcorregut entre el moment en que |'usuari s'ha acabat d'esbandir les mans
i el moment en que les té seques i deixa lliure I'aparell (observeu que 10.000
cicles diaris a 35 s son 97,22 h, ia 25 s, 69,44 h, amb una diferencia de 27,78 h,
que equival a més de 3 jornades de treball).

Una altra questio és la validesa de les previsions. Si considerem que el nombre
de cicles diaris es pot situar en qualsevol valor de I'interval [9.000, 11.000], ens
podrem guiar per una taula com la seguent:

Nombre de cicles diaris VAN (Extra) VAN (Stuper)
9.000 32.648.81 33.075,06
10.000 35.387,57 35.683,40
11.000 38.126,33 38.291,74

Des del punt de vista del VAN, per tant, la preferencia pel model Extra és robusta
en relacio amb els errors en les previsions.

Quant al tipus d'interes, és facil veure que el VAN del model Extra és inferior al
del model Super per a qualsevol tipus d'interes no negatiu.

En I'opcid entre estudiar una carrera universitaria o0 posar-se a treballar interve-
nen factors molt diversos, a més dels economics. Pero si considerem Unicament
aquests Ultims, el plantejament de la questio és formalment molt semblant al
d'OPO01.

OPO2. Estudies o treballes?

Suposem gue una persona, P, que té 18 anys i que preveu jubilar-se als 70 i
morir-se als 90, dubta entre posar-se a treballar immediatament amb un sou
anual de S u. m. (deduits impostos i cotitzacions) i una pensio S u. m./any
(amb « < 1), o estudiar una carrera de 6 anys, amb un cost anual 7-S, amb la
qual assolira un sou anual »S(amb y> 1) i una pensio «-y-Su. m./any. Tots els
valors monetaris indicats ho son en unitats monetaries constants.

P adopta el criteri del VAN amb un tipus d’interes real /i vol saber per a quin
valor de y és indiferent estudiar o treballar.

En el marc dels suposits de I'enunciat (que son una versio molt simplificada de
la realitat) i amb el criteri adoptat per P (que ara no discutim si &s encertat o no), es
tracta de comparar els dos valors seguents (fem p= 1/(1 + /); amb /= 0, p = 1).
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6 52 72
VAN(estudiar) = —-5-)_ p" + 8> p' +ayS-). p' =
=1 =7

t=53

S
= E-[—n-(p =Pl = pP ) ayp™ —p”) |
52 72 S
VAN(treballar) = §-Y" p" + &S p' = 1—-[(p -2+ a(p* —p73)]
t=1 =53 -p

Per tant:

VAN(estudiar) nlp=p Y+ rip = p2)+ay(p® - p~)
73
)

VAN(treballar) (p-p=)+a(p® -p

Si 7 és el valor de y per al qual aguest quocient és igual a 1, el VAN d'estudiar

sera més gran o més petit que el de treballar segons si ¥y €s més gran o mes
petit que 7.

En el cas p = 1 les expressions anteriors no estan definides, pero é&s facil, mit-
jangant la regla de I'Hopital, calcular-ne els limits pera p — 1. O bé, directament:

VAN(estudiar) = -67-S + 46-y-S + 20-ay-S
VAN(treballar) = 525 + 20-a-S

VAN(estudiar) —67 + 46y +20-a-y
VAN(treballar) 52 + 20« '

Sisuposem =04, «=0,5, /=0,02, resulta y =1,114. La taula seguent recull
els valors de y per a suposits diversos del valor de /:

/ 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Yy | 1,16 | 1,203 | 1,266 | 1,339 | 1,422 | 1,514 | 2,088 | 2,840 | 3,781 | 4,941

Deixant de banda les simplificacions en |'enunciat (basicament, el suposit que la
retribucio és constant al llarg del temps i I'enfocament determinista — no es pot
associar una probabilitat igual a 1 a jubilar-se als 70 i morir-se als 90; i tampoc a
la durada dels estudis—) i encara que ens limitem a |'aspecte economic de la
decisio, el VAN no és, en general, un bon criteri, perquée segurament no es com-
pleix un dels suposits en que es fonamenta el seu calcul, és a saber, que el tipus
d'interes és el mateix per als diners que ens deixen que per als que dipositem.
Si P ha de demanar un préstec per poder estudiar podra comprovar, una vegada
I'hagi tornat, si mai ho aconsegueix, que obté per als seus estalvis un tipus d'in-
teres molt inferior al que ha estat pagant.




A continuacio deixarem de banda el VAN. Suposarem que els preus son cons-
tants i el tipus d'interes nul, per la qual cosa podrem sumar sense més els mo-
viments de fons corresponents a periodes diversos. També prescindirem, déu
n'hi do, d’amortitzacions, impostos i financament.

OP03. Pleguem o innovem?

L'empresa SISA analitza, amb un horitzo de 10 anys, la planificacio estrategica
de la seva planta d’embotellament de sangria, que comercialitza amb la marca
Solaris. La planta té una capacitat de produccio de 20 milions d’ampolles/any,
que és independent del tipus de beguda envasada i no es pot ampliar. El cost
fix anual de mantenir la planta en funcionament és de 3 milions d'u. m. i el marge
per ampolla (diferencia entre el preu de venda a les distribuidores i el cost varia-
ble unitari), de 0,40 u. m.

Fins ara, la demanda de Solaris ha estat suficient per mantenir la plena ocupacio
de la planta, pero se’n preveu una caiguda persistent, pels canvis de gustos del
plblic, d'acord amb la taula seguent (on la demanda s’indica en milions d’ampo-
lles/any):

Any 1 2 3 4 5 6 7 8 91| 10
Demanda 200 18| 16| 14| 12| 10 8 6 4 2

Les opcions que SISA considera son:

A: tancar la planta. En aquest cas s’ha de determinar el millor moment per fer-
ho, tenint en compte que aquesta accio té un cost de 2-7- 10 milions d’ u.m.

B: llancar una nova versio de la beguda, baixa en alcohol i amb ingredients eufo-
ritzants, que comercialitzara amb la marca Shazam, amb un marge de 0,70 u. m.
per ampolla (que resulta d'un preu d’1,20 u. m. i un cost variable unitari de 0,50
u. m.). El llangament de Shazam es faria mitjancant una campanya de publicitat
amb un cost de 8 milions d'u. m. el primer any i 6 el segon. La demanda esti-
mada de Shazam, en milions d’ampolles, comptant els anys des del d'inici del
llancament, &s la seguent:

Any 1 2 3 4 5 6 7 8 91 10
Demanda 41 10| 12| 14|16 | 18| 20| 20| 20 | 20

El primer any, a més de la produccio necessaria per satisfer la demanda, cal 1
milio d’ampolles com a subministrament inicial als establiments en que estara a
la venda. L'any anterior al del llancament caldra fer una despesa de 10 milions
d'u. m. per fer estudis i operacions d'adaptacio de la planta; per tant, el primer
any possible per al llancament de Shazam al mercat és I'any 2.
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En aquesta opcid s'ha de determinar quin és el millor any per fer el llancament
de Shazam.

Tot i que I'enunciat &s una versio molt simplificada de la realitat, n‘inclou diver-
sos elements significatius, que sovint no estan presents en els llibres de text |,
per extensio, podem suposar que tampoc no ho estan en la docencia. La de-
manda dels productes no creix eternament; tots tenen un cicle de vida més o
menys llarg i se n'ha de preveure la substitucio o renovar-ne les caracteristiques.
El llancament d'un nou producte requereix habitualment una inversio considera-
ble en disseny del producte i del procés, i acumulacio inicial d’estoc. La planifi-
cacio estrategica, amb un horitzo temporal llarg, pot semblar inUtil perque les
Uniques decisions fermes que se n'han de derivar son les corresponents a l'ins-
tant inicial, pero aquestes estan condicionades per les previsions del que pas-
sara i del que es fara al llarg de I'horitzo i, a més, hi ha moltes decisions que
necessiten un temps de preparacio significatiu abans que siguin operatives, per
la qual cosa s’han de preveure anticipadament (si Shazam s’ha de llangar al mer-
cat I'any 2, la decisio s'ha d'haver pres I'any 1, i aquest any 1 ja cal fer activitats
que impliquen despeses).

La resolucio és trivial. Només cal enumerar i avaluar les solucions (any de tanca-
ment per a I'opcid A, any de llancament per a I'opcio B).

Per a I'opcio A, el millor és tancar I'any 4, amb un moviment de fons acumulat
de 17,2 milions d" u.m. Per a la B, introduir Shazam I'any 2, &s a dir, com més
aviat millor, amb un moviment de fons acumulat de 65,3 milions d" u.m. Es clar
que caldria saber que es faria, en I'opcio A, en els 6 anys restants de |'horitzo de
planificacio i, en I'opcio B, que es faria al final de I'horitzo. Pero és prou clar que
el que convé és passar de Solaris a Shazam com meés aviat millor, al ritme que
imposa |'evolucio de la demanda.

OPO04. Peatges: estovar o allargar?

AUPESA té la concessio, que veng a final de I'any 14,2 de 'autopista de peatge
AB1, amb la qual preveu obtenir un marge anual de 2(1 + )" ' u. m. (on t &s
I'any). Te també la concessio per 40 anys de I'A62, que s’inaugurara a I'inici de
I'any 3, amb la previsio d'assolir-hi un marge de Q-(1 + £)2 u.m. En les expres-
sions indicades les u. m. son unitats monetaries constants corresponents a I'ins-
tant inicial.

Ateses diverses opinions manifestades sobre el peatge de I'’A62, I'’Administracio
proposa a AUPESA que hi apliqui el que es denominara peatge tou, amb el qual
el marge corresponent a I'’A62 es reduira a 0,40-Q-(1 + B)-3. Per compensar

2 Suposem que som a l'inici de I'any 1.



AUPESA per aquesta reduccio de tarifes, I'’Administracio esta disposada a allar-
gar la concessio de I'A61.

En el suposit que s'adopti el VAN com a criteri per prendre aquesta decisio, es
tracta d'establir unes expressions que permetin determinar el nombre minim
d’anys que s'ha de perllongar la concessio de I'’AB1 perque |'operacio sigui ac-
ceptable per a AUPESA i calcular aquest valor per a =500, « = 0,04, Q = 300,
S =0,08 amb un tipus d'interes real del 5 %.

El valor actual de la reduccio dels marges a causa de la implantacio del peatge

t-3
tou a I'AB2 és O, 6002(“[3?) i el d'allargar z anys la concessio de I'A61,
= (47

1447 -1
p. Z 1+ a)

i . Per tant, es tracta de trobar el menor valor de 7 per al qual:
t=15

(14 a) 1+ p)°
Py ——>0,600
1:21‘% (1+7) z (1+7)
Amb els valors numerics indicats, resulta r = 32 anys (allargar la concessio té

aleshores un valor actual d'11.535,16 u. m., que superen les 11.351,70 de re-
duccio per la implantacio del peatge tou).

OPO5. Assisténcia en ruta

Un pais té una xarxa de tres autopistes (PQ, PR, PS). Es desitja determinar el
millor emplacament, amb el criteri de temps mitja de resposta minim, per al
garatge dels vehicles d'assistencia en ruta. El temps de resposta és el que trans-
corre des del moment que es rep l'avis d'incidencia fins que el vehicle d'assis-
tencia arriba al punt on s'ha produit. S'adopta el suposit que els vehicles
d'assisténcia, després de fer cada servei, tornen al garatge.

Q P R

Es disposa de les dades seguents:

Optar %
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Autopista

PO km 3 5 9 17 | 21
* 4 1 3 1 4

PR km 4 1111524 129 |35
* 1 6 5 1 3 2

pS km 8 13119 | 25|29 (38|41 |47 |50 |52|60|69|70
* 6 7 5 9 7 8 7 7 6 4 3 8 9

Els quilometres corresponen a la distancia a P

* Nombre mitja d'incidencies anuals en el punt quilometric corresponent

Basicament, es tracta de decidir a quina de les tres autopistes conve situar el
garatge. Si només n'hi hagués una, el problema seria el classic de localitzacio
d'una instal-lacio en un espai unidimensional, la solucio optima del qual s'obté
calculant per a cada punt la suma de pesos de tots els que té, per exemple, a
I'esquerra i el d'ell mateix. Es optim el primer punt en qué aquesta suma és igual
0 més gran que la meitat de la suma de tots els pesos (si la suma és igual a la
meitat, també és optim el punt seglent i tots els del segment que els dos de-
terminen).®

En aquest cas, com que hi ha tres autopistes, tenim tres problemes de localit-
zacio unidimensional diferents, segons si el garatge se situa a PQ, a PR o a PS.

Es resol facilment cada un d'aquests tres problemes com si en cada un nomeés
hi hagués un autopista que comencés en el punt amb incidencies mes a prop
del final de I'autopista en que suposem situat el garatge (per exemple, en el km
21 si el situem en PQ), iamb un tram que va des d'aquest punt a P i un altre, de
P cap a la dreta, en que se superposen els punts amb incidencies de les altres
dues autopistes.

En cada un dels 3 casos, I'emplacament optim és el punt que compleix la regla
de majoria de la suma de pesos, indicada més amunt, o, si en el tram en que se

3 Aquesta regla és molt senzilla i se'n deriven propietats de la solucio optima poc intuitives, com ara
que si un punt té associat un pes més gran que la meitat del pes total, el punt en guestio &s optim amb
independencia de les posicions i els pesos dels altres punts. La funcio objectiu, que depen de la posicio
de la instal-lacio, &s una linia poligonal que té, doncs, punts amb derivada discontinua i gairebé tothom
té més costum de treballar amb funcions diferenciables que amb les d’aquesta mena.

Sigui pel que sigui, en alguns llibres de text, fins i tot de gran difusio internacional, durant molts anys
s'ha dit, i en alguns casos encara es continua dient, que la localitzacio optima correspon al centre de
gravetat dels punts amb incidencies (0o amb empreses proveidores o clientes, etc.), considerant com
a pesos el nombre d'incidencies. Es un fenomen digne d'estudi, perque aixo no té cap fonament i
no serveix ni com a procediment aproximat, ja que requereix uns calculs que, tot i que també son
senzills, son més complicats que els que permeten determinar I'optim de manera exacta. Algu ho
va escriure i molta gent, en veure-ho escrit en un llibre, ho ha donat per bo sense sotmetre-ho a una
analisi critica, i aixi ha anat passant d'un llibre a un altre. De les quatre regles del metode cartesia
(René Descartes, Discours de la méthode, 1637), “la primera consisteix en no admetre mai res com
a vertader sense haver conegut amb evidencia que aixi €s”, pero amb més de 380 anys no n'hi
hagut prou perqué hagi arrelat universalment.



suposa ubicat el garatge no hi ha cap punt que satisfaci aquesta propietat, el
punt P.

Per tant, en els suposits de situar el garatge a PQ o a PR, I'optim és P i la suma
de productes de distancies per nombre d'incidents, 3.923. En canvi, en |'auto-
pista PS el punt optim és el km 29 i el valor de la suma de productes, 2.976. La
solucio optima és situar el garatge en el km 29 de I'autopista PS i el recorregut
mitja des del garatge al punt de I'incident &s 2.976/117 = 25,44 km, que a 120 km/h
requereix 12,72 minuts. De tota manera, el temps de resposta per a les incidencies
en el km 35 de PR seria (29 + 35) - (60/120) = 32 minuts, possiblement excessius
per a un servei d'atencio d'incidencies (aguest temps maxim es pot reduir, a costa
d'augmentar el temps mitja, ubicant el garatge en el km 25 de PS o, encara més,
en el km 17,5 de la mateixa autopista: d'aquesta manera, el temps maxim, el millor
que es pot aconseguir, és (17,5+35) - (60/120) = 26,25 minuts.

Quan la presa de decisions s'ha de fer en un context aleatori, s’ha d'adoptar un
criteri,* la qual cosa també és una decisidb que en general no es facil i que t& una
gran influencia sobre el resultat. En molts casos, |'esperanca matematica és
adequada com a criteri, pero no sempre &s aixi perque la idoneitat d'un criteri
depen de les caracteristiques de la persona o del col-lectiu que ha de prendre
les decisions i de les circumstancies en que les ha de prendre. De tota manera,
en el problema seglent, que tanca aquest capitol, el criteri adoptat és |'espe-
ranca matematica.

OPO06. Cafeteres de qualitat

INFUSA fabrica un model de cafetera de baix preu. Amb el procediment de pro-
duccio emprat, el 5 % de les unitats resulten defectuoses, la qual cosa genera
reclamacions, devolucions, substitucions i mala imatge comercial, amb un cost
estimat de 100 u. m. per cada cafetera defectuosa.

Vista la situacio, INFUSA, un cop descartada la millora del procés productiu, es-
tudia dos procediments de control de qualitat. El procediment A té un cost de
0,5 u. m. per cafetera i en detecta les defectuoses en un 80 % dels casos, pero
també considera com a defectuoses un 10 % de les cafeteres correctes. Els
valors analegs, en el cas del procediment B, son 3 u. m., 90 % i 0 %.

La classificacio com a defectuosa d'una cafetera correcta implica un cost de 25
u. m.

Quin procediment de control conve a INFUSA?

4 Segons el diccionari de I'lEC (Institut d'Estudis Catalans. Diccionari de la llengua catalana, 22 ed.,
https://mdlc.iec.cat/), un criteri €s una “norma per a jutjar una cosa”. En el nostre context és una
funcio que depen de les caracteristiques de les solucions i que volem optimitzar (minimitzar o maxi-
mitzar, segons la naturalesa del criteri).
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Si INFUSA adopta el criteri de I'esperanca matematica del cost per cafetera,
tenim:

Procediment A: 0,5 + 0,05 - (1-0,80) - 100 + 0,95 - 0,10 - 25 = 3,875
Procediment B: 3 + 0,05 - (1-0,90) - 100 = 3,500

| tambeé s'ha de considerar la possibilitat de no adoptar cap dels dos procedi-
ments:

0,05 - 100 = 5,000
Per tant, el que convé a INFUSA és aplicar el procediment B.

Tot aixo, sense perjudici que el que segurament hauria de fer INFUSA és estu-
diar com canviar el procés de produccio, i els costos de canviar-lo, per reduir
drasticament o fins i tot anul-lar la proporcio de cafeteres defectuoses.









Seleccionar

En els problemes d'aquest capitol es tracta d’elegir elements d'un conjunt 4
(que poden ser subconjunts d'un altre conjunt, B), de manera que es compleixin
unes condicions predeterminades i s'optimitzi una funcio el valor de la qual de-
pen dels elements elegits.

Dins d'aquest marc hi ha diversos problemes. En els de particio es tracta d'elegir
elements de A que constitueixin una particio del conjunt B (FO02.4 i REO1 es
poden veure com a problemes de particio). En els d'empaquetament, d'elegir
els elements que posem en un o diversos contenidors (en alguns casos, també
s'ha de determinar I'ordre en que els posem); el més senzill és el problema de
la motxilla (KP: knapsack problem) unidimensional, en que es tracta d'elegir els
objectes que, sense superar un pes determinat, maximitzen el valor total. Els
problemes de tall de materials (com ara TR02.1, TR02.2 i TR02.3) es poden
veure també com a problemes d’empaquetament.

Un altre cas particular dels problemes de seleccio son els de cobertura, que es
presenten en circumstancies molt diverses, com ara seleccionar els llocs per
implantar unes instal-lacions de manera que tots els punts que requereixen un
servei tinguin una instal-lacio que pugui prestar-li el servei amb el temps o0 amb
la qualitat requerida (hospitals, centres d'atencio primaria, parcs de bombers o
d’ambulancies, serveis de manteniment, xarxes d'establiments —pizzeries, boti-
gues de mobles per muntar—, antenes o repetidors de televisio, radio o telefonia
mobil...; també &s un problema de cobertura determinar el nombre minim d'ex-
periments, o del conjunt d'experiments de minim cost, que permeten detectar
tots els defectes d'un sistema, si sabem quins defectes detecta cada tipus d'ex-
periment).

En els problemes de cobertura els elements del conjunt 4 son m diguem-ne ori-
gens (que poden tenir associats uns costos ¢;, / =1,...,m) i els elements del con-

junt B, ndiguem-ne destinacions. Cada origen / € A té associat un subconjunt
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b, < B d'elements de 5, als quals es diu que cobreix. Analogament, a cada
destinacio j € B es pot associar un conjunt a, ¢ A dels origens des dels quals

pot ser cobert. | es tracta de seleccionar origens de manera que totes les destinaci-
ons estiguin cobertes amb el minim nombre d’origens 0 amb el minim cost.

Una variant del problema consisteix a maximitzar el nombre de destinacions co-
bertes quan el pressupost o el nombre d'instal-lacions tenen una fita superior
que no permet cobrir totes les destinacions.

Amb la notacio indicada, un problema de cobertura es pot modelitzar de la ma-
nera seguent:

Variables:
x,{0,1} =1 siinomeés sis'elegeix /, Vie A
Model:

minimitzar )" c;-x;
ieA
sa Yy x21 VjeB

/Ea/

Aquest model generalment es resol bé amb programari comercial, llevat que el
nombre de restriccions sigui molt elevat, cosa que pot succeir si el nombre de
destinacions &s molt gran (en principi, hi ha una restriccio per a cada destinacio)
i no s'agrupen o no se saben agrupar adequadament (s menys probable que en
un cas real el nombre d’origens sigui molt gran).

En I'enunciat seguent, la caracteritzacio del conjunt de destinacions no &s im-
mediata i, segons com es faci, pot donar lloc a models de dimensions molt dife-
rents.

SEO01.1. Cobertura: espectre’

S’ha de dissenyar un instrument optic que ha de ser capag de proporcionar se-
lectivament radiacions en I'espectre de 3.500 a 6.400 A. Per cobrir aquest rang
s'han d'incorporar diversos productes quimics que s'han de seleccionar entre
els de la llista que figura a la taula de la pagina seguent.

Quins productes s'han d'incorporar per tal de cobrir, a cost minim, tot el rang de
3.500 a 6.400 A?

" Basat en un exemple de Schrage, L. (1986). Linear, integer and quadratic programming with LINDO,
3rd ed. The Scientific Press.



Rang de cobertura, en A

Producte — - - - Cost
Limit inferior Limit superior
01 3.500 3.655 4
02 3.520 3.905 3
03 3.600 3.658 1
04 3.650 4.075 4
05 3.660 3.915 1
06 3.900 4.449 6
07 3.910 4.095 2
08 3.950 4.160 3
09 3.995 4.065 1
10 4.000 4.195 2
11 4.000 4.200 2
12 4.210 4.405 2
13 4.320 4.451 2
14 4.350 4.500 2
15 4.420 5.400 9
16 4.450 4.800 3
17 4.450 4.570 1
18 5.200 6.000 9
19 5.600 6.200 8
20 6.010 6.400 8
21 6.015 6.250 2

Seleccionar %

Es clar que el conjunt A té 21 elements. El conjunt B esta format, d'entrada,
per tots els intervals d'una unitat que van de 3.500 a 6.400 A, és a dir, 2.900
intervals. Si tots els limits fossin multiples de 5 podriem reduir a 2.900/5 = 580
el nombre d'elements de B (pero el limit 4.451 no &s multiple de 5 i, en tot cas,
seguiriem tenint un nombre de destinacions molt gran). Ara bé, només cal tenir
en compte els intervals definits pels limits associats als productes; si unim els
valors dels limits inferiors i superiors, els ordenem i suprimim les repeticions,

obtenim la llista seguent, amb 40 valors diferents que defineixen 39 intervals:

N. 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Limit | 3.500 | 3.520 | 3.600 | 3.650 | 3.655 | 3.658 | 3.660 | 3.900 | 3.905 | 3.910
N. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Limit | 3.9156 | 3.950 | 3.995 | 4.000 | 4.065 | 4.075 | 4.095 | 4.160 | 4.195 | 4.200
N. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Limit | 4.210 | 4.320 | 4.350 | 4.405 | 4420 | 4.449 | 4.450 | 4.451 | 4500 | 4.570
N. 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Limit | 4.800 | 5.200 | 5.400 | 5.600 | 6.000 | 6.010 | 6.015 | 6.200 | 6.250 | 6.400

El primer interval és [3.500, 3.520]; el segon

, [3.520, 3.600]; el 3%, [6.250, 6.400].
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Producte| 0102 |03 |04 |05|06|07[08|09|10|11|12|13]14|15|16]17|18|19|20]21
lrizsr:[/;lél\?]416231222229319882
01 |1

02 |11

03 |11/

04 [1]1]1]1

05 1011

06 1 1

07 1 111

08 1 1111

09 1111

10 1111

11 1 1] 1

12 1 1111

13 1 111 ]

14 1 (NN

15 1 1111 101

16 1011 101

17 1 1 101

18 1 111

19 1 1

20 1

21 1 1

22 1 11

23 1 R

24 1 N

25 1 NERE

26 NERE

2/ SERERERE

28 HERERE

29 1011

30 T

31 ;

32 ] ;

33 ;

34 T
35 1
36 T
37 10111
38 T
39 1




Seleccionar %

Per tant, el model tindra 21 variables i 39 restriccions. Ara només cal definir els
conjunts @, que mostra la taula anterior (per a cada interval, el conjunt de pro-
ductes que el cobreixen esta format pels productes que tenen un 1 a la fila de
I'interval).

La taula posa de manifest que l'interval 01 només el pot cobrir el producte 01
(que cobreix els intervals de 01 a 04, tots dos inclusivament). A més, I'interval
20 nomeés el cobreix el producte 06; 31, el producte 15; 33, el 18; 35, el 191,
finalment, I'interval 39 nomeés el cobreix el producte 20. Per tant, els productes
01, 06, 15, 18, 19 20 formen part necessariament de la solucio i els Unics inter-
vals que no cobreixen son els 05, 06 i 07, que s'han de cobrir entre els productes
02, 03, 04 i 05 (la mera inspeccio de la taula permet deduir que el millor és
incorporar el producte 02).

En aquest cas, per tant, i a causa de les caracteristiques particulars de les dades,
es pot obtenir una solucio optima (de fet, és Unica) sense recorrer al model. La
propietat que si una destinacio nomeés es pot servir des d'un origen aleshores
I'origen forma part necessariament de qualsevol solucio factible val per a tots
els problemes de cobertura total.

Tambeé s'hauria pogut reduir la dimensio del problema fent Us de relacions de
dominancia entre files i entre columnes.

De tota manera, un programari d'optimitzacio que tingui un bon preprocessa-
ment fara pel seu compte aquesta feina de reduccio.

La resolucio del model confirma la solucio 01, 02, 06, 15, 18, 19 i 20 amb un
cost optim igual a 47.

A partir de I'analisi de la taula hem deduit que aquesta solucio &s |'Unica optima,
pero la resolucio del model no ens ha donat aquesta informacio.

Ara bg, si eliminem la solucio esmentada, mitjangant la restriccio:
Xoy + Xoy + Xgg + Xi5 + Xig + Xig + X0 <6

Obtenim (amb 01, 04, 06, 15, 18, 19, 20) un cost optim de 48, la qual cosa de-
mostra que |'optim és Unic.

El problema segluent no encaixa exactament amb I'esquema del que es deno-
mina problema de cobertura, perque el conjunt A no esta definit i la manera de
“cobrir” els elements de B, cosa que es pot fer en diverses fases, és peculiar.
Tanmateix, es tracta de decidir unes accions de manera que, amb el menor cost
possible, tinguin I'efecte desitjat sobre tots els elements d'un conjunt.
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SEO01.2. Cobertura: assaig eléctric

Un circuit electric compren uns punts de connexio i unes resistencies que con-
necten alguns parells d'aquests punts. Es vol fer un assaig o una successio
del menor nombre possible d'assajos per tal de comprovar que totes les resis-
tencies deixen passar corrent. Cada assaig consisteix a assignar una polaritat
a un subconjunt de punts de connexio i la polaritat contraria als altres, i com-
provar si passa corrent per totes les resistencies que uneixen punts de polari-
tat oposada.

Aplicacio a 5 punts de connexio, amb les resistencies (1,2), (1,4), (1,5), (2,3),
(2,4), (2,5), (3,4), (3,5) i (4,5).

Podem formular un model lineal per minimitzar el nombre d’assajos, pero per
fer-ho ens cal una fita superior d’aquest nombre (com més ajustada millor, per-
que el nombre de variables i de restriccions, com veurem de seguida, augmenta
amb el valor de la fita).

Una fita trivial per a aquest tipus de problema, molt poc ajustada, és el nombre
de resistencies. En podem obtenir una de millor amb un model per maximitzar
el nombre de resistencies comprovades en un sol assaig: I'aplicacio successiva
d’'aguest model ens donara una fita superior del nombre d’assajos i una solucio
factible amb que comprovar totes les resistencies amb un nombre d’assajos
igual a la fita.

Per formular aquest model cal una variable (x, 6{0,1}; /':1,...,/7) per a cada

punt de connexid, igual a 1 si s'assigna una de les polaritats al punt i O si se li
assigna la contraria. | també una variable per a cada resistencia

(V,k e{01}; V(/, k) e E’), on A &s el conjunt de les 9 resistencies i y, =1 sii
nomes sij i k tenen polaritats diferents.

Per tant, hem d'imposar que si / i k tenen polaritats iguals, y, ha de serigual a
0.

Aleshores poden formular el model:
maximitzar Yy,

(jk)eR

X +X, <2y,

Vi/,k)eR
Vi SX+X,

amb el qual, amb les dades de I'enunciat, s’obté la solucio seguent:

X, X, | Xg | X, | Xs
1 1 1 0 0
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Vi2 Via Vis Yoz | Yaa | Vas Var | Vas | Vas

Es a dir, amb aquest assaig es poden comprovar 6 de les 9 resistencies. La com-
provacio de les 3 restants es pot fer en un sol assaig, com es podria verificar amb
una segona aplicacio del model per a aquestes 3 resistencies (aplicacio que, en
aquest cas, resulta innecessaria perque les solucions son obvies). Per tant, I’'heu-
ristica ens ha donat una solucio optima, perque com que amb un assaig €s impos-
sible comprovar totes les resistencies, en calen dos com a minim.

Com que l'aplicacio successiva del model ens permet trobar una solucio factible
del problema, podem considerar que hem definit un procediment heuristic so-
fisticat que tendeix a minimitzar el nombre d'assajos necessaris per comprovar
tots els components, pero sense garantir que la solucio obtinguda sigui optima
(de fet, &és una matheuristica, que fa Us de la programacio matematica en el marc
d'una heuristica greedy?. Per optimitzar cal ampliar el model, amb una funcio
objectiu igual al nombre d’assajos.

Sigui 7 la fita superior del nombre d’assajos. Cal afegir un subindex ¢ (=1,...,7)
a cada una de les variables x;, y, del model anterior i definir unes noves varia-

bles binaries z,(t =1,...,7) iguals a 1 sii només si es fa l'assaig ¢

.
minimitzar ) z,

t=1
X, +X,<2-y,
S KUk eR t=1,...T
y/ktSX/Z+XkZ

;
D Ve 21 Vij,k eR
=1

X, <(n=-Nz, t=1.,7T

/=1

z,, <2z, t=1..7T-1

t+1

Els nous grups de restriccions imposen, respectivament, que (i) tota resistencia
ha de ser comprovada; (ii) si hi ha algun punt de connexio amb la polaritat asso-
ciada al valor 1 de la variable es considera que es fa I'experiment, ja que la vari-
able z, nomeés pot prendre el valor 0 si el primer membre és igual a 0 (a més, la

restriccio impedeix que totes les x, valguin simultaniament 1); (iii) si cal ferft

experiments, aquests son els 7 primers (i es pot imposar z,=1). Observem
que, en canviar la funcio objectiu, no es pot assegurar que per a un assaig f i

2 En aquest context, “ greedy” es pot traduir per “vorac” o “golafre”, pero hem preferit mantenir el
terme original angles pergue creiem que resulta prou familiar a les persones que estudien o treballen
en aquest ambit.
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una resistencia (/&) qualsevol, en la solucid del model y,, sigui 1 si x, +x,, =1

(és a dir, si/ i ktenen polaritats diferents en I'assaig ¢). Per tant, cal modificar
la definicid de les variables y ., en relacio amb la de les y, : valen 1T només si /

i kK tenen polaritats diferents en I'assaig . Per tant, cal tenir present en interpre-
tar la solucio optima que y,, = 0 no implica que la resistencia (/&) no es com-

provara en fer I'assaig . Amb aquesta nova definicio el nombre de resistencies
que es comprovaran en un assaig pot ser superior a la suma de les variables y's
d'aquest assaig. Tanmateix, la solucio optima del model dona una configuracio
per comprovar totes les resistencies amb un nombre d'assaigs minim.

Per a I'exemple, hem vist que 7= 2. La solucio obtinguda amb el model (n"hi ha
d'altres) va ser:

X1t X X3 Xa Xs
1 1 1 0 0
X1z X2 X3z Xs2 Xso
0 1 0 1 0
Vi1 Via Visi Y31 Yoa Yos1 Yaa V351 Y a51
0 0 1 0 1 0 0 1 0
V122 Yia2 Yis2 Yoz Yoa2 Yo52 Vaa2 Y352 Y452
1 1 0 1 0 1 1 0 1

Totique x;,+x,, =1, y,,; =0 (el mateix passa, analogament, amb y,., i ¥a,,).
Per tant, si fessim els assajos d'acord amb la solucio obtinguda, la resistencia
(1,4) es comprovaria en fer |'assaig 1 (encara que y,,, = 0) i també en fer 'assaig

2 (@amb y,,, =1).

SEO2. LRPDP

El Long Range Process Design Problem va ser objecte d'algunes publicacions a
I'entorn de 1990, pero després no ha tingut gaire presencia a les revistes cien-
tifiques.

Consisteix en el seguent:

Per dur a terme un procés cal executar NV operacions, cada una de les quals té
N

a; >1 alternatives (/= 1,...,V), amb un cost ¢, (/ :1,...,20:/}. Per determinar
/=1

una configuracio del procés s’ha de seleccionar una i només una alternativa per

3 Per exemple: Singhal, J.;, Katz, J. L. (1990) A branch-and-fathom algorithm for the Long Range
Process Design Problem. Management Science, 36, 4, 513-516.
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a cada operaciod, de manera que es respectin les incompatibilitats entre parelles
d'alternatives d'operacions diferents. En la versio original del LRPDP no es fa
esment dels costos i es tracta d’enumerar totes les configuracions factibles. Per
tant, el problema és molt semblant al de saber quants apats diferents es poden
configurar a partir d'un menU de restaurant amb opcions diverses per a primer |
segon plat i postres.

En canvi, aqui es tracta de trobar una configuracio factible de cost minim, amb:

N=5a=6a=70=5a, =4 0a,=8

i els costos i les incompatibilitats que figuren a la taula seguent, en que el ni-
/=1

mero que correspon a l'alternativa £ de I'operacio / és Za/ +k ionun1en
/=1

una casella indica incompatibilitat entre I'alternativa de la fila i la de la columna
(la matriu és simetrica, ates que ho és la relacio d'incompatibilitat). La columna
de la dreta és la suma dels elements de cada fila (per tant, és el nombre d’alter-
natives amb que és incompatible la que correspon a la fila).

o|1|2|3|4|5(6|7|8[9([10[11|12{13|14{15(16|17|18|19(20|21|22|23|24|25|26|27|28(29(30

¢ |37|82(76(18|37|97|11[19|41|30|60|79(92(18|46|92|44|61|33|38|61|50(13|31|79|28|82(33|26|74 St
1{ojofojojojofo|jojojojofojojojojof1|fojojofofo|o|o|1{OofO0O|T1|0|Of3
2|10|0|0|OfOfO|O|OfOf1|O|JO|O|OfO|O|O|T|OfO|O]|1|O[1|O(O|O|OfO(O]4
3|o|jojojofofo|jojojojofojojojofofo|r|ojofr|1|1|{o(ofo(ojojofof1|s
410|0|j0|OfOfO|1|1|O|OfO|T1|0O|OfO|O|O|O|OfO|O]|T1|O[OfO(O|O|Of1T|{O]5
5/0|0|0f0|0]|0]|0 ofojojofofofojojrjofo|jojojojofojojojofo 112
6lo|jojojofofo|ojofojofrjojrjofofojojojofo|1rjojr{ofo(o|1|{ofofols
710|0|0f1]0|0O|OfO|O|O|O|OfOfO|O|Of1|[OfO|O|O|OfT1T[1]1]0|0|0|0]|O]5
g|lo|jojojrfofo|jojojojofojojojofo|ojojojofojojojojofofojojofofofn
9l0|0|0O|OfOfO|O|OfOfO|O|O|O|OfO|O|O|O|OfO|O]|O|O[OfO|O]|O|OfOfT]1
1010|1|0f0f0O|0O|0O|O|OfO|O]JO|O|OfO|T]T|O|OfO|T|T|1|[OfO|O|O|Of1|1]8
11fo|ojojofofrjojojofofojojojofojojojojofojrjo|rfofofojojojofofs
1210|0|0f1|0|0O|O|O|OfO|O]|JO|O|OfO|O|O|O|OfO|T|O|O|OfO|O|O|T|[1|1]5
13lo|ojofofof1|jo0|o0fofofo0|jO|O|OfO|T|O|O|Of1|T]|O|1|[OfO|O|T|O|O|O]|6
1410|0|0f0OflO|0O|O|O|OfO|O]|O|O|OfO|O|O|O|OfO|O|O|Of1|OfO|T|OfO|O]2
1510|0|0[0|0O|0]|0O|0O|O 0|0 ofojojojofo|ojojofofo|0O|T|Of1|0]|0O]|2
16jo|0|0fOflO|O|O|OfOfT1|O]JO|T|OfO|O|O|O|OfO|O|O|O|OfO|O|O|T|[OfT]4
17f1|0|1{of1|(0|1{0fOf1|0O]JO|O|OfO|O|O|O|OfT1|O|O|1|[OfO|T]|0O|O|[O(O]8
18lo|1|ofofofo|jo|0fOfO|O]|JO|O|OfO|O|O|O|OfO|O|T|Of[1|[O|T]|0O|1|[O(0O]|bB
1910|0|0|O|O|0O|0O|O|OfO 0|0]|0]0 0(0]|0]0 0|0 ofojojojfofofo
2010|0f1(0|0]|0O]|O 0|0 0|l1]0]0 1 0 o(1]0[0f0 0|0]|0)|4
2110(0f1fojo0|rjofofo|r|rf{r{rfo|jojojojofojojojo0fofo0jo0|0|0f0O|0|0O]|6

41



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

o|[1|2]|3|4|5|6|7|8[9([10(11|12{13|14{15(16|17|18|19(20|21|22|23|24|25|26|27|28{29(30

¢ |37|82(76(18|37|97|11{19(41|30|60|79(92(18|46|92|44|61|33|38|61|50(13|31|79|28|82(33|26|74 St
2110(0f1(0j0|1|0f(O0OO|T|T|[1T|{1|0O|0O|O|O|O|O|O|O|OfOfO]|O|O|OfO|O]|O]|6
2210{1{1|(1|]0|j0|0OfO|O|T|OfOfOfO|O|OfOf1T|[O|O|O|OfO|O]|O|T|Of1|0O]|O])7
2310|0f0f0|0O|1T|1T{O|O|T|T|[Of1|O|O|Of1|{OfO|1T|0O|Of|O|O]|O|O|OfO|O]|O])7
2410|1(0f0|0O|O|1|{O|O|O|OfOfOfT1|O|OfOf1|O|O|O|OfO|O]|O|O|OfO|O]|O]|4
2511|0f(0f0O|0O|O|1|{O|O|O|O|OfOfO|O|O|OfO|lO|O|O|OfO|O]|O|O|OfO|0O]|O]2
26|0|0f(0f0O|0O|O|OfO|O|O|OfOfOfO|T|Of1|1|O|O|O|1|OfO]|O|O|OfO|O]|O]|4
2710|0f0f0O|0O|1T|Of(O|O|O|OfOfT1|1]|0O|O|OfO|lO|O|O|OfO|O]|O|O|OfO|O]|O]3
28|1|0f(0f0O|0O|O|OfO|O|O|Of1|{OfO|T|T|Of1|O|O|O|1|OfO|O|O|OfO|O]|O]|6
29|0|0f0f1]|]0|0O|OfO|O|T|Of1|OfO|O|O|OfO|lO|O|O|OfO|O]|O|O|OfO|O]|O]3
30|0|0f1|(O0O|1|]0O|OfO|T|T|]Of1|OfO|O|T|OfO|O|O|O|OfO|O]|O|O|OfO|O]|O]|6

La seleccio de les alternatives es pot determinar mitjancant les variables:

/

N
x, €{0,1} =1 siinomes sise selecciona l'alternativa / [/ = 1,...,205,)
=1

Siguin m, =Y a, (/=1..,N), my=0i/ (j=1..,m,) el conjunt d'alternatives
/=1

incompatibles amb I'alternativa / i d'operacions diferents de la corresponent a /
(per exemple: /, ={17, 25, 28} ).

Amb aquesta notacio podem formular el model:

My
minimitzar ZC/--X/-
/=1

m/

s.a Z X/=1 f=1....N
J=my_q+1
ZXkSS/-H—X/) J=1...,m,
ke//

Amb el qual s’obté la configuracio que compren les alternatives 5, 8, 14, 191 23,
amb un cost total de 120.

Es clar que no tots els problemes de seleccio tenen una estructura tan simple
com els esmentats fins aqui. En el seguent es tracta d'elegir els trams que cons-
tituiran una xarxa, entre el conjunt de trams que podrien formar-ne part, i quin
tipus de conduccio s'instal-lara a cada tram, amb I|'objectiu de maximitzar els
ingressos nets per periode.

42



Seleccionar %

SEO03. Xarxa

XARGASSA ha de determinar la configuracio optima de la xarxa de distribucio
de gas als nuclis 1 a 6, les demandes anuals dels quals son, respectivament, 20,
28, 30, 40, 16 32 Mm?®. Si XARGASSA subministra gas a un nucli n'ha de satis-
fer tota la demanda i aixo li reporta uns ingressos nets (s a dir, descomptat el
cost d'adquisicio del gas) iguals, en la u. m. apropiada, a 20 per la demanda.

El gas procedeix del punt 0, d'on se'n pot obtenir qualsevol quantitat necessaria
per satisfer la demanda.

Els trams que poden formar part de la xarxa son els seglents (entre parentesis,
la longitud en km; 7 és un possible punt de connexio, sense demanda): 01(5),
02(6), 06(12), 07(4), 13(8), 14(9), 15(12), 17(4), 24(10), 26(8), 27(5), 34(7), 35(6),
37(10), 45(5), 46(3), 47(6), 56(6), 67(9).

Cada tram pot tenir instal-lacions amb una capacitat anual de 50 Mm?® o de 90
Mm3, amb uns costos anuals per km respectivament iguals a 11 i 18 u.m. El
cost de fer circular un Mm? per una instal-lacio &s 0,1 u. m./km.

El disseny d'aquesta xarxa implica decisions multiples: quins trams cal construir
i amb quina capacitat, i a quins nuclis s'ha de subministrar gas; els fluxos que
circularan pels trams han de ser compatibles amb llurs capacitats i complir la
primera llei de Kirchhoff.

Dades:

D. (/ =1,...6), les demandes.

/
7, el conjunt de parells de punts corresponents als trams potencials.

L, (v(/,/) e T), les longituds dels trams potencials.

Variables:

x, €{0,1} = 1 si i només si se subministra gas al nucli /(/=1,...,6).

Vi € {0,1} =1 si i nomeés si es construeix un tram entre el parell (//) € 7 amb
capacitat 50 (k=1) 090 (k=2); V(/,j)eT, k=1,2.

f,, 1,20 fluxde /aj fluxdeja/ V(i /) eT.
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Model:

6
maximitzar » 20-D,x, = Y L-(11y,, +18y,,)=0,1 > L-(f, +1,)

= {.)el (7.))el’
S8 YtV <1 vii,))eT
fy 47, <50y, +90y,, v(/,/)eT
oo —ha+ il —Fy + 1l —he + Iy —Fy + 15, = Dpx, =0
Too =l + 10y —Toe + 1y =1y +

7
f,—D,x,=0
ho =y =T+l —Ffg +fg —Fyy + 153, = Dyx; =0
f f41 f f42_7[45+f54_7[46+fé4_f47+f74_04'x4:O
fs =T+ s —los —Tog + 1o = Ds2X5 =0
Too T 1o —Toy + as = oy + T = fos —To7 + o6 = DX =0
fop +he =by+ly =l + oy —Fy+ 1y —Fy + 15, =15 =0

Amb el qual s'obté la solucio representada en la grafica de la pagina seguent,*
amb la funcio objectiu igual a 2.672 (u. m./any).

4 Per fer aguesta grafica ens varem trobar en la dificultat de situar els punts en el pla de manera que
les distancies euclidianes fossin similars a les longituds dels trams que figuren en I'enunciat. Aixo
es pot aconseguir resolent el programa no lineal seguent, per minimitzar la suma dels quadrats de
les diferencies entre els quadrats de les longituds dels trams i els quadrats de les distancies eucli-
dianes entre les ubicacions proporcionades pel model:

minimitzar Y 57

(7,/)eT’
2 2 PR '
s.a (X/—X/) +(y/—y/) +§l/:L; Y(i,))eT
(on les desviacions &, no estan restringides en signe).

També es pot minimitzar la suma dels valors absoluts de les diferencies entre els quadrats de les
longituds dels trams i els quadrats de les distancies euclidianes entre les ubicacions proporcionades

pel model:
minimitzar Y. (5] +5;)
(7,/)eT
s.a
(x.=x,) +(v,—y,) +6, -8, = WieT
57,6, =20 Y,/ eT

yrey

En aquest cas, en canvi, cal que les deltes siguin no negatives. En els dos models, les variables x, y
poden estar o no restringides en signe; observeu, pero, que cada solucio en té infinites d’equiva-
lents, com les que s'obtenen per translacio dels eixos de coordenades, i que restringir el signe de
les variables redueix la multiplicitat de solucions equivalents (que, de tota manera, segueixen sent
infinites). Una altra manera de reduir la multiplicitat és fixar les coordenades d'un punt qualsevol; per
exemple, situar un punt qualsevol a I'origen (pero sense restringir el signe de les variables).

Si en comptes de les distancies euclidianes considerem les distancies rectangulars, el model que
resulta en primera instancia s'ha de linealitzar i I'explicacio requereix més espai que el d'una nota a
peu de pagina. Li dediquem el problema seguent (SE04), la solucio del qual és la que hem represen-
tat a les figures.
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Els trams amb capacitat de 90 Mm?3/any s'han representat a la figura amb doble
ratlla continua i els de 50 Mm?&/any, amb ratlla continua simple.

12

A mesura que els costos de transport augmenten queden nuclis sense servei;
per exemple, sisond’'1,25 u. m./km, no se subministra gas al nucli 5, I'estructura
de la xarxa canvia, tal com es pot veure a la figura de la pagina seguent, i el valor
optim de la funcio objectiu &s 747. En aquest cas, tots els trams tenen una ca-
pacitat de 50 Mm?/any.

A I’enunciat s'ha suposat que els costos de transport del gas no depenien del
tipus de tram. Si no fos aixi, caldria desdoblar les variables de flux (flux que cir-
cula pel tram amb capacitat 50 + flux que circula pel tram amb capacitat 90) i fer
les adaptacions corresponents en el model.

Aquesta nota i el problema SE04 il-lustren les possibilitats que ofereix la programacio matematica
per ajustar a uns valors observats els valors proporcionats per un model, com es fa en el cas de la
regressio lineal. La programacio matematica permet tenir en compte restriccions especifiques i

admet una varietat de funcions objectiu. Per exemple, en comptes de Z 5,/2 podriem minimitzar
(7.j)el

Z 6y (on pés un enter parell). Com més gran &s p, més penalitzades resulten les desviacions
(/./)el

més grans en valor absolut; si p — © , només compta la desviacio més gran i, per tant, I'optimitzacio

equival a la minimitzacio del maxim valor absolut de les desviacions, que es resol amb el model
seguent:

minimitzar A

s.a (X,—X/)2+(y,—y/)2+5,/:Lj vii,)eT
-6,<A 6, <A v,/ eT
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El problema seglent no encaixa, pel seu contingut, en aquest capitol, pero I'hi
hem situat (vegeu nota 4) per la relacio que té amb I'enunciat anterior (SEQ3).

SEO4. Mapatge

Donats un conjunt 7 de parells de punts i les distancies rectangulars entre els
elements de cada parell, L; (V(/,/) eT), es tracta de determinar les coordenades

dels punts que minimitzen la suma dels valors absoluts de les diferencies entre
llurs distancies rectangulars iles L, .

D’entrada, si n &s el nombre de punts que formen part d'algun dels parells a 7, el
model es planteja amb les variables (x;, yi), és a dir, les coordenades dels punts

(/=1,..n),1 o;, les diferencies entre les L, i les distancies rectangulars cor-

responents a les coordenades esmentades (V (/) € T); totes les variables son
reals i no restringides en signe:

minimitzar Z |5,]|
(7,))el
s.a

b= x|+l -+ 8 =4 i eT

On conve assignar, per reduir la multiplicitat de solucions, un parell qualsevol de
coordenades a un dels punts de la llista, elegit arbitrariament.
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Com que la funcio valor absolut no és lineal ni té derivada continua, el millor cami
per resoldre aquest model és linealitzar-lo, per a la qual cosa calen meés variables
i més restriccions.

Les noves variables son n;,n;,u;, ;.56 20(V(/,))eT) i c.c; {01}
(V(/, /) eT);illurs significats es desprenen dels papers que fan en el model line-
alitzat. En particular, les variables c//X icyy permeten garantir, respectivament, la

complementarietat (és a dir, que almenys un element de cada parella és igual a
0) de les parelles (n7;,7,)1 (u;,41;). Ai B son les fites superiors de les dues
dimensions d'un rectangle en que poden ser ubicats i, per tant, son també fites
superiors de les abscisses i de les ordenades, respectivament. Per tal de reduir
la multiplicitat de solucions optimes, hem situat el rectangle en el primer qua-
drant, amb els vertexs (0,0), (0,B), (A,B) i (A,0) i, per tant, amb les variables xi y
no negatives.

minimitzar " () +6;)

o
s.a

X, -x, =7 -7 v,/ el
V=¥, =1 wi.ner
R A T T . Sy v,/ el
n < A-c,jv, n; < A.(1_c/}X) v/, eT
g <Bcl, p <B(1-c)) Vi, eT
x <A Vi

y, <B i

El model, resolt amb IBM ILOG CPLEX amb les dades del problema SEO3 i con-
siderant els valors d’4 i Biguals a 135 (que és la suma de les longituds dels
trams que poden formar part de la xarxa), va donar 4 com a valor optim de la
funcio objectiu, amb una configuracio de la xarxa molt allargassada. Per tal d'ob-
tenir-ne una de més apropiada per representar-la graficament, i ates que |'optim
obtingut no necessariament era Unic, varem buscar la solucio optima amb el
rectangle de costats més petits. A aquest efecte, varem modificar el model per
tal de minimitzar la funcid max(x,,y,; /= 1,...,n) amb la condicio que la funcio

objectiu no sigui superior a 4:

minimitzar A
sa Y (5 +5)<4

(j)el
x <Ay <A i=1...,n

i les restriccions pertinents del model anterior.
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El resultat, representat en les figures del problema SE03, és el seguent:

Punt (/) 00 (10 |20 |30 |40 |50 |60 |70
X 00 (20 |15 |90 |75 | 110856 |30
Y 40 (10 |85 |00 |55 (40 |75 |40

Es pot observar que les distancies entre els punts que defineixen els trams que
poden formar part de la xarxa coincideixen amb les longituds dels trams, excep-
tuant-ne quatre (07, 14, 24, 27), que haurien de tenir una longitud de 4, 9, 10 5
km, respectivament, mentre que la distancia entre cada parella de punts és, res-
pectivament, 3, 10, 9 6.

Si definim una recepta com una transformacio d'inputs en outputs, un procées
productiu es pot considerar com un conjunt de receptes vinculades per fluxos
(un output d'una recepta pot ser I'input d'una altra) i, per tant, representable
mitjancant un graf. Un mateix procés productiu pot comprendre un nombre mes
0 menys gran de receptes segons el nivell de detall amb que es vulgui descriure.

Les receptes poden ser de diferents tipus:®

— Convergent (C): un nombre especificat d'unitats de cada un dels elements
d'un conjunt de components donen lloc a una unitat d'un producte, inter-
medi o final.

— Mescla flexible (F): correspon a receptes en que la composicio de I'output
esta definida mitjancant intervals o, en general, condicions que ha de com-
plir o bé en que els inputs i la seva quantia poden ser escollits entre un
conjunt de possibilitats.

— Divergent (D): d'un sol input surten diversos outputs.

— Molts a molts (M): quantitats determinades de diversos inputs donen lloc a
guantitats determinades de diversos outputs.

— Suma (S): no hi ha procés de transformacio; I'output és, si no hi ha perdues,
la mera suma dels inputs.

— Evolucio (E): una proporcio determinada de I'input esdeve, transcorregut un
temps significatiu, un output de diferent condicid o naturalesa.

5 Corominas, A., Mateo, M., Ribas, I., Rubio, S. (2015) Methodological elements of supply chain
design. /nternational Journal of Production Research, 53:16, 5017-5030, DOI:

10.1080/00207543.2015.1013641
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Amb un cert ablUs de llenguatge també podem denominar receptes de tipus «
a activitats que, des del punt de vista de qui dissenya o gestiona el procés, no-
més tenen un sol output i no tenen inputs. | receptes tipus @ a activitats que
tenen un 0 més inputs pero no tenen outputs.

[llustrem aquesta manera de veure els processos productius amb un exemple
senzill.

SEO05. Qui mel maneja

Konigs Honig (KH) prepara i distribueix mel d'abelles, en una sola variant que té
una viscositat i un color que la caracteritzen. Concretament, I'index de viscositat
ha d'estar compres entre 0,151 0,20 i el de color, entre 0,071 0,16.

KH pot obtenir la matéria primera de 3 abellaires (A1, A2, A3), descrites a la taula
seguent:

Abellaire Capacitat Index de viscositat Index de color Preu
(t/any) (u. m./t)
A1 400 0,10 0,20 20
A2 700 0,20 0,10 25
A3 250 0,30 0,05 30

La mescla de les mels adquirides a les abellaires es fa a la planta de KH, amb un
cost de 5 u. m./t d'input iamb unes perdues de I'1 % en el pas d'input a output.
El producte s'envasa al buit en pots de vidre que contenen un quilo del mel KH.
Els pots poden procedir de les proveidores P1 i P2, amb una capacitat de 650 i
600 milers de pots per any, a uns preus, respectivament, de 312 u. m. per miler
de pots. En el procés d'envasament, que té un cost de 4 u. m. per miler de pots
de producte, es perd un 2 % dels pots i un 1,5 % de la mel. Les capacitats de
mescla i d’envasament son suficients per a qualsevol valor que puguin prendre
els inputs corresponents.

Quina produccio maxima de pots de mel es pot obtenir amb aquest procés?

Quin és el cost optim d'obtenir un milic de pots de mel?

A partir de la descripcio del procées continguda a I'enunciat es pot dibuixar un
graf en que cada vertex correspon a una recepta:
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Les variables x; (/ =1,...,8) representen els fluxos que travessen I'arc correspo-

nent. Les condicions que han de respectar i les relacions entre elles son les
seguents:

X, <400, x, <700, x, <250, x, <650, x; <600

0,15:(x, + x, + x3) < 0,10-x; + 0,20-x,, + 0,30-x; <0,20-(x, + x, + X;)
0,07-(x, + x, + x;) £0,20-x, + 0,10-x, + 0,05-x;, < 0,16:(x, + x, + X;)
Xe =0,99:-(x, + x, + x3)

Xy =X, + Xg

0,985x, = x5, 0,98-x, = x

Amb un cost igual a:
20X, +25-x, + 30X, +3-X, + 2-x5 +5:(x; + X, + X5) + 4-X,

Per tant, amb la programacio lineal podem donar resposta a les dues preguntes
de I'enunciat.

La produccio maxima (a gue correspon la variable xs) &és de 1.225 milers de pots,
que es poden obtenir mitjangant la compra de 400, 656,22 i 200 t de mel a A1,
A2 i A3, respectivament, i de 650 i 600 milers de pots a P1i P2, també respec-
tivament. El cost de produccio es de 44.736,51 u. m. (36,52 u. m. per miler
d’unitats posades a la venda).

La solucio descrita (que és la primera que ens va proporcionar el resolvent que
varem emprar) és optima en relacio amb I'objectiu de maximitzar la produccio,
perdo no necessariament &s Unica i, per tant, no sabem si, entre totes les que
maximitzen la produccio, és la que minimitza el cost (com que el cost no intervé
a la funcio objectiu, el cost corresponent a la solucio obtinguda no necessaria-
ment és optim). Si afegim la restriccio x; 21.225 i minimitzem el cost, aquest

passa a ser de 44.517,59 u. m. (36,34 u. m. per miler d'unitats), amb compres
de mel i d'envasos iguals a 400, 700, 156,22, 650 i 600.
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Una demanda de 1.000 milers d'unitats de mel KH (un milic de pots) es pot
satisfer, amb un cost de produccio de 35.225,72 u. m. (35,23 u. m. per miler
d'unitats), mitjancant la compra de 400 t de mel a A1 i 625,48 a A2, i també
420,41 milers de pots a P1 i 600 milers a P2.

El model ens ha permes respondre les dues preguntes de I'enunciat. Hem de-
terminat la capacitat del sistema i la manera optima de satisfer una comanda
d’un volum determinat (sempre que |'ingrés superi el cost de produccio).

Tambeé permet avaluar facilment, entre d'altres, les consequéencies de canvis de
capacitats, de preus i de taxes de perdues.

Si considerem donat el preu de venda (per les condicions del mercat, per exem-
ple) podem trobar la produccio que proporciona el marge economic optim. No-
més cal modificar la funcio objectiu. Si el preu és alt, I'optim correspon a produir
la maxima quantitat possible al menor cost; pero si el preu és baix pot ser millor
produir menys quantitat amb un cost unitari menor.

Per obtenir una visio global de la produccio optima en funcio del preu podem
estudiar els canvis en el cost marginal de produccio (és a dir, la derivada del cost
total en relacio amb la quantitat produida; informalment, el cost de produir una
unitat addicional). Aquest cost &s de 34,2416 u. m./unitat entre 0 i 588 (milers)
d’unitats de producte. Si la produccio és superior, el cost marginal creix, pero no
continuament, sind amb canvis finits en alguns valors de la produccio, i es manté
constant entre cada un d'aquests valors i el seguent. Amb I'ajut del model po-
dem obtenir la taula seguent:

Interval de valors de la produccio de pots, x, Cost marginal
0< x, <588 34,2416
588 < x, < 780,12 35,2620
780,12 < x, <1.072,665 37,8257
1.072,665 < x, <1.225 42,9531

Els canvis en el cost marginal corresponen a canvis en |'estructura de la solucio
optima (és a dir, a canvis de la base corresponent a la solucio optima). Per exem-
ple, fins a x, =588 es compren els pots a P2, que és la proveidora més barata,

pero produccions més altes només son possibles si se’'n compra també a P1.

Aixi doncs, el cost total de produccio s una linia poligonal convexa de 4 trams.
| el que es tracta d'optimitzar és la diferencia entre els ingressos, p-x; (on p és
el preu de venda), i el cost total (sigui Clxg)): p-xg —Clxg). Aquesta funcio té
derivada continua en tots els punts de l'interval [0, 1.225], excepte en els punts
588, 780,21 1.072,665, en que hi ha una diferencia finita entre la derivada a la
dreta i la derivada a I'esquerra; la funcio creix mentre la diferencia entre pi la
derivada de C(x,) és positiva. Per tant, la produccio optima és 0 pera p < 34,2416
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i, per a valors de p més grans, son les que figuren a la taula seguent, amb els
valors corresponents del marge economic (ingressos per vendes menys costos
de produccio):

Interval de valors del preu, p | Producci6 optima Marge economic
34,2416 < x, < 35,2631 588,000 0a 600
35,2631< p < 37,8257 780,120 600 a 2.600
37,8257 < p < 42,9531 1.072,665 2.600a8.100

42,9531< p 1.225,000 8.100 + 1.225:(p-42,9531)

Per tant, la corba d'oferta de KH (és a dir, la quantitat de producte que posa en
el mercat, en funcio del preu) té la forma que es representa a la figura seguent.

Corba d'oferta de mel KH
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600 .—I
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*—0
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Oferta de mel KH (milers d’unitats)

32 34 36 38 40 42 44

Preu de venda
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Vincular

Aqui considerarem situacions en qué es tracta de determinar quines vinculaci-
ons convé establir, | potser també amb quina intensitat, entre elements d'un
conjunt i elements d'un altre conjunt o bé entre elements d'un mateix conjunt,
amb el suposit que els costos (o0 guanys) associats a una vinculacio son propor-
cionals a la intensitat d'aquesta.

En els casos que les vinculacions son entre elements d’un conjunt i elements d'un
altre de diferent, de vegades podem considerar que els elements d’un dels con-
junts son origens i els de |'altre, destinacions (per exemple, plantes manufactu-
reres i arees comercials, respectivament). Altres vegades, encara que les
vinculacions possibles només siguin entre els elements d'un conjunt i els de
I'altre, no hi ha motiu per considerar els uns com a origens i els altres com a des-
tinacions (per exemple, assignar persones a llocs de treball). Aquesta distincio no-
més afecta la terminologia, pero no la modelitzacio ni la resolucio del problema.

Es pot donar el cas que tinguem dos conjunts, que cada un dels seus elements
tingui associat un valor positiu, que cada parella formada per un element d'un
conjunt i un de l'altre tingui associat un coeficient positiu de conversio en cost
de la intensitat de la relacio i que es tracti de determinar les intensitats de les
relacions entre els elements d'un conjunt i els de l'altre de manera que, per als
elements d'un dels conjunts, la suma de les intensitats de les seves relacions
no superi el valor que té associat i, per als de I'altre, no sigui inferior al seu valor.
Es clar que perque el problema tingui solucio és necessari que la suma dels
valors dels elements del primer dels conjunts esmentats no sigui inferior a la
suma dels del segon (aquesta condicio &s suficient si totes les vinculacions son
possibles).
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El paragraf anterior conté una descripcio abstracta del que es coneix habitual-
ment com el problema de transport.! Hem evitat les paraules oferta, estoc,
demanda o, precisament, transport, per tal de posar de manifest que la denomi-
nacio “problema de transport” no ha de fer perdre de vista que hi ha situacions
formalment identiques en que no hi ha cap activitat involucrada que tingui res a
veure amb el que s’entén estrictament per transport (és a dir, portar persones o
coses d'un lloc a un altre). Després en veurem alguns exemples.

El problema de transport es pot modelitzar i resoldre mitjancant la programacio
lineal.

Siguin dos conjunts C, C" amb |C| = n, |C’

=", ambvalors v, >0 (/ =1...,n),
n n'
’ P ’ ' : R e
v/ >0 (/=1..,n), tals que Z;v, > ZV/ i amb uns costos unitaris positius, ¢,
/= /=

(/="1...mj=1..n", amb les variables x, (/ =1,...,n,/ =1...,n) corresponents
a la intensitat de la vinculacio entre un element de C i unde C’:

n n
minimitzar » > ¢;-x;

/=1 j=1

.
sa Y x;<v, i=1..n
/=1
n
' c_ ’
ZX,/ >vi j=1..n
=1

Com que hem suposat que les ¢j son positives (i fins i tot en el cas que fossin
no negatives), es pot substituir per = en el segon grup de restriccions.?

Si la intensitat de la vinculacio entre un o més parells d'elements esta fitada
(problema de transport amb capacitats), cal afegir restriccions de fita al model
anterior.

Quan els dos conjunts tenen el mateix nombre d’elements i els valors que
aquests tenen associats son tots iguals a 1, es denomina problema d'afectacio
(assignment problem).

En alguns casos, en el problema de transport, les variables han de ser enteres.
En el problema d'afectacio, han de ser binaries (gairebé sempre perque aixi ho
exigeix la naturalesa del cas estudiat —vincular persones a maquines en les quals
han de treballar de manera exclusiva, per exemple— i, quan no és aixi, perque

" Ens sembla preferible “problema de transport” a “problema del transport”. Se’'l denomina també
problema de transport de Hitchcock-Koopmans.

2 Les condicions que s'han de complir perque la solucio sigui factible son >, pero, ates que els
coeficients ¢; son positius, podem assegurar que en tota solucio optima es compliran com a =. Hi

ha altres problemes en que és possible aplicar raonaments similars, pero s'ha d'anar amb molt de
compte, per no restringir indegudament el conjunt de solucions factibles.



encara que hi pugui haver solucions optimes en que no totes les variables pren-
guin valors enters, sempre hi ha almenys una solucio optima amb tots els valors
enters i que, per raons practiques, és preferible a les altres).®

Hi ha casos que la vinculacio entre un element de C i un de C' només pot ser
directa (per exemple, perque nomeés és possible amb una Iinia de transport de
passatgers o de mercaderies entre I'element de C i el de C’). Si la vinculacio
pot ser indirecta, perque es pot fer a través d'un element que no pertany nia C
nia C’(que aleshores es denomina punt de transbordament) o perquée sigui pos-
sible la vinculacio entre els elements de C (o de C’) entre si, el problema es
denomina de transbordament i es pot reduir de diverses maneres a un problema
de transport. Una d'aquestes consisteix a determinar els camins de cost minim
entre cada element de C i cada element de C’i adoptar com a ¢, el cost cor-

responent al cami minim (i no el de la connexio directa entre /eC i jeC').

Pero aquesta transformacio no és valida en el cas que les intensitats de les vin-
culacions estiguin fitades (perque a la solucio del problema de transport pot ha-
ver-hi intensitats incompatibles amb les capacitats). Una altra via per resoldre el
problema, que veurem a continuacio, consisteix a formular, sense necessitat de
calcular previament els camins minims, un programa lineal, no gaire diferent del
corresponent al problema de transport, en el qual es poden incorporar les limi-
tacions en les capacitats com a restriccions de fita.

Siguin dos conjunts C, C'amb |C| = n, |C’

=n’,ambvalors v, >0 (/=1...,n),
vi20(/=n+1...n+n", 4 associats respectivament als elements dels conjunts

n n+n'
C i C itals que v, > v/, iamb uns costos ¢, (/=1..n+n";

/=1 J=n+1
j[#/]=1...n+n"); amb les variables x, (/ =1...n+n";j[#/]=1...n+n") cor-

responents a la intensitat de la vinculacio entre dos elements:

n+n'

minimitzar Z Cc;X;
/=1 (j=1.n+n" Al
s.a Z X;+V; 2 Z X; j="1...n
(/=1,..,n+n')A#] (/=1,...n+n" A%/
r - ’
z X; =V + z X; J=n+1...,n+n
(/=10 )A#] (7=1,..,.n+n" A%/

3 A causa de l'estructura peculiar de les matrius dels programes matematics corresponents, els
algorismes emprats habitualment per resoldre aquests tipus de problemes donen com a resultats
solucions enteres si els valors associats als elements son enters (en el problema d'afectacio ho son
sempre).

4 Observeu que hem modificat la definicio del conjunt C’, ja que inicialment haviem suposat v > 0
V/ iara, encanvi, vi>0V/, és a dir, considerem que pertanyen a C’els punts de transbordament
(@amb v;=0).

Vincular %
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Els problemes de transport i d'afectacio tenen algorismes especifics per resol-
dre’ls. Alguns dels algorismes que es descriuen en els llibres de text han estat
superats per altres de més moderns que de vegades es poden trobar a Internet.

Ara bé, com acabem de veure, aquests problemes es poden modelitzar com a
programes lineals i, actualment, es poden resoldre sense dificultats (llevat que
es tracti de programes de grans dimensions) amb un algorisme generic de pro-
gramacio lineal.

Cal destacar que el suposit que els costos son proporcionals a la intensitat dels
fluxos no s'ajusta a la realitat en moltes ocasions, particularment en situacions
en que es tracta propiament de transportar objectes d'uns llocs a uns altres,
perque aleshores el cost del viatge del vehicle que fa el transport pot ser relati-
vament poc sensible a la magnitud de la carrega transportada.

Vegem-ne ara uns quants exemples:

— El que es coneix estrictament com el problema de transport: hi ha uns ma-
gatzems amb uns estocs donats o unes fabriques amb una capacitat de pro-
duccio donada i uns clients o mercats amb una demanda coneguda; es tracta
de determinar el pla de transport de cost minim. Les situacions reals que
s'ajusten a aguest esquema son molt variades: panificadores i despatxos de
pa; plantes de formigb i obres...

— Es meés dificil trobar exemples en que es tracti de maximitzar. Pero, quan a
Espanya encara hi havia servei militar obligatori, en un enunciat d'examen
es va demanar el pla d'assignacio de reclutes a zones de tal manera que la
suma de distancies entre el domicili dels reclutes i la seva destinacio fos
maxima. També es pot plantejar com un problema de transport de maximit-
zacio I'assignacio de professorat a la responsabilitat d'assignatures (cada
membre del professorat pot ser responsable de més d'una assignatura, una
assignatura ha de tenir una sola persona responsable i associem un valor,
que n’expressi la idoneitat, a cada assignacio).

— També es poden plantejar com a problemes de transport alguns problemes
de planificacio de la produccio, com en el model de Bowman.® Se suposa
que es vol minimitzar el cost de la planificacio per a un cert nombre de peri-
odes de la fabricacio d’un producte Unic i que es coneix la demanda de cada
periode, els costos unitaris i les capacitats de produccio en cada un dels
periodes en horari normal o en hores extres, i els costos d'emmagatzemar
una unitat de producte fabricada en un periode fins a vendre-la en un periode
posterior. Si veiem cada modalitat de produccio (hores normals o hores ex-
tres) en cada periode com un origen i cada periode (amb la demanda corres-
ponent) com una destinacio, és clar que el problema encaixa perfectament
amb el model de transport.

5 Bowman, E. H. (1956) Production Scheduling by the Transportation Method of Linear Program-
ming. Operations Research, 4, 1, 100-103.
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— Un exemple tipic del problema d'afectacio &s |'assignacio de persones a
llocs de treball. N'és un cas particular, per exemple, I'assignacio d’esportis-
tes a cada un dels estils d'un equip de natacio de 4 x 100 estils (&s un pro-
blema d'afectacio si es compta amb 4 esportistes; si n’hi ha més, és un
problema de transport en que els valors associats als elements del conjunt
d'esportistes i al d'estils son iguals a 1, pero es pot reduir a un problema
d'afectacio mitjangant la introduccio d'estils ficticis).

— Alguns problemes de sequéencies també es poden plantejar com a proble-
mes d'afectacio. Tenim n unitats, cada una de les quals s'ha d'assignar a un
i només un dels nintervals temporals disponibles, de manera que les unitats
estiguin el més a prop possible d'unes posicions ideals previament establer-
tes; si a cada parell unitat-interval associem un valor funcio de la diferencia
entre la posicio de l'interval i la posicio ideal de la unitat, tenim tot el que cal
per definir un exemplar del problema d’afectacio.

— Les empreses de lloguer de cotxes i les que gestionen el bicing s’enfronten
quotidianament amb un problema de transbordament, ja que els fluxos no
s'equilibren i hi ha punts en que sobren unitats i altres en que en falten.

Passem ara als problemes.

Com hem dit abans, el problema d’afectacio és un cas particular dels que estem
considerant, en el qual hi ha dos conjunts amb el mateix nombre d'elements |
cada element d'un conjunt s'ha d'associar amb un de I'altre, de manera que cap
element formi part de més d’una parella (és a dir, tot element ha de formar part
d‘una parella i només una) i que es minimitzi la suma dels costos associats a
cada parella.

VI01.1. Afectaciéo: minsum

Suposem que el procés per obtenir una unitat d'un producte consta de 10 opera-
cions, que cada operacio requereix una persona que la dugui a terme, que els
temps d'execucio corresponents a cada parella persona (fila) - operacio (columna)
son els que figuren a la taula inclosa a continuacio, i que es vol minimitzar el temps
total de treball necessari per al conjunt de totes les operacions del procés.

92 88 57 51 62 64 93 88 72 57
59 98 65 99 56 71 60 100 68 86
77 76 75 84 62 63 83 98 87 85
51 71 67 70 90 57 67 69 73 67
60 53 66 97 63 91 78 56 69 60

60 74 65 82 53 79 55 100 20 82
94 96 96 80 98 87 62 63 66 85
53 64 80 59 72 54 83 83 93 65
53 85 92 92 97 66 71 91 76 77
88 93 95 71 70 52 86 78 86 51

Vincular %
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Mostrem el model a continuacio:

10 10

minimitzar > > ¢, x;
/=1 j=1

sa Y x;=1 /=1..,10
/=1

x, =1 7=1..10

x; €{01 /=1..10;/=1..10

Hi hem inclos la condicio que les variables son binaries, pero en podem prescin-
dir, d'acord amb el que hem indicat en la nota 3 (només cal imposar que les
variables siguin no negatives, ja que els dos primers grups de restriccions impli-
quen x, <1V/,/).

El valor optim de la funcio objectiu és igual a 577, amb les assignacions de tas-
ques corresponents a les caselles negres de la taula seguent:

92 88 57 62 64 93 88 72 57
59 98 65 99 56 71 60 100 86

77 76 75 84 63 83 98 87 85
51 71 70 90 57 67 69 73 67
60 66 97 63 69 60
60 74 65 82 53 90 82
94 96 96 80 98 66 85
53 64 80 59 72 93 65

85 92 92 97 76 77
88 93 95 71 70 52 86 78 86

VI01.2. Afectacié: minmax (coll d’ampolla)

Si les tasques es fan consecutivament, es configura una linia de produccio de
10 estacions de treball, la capacitat de la qual (en nombre d'unitats de producte
per unitat de temps) és la inversa del temps de cicle de la linia, &s a dir, el temps
de treball corresponent a I'estacio més carregada. En I'exemple (si adoptem com
a unitat de temps una hora i els valors de la taula estan expressats en segons),
3.600/68 = 52,94 h'. Pero, amb aquest suposit, no &s pertinent minimitzar la
suma de temps, sind el temps del coll d'ampolla, és a dir, minimitzar el temps
de I'estacio més carregada.



Aleshores, es diu que el problema és d'afectacio de coll d’ampolla (bottleneck
assignment problem).

La funcio objectiu [max cy.-xy} no és lineal, pero el problema es pot resoldre
1]

amb el model lineal seguent:
minimitzar z

10
sa Y x;=1 /i=1.,0

x. =1 /=1..10

c,x;, <z /=1..,10;,7=1..10
x; €{01 /7=1..10,/=1..10

El nombre de restriccions ha passat de 20 a 120, que pot ser excessiu per a les
capacitats d'alguns programaris (de fet, la versio d'Excel amb que treballavem
tenia un limit de 100 restriccions i no varem poder fer-la servir per obtenir la
solucio del problema d'afectacio de coll d’ampolla).

Alternativament, hem donat un valor molt alt a les caselles amb valor > 68 (68
és el valor de coll d'ampolla en la solucio corresponent al problema de minimitzar
la suma; es tracta d'excloure de la solucio aquestes caselles, cosa que també
es pot aconseguir eliminant o fent iguals a zero les variables corresponents),
hem tornat a resoldre el problema de minimitzar la suma i hem obtingut la solu-
cio seguent, en que el valor del coll d'ampolla és 66 (per tant, amb una capacitat
de produccio de 3.600/66 = 54,55 h', la qual cosa suposa una millora del 3 %);
la suma de temps és, en aquesta solucio, 580.

92 88 62 64 93 88 72 57
59 98 99 71 60 100 68 86
77 76 75 84 83 98 87 85
51 71 67 70 90 73 67

60 53 66 97 63 91
60 74 65 82 53 79
94 96 96 80 98 87 62 63
53 80 59 72 54 83 83 93 65

85 92 92 97 66 71 91 76 77

88 93 95 71 70 52 86 78 86

A la propera iteracio s'ha de donar un valor molt alt a les caselles amb un valor
> 66 ; aleshores ja no hi ha cap solucio que no tingui un valor “infinit” (no cal fer
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calculs, tots els valors de la columna 9 valors son >66). Per tant, la darrera
solucio obtinguda és optima per al problema de coll d'ampolla.

Aquest procediment iteratiu té un avantatge addicional en relacio amb el de re-
soldre el model lineal per al problema de coll d’'ampolla: la solucioé que proporci-
ona és tal que, entre les que minimitzen el coll d’'ampolla, minimitza la suma (en
la resolucio diguem-ne directa del problema de coll d'ampolla no es fa intervenir
el valor de la suma, per la qual cosa el procediment dona una solucid optima
qualsevol, per al coll d'ampolla, sense cap propietat pel que fa a la suma dels
temps corresponents).

De tota manera, podem adaptar el model lineal del problema de coll d’ampolla
perque proporcioni, entre les solucions optimes per al coll d'ampolla, una que
minimitzi la suma de temps:

o

0

. 1
minimitzar z + — C;X;
F &4

J=

x; =1 /=1..10

c,x, <z 1=1.,10,/=1..10
x; €{01} /=1..10;/=1..10

On F és una fita superior del valor de la suma (en aquest cas, 1.000, per exem-
ple). Si els temps ¢j son enters, amb la nova funcio objectiu es desfa I'empat
entre les solucions que minimitzen el coll d'ampolla a favor de les solucions amb
una suma menor. Aquest model proporciona la mateixa solucio obtinguda ante-
riorment amb el procediment de resolucio successiva de problemes de minimit-
zacio de la suma.

Alternativament, una vegada resolt el problema de coll d’'ampolla i tant si tots els
temps son enters com si no ho son, es pot trobar una solucid que minimitzi la
suma de temps, entre les que minimitzen el coll d’ampolla, mitjangant la resolucio
del problema d'afectacio amb una matriu que tingui valors molt alts a les caselles
en que inicialment el temps sigui superior al valor optim del coll d'ampolla.

VI02. Cadena

Seguim considerant el procés productiu de 10 operacions descrit en el problema
VI01.2. Suposem ara que la capacitat requerida &s de 25 unitats/hora i que, per
tant, el temps per unitat s de 3.600/25= 144 segons. Suposem també que el
temps necessari per dur a terme cada operacio (¢,; /= 1,...,10) és independent

de la persona que se n’encarrega:



Operacio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Temps en segons B3 | 64 | 80 | B9 | 72 54 | 83 | 83 | 93 | 65

Aleshores, es pot organitzar una linia en quée cada estacio tingui assignades di-
verses tasques de manera que el temps total no superi els 144 s. Si el cost de
la linia és proporcional al nombre d'estacions, s’ha de tractar de minimitzar
aquest nombre.

Com que la suma de temps és 706, el nombre d'estacions no pot ser inferior a
(706 /1441 =5. Podem trobar facilment una solucio possiblement de bona qua-

litat si adoptem un criteri raonable d'assignacio successiva de tasques; per
exemple, podem donar prioritat, entre les tasques compatibles amb les ja assig-
nades a |'estacio, a la de més durada i obrir una nova estacio quan ja no se li
pugui assignar cap altra tasca. “Compatible” vol dir que el temps encara dispo-
nible a I’estacio no és inferior a la durada de la tasca. Obtenim la solucio seguent:

Estacio 1 2 3 4 5 6
Tasques 9 7,4 8,6 3,2 5,10
Temps total 93 142 137 144 137 53

Aixi doncs, tenim una solucio amb 6 estacions, amb un temps de cicle de 144 i,
per tant, amb una capacitat de 3.600/144 = 25 h', exactament igual a la que es
demana. La solucio és optima, perque la tasca 9 ha d’anar sola en una estacio
(no n’hi ha cap altra amb una durada < 144 - 93 = 51) i les altres, amb una durada

total de 613, no es poden encabir en menys de f613/144] =5 estacions. Com

que no hem suposat que hi hagués cap restriccio pel que fa a I'ordre o al lloc
d'execucio de les tasques, la solucio anterior és, de fet, una representant d'un
conjunt de 6! = 720 solucions equivalents, que podem obtenir formant totes les
permutacions de les 6 estacions.

Es clar que no sempre s'obté una solucio optima amb un algorisme tan senzill
com el que hem aplicat. Ni sempre és tan facil saber que és optima quan ho és.
En general, podem trobar facilment fites inferior i superior (5 i 6, respectivament,
en I'exemple) del valor optim del nombre d’estacions.

Per tenir la seguretat de trobar una solucio optima hem de recorrer a un model
com el seguent (formulat de manera que es vegi com es pot generalitzar; les
variables corresponen a I'existencia o no de les estacions —en aquest cas només
I'estacio 6, ja que sabem que no poden ser menys de 5 ni cal que siguin més de
6— i a I'assignacio de les tasques a les estacions; les restriccions imposen que
cada tasca es faci en una estacio i només en una, que la durada total de les
tasques assignades a una estacio no superi el valor maxim del temps de cicle,
144, en les estacions 1 a 5 i el valor maxim del temps de cicle multiplicat per la
variable binaria que indica si I'estacio existeix 0 no en |'estacio 6):
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6
minimitzar )"y,

/=6

x, €101} =16
/=1..10
y, € {0,1} /=6

La solucio que varem obtenir té 6 estacions, com ja sabiem, amb una distribucio
diferent de les tasques entre les estacions:

Estacio 1 2 3 4 5 6
Tasques 9 4,10 1,7 2,3 8 5,6
Temps total 93 124 136 144 83 126

Aquesta solucio s una representant d’un altre conjunt de 720 solucions opti-
mes. Aguesta multiplicitat de solucions optimes allarga el temps de calcul. Si hi
hagués més diferencia entre les fites inferior i superior del nombre d’estacions
i el nombre d’estacions necessaries fos inferior a aquesta fita superior, encara
hi hauria una altra font de simetria, perque la solucio del model podria col-locar
les estacions addicionals de diverses maneres; exemple: fita inferior = 7, fita
superior = 12, nombre optim d'estacions = 10 (les 3 estacions addicionals a les

o . 12-7 5 )
7 de la fita inferior es poden col-locar de (10 7j = (3} =10 maneres diferents

en les 5 (12-7) posicions potencials).

De fet, de les dues causes de simetria apuntades, la primera és molt improbable
que intervingui en un problema de disseny d’'una linia de produccio, perque les
restriccions de precedencia entre les tasques, que practicament sempre estan
presents, trenquen la simetria. L'exemple que estem considerant, sense restric-
cions de precedencia ni d'incompatibilitat entre les tasques i amb totes les es-
tacions iguals, és formalment igual al problema (bin packing problem) de
minimitzar el nombre de contenidors necessaris per encabir-hi uns objectes de
pesos donats, en el suposit que cada contenidor pot suportar un pes maxim (on
diem pes es pot dir també volum o algaria, segons el cas que considerem).

En canvi, la simetria pel que fa a la posicio de les estacions addicionals a les que
corresponen a la fita inferior és inherent al tipus de model indicat, i modificar la
funcio objectiu o afegir restriccions per trencar aquesta simetria (imposar que si



una estacio no existeix, la seguent tampoc) pot repercutir favorablement en el
temps de calcul.

Tornem a I'exemple. Hem localitzat 2-720 = 1.420 solucions optimes pel que fa
al nombre d’estacions i totes tenen un temps de cicle de 144; per tant, una
capacitat de producci6 exactament igual a la desitjada, 25 h™'. Ara ens plantegem
trobar una assignacio de tasques que maximitzi la capacitat de produccio de la
linia (es a dir, que minimitzi el temps de cicle, igual al temps corresponent a
I'estacio mées carregada), ates que té 6 estacions. Ho podem fer amb el model
seguent:

minimitzar z

6
sa  ».x, = /=1...10
/=1
10
tx; <2z /=1..6
/=1
x; €{0,1} /i=1..,6;
/=1..10
zel,
Amb el qual varem obtenir la solucio:
Estacio 2 3 4 5 6
Tasques 9 1,7 4,5 8 3,6 2,10
Temps total 93 136 131 83 134 129

En que el temps de cicle és de 136 i, per tant, la capacitat &s de 26,47 h™', un
5,88 % superior a la necessaria.

Hem millorat la solucio que haviem obtingut abans, pero en aquesta darrera els
temps morts encara son molt alts: 6:136 — 706 = 110 segons en cada cicle pro-
ductiu.

Si doblem el temps de cicle maxim (2:144 = 288) la fita inferior del nombre d'es-
tacions és [706/288] =3 (és obvi que aquest valor &s optim: es pot obtenir
una assignacio de tasques compatible amb el temps de cicle agrupant de dues

en dues les 6 estacions de les solucions anteriors) i caldran 2 linies. El temps de
cicle minim per a 3 estacions s'obté amb una solucio com la seguent:

Estacio 1 2 3
Tasques 4,8,9 1,2,6,10 3,57
Temps total 235 236 235

Entre les dues linies la capacitat de produccio és 2-3.600/236 = 30,51 h”', un

11,53 % superior a la d'una sola linia i un 22,04 % superior a la necessaria.
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Amb 3 linies de 2 estacions tenim una solucido com ara:

Estacio 1 2
Tasques 1,4,7,9,10 2,3,56,8
Temps total 353 353

Amb una capacitat de produccio igual a 3-3.600/353 = 30,59 h, igual a la que ob-
tindriem amb 6 linies d'una estacio cada una (de fet, ja no diriem que son 6 linies,
sind 6 llocs de treball), ja que en el suposit de 3 linies no hi ha temps morts.

Es clar que el suposit que els temps d'execucio no depenen del nombre de
tasques assignades a cada persona pot ser que no s'ajusti a la realitat, i els cos-
tos de la instal-lacio no necessariament depenen Unicament del nombre total
d'estacions (tenir més linies complica la manutencio), pero també s'ha de tenir
en compte que la probabilitat d’interrompre totalment la produccio per avaries o
baixes de personal es redueix a mesura que augmenta el nombre de linies.

Suposem ara que les operacions 1 i 2 precedeixen la 9, i que la 9 precedeix la
10 (si una operacio en precedeix una altra, la segona s'ha d'assignar a la mateixa
estacio que a la primera —on s'hauran d’executar en |'ordre apropiat— 0 a una
estacio posterior). | suposem també que les tasques 112 no poden assignar-se
a una mateixa estacio, i que entre |'estacio en quée s'executila 2 i la que s’executi
la 4 n’hi ha d’haver almenys dues.

Com que ara hi ha restriccions que impliquen les tasques, I'algorisme que hem
aplicat abans per obtenir una primera soluci6 amb 6 estacions requereix una
adaptacio. En aquell algorisme les tasques s'assignaven successivament amb
"prioritat, entre les tasques compatibles amb les ja assignades a |'estacio, a la
de més durada”, i ara ampliem la descripcio del procediment “entre les tasques
sense precedents o tals que totes les seves precedents han estat assignades,
assignar la de maxima prioritat, segons el criteri adoptat, compatible amb les ja
assignades”. “Compatible” vol dir que el temps encara disponible a |'estacio no
es inferior a la durada de la tasca i que |'assignacio no viola cap restriccio de les
que vinculen les tasques (de fet, aixo inclou les restriccions de precedencia).
Aquest algorisme es pot veure com a membre d'una familia d'algorismes, cada
un caracteritzat pel criteri de prioritat (més durada, menys durada, nombre de
tasques precedides...); sol donar bons resultats el denominat “pes” de Helgeson
i Birnie:® suma de les durades de la mateixa tasca i de totes les que precedeix.

D’acord amb aquesta definicio, els pesos de les tasques son els que figuren a
la taula seguent:

Operacio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps en segons 53 64 80 59 72 54 83 83 93 65
Pes 211 222 80 59 72 54 83 83| 158 65

6 Helgeson, W. B., Birnie, D. P. (1961) Assembly line balancing using the ranked positional weight
technique. Journal of Industrial Engineering, 12, 394-398.



| la solucio que s'obté és:’

Estacio 1 2 3 4 5 6
Tasques 2,3 1,7 8,6 5,10 4
Temps total 144 136 93 137 137 59

Aquesta solucio és optima pel que fa al nombre d'estacions, ja que el nombre
minim d’estacions era 6 quan no hi havia precedencies i incompatibilitats, i
afegir restriccions mai no pot millorar el valor optim de la funcio objectiu. Per
tant, no cal fer Us del model d'optimitzacio del nombre d’estacions, pero po-
dem intentar reduir el temps de cicle amb el model corresponent, al qual cal
afegir ara restriccions per tenir en compte les condicions de precedencia i d'in-
compatibilitat:®

—  Precedencies:

/=1

— Incompatibilitats:

,<1 /7=1..6

6
= ix, 23-8r

/=1 /=1

6

D ix Z/X >3-8-(1-r)

/=1

m
| s'obté la solucio (amb r= 1):

Estacio 1 2 3 4 5 6
Tasques 8 1,7 2,5 9 3,6 4,10
Temps total 83 136 136 93 134 124

7 Es poden obtenir solucions diverses en aplicar el procediment amb criteris diferents de prioritat i
també mitjancant la resolucio del problema que podem denominar invers, és a dir, aquell en que
s'han capgirat les precedencies (per descomptat, també cal capgirar la solucio obtinguda amb el
problema invers, per convertir-la en solucio del problema directe).

8 A causa de les condicions de precedencia, hi ha tasques que no es poden assignar a qualsevol
estacio (a I'exemple, les tasques 112 no es poden assignar a les estacions 5 i 6, perqué aleshores
no cabrien a la linia les tasques successores; la 9 només es pot assignar des de la 2 a la 5, les dues
incloses —si es té en compte la incompatibilitat d'1 i 2 es veu que només pot anar entre la 3 i la 5—).
Aquesta observacio és aplicable amb caracter general i permet reduir, de vegades molt substancial-
ment, el nombre de variables del model, perd aqui en prescindirem.
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Amb la qual passem d'un temps de cicle de 144 a un de 136, que implica un
increment de capacitat del 5,88 %.

Tornem ara al suposit que no hi ha restriccions entre les tasques i que els temps
depenen de la persona que les executa, d'acord amb la taula 10 x 10 del pro-
blema VIO1. Volem determinar com s'ha d’organitzar la linia amb 6 estacions de
treball, amb les 6 persones que més convingui, per tal d'assolir la maxima capa-
citat de produccio.

Cal un model diferent:

minimitzar z
10

Dtyx; <z /i=1...10

=1

0

vy, <6

/=1

X; e {01} /=1..10;
/=1..10

y,€{0,1} /=1..10

zel,

10
El signe de la restriccio Zy/- <6 (< en comptes de =) permet tenir en compte
/=1
la possibilitat que la maxima capacitat de produccid es pugui aconseguir amb
menys de 6 estacions de treball, cosa que pot succeir si algunes persones poden
fer les tasques en temps molt més petits que les altres). Les M, son fites su-

periors, com més ajustades millor, del valor que pot prendre el primer membre
de la restriccio. Els valors que hem emprat en la resolucio del model son, per a
cada persona, la suma dels seus temps d'execucio de totes les tasques (aixo és
valid per a qualsevol exemplar del problema; en un exemplar especific, els valors
de les M, es podrien ajustar més, pero per resoldre el nostre exemple no cal

aprofundir en quest aspecte).

El temps de cicle optim &s 109 i una de les solucions amb qué es pot obtenir és
la seguent (a la columna de la dreta, el temps total per a cada persona i la suma
de temps per a les 10 tasques):



92 | s AN 2 | 64 | 3 | ss | 72 | 57 [ 108
59 | 98 | 65 | 99 | 56 | 71 | 60 | 100 | 68 | 86 | 0
77 | 78 | 75 85 | o
51 | 71 | 67 67 | o
60 66 60 | 109
60 | 74 | 65 g2 | 108
94 | 96 | 96 85 | 66
53 | 64 | 80 65 | o

85 | 92 | 92 | 97 | e6 | 71 | 91 | 76 | 77 | =3
88 | 3 | 95 | 71 | 70 g6 | 78 | 86 103
| 547

Si entre totes les solucions que minimitzen el temps de cicle es vol determinar
la que optimitza un altre criteri, en el model s'ha de substituir la funcio objectiu
per la corresponent al nou criteri i imposar que el temps de cicle sigui igual a
I'optim (que s'aconsegueix fent M. =109 V/). Suposem que el criteri de des-

empat és la suma de temps; com que ja tenim una solucio amb un valor 547 per
a la nova funcio objectiu, també podem incloure una restriccio que li imposi un
valor millor (es a dir, < 546, ates que nomeés pot adoptar valors enters); amb
aquesta restriccio, el fet que el model no tingués solucions factibles implicaria
que el valor ja obtingut era optim (sense la restriccio obtindriem el mateix valor
optim, pero amb ella reduim I'espai de solucions factibles i, per tant, possible-
ment el temps de resolucio del model). Aleshores, el model que cal resoldre és:

minimitzar t X,

I
-
n

s.a x; =1 /=1..10

t,x; <546
=1 j=1
X,/e{O,T} /=1..10
/=1..10
y,€{0,1} /=1..10

Amb el qual s’obté la solucio:

Vincular %

69



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

70

2 | ss IZANEBE 2 | 62 | 3 | 88 | 72 | 57 [ 108
59 | 98 | 65 | 99 | 56 | 71 | 60 | 100 | 68 | 86 | O
77 | 76 | 75 | 84 | 62 | 63 85 | o
71 | 67 | 70 | 90 | 57 67 | 51

60 66 | 97 | 63 | 91 60 | 109

60 | 74 | 65 | 82 79 82 | 108
94 | 9 | 96 | 80 | 98 | 87 85 | 66
53 | 64 | 80 | 59 | 72 | 54 65 | 0
53 | 85 | 92 | 92 | 97 | e6 77 | o

g8 | 93 | 95 | 71 | 70 M s | 78 | s6 103

545

No és excepcional que un programa matematic tingui optim multiple, pero és el
més habitual quan es tracta de minimitzar un valor maxim, ja que en aquests
casos el valor de la funcio objectiu el determina, si no hi ha empats, una sola
variable. En I'exemple, hi ha altres solucions amb un coll d’ampolla de 109, en
les quals el valor de la suma de temps va de 545 a 622.

Hem esmentat anteriorment el model de Bowman com una aplicacio del model
de transport a la planificacio agregada de la produccio. En aquell model cada
periode correspon a un o mes origens (hores normals i hores extres, si hi ha la
possibilitat d'implantar-les) i a una destinacio.

Una cas diferent és quan un producte elaborat en un periode es pot vendre,
després de madurar o envellir (embotits, formatges, licors destil-lats...) en diver-
sos periodes posteriors, amb una qualitat i un preu que augmenta amb |'edat del
producte (de fet, es podria considerar qualsevol altre tipus de relacio entre edat,
qualitat i preu).

VI103. Pernils

ASGAMSA inaugura una planta amb capacitat per emmagatzemar N pernils i es
disposa a planificar els propers 7 periodes. ASGAMSA compra gambajons als
ramaders i els sotmet a un procés de curacio abans de posar-los a la venda al
cap d'un, dos o tres periodes. Amb aquesta finalitat, ha elaborat les previsions
seguents:

— Preu de compra dels gambajons als ramaders: p,, (=1...,7)
— Quantitat maxima que pot adquirir: Q, ¢ =1,...,7)
— Preus de venda segons I'edat del pernil: p, (/=1...3;¢t=1...7)

— Cost de possessio d'un pernil durant un perfode (inclou I'energia consumida
en el proces de maduracio): A
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Els gambajons entren al magatzem al principi de cada periode i els pernils en

surten al llarg del periode que segueix a I'instant que arriben a I'edat correspo-
nent.

Als preus previstos, la demanda és prou gran per absorbir tots els pernils que
es posen a la venda.

ASGAMSA disposa de tresoreria suficient, de la qual obté un interes al tipus
anual /,.

L'objectiu &és maximitzar el valor actualitzat de la diferencia entre cobraments i
pagaments (tots els quals tenen lloc al final del periode corresponent), amb la
condicio que al final de I'horitzd de planificacio hi hagi en el magatzem A3, A4,
N5 pernils d'edats iguals a un, dos o tres periodes, respectivament.

Els valors numerics de les dades esmentades son els seglents:

N =50.000, #=10,/,=0,03,7 =12

Si els periodes son mesos, el tipus d'interes aplicable a I'actualitzacio és
/. =01+7,)""-1=0,002466 .

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 M 12

Por 50| 50| BO0| 50| 50| B55| 60| 65| 70| 75| 65| 45

Q, /1.000 20| 20| 20| 20| 20| 25| 30| 35| 40| 50| 30| 20

Py -1 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | 155 | 160 | 165

Py - -1 250 | 250 | 260 | 260 | 50| 250 | 250 | 260 | 280 | 300

Pa: - - -| 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 550 | 600 | 750
Variables:

g, nombre de gambajons comprats a I'inici del periode #(¢=1,..., 7)

v, vendes de pernils d'edat / periodes en el periode ¢ (t = 2,....,7, / = 1
min(¢-1,3))

.....

s,, S, estoc a l'inici i al final, respectivament, del periode #(t=1,...,7)

Model:
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min(t=1,3) r i 1 S +§
t t

,
maximitzar V= a-hy —
2 ’ Z(1+/ y et e =1+ ) 2

t=2 =1 (1+/

Gy = Vi Vi tVss t=1..,7-3

Gro =Virq+Vyr +N /5

677_1=V17+N/4
=N/3
31201,5‘1:01

S :§1 +3a,, §2 =35, = Vi,

53 :éz +3s, ~§3 =353 =Vi3 = Va3

S, =8,4Q,,5 =S, —V, —V, —Vs, t=4,.T
g, <Q,;s <N t=1..T

Amb les dades indicades, el valor optim de la funcio objectiu és 48.537,79 milers
d'u. m. i la solucio optima es mostra a la taula seguent (tots els valors son en
milers):

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "1 12

g, |20,00|20,00|10,00| 16,67|10,83| 10,00| 12,50| 16,67 | 10,83 | 10,00 | 12,50 | 16,67
vy, 0,00{ 7,50| 0,00| 0,00| 00| 0,00f 000| 000| 000| 0,00 0,00
Vo 9,17 0,00 000 000 000 000| 000 000| 000 0,00
Vi, 10,83| 12,6|10,00| 16,67| 10,83 | 10,00| 12,50 | 16,67 | 10,83
St 20,00 40,00 | 50,00 | 50,00 | 50,00 | 47,50 | 50,00 | 50,00 | 50,00 | 50,00 | 50,00 | 50,00

Hem suposat que ASGAMSA no tenia limitacions en la disponibilitat de tresore-
ria. Ara, en canvi, suposem que inicialment només disposa de 500 milers d'u.
m. i d'una polissa de credit amb un limit de 2= 1.000 milers d'u. m., per a la
qual paga un 8 % del saldo a final de cada mes. Si el saldo de tresoreria és
positiu, ASGAMSA n'obté un 1 % en concepte d'interessos.

Per no complicar més les coses, prescindim de les repercussions fiscals dels
interessos.

En aquest context, I'objectiu d’ASGAMSA é&s maximitzar el saldo de tresoreria
al final de I'horitzo de planificacio.

Cal definir noves variables:

4, u saldos negatius (en valor absolut) i positius, respectivament, al final del
periode t(t=1,...,7)
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| el model modificat és el seguent:

maximitzar g — u;

G =Vipa TV tVas t=1..7-3

Qrp =Virq +Vyr +N /5

Qra=vy+tN/4

g =N/3

5 =q,%=q

5, =5+, 8 =5V,

53 = §2 +3s, §3 =53 —Vi3 Va3

S, =85,4Q,,5 =5, —V, —V, —Vs, t=4,.,T

g, <Q,;s <N t=1....T

,u1+ K = 500—,001-671 _h'(51 +'§1)/2

ty =ty =101 =1,081 = Py q, + Py Vi, —hils, +8,) /2

ty =ty =101 =1,08:1; = PoaGy + PraVig + P Vs — 1S5 +55)/ 2

,u: M = 1101'ﬂ;—1 - 1108'/11:1 “Pordr t Py Vi P Vo + PV — /7-(.5‘, + ‘§r) /2

t=4,.7T

<P t=1..7T

Del qual resulta un saldo de caixa optim al final de I'horitzo de programacio

igual a 51.239,23 milers d'u. m. i la solucio optima:
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
a, 20,00 20,00| 12,50 16,67 10,83 10,00 12,50 16,67 10,83 10,00 12,50 16,67
Vi 7.46| 10,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Vo 1,71 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Vi 10,83 10,00 12,50 16,67 10,83 10,00 12,50 16,67 10,83
S 20,00 40,00 45,04 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00 50,00

4 = 1 |-700,00|-1000,00(-169,73|3.954,20|8.002,01 [13344,59|20.644,70|24.738,65|28.777,70|34.752,98|43.871,35|51.239,23

VI04. Cotxing

Un dia determinat, una empresa de lloguer per un sol dia de cotxes de baix cost
que ofereix un model Unic de vehicle utilitari té reserves de 25, 48, 14, 19 6
unitats, corresponents, respectivament, als aparcaments A, B, C, D i E, en els
quals té disponibles actualment 13, 56, 18, 121 7 cotxes, també respectivament.
El transport de cotxes d'un aparcament a un altre el contracta a 3PL (proveidors
de serveis logistics de tercers, third-party logistics) als preus per cotxe que es
mostren a la taula (aquests preus son simetrics: el preu és el mateix per anar
d'un aparcament P a un altre Q que per anar de Q a P):
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B C D E

A 22 35 42 40
B - 51 36 25
C - 61 18
D - 14

Els ingressos pel lloguer d'un cotxe durant un dia son iguals a 100 i els costos
per no poder atendre la demanda de lloguer d'un cotxe s'estimen en 70.

Es tracta de determinar el pla de transport optim del dia de referencia.

Com que globalment la disponibilitat (106) &s inferior a la demanda (112), no és
possible satisfer totes les reserves i 6 no seran ateses.

Pot ser que en la solucio optima els cotxes disponibles a cada aparcament s'uti-
litzin per satisfer totalment o parcial la demanda en aquell mateix aparcament,
pero no podem assegurar, perque depen de les tarifes de transport, que les
solucions optimes sempre tinguin aquesta propietat i, per tant, no adoptem
aquest suposit.

En aquesta situacio, les restriccions han d’expressar, per a cada aparcament, la
igualtat entre disponibilitat + entrades, per una banda, i cotxes llogats + sortides,
per una altra; a més, s'ha d'imposar que el nombre de cotxes llogats a cada
aparcament no superi la demanda corresponent. Maximitzarem la diferencia en-
tre els ingressos pel lloguer dels cotxes i els costos de transport (la minimitzacio
del cost de transport consistiria a no transportar res, amb un cost total igual a
Zero).

La notacido que hem adoptat per a les variables és la seguent:

v, (7 e{A.B.C.D,E,F}) nombre de cotxes llogats a /

X; (/',/' e{AB.CDE F},i= j) nombre de cotxes transportats des de / a /

| el model:

maximitzar 100-(y, + Vg + Vo +Vp +Ve)—
(22:X 45 +22:X g5 + 35X 40 +35:X oy + 42X 4 +42Xp, +
40-X 4 +40:X g, +51 X5, + 5T x5 + 36X, + 36X, +
25X, +25:X5 + 61X, + 61X, +18x, +18X, +
14X +14:Xp)



s.a Vat+Xag —Xgat Xyo =XeatXap =Xpa + Xe =Xz = 13
Vo —Xag + Xga + Xpo = Xog + Xgp = Xpg + Xge —Xgy = 56
Yo —=Xac +Xoq = Xge + Xpg + Xep = Xpe + Xog =Xge = 18
Yo =Xap tXpa = Xgp + Xpg =Xep + Xpe + Xpg = Xep = 12
Ve = Xug T Xeqg = Xpe ¥ Xep = Xee ¥ Xee = Xpe + Xep = 7

Va<2b yy <48y, <14y, <19,y <6
Xag  Xgar Xacr Xear X ap 1 Xpar X ag 1 Xgar Xpo 1 Xcp

Xop 1 Xpg 1 Xpe 1 Xeg1 Xep 1 Xpe 1 Xee 1 Xec 1 Xpe 1 Xeps

YaVs VeV Ve20

Els costos per no atendre una reserva no s'han tingut en compte perque sabem
que son iguals a 70-6 = 420. Si no fossin els mateixos en tots els aparcaments,
caldria adaptar el model, la qual cosa és immediata.

S’obté una solucio optima:
Va=2\ys,=48,y. =14y, =17y, =6

Xgs =8, Xop =4, X5 =5

Amb una funcido objectiu igual a 10.282 u. m. (diferencia entre les
100-106 = 10.600 u. m. i les 318 u. m. corresponents als costos de transport),
de la qual s'haurien de deduir les 420 u. m. del cost corresponent a les reserves
no ateses. Si el preu del lloguer diari tingués un altre valor positiu qualsevol, igual
en tots els aparcaments, la solucio obtinguda també seria optima, ja que final-
ment els ingressos, donat el preu, queden determinats pel valor minim entre la
demanda total i la disponibilitat total. A la solucio obtinguda queden sense aten-
dre 4 reserves a Ai 2 reserves a D.

El problema també es podria resoldre mitjancant la creacio d'un aparcament fic-
tici amb disponibilitat igual a la diferencia entre la demanda total i la disponibilitat
total, demanda nul-la i costos de transport nuls entre aquest aparcament fictici i
qualsevol aparcament real. Aleshores tindriem un problema de transbordament
equilibrat i podriem adoptar com a objectiu la minimitzacio dels costos de trans-
port, atesa |I'observacio anterior sobre els ingressos. Tanmateix, amb aquest en-
focament no podriem tractar el casos que fossin diferents, en els diversos
aparcaments, els preus de lloguer o els costos per no atendre reserves.

Si les capacitats de les connexions entre BA, CD, CE i ED son iguals a 6, 3, 3 i
4, respectivament, cal afegir les quatre restriccions corresponents i resulta un
valor optim de 10.251 u. m., a causa de l'increment en els costos de transport
de 318 a 349 u. m., amb:

va=20y,=48,y.=14,y, =18,y =6

Xpa=6, Xeg =1 Xgp =2, Xpp =3, Xp =4

Vincular %
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Suposem ara que el cost del transport no s proporcional al nombre de cotxes
transportats, sind que és igual, quan un tram es fa servir, a 50 més el producte
del cost unitari pel nombre de vehicles transportats. Aleshores cal afegir una
variable binaria per a cada tram que indiqui si aquest es fa servir o no i les res-
triccions que vinculen la variable de flux en el tram, xomes:, amb la binaria, yorpes::
Xorpest < Korpest yorest, ON Korest €S una fita superior del flux que pot passar pel
tram amb origen a Ori destinacio a Dest (és a dir, la capacitat del tram o, si
aquesta és practicament il-limitada, la demanda total). Tambeé cal afegir a la fun-
cio objectiu la suma dels productes de 50 per cada una de les variables binaries.
En aquestes condicions, el valor optim de la funcio objectiu s 10.042, amb
Va=23,y,=48y, =14y, =15y, =6 | Xp, =6,x, =4, Xz, =2, X;p =1 (4
trams actius, un menys gue en la solucio anterior).

Si el 3PL que opera en el tram BA, que disposa de 2 camions, cada un dels quals
pot transportar un maxim de 3 cotxes, canvia el sistema de tarifacio, de manera

que el cost fix sigui de 45 per cada camio utilitzat, cal canviar la definicio de la
variable y,,, que ara ha de ser entera, amb una fita superior igual a 2 i ha de

figurar a la funcio objectiu amb coeficient 45. A més, la restriccio que relaciona
Xg, @mb y,, ara ha de ser x,, <3y,,. En aquestes condicions, el valor optim

de la funcio objectiu &s 10.005, amb amb y, =20,y, =48,y =14,y, =18,
Ve=61Xg, =3Xoq =4 Xgp =5, x;p =1.

VI05. Tovallons

Una empresa ha obtingut el contracte del servei de bar i restaurant per als cinc
dies d'un congrés i ha de resoldre el problema dels tovallons (o del cateren. En
necessita 110, 210, 190, 1201 100, respectivament, per a cada un dels cinc dies.
Inicialment no en té cap i les seves possibilitats son:

— Comprar-ne, a 5,00 u. m. el tovallo.

— Enviar els tovallons bruts a una bugaderia industrial que els tornara nets I'en-
dema passat, abans de I'inici de la jornada congressual, a 1,50 UM la unitat,
o bé, I'endema, abans també de I'inici de la jornada congressual, amb un
cost de 3,00 UM la unitat.

Aquest enunciat &s un exercici de programacio lineal que es pot considerar tra-
dicional (i obsolet: actualment, els tovallons que es fan servir en les pauses d’un
congrés, no sabem si amb alguna excepcio, son de paper). Es clar que té una
estructura similar a la d'un problema de transbordament, amb 5 origens (el di-
guem-ne dia 0, corresponent a la compra de tovallons, i els dies 1 al 4, tots dos
inclusivament) i 5 destinacions (els dies 1 al 5; de tota manera, per al dia 1 I'Unic
que es pot fer &és comprar els 110 tovallons que es necessiten i, per tant, nomeés
cal considerar com a destinacions els dies 2 a 5). S'ha de tenir en compte que
els tovallons nets de que es disposa en un dia donat poden ser utilitzats en dies



posteriors, si hi ha espai suficient per emmagatzemar-los; d'altra banda, no cal
considerar la possibilitat de tenir estocs de tovallons bruts.

Aquest problema dels tovallons, per cert, es pot considerar com un cas peculiar,
avant la lettre, de logistica en bucle (vegeu el problema CAQ4).

Variables: x,, (¢ =2,....5); X, (t =1....4); X, (t=1...3,7=2,...6-1)

Model:
5 4 3 5-t

minimitzar 5,00 ) x,, +3,00> " x, ., +150> > x,,..
=2 t=1 t=

1 7=

Xop + X, =210

Xoz + Xp3 + X5 =190

Xog + Xq4 + Xpy + X5, =120

Xos + Xig + Xpg + X5 + X5 =100
Xip + Xi3 + X4 + X5 <110

Xog + Xp + Xps <210

Xay + X35 <190

X5 <120

X (t=2,..8), X, (t=1.4), X, (E=1..3,7=2,..5-t)e Z,

La generalitzacio a 7 dies és immediata.

La solucio optima té un cost de 1.780 u. m. (més les 550 u. m. de la compra
dels 110 tovallons que calen el dia 1, un total de 2.330 u. m.) i les variables
diferents de 0 son:

Xy, =200,x,, =10, x,;, =100, x,, =90, x,, =120, x,. =100

Si I'empresa, en acabar el congrés, es pot vendre els tovallons bruts a 2,00 € la
unitat, el coeficient 5,00 de les variables x, a la funcid objectiu passa a

5,00 - 2,00 = 3,00 i una solucio optima és:
Xop =210,%53 =80,x,, =110, x,, =120, x,, =100

amb un cost total de 1.365 + 3,00 - 110 = 1.695 u. m.

Els problemes de carrega de mitjans de transport son molt complexos quan es
tracta d’optimitzar la manera de col-locar unitats de dimensions diverses en un
espai donat (per exemple, contenidors paral-lelepipedics diferents en un paral-le-
lepipede més gran, com ara I'espai per a carrega en un camio). Els suposits que
defineixen el problema seguent eludeixen algunes d'aquestes dificultats, en
considerar productes a granel i contenidors de posicions prefixades.

Vincular %
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VI06. Estiba

La figura representa esquematicament la projeccio en planta d'un vaixell de car-
rega, la bodega del qual esta dividida en 4 compartiments (els compartiments 1,
2 i 3 tenen unes dimensions, en planta, de 10 x 10 m i el compartiment 4, de 5
x 10 m). La projeccio del centre de gravetat del vaixell (sense la carrega de la
bodega) es troba en la interseccio de les linies AB i CD.

A
1 2 3 4

B

El volum disponible per a carrega en els compartiments 1, 2i 3 ésiguala I/ m3
i en el compartiment 4, 1//2 m3. El vaixell pot transportar una carrega de fins a P
tones (t).

Es tracta de maximitzar el valor de la carrega total del vaixell, sabent que es
disposa d'unes quantitats S, (/= 1,...,n), en tones, de n tipus de minerals dife-

rents (a granel), dels quals es coneix el valor ¢, (u. m./t) i el pes especific p,

(t/m%), que a cada compartiment només s'hi pot carregar un tipus de mineral i
que l'abscissa del centre de gravetat de la carrega ha de pertanyer a l'interval

[a,0,].

Es tracta, basicament, d’establir les vinculacions entre el conjunt de minerals i
els compartiments i, per tant, el problema és similar als que hem vist anterior-
ment en aquest capitol, tot i que amb algunes restriccions afegides, de les quals
la que es pot considerar més interessant &s que a cada compartiment no hi pot
anar més d'un tipus de mineral, perqué és assimilable a la condicio que un client
ha de rebre el producte des d'un sol magatzem, que es presenta sovint en el
disseny de sistemes de distribucio, com en el problema VI09.

Variables:

y; € {0,1} /=1...n/=1..4 (iguals a 1 si es carrega el mineral / en el compar-

timent /).

O<x, <V/i=1.,n/=1.30<x,<V/2/=1.,n volum, en m* de mineral

/

/ que es carrega en el compartiment /.
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Model:
n 4
maximitzarZ[c,-p,-ny]
/=1 Jj=1
s.a Dy <1 j=1..4
/=1
X; gl/.y// f=...,n7=1..3
V )
Xia SE'/VM r=%..n
4
p,--ZX/] <S, i=1...n
/=1

n 4
Z( P X, j <P
/=1 Jj=1

n

5-2”: 0;X;; +1 5-5“ DXy + 25-i 0;X5 +32, 5-2”: DXy Z Y Py X,
=1 /=1 =1 /=1

/=1 1

/=
4
Y,
1

/=1

n

B-Zn: P X + B-i DXy + 25-2”: DX 3 +32,5-Zn: DXy Sy

/=1 /=1 /=1 /=1 /=

Amb les dades seguents:

V/ =600, P =6.000, o, =19, o, = 21

Producte (/) 1 2 3 4 5 6 7
c 700,0 | 500,0 300,0 600,0 | 1.000,0 | 1.100,0 | 1.200,0
o 3.0 2,0 6,0 6.5 1,4 1,2 1,5
S, 800,0 | 600,0 | 2.000,0 | 2.000,0 900,0 | 1.000,0 | 1.100,0

La solucid optima consisteix a carregar 333,3 m® del producte 3 en el comparti-
ment 1, 600 del 5 en el 2, 600 del 7 en el 31 300 del 4 en el 4. El valor de la
carrega és 3.690.000 u. m., amb un pes total de 5.690 t. L'abscissa del centre
de gravetat de la carrega és 19,06.

Suposem ara que, sianomenem g al pes total de la carrega expressat en tones,
el cost del transport des de I'origen fins a la destinacio &s aproximadament igual
a a+b-¢? u. m. Si es vol maximitzar la diferencia entre el valor de la carrega i el
cost del transport, com s’'hauria de modificar el programa matematic anterior?

D’entrada, s'ha de modificar la funcio objectiu:
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maximitzarznl(c, v -24:)(,7 J -(a+64°)

/=1 /=1

n m

amb g = Z[p/-z,v,] j El que resulta és, doncs, un programa no lineal mixt,
= /=1

amb restriccions lineals i funcio objectiu concava.

Amb g = 1.000.000 i 6 = 0,01, resolt amb un programari comercial, s'obté la
solucio que consisteix a carregar 600 m® del producte 7 en el compartiment 1,
600 del5enel 2,307,69del4enel3i266,67 del'1 enel4. Elvalor de la funcio
objectiu &s 2.473.884 u. m. (el valor de la carrega, 3.680.000, menys el cost del
transport, 1.206.116) amb un pes total de 4.540 t. L'abscissa del centre de gra-
vetat de la carrega és 20,51.

Sino es disposa de programari per resoldre programes mixtos no lineals, el mo-
del es pot linealitzar amb la tecnica denominada programacio separable convexa
de la manera seguent.

Dividim I'interval [0, P] en K trams, mitjancant els valors Q, (k=0,...,K), amb
Q,=0,0.,<Q/(k=1,.,K), Q =P iafegim les variables g, (k=1,...,.K). A

la funcio objectiu substituim la funcido concava de g per una linia poligonal amb
vertexs en els punts d'abscissa O, :

o, & o,
;(V/p/ ;x/]j a- bzo Ok‘\

i afegim les restriccions:

Els dos problemes seguents tenen, a primera vista, un caracter gremial, ja que
el primer es refereix a la formacio de comissions en una universitat i el segon, a
I'assignacio de comunicacions d'un congrés cientific a les persones que les han
d'avaluar per determinar si s'accepten o es rebutgen. Pero aquestes situacions
poden presentar-se en altres contextos. En qualsevol cas, pensem que donen
peu a exercicis de modelitzacio interessants i, sobretot, il-lustren que pot passar
i qué es pot fer quan el conjunt de solucions factibles &s buit, perque les condi-
cions que s'ha decidit imposar a la solucio son incompatibles, i tanmateix s'ha
de disposar d'una solucio operativa.



VI107.1. A cal ferrer, ganivet de ferro: comissions

Una universitat ha de formar comissions, compostes de m, membres (/= 1,...,c).

Per tal de complir amb el principi estatutari d’igualtat, a cada comissio el nombre
de membres de cada genere ha d'estar compres entre el 40% i el 60% del total.
En el personal que pot formar part de les comissions hi ha ¢ dones i # homes. Se

sap el conjunt de comissions de que pot formar part cada persona ((,‘47 ./ =1....d

;ClLj=1...h) iunsvalors p, (ieC?, j=1..d) igqg, (ieC] j=1..h), posi

/
tius i no superiors a 10, que indiquen la idoneitat de cada persona per a cada
comissio de que pot formar part. Cap membre del personal ha de formar part de
meés de 3 comissions.

Es tracta, és clar, d'un problema de vinculacio (en aquest cas, de persones a
comissions) que es pot plantejar com un programa lineal binari amb les variables
seguents:

€{0,};/=1...,nieC (=1 siinomés sil'home j forma part de la comissio
/)

maximitzar Z z PiX; +2 Z a;y,;

/= WIGCD /= '\/ECH
s.a DX+ Dy =m, i=1..c

/\/EC/D /|/'eC‘/H

> x,2[0,4m,] i=1..,c
JlieC;

Z x; <|0,6m, | i=1...c
/|/eC‘/D

ZX//S3 j=1..d
/'eC'/D

z y;, <3 j=1...h
/'eC/H

x; €{0} j=1..,d/eC’
{01} /':1,...,h;/'eCf

La funcio objectiu del model anterior, que s'ha de maximitzar, expressa, diguem-
ho aixi, la idoneitat global de la composicio de les comissions. Hi ha altres possi-
bilitats, com ara maximitzar la suma de puntuacions de la comissio en que aquesta
suma sigui menor; aixi s'intentaria evitar que hi hagués comissions amb una com-
posicido molt poc idonia (aixo també es pot aconseguir amb restriccions que impo-
sin, per a totes les comissions, una fita inferior de la idoneitat).

€ {0,1};/' =1..4d;i e C/D (= 1 siinomes sila dona ; forma part de la comissio /

Vincular
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En el moment d'especificar els valors numerics de les dades pot succeir que hi
hagi restriccions superflues (si |C/.D| <30 |C/H| < 3) o incompatibles. La incompa-

tibilitat pot provenir de les caracteristiques de les comissions i de les persones
(impossibilitat de formar una comissio perqué no hi ha prou persones idonies o de
formar un conjunt de comissions sense violar la condicid que cap persona formi
part de més de 3 comissions) o bé de les proporcions minima i maxima de cada
genere en la composicio de les comissions (si m, =3 no hi ha cap proporcio que

alhora no sigui inferior al 40% i superior al 60%; per tant, si hi ha comissions de 3
membres s’han de replantejar les condicions que han de complir les solucions:
per exemple, que en cada una d’aquestes comissions hi hagi almenys un membre
de cada genere i que la proporcio global se situi en l'interval [40%,60%]). Obser-
veu que la condicio relativa a les proporcions de cada genere en cada comissio
s’ha plantejat només per a un dels generes, perque el que es compleixi per a un
implica que es compleix per a |'altre.

En comptes dels conjunts de comissions de que pot formar part cada persona
tambeé és possible fer servir els conjunts de persones que poden formar part de
cada comissio. L'opcid entre aquestes dues possibilitats és irrellevant.

Tambeé és possible, i formalment correcte, definir les variables d'assignacio per
a totes les parelles persones-comissio i tenir en compte la possibilitat o no que
una persona formi part de la comissio mitjancant coeficients binaris (0 amb res-
triccions que imposin que les variables corresponents a assignacions impossi-
bles siguin iguals a zero —de fet, amb una restriccio que imposi que la suma
d'aquestes variables és igual a zero &s suficient—, pero no sembla gaire raonable
definir unes variables per convertir-les tot seguit en constants). El nombre de
variables amb aquest enfocament sera molt superior, la qual cosa pot ser més
o menys rellevant en funcio del programari disponible (pot ser que no admeti el
model perquée les dimensions siguin excessives, 0 que mitjangant un preproces-
sament elimini les variables corresponents a assignacions impossibles i que
aleshores el model que s’ha de resoldre sigui equivalent al que hem proposat
abans). En resum, el plantejament que hem proposat és el que considerem
aconsellable.

En un problema com I'anterior pot ser que no hi hagi solucions factibles. Pero
si les comissions han de fer una feina, s’han de constituir encara que no com-
pleixin totes les condicions desitjades. En aquest cas, es pot modificar el mo-
del mitjancant una relaxacio de les condicions, i la relaxacio pot ser més o
menys acusada en funcio de la importancia que s'atorgui a la satisfaccio de les
condicions (fins al punt que alguna pot mantenir-se sense relaxar si correspon
a una imposicio legal —o, per descomptat, a alguna llei fisica, com ara un balang
de materia o d’energia— o, senzillament, perque es consideri convenient). En
el problema seguent s'il-lustra com es pot fer i com es pot tractar la relaxacio
de les condicions.



VI107.2. A cal ferrer, ganivet de ferro: avaluacions

L'organitzacio d'un congrés internacional ha rebut n comunicacions, les quals,
per tal que el comite cientific decideixi si son acceptades o rebutjades, les han
d'avaluar tres especialistes. Es compta amb m especialistes que, en la denomi-
nada fase de subhasta, han especificat els conjunts de comunicacions preferi-
des i acceptables (P i A, respectivament, per a /=1,..,m ). A cada
especialista nomeés se |i poden assignar comunicacions que hagi marcat com a
preferides o acceptables.

Es vol assignar les comunicacions de manera que es maximitzi el nombre d'ava-
luacions corresponents a comunicacions preferides, tot respectant les condici-
ons d'assignar a cada especialista dues comunicacions com a minim i cinc com
a maxim, i d'assignar a cada especialista amb un conjunt £ no buit una comu-

nicacio d'aquest conjunt com a minim.

Variables:

x;€{01}, =1 si i només si s'assigna a / la comunicacido /
(i=1...mjeP UA)

maximitzar Z z X;

I|\P2D jeP,
s.a > x;,=3 j=1...n
iljeR VA
> ox;22 i=1..,m
jePUA,
> x;<5 i=1...,m
JeF VA
DX 21 Vi|P %D
Jef;

Per descomptat, pot ser que aquest model no tingui solucions factibles. Alesho-
res, cal relaxar alguna o algunes de les condicions imposades. Aixo es pot fer de
maneres diverses, segons la importancia que es doni a cada condicio i també
segons el cas concret de que es tracti (segons el valor de n/m, per exemple).

Un dels plantejaments possibles és el seguent:

m

maximitzar = Y Y x;, —W1-iﬁ} —Wz-i5/2 —Ws-i no—wey - we Y.
/=1 /=1

iI\P=D jeF, /=1 /=1 /P #D
—12_5"_52 f—
s.a > x;=3-6-6" j=1..n
1jeRoA
z )(/].22—77/7 /=1..m
JER VA
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> x;<b+n’  i=1..m

JjeR VA

ZX/]-Z'I—/J/- Vi|P %D
Jeh,

2 1 :

5/. 35/ J=1...n

<K i=1...m
5,67 €{0,1} Jj=1..n
n; 6{0,1} i=1...m
n’ €L, f=1...m
u;, €{0,1} Vi|P %

En aquest cas admetem que una comunicacio rebi només dues avaluacions, o
fins i tot una sola avaluacio, que una persona n'avalui només una i també més
de 5 (pero no més de 5 + K, on K &s un enter positiu), i que no n'avalui cap de
les seves preferides. Les w son pesos, amb valors corresponents a la impor-
tancia que es doni a cada tipus de desviacio en relacio amb les restriccions ori-

ginals. La variable 5/1. val 1 si i només si el nombre d'avaluacions de la
comunicacio / ésiguala 102, i 5/2 val 1 si i només si el nombre d'avaluacions
de la comunicacio ; és igual a 1 (per tant, només pot valer 1 si 5} =1, tal com

ho imposen les restriccions 5fS 5} , que no sbn necessaries si w, > w,, pero
que, en qualsevol cas, poden ajudar a resoldre eficientment el model).

Els problemes d'afectacio i de transport, i fins i tot el del cami extrem entre dos
vertexs d'un graf, es poden considerar casos particulars del problema del flux
compatible de cost minim.

Aquest problema es planteja en relacio amb el que es denomina xarxa de trans-
port, que &s un graf orientat entre els vertexs del qual n’hi ha un i només un
d’entrada (és a dir, amb semigrau interior nul), i un i només un vertex de sortida
(és a dir, amb semigrau exterior nul). Tanmateix, de vegades convé afegir un arc
de retorn, que va de la sortida a I'entrada. Els arcs tenen associats tres valors
(capacitat minima, capacitat maxima i cost); el cost és el corresponent a I'assig-
nacio a l'arc d'una unitat de flux, i el cost total del flux que passa per l'arc és
igual al producte d'aquest cost unitari pel nombre d’unitats de flux que té assig-
nades.

Un flux compatible &s un conjunt de valors, corresponents cada un a un arc del
graf de transport, que estan compresos entre les corresponents capacitat mi-
nima i maxima i tals que en cada vertex, excepte els d'entrada i de sortida, es
compleix la primera llei de Kirchhoff,® &s a dir, que la suma dels valors assignats

9 Si hi ha arc de retorn, aleshores la primera llei de Kirchhoff s'ha de complir en tots els vertexs del
graf de transport.



als arcs que entren en el vertex és igual a la suma dels valors assignats als arcs
que en surten (el flux d’entrada és igual al flux de sortida). El cost d'un flux és la
suma dels productes dels valors assignats als arcs pels respectius costos unitaris.

El problema del flux maxim (un cas particular del problema del flux compatible
de cost minim, en que l'arc de retorn té un cost unitari igual a -1 i tots els altres,
un cost unitari igual a 0) es pot resoldre amb I'algorisme de Ford-Fulkerson, que
proporciona el flux optim i també un conjunt d'arcs que constitueixen un tall
minim, coll d'ampolla del graf.

La descripcio del problema i la terminologia usada fan pensar en xarxes en que
els arcs son canals o canonades i que tenen per objecte la conduccio de fluids,
com ara xarxes de distribucio d'aigua, oleoductes o gasoductes. Pero també hi
ha aplicacions dels problemes de fluxos en grafs que es refereixen a sistemes
ben diferents dels esmentats.

El problema del flux compatible de cost minim i tots els seus casos particulars
tenen algorismes especifics meés eficients com més adaptats al tipus particular
de problema, pero, al seu torn, tots son casos particulars de la programacio lineal
i es poden resoldre amb un programari adequat per a aquest tipus de programa
matematic.

En aquests tipus de problemes, una vegada identificada |'estructura de la xarxa
de transport i les caracteristiques dels seus arcs, per trobar la solucio optima
nomeés cal aplicar un algorisme adequat.

Dintre dels problemes d'aquest tipus, el de fer arribar el maxim nombre d’unitats
a una destinacio donada en un temps limitat és un classic de la teoria de fluxos
en grafs. En el llibre de Claude Berge'® es denomina “la batalla del Marne” i a
I'enunciat es demana com es pot fer arribar el maxim nombre d’'efectius militars
al front del Marne en un temps donat."’

Durant molts anys proposarem com a enunciat d'un treball per una assignatura
d'optimitzacio determinar el nombre maxim de persones que poden arribar, en
transport col-lectiu, a una ciutat de destinacio, com ara Madrid, des d’una ciutat
origen, com ara Barcelona. El problema &s molt semblant al de les persones que
han d'anar des de Barcelona a Buenos Aires (VI08), que veurem a continuacio,
pero la gran diferencia és que en I'enunciat del diguem-ne Barcelona-Madrid, no
s'especificava la xarxa de transport i, per a I'estudiant, el pas del concis enunciat
al mon real resultava ser un gran obstacle. En els primers intents el més frequent

0 Berge, C. (1958) Théorie des graphes et ses applications. Dunod.

" El 7 de setembre de 1914, el 6e exercit frances resistia amb dificultats |'atac alemany. El gover-
nador de Paris va reunir tots els taxis de la ciutat per enviar amb urgencia sis mil reservistes al camp
de batalla. La mesura va tenir un gran impacte, per la imatge espectacular i mai vista fins aleshores
de 670 vehicles, la majoria del model Renault AG i de color vermell, reunits davant de I'Hotel des
Invalides. Tot i que esta forca estesa |'opinid que aquesta expedicido motoritzada va tenir molta im-
portancia en el resultat de la batalla, se'n pot dubtar, ates que les baixes diaries en el front eren
aproximadament 50.000 (https://es.wikipedia.org/wiki/Primera_batalla_del_Marne).
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era donar com a solucio la suma de places dels trens Barcelona-Madrid i dels
vols de pont aeri entre les dues ciutats, amb horaris compatibles amb l'interval
temporal suposat. Tothom sap que es pot anar de Barcelona a Madrid passant
per Bilbao, per Sevilla, per Paris o per Londres, posem per cas, pero en no ser
explicites aquestes possibilitats en I'enunciat del treball practicament ningl no
les tenia en compte. Una vegada es posaven de manifest, el problema apareixia
clarament com la determinacio del flux maxim en un graf i la dificultat principal
consistia precisament en |'especificacio del graf. Cada tren (I'AVE de les 08:00,
el de les 09:00...) i cada vol (el de la companyia X de les 07:10, el de la companyia
Y de les 07:35...) s"havien de representar amb un arc de capacitat igual al nombre
de places disponibles. Els vertexs del graf eren parelles d'instal-lacio (estacio,
aeroport) - hora. Les persones podien passar, sense necessitat de mitja de trans-
port (0 amb un transport lleuger, com ara el metro o I'autobls) del vertex /- al
vertex -h’si h+mn, <h' odelvertex ~hal /~h’si /i /" son dues instal-lacions prou
proximes (dues estacions de tren en una mateixa ciutat, comunicades per me-
tro, o I'estacio de tren i I'aeroport d'una mateixa ciutat) i A+n, <A'(n, i n,

son, respectivament, els temps necessaris per a la correspondencia entre dos
mitjans de transport a / i entre un mitja de transport a / i un altre a /”).

En canvi, en el problema seguent, el pas de I’'enunciat a la xarxa &s immediat.

VI08. Expedicié aéria

Un grup de 60 persones s'ha de traslladar de Barcelona a Buenos Aires, on ha
d'arribar abans d'una data determinada. Malauradament, no queden bitllets per
a cap vol directe entre les dues ciutats i caldra fer vols amb escales.

Queden places disponibles per als vols seguents:

Vol Places

Barcelona - I'Havana 7
Barcelona - Caracas 26
Barcelona — Rio de Janeiro 20
L'Havana - Caracas 12
Caracas — I'Havana 10
Caracas — Rio de Janeiro 8
Rio de Janeiro - Caracas 6
L'Havana — Buenos Aires 16
Caracas — Buenos Aires 11
Rio de Janeiro — Buenos Aires 25

Els vols que surten de Barcelona i els que arriben a Buenos Aires son de linies
regulars i tenen un horari establert; els que tenen origen i destinacio a ciutats
intermedies son vols xarter, d'horari adaptable perque siguin compatibles amb



les hores d'arribada i de sortida dels vols amb qué han de connectar. Es vol
maximitzar el nombre de persones que arribin a Buenos Aires abans de la data
limit i saber quines rutes hauran de fer.

Farem servir la notacio B (Barcelona), A (Buenos Aires), C (Caracas), H (I'Havana)
i R (Rio de Janeiro).

D’entrada, és clar que almenys 8 persones s'hauran de quedar a B, ja que de B
no poden sortir-ne mées de 53 i a A no poden arribar-ne més de 52.

Model:
maximitzar ¢, + @, + @x,

S.a P t Perr = Prc + Pua
Poc T Prc + Prc = Pon + Por + Pea
Por T Pcr = Pac + Pra
Pery <7, Pge < 26,05, <20
o <100, 12,0, <16
Prc 6,005 <8,00, <119z, <25

En aquest problema tots els arcs tenen capacitat minima (fita inferior del flux)
igual a 0. Aquesta condicio es té en compte implicitament pel caracter no nega-
tiu de les variables. Si les capacitats minimes fossin > 0, I'adaptacio del model
seria immediata.

Plantejat aixi el problema, no s'ha tingut en compte que el nombre de persones
que s’han de traslladar és de 60, i amb una xarxa de més capacitat podria resultar
un pla de viatge per un nombre superior de passatgers. Perque en la solucio del
model el flux no passés de 60, caldria introduir un vertex B’ i un arc B'B amb
capacitat igual a 60, la qual cosa equival a introduir en el model una restriccio
que imposi que el flux total que surti de B no superi el valor 60.

La solucio optima permet I'arribada a A de 52 persones, amb:
Por = 1,050 =25,055 = 20,004 =9.005 =5, @y =16,00, =110, =25

Es a dir, de les persones que van de B a C (25), 9 van amb vol xarter a H i 5,
també en vol xarter, a R. Les altres 11 que arriben a C i les que arribena H i R,
tant si és per vol regular des de B com amb vol xarter, van des de cada una
d'aquestes ciutats, amb vol regular, a A.

Per I'estructura peculiar de la matriu de coeficients, el fet que les capacitats
siguin enteres implica que a tota solucio basica les variables son enteres.

Si el problema es resol amb l'algorisme de Ford-Fulkerson, aquest proporciona la
solucio optima i alhora identifica un coll d’ampolla (n'hi pot haver més d’'un) de la
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xarxa de transport. Amb la programacio lineal, els arcs que componen el coll d'am-
polla es poden identificar amb I'examen dels valors de les variables duals associades
a les restriccions de capacitat dels arcs. Alternativament, es pot aplicar el procedi-
ment de marcatge que s'aplica en |'algorisme de Ford-Fulkerson (en I'algorisme, el
procediment de marcatge s'aplica en totes les iteracions i la marca inclou un valor
numeric: el fet que en una iteracio no es pugui marcar el vertex de sortida indica que
el flux és optim i el final de I'algorisme; si ja tenim una solucio optima obtinguda per
un altre procediment —la programacio lineal, en el nostre cas—, la marca no requereix
valor numeric i sabem a priori que no podrem marcar el vertex de sortida):

Marcar el vertex d'entrada.

— Repetir fins que no es pugui fer cap marca mes:

— Siun arc té el vertex origen marcat i un flux inferior a la capacitat maxima,
marcar el vertex destinacio de l'arc.

— Siun arc té el vertex destinacio marcat i un flux superior a la capacitat mi-
nima, marcar el vertex origen de I'arc.

El coll d'ampolla son els arcs que enllacen els vertexs marcats amb els no marcats.
En el nostre cas, partir de la solucio que hem obtingut amb la programacio lineal,

des de I'entrada B marcariem C i, des de C, H i R; per tant, el coll d'ampolla el
constitueixen els arcs HA, CA i RA.

B
7
H 26
12 110 20
C
6l /I8 |6
R
11 |25
A

Aquesta solucio és optima, pero no necessariament és Unica. Entre les soluci-
ons optimes la preferible podria ser la que tingués un cost menor.

Suposem que els costos son aquests:



Vol Cost fix del vol Cost de cada bitllet
Barcelona - I'Havana - 60
Barcelona - Caracas - 40
Barcelona - Rio de Janeiro - 50
L"Havana - Caracas 240 10
Caracas - I'Havana 200 10
Caracas - Rio de Janeiro 160 30
Rio de Janeiro - Caracas 120 30
L'Havana — Buenos Aires - 70
Caracas — Buenos Aires - 65
Rio de Janeiro — Buenos Aires - 25

Aleshores calen unes variables binaries que indiquin si el vol xarter es contracta

O No:

Ve Ve iVer Ve € {0'1}

| el model:

minimitzar 240-v,,.+200-v,+160-v,+120-v .+

60-@,, +40-9,. +500,,+10-0,. +10-0,, +
30 ¢y + 300z +70-¢,, + 650, +250¢,,

S.a Doy T Pety = Prc + Pra

Poc T Puc + Pac = Peyy + Per + Pea

Por t Pcr = Pre + Pra
Pra + Poa + Pga =52
Pers <7, Qo < 26,05, <20

Pery S10Vy 0 <12V 40,00 <16,

Pre SOVpc, Pop S8Vip, @y <11, <25

Les diferencies amb el model de I'enunciat anterior son la funcio objectiu, els
canvis en les restriccions de capacitat dels vols xarter per tal de vincular el nom-
bre de places ocupades amb la variable que indica si el vol es contracta o no, i,
finalment, la restriccio que imposa que el nombre de persones que arribin a A
sigui 52 (sense aquesta restriccio, la solucio optima del model seria que no viatja

ningl, amb cost total nul).

La solucid optima és:

Por = 6,050 = 26,05, =20,0,, =10,0, =5, @y =16,0, =11,05, =25

Amb un cost de 5.470 u.m.

Vey =1V =1
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Els valors de les variables també son enters, tot i que nomeés es va imposar el
caracter binari de les variables corresponents a la contractacio o no contractacio
dels vols xarter.

D’un temps enca, el concepte de cadena de subministrament (supply chain) s'ha
imposat per designar els sistemes d'aprovisionament, fabricacio, distribucio, re-
cuperacio i reciclatge. Tot i que el terme es va proposar per primera vegada
durant els anys 80 del segle passat, les cadenes de subministrament existien i
es varen estudiar, sense denominar-les aixi, molt abans. Configurar una cadena
de subministrament &s un problema que normalment té una gran complexitat i
en algunes fases del procés de disseny &s molt aconsellable fer Us de models
matematics.

Uns dels primers que es varen proposar son els de Balinski,' que permeten
decidir a quins de m emplacaments potencials hi haura uns magatzems i a quin
magatzem sera assignat cada un dels n clients, amb I'objectiu de minimitzar els
costos anuals del sistema i amb la condicio de satisfer tota la demanda. El sub-
ministrament del producte als magatzems es fa des d’una Unica planta industrial,
I es coneixen la demanda anual de cada client (d,, /= 1,...,n) i els costos ¢, (/=

1,...m; j=1,...,n) de servir una unitat de producte a un client, que inclouen els
de transport des de la fabrica al magatzem corresponent. Els magatzems tenen
un cost fix anual 7 (/=1,...,m).

Per tant, aquests models es poden inscriure en el marc d'aquest capitol de pro-
blemes que hem anomenat de vinculacio. De fet, els models corresponen a mo-
dels de seleccio i vinculacio, ja que no és obligat que hi hagi magatzem en tots
els emplacaments potencials, pero aguesta caracteristica la tenen també pro-
blemes que hem considerat anteriorment (en el problema de transport, sil'oferta
&s més gran que la demanda pot haver-hi origens que no subministrin producte).

VI09. Suport al disseny de la cadena de subministrament

Considerem, en primer lloc, la situacio descrita en els paragrafs anteriors. Els
suposits indicats configuren un entorn possiblement poc realista, pero hi ha la
possibilitat de modificar-los i d'afegir-ne d'altres, com anirem veient.

Ens calen les variables seguents:

y, €{0,1} /=1...m siinomes si se situa un magatzem a I'emplacament / .

x;20/=1..,m;j=1..n unitats de producte subministrades al client ; des

del magatzem situata /.

2 Balinski, M. (1965) Integer programming: methods, uses, computation. Management Science, 12,
253-313.



Amb les quals podem plantejar el model:

n n
Les m-n restriccions x, <d,-y, poden ser substituides per ZX/]- SZd/-y,

Jj=1 /=1
(/=1,...,m), cosa que pot suposar una reduccio drastica del nombre de restric-
cions del model. Tanmateix, el comportament dels resolvents amb el model que
hem proposat sol ser millor que amb el model més agregat que resultaria en fer
la substitucio indicada. Aixo succeeix també en altres models analegs: la formu-
lacio desagregada sol ser millor que I'agregada. El motiu d’aquest comporta-
ment poc intuitiu &s que en el model desagregat el conjunt de solucions factibles
de la seva relaxacio lineal™ s'ajusta millor al tancament convex del conjunt de
solucions factibles del programa enter o mixt, per la qual cosa el nombre d'ite-
racions de l'algorisme de branch & bound que resol el programa enter o mixt s
menor, i sol compensar sobradament el fet que la resolucio de cada relaxacio
lineal pugui requerir més temps.

Com que no se suposa cap limitacio de capacitat en els magatzems i el cost es
independent del volum total de la demanda que tingui assignat el magatzem,
tota la demanda d'un client sera servida des del magatzem existent a que cor-
respongui menor cost (si hi ha empat de cost per a un mateix client entre dos o
més magatzems, la demanda del client es pot repartir entre ells com es vulgui,
pel que fa als costos considerats en el model, pero generalment sera més prac-
tic que el client es relacioni amb un Unic magatzem).

El fet d'introduir entre la fabrica i els clients una capa de magatzems pot obeir a
dues raons:

1. Escurcar el temps de resposta a les comandes dels clients. Aixd no es con-
sidera en I’'enfocament de Balinski i fins i tot podria donar-se el cas que el
temps de resposta fos més gran que el de servir les comandes des de la
fabrica, a causa de I'existencia de rutes llargues de cost baix. En tot cas, si
hi ha un temps maxim de resposta per a cada client es pot tenir en compte
imposant que I'emplacament del magatzem a que s'assigni pertanyi a un
subconjunt dels emplagaments potencials (és a dir, que cada client només
pugui ser assignat als magatzems que estiguin prou a prop).

2. Reduir els costos de transport, pel fet que de la fabrica al magatzem el
transport es pot fer en vehicles de gran capacitat i, per tant, de menor cost

'3 La relaxacio lineal d'un programa matematic enter o mixt és el programa lineal que resulta en
prescindir de les condicions d'integritat de les variables.
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de transport per unitat de producte que el corresponent als vehicles que
lliuren el producte als clients. Es clar que aixo depen de les caracteristiques
de la demanda dels clients (per als de més demanda potser el lliurament es
pot fer en vehicles de gran capacitat, amb la qual cosa el pas per un magat-
zem intermedi en comptes de reduir els costos els augmentara). En tot cas,
I'obligacio de passar per un magatzem intermedi pot augmentar els costos,
encara que nomes sigui perque el magatzem té uns costos fixos. Per tant,
el model s'ha d'ampliar per tenir en compte la possibilitat de servir els cli-
ents directament des de la planta (només cal afegir un nou origen, la planta,
per al qual /= 0):

minimitzar Zf v, +ZZ

/=0 j=1

™
>

]
o

:0’/ J=1...n

Vi

>

;<dy, f=N...,m;,j=1...n

En realitat no n"hi ha prou amb decidir si en un emplacament potencial s'hi cons-
trueix 0 no un magatzem. Se n'ha d’'especificar també la capacitat, perque el
cost fix en depen i perque condiciona les possibles assignacions de clients.

Pel que fa al cost fix, es pot tractar com una funcio de la capacitat, considerada
com una variable continua. En general, la funcio sera no lineal, cosa que compli-
cara forca la modelitzacio i la resolucio del problema.

Un enfocament alternatiu consisteix a establir per a cada emplacament una llista
de capacitats possibles, amb un cost fix diferent per a cada una. Sigui K’ el nom-

bre de capacitats possibles a I'emplacament 7 i C,i 7, (/ =1,....m; kK =1,...,.K})
les capacitats (unitats/any) i els costos fixos corresponents (u. m./any); conside-
rem practicament il-limitada, en relacio amb la demanda, la capacitat de la planta.
Aleshores resulta el model seguent:

K,

m m
minimitzar D> fy, + .Y ¢;x;
/=1 k=1 /=0 j=1

K;
Zy/k <1 /:1, .M
=
n K;

X; <D Coy i=1...m
/=1 k=1

Ara pot ser que se serveixi un client des de diversos magatzems (o des de la
fabrica i un 0 més magatzems). Si es considera inacceptable, és a dir, si s'ha de



servir cada client des d'un Unic origen, cal introduir unes variables binaries
5, {01}, (/=0,...,m;j=1,...,n) iguals a 1 si i només si se serveix el client / des

de I'origen /:
K

minimitzar i oV i +izn:c/].d/.5/}_

/=1 k=1 /=0 j=1

m
>.5, =1 J=1....n
/=0

K;
5// <D Vi r=%...m;/;="...n

k=1
K
Sy, < i=Vem
k=1
n K;

d/'d/ gzclk'y/k r=1..,m

/=1 k=1

K/
Les restriccions x; < Zmin(d/.,C,.k)-y,.k del primer dels dos models anteriors i les
k=1
K/
6; < Zy,k del segon son restriccions que es denominen valides: son compati-
k=1

bles amb les altres i, per tant, son redundants i prescindibles, pero fan que el
conjunt de solucions factibles de la relaxacio lineal s'ajusti més al tancament
convex de les solucions factibles del programa enter o mixt i, per tant, en general
milloren el comportament dels resolvents en aplicar-los al model.

Fins aqui s'ha considerat, implicitament, que la decisio de quin magatzem s’as-
signa a cada client correspon a I'empresa fabricant del producte i propietaria de
la xarxa de magatzems, que assumeix tots els costos de transport. Pero en
molts casos és el client qui decideix a quin magatzem va a comprar i es fa carrec
dels costos de transport des del magatzem als locals del client.

Suposem que el preu del producte és el mateix a tots els magatzems. Els costos
de transport que cal tenir en compte son els de planta a magatzem,
(Cy;1/ =1,...,m), ja que els de planta 0 magatzem a client els assumeix el client.
| s"ha d'imposar que el client sigui assignat a la instal-lacio a quée correspon un
cost de transport menor. Per a cada client es pot definir la llista ordenada de
menor a major cost de transport, £, de les instal-lacions a qué esta disposat a
anar (aixo permet prohibir implicitament la vinculacio d'un client a una instal-lacio
massa llunyana o d'accés massa costos, etc.).

Sigui v, el nombre d'elements de £,i e,(/=1...,v,) la installacio existent (la
planta) o potencial que ocupa la posicio / en la llista £,; la planta pot figurar o

no a la llista, pero si hi és ocupa necessariament la darrera posicio, perque, com
que ja existeix, el client no aniria mai a una instal-lacio que estigués més avall en
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la seva llista. Introduim les variables &, €{0,%} (/=1...,7/=1..,v). Amb

aquesta notacio el model es pot plantejar de la manera seguent:

m K; n v,
minimitzar > > f v+, D Coo 05y,
/=1 k=1 J=11=1e;=0 / ’
2.6, =1 J=1..n
/=1
Ke//
S, sZyeﬂk J=leam =1y, =1
k=1
J="..n/=vsie, #0)
Ks/p
8oy 1= Vok J=leam /=2, v p=1, =1
k=1
K,
Zy/k <1 /'=1,...,m
k=1

K
Z d.;o, SZC,k-y,k i=1..,.m
k=1

J13/le; =i

Les restriccions imposen que un client només es pot vincular a una instal-lacio
si no n’hi ha de menys cost de transport per al client.

Hem resolt el model amb les dades seguents:

Ubicacio Capacitat 1 Capacitat 2 Capacitat 3 Capacitat 4 c
potencial Ui Cost fix Cost fix Cost fix Cost fix o
U1 200 250 300 400 15
20.000 22.500 27.500 32.500
400 500 750 -
U2 35.000 42.500 60.000 - 10
U3 300 350 450 - 1
20.000 32.500 41.500 -
Client Cj Demanda anual € € €3
C1 100 U1 U2 U3
C2 150 U2 u3 U1
C3 200 U3 uo* -
C4 230 U1 uo* -

* UO indica la planta

La solucio optima obtinguda consisteix a instal-lar un magatzem de capacitat 400
en I'emplagament U2, amb C1 i C2 vinculats al magatzem i C3 i C4, a la planta,
i amb un cost total de 37.500 u.m.



Suposem ara que 'ordre de preferencies de C3 passa a ser U3 - U2 - U0 i que
es mantenen les preferencies dels altres clients. En aquest cas la solucio optima
seria instal-lar un magatzem de capacitat 450 en I'emplacament U3, amb C1, C2
i C3 vinculats al magatzem i C4, a la planta, i amb un cost total de 46.450 u.m.
Veiem doncs que petits canvis en I'ordre de preferencies poden donar lloc a
diferencies substancials del cost optim.

Continuem el capitol amb una incursio atipica en els terrenys de |I'scheduling i
els seus entorns. Scheduling es pot traduir per programacio, pero aquest terme
es excessivament polisemic i no dona una idea cabal d'allo a que ens referim.™
En els problemes de scheauling es tracta de determinar amb quins recursos i
en quins moments s'han de fer unes operacions, entre les quals hi pot haver
restriccions diverses, amb |'objectiu d'optimitzar una funcio que pot dependre
dels instants en que es fan o s'acaben les operacions i dels recursos que s'hi
dediguen. En aquest text no es pretén entrar a fons en aquest tipus de proble-
mes, sind Unicament mostrar amb un parell d'exemples les possibilitats de re-
soldre’ls mitjancant la programacio matematica, cosa que no ha de fer perdre de
vista que aquests problemes solen ser intrinsecament dificils i que sovint cal
conformar-se amb solucions obtingudes heuristicament. En tot cas, els proble-
mes de scheaduling encaixen en aquest capitol, perque finalment es tracta de
vincular activitats, recursos i instants o periodes.

VI10. El calcul paral-lel i la llei de d’"Hondt

Disposem de m processadors de velocitats v, (/= 1,...,m) per executar n pro-

grames d'ordinador, que, en un mateix processador, requereixen el mateix
temps de calcul.

S’ha de determinar quants programes s’han d'executar en cada processador per
minimitzar I'instant en que acabi el processador que acabi més tard, amb:

n=10, m=3, v,=5v,=3, v, =1.

Si és possible comengar a executar un programa amb un processador i passar-
lo a un altre, amb un temps de traspas negligible, el nombre de programes as-
signats a cada processador ha de ser inversament proporcional a les velocitats,
de manera que tots els processadors acabin al mateix temps:

X
L=2=22 amb x, +x, +x, =10
V1 VZ V3

4 Podeu ampliar la informacio amb Corominas, A., Lusa, A. (2016) Scheduling. Problemes i técni-
ques. Una introduccio. OmniaScience

(http://www.omniascience.com/scholar/index.php/scholar/issue/view/32)
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D'on x,=50/9, x, =30/9, x, =10/9 i el processament s'acaba a I'instant

10/9. Els processadors poden dedicar 9/9 = 1 unitat de temps (UT) a tractar,
respectivament, 5, 3i 1 programa, i 1/9 UT a tractar la resta (1 programa); hi
ha diverses maneres de fer-ho: el processador 1 pot comencar dedicant 1/9
UT a aquest programa (en completara 5/9) i passar-lo al processador 2 (que en
completara 3/9), que el passara finalment al processador 3 que completara el
que resti del programa (1/9).

Si un programa que es comenca a executar en un processador s'ha de com-
pletar sense interrupcions en el mateix processador podem resoldre el model
seguent:

minimitzar ¢

amb les variables enteres i no negatives.
El resultatés x;, =6, x, =3, x;, =1,amb ' =6/5=1,2.

S'arriba igualment a aguesta solucio amb un procediment iteratiu que consisteix
a assignar els programes, un per un, al processador amb que resulti un temps
maxim menor (aixi, s'assignen els programes 1, 3, 4, 6, 7 i 10 al processador 1;
2,518, al2,iel programa 9 al processador 3).

El procediment ve a ser l'invers de la llei de d'"Hondt per a I'assignacio d'escons
(rep altres noms, perque el procediment ha estat descobert més d’'una vegada
per diverses persones de diferents paisos; la primera, Jefferson, a finals del se-
gle xviil), que es pot descriure com |'assignacio progressiva d'escons segons el
quocient maxim entre el nombre de vots obtinguts per cada opcio (partit o coa-
licio) i el nombre d'escons que hagi rebut previament més 1 (el procediment
maximitza el valor del quocient corresponent al darrer esco adjudicat).’®

Apareix aqui una nova connexio entre un problema de scheduling i I'assigna-
cio d'escons d'acord amb el resultat d'unes votacions. En veurem una altra
a DI09.

Un dels problemes diguem-ne més populars dels de I'ambit dels metodes
quantitatius de gestio és la programacio d'activitats de projectes, en que ha-
bitualment es fa Us d'un graf que representa les activitats i llurs relacions de
precedencia minima i de precedencia maxima. El cas en que no hi ha limitacio
de recursos i es tracta de programar les activitats per minimitzar la durada

5 Vegeu: Balinski, M. L., Young, H. P. (1983). Fair representation. Yale University Press. Bautista,
J., Companys, R., Corominas, A. (2001) Solving the generalized apportionment problema through
the optimization of discrepancy functions. European Journal of Operational Research, 131, 676-684.



del projecte ha estat estudiat i resolt des de fa molts anys, i es redueix a un
calcul de camins en un graf sense circuits (quan les relacions son només de
precedencia minima) o amb circuits (quan hi ha relacions de precedéencia ma-
Xima).

En canvi, amb limitacio de recursos el problema, en general, esdevé molt dificil
de resoldre.

Un cas especial, estudiat i resolt també des de fa molts anys, és el de trobar
la corba que relaciona la durada i el cost d’un projecte, en el suposit que per a
cada activitat, i en l'interval entre una fita inferior i una fita superior de la seva
durada, hi ha una relacio lineal entre aquesta i I'increment de cost de I'activitat.
El procediment tradicional de resolucio és el MCX (Minimum Cost Expediting)
que consisteix basicament a determinar, iterativament, fluxos maxims en un
graf en que les capacitats minimes i maximes dels arcs es modifiquen en el
curs de I'algorisme.

A continuacio il-lustrem la possibilitat de resoldre aquest tipus de problemes
mitjancant la programacio lineal. No ens consta que cap llibre de text proposi
aquest enfocament, que potser no sigui la manera computacionalment més
efectiva, pero si la que tinguem més a ma, i, finalment, la que ens permeti
obtenir la solucio optima en menys temps (generalment, pel que fa a la reso-
lucio d'un problema, el que és rellevant és el temps des que ens el plantegem
fins que el tenim resolt i no el temps de calcul, que sovint &s una petita fraccio
del temps total; vegeu nota 11 de la presentacio). | amb I'avantatge addicional
de poder tenir en compte facilment una gran varietat de condicions addicio-
nals.

VI11. Camins critics

Les dades per a la programacio de les activitats corresponents al projecte de
construccio del velodrom municipal de Lavinia son les seguents:

Codi Descripcio Durada Activ_itats pr_ecedents
(setmanes) immediates
A Preparacio del terreny 8 -
B 1a fase de la infraestructura 24 A
C 2a fase de la infraestructura 5 B
D Adquisicio de fusta per a la pista 35 -
E Construccio de la pista 3 C,D
F Instal-lacions complementaries 11 B

Quantes setmanes caldran per acabar el velodrom?
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Podem considerar la finalitzacio del projecte com una activitat ficticia, Q, de
durada nul-la, que té com a precedents immediates les activitats que no prece-
deixen immediatament cap altra activitat (en aquest cas, E i F).

De moment nomeés cal una variable per cada activitat:

t data d'inici de I'activitat / € {4,B8,C,D,E,F,Q}

/

minimitzar 7,
t,+8<1,
t,+24<t,
t, +24<t,
t.+5<t,
t,+35<t,
t. +3<t,

t+11<t,

El valor optim de ¢, &s 43, amb ¢, =0, ¢, =8, {, =32 (aquestes 3 activitats son

les que constitueixen el cami critic i aquests valors de les dates d'inici son els Unics
compatibles amb una durada total de 43. Les altres activitats (C, D i E) tenen marge
i, per tant, hi ha infinites solucions optimes, entre les quals un nombre finit de solu-
cions basigues del programa lineal. Que s'obtingui una o altra d'aquestes solucions
basiques depen del programari i, fins i tot, de I'ordre en que es formulen les restric-
cions; nosaltres varem obtenir 7, = 32,¢, = 0,7, = 40 (aquestes dates sbn compa-

tibles amb la durada total de 43, pero E podria comencar a 37).

Pero si, com és habitual, ens interessa saber les dates minimes d'inici de cada
activitat només cal modificar la funcio objectiu i minimitzar la suma de les ¢,.

Aleshores la solucio optima canvia i resulta, ¢, = 37 (les dates d'inici de les altres
activitats no es modifiquen).

Si també volem saber les dates maximes d’inici de cada activitat compatibles
amb la durada minima del projecte, hem de fixar el valorde ¢, = 43 i maximitzar

la suma de les dates d'inici de les activitats. En el nostre cas obtenim ¢, =0,
t;=81=351,=51 =401, =32.

Suposem ara que hi ha una restriccio de posterioritat maxima. Per exemple, que
des de l'arribada de la fusta fins a I'inici de la construccio de la pista no ha de
passar més d’'una setmana: afegim la restriccid 7, <(f, +35)+1. Les dates mi-

nimes d'iniciara sén: ¢, =0,7,=8,7,=32,t, =1t =37t =32,1,=43.



Suposem ara que les 43 setmanes previstes son un termini massa llarg, ja que
per a la setmana 40 esta programat un gran esdeveniment esportiu per inaugurar
la instal-lacio.

Un cop consultada I'empresa constructora, assegura que pot reduir la durada de
cada una de les activitats fins que arribin a ser 4, 12, 3, 20, 2 i 5 setmanes,
respectivament, pero que per cada setmana de reduccio els costos augmenten
en 2, 7,4,5, 8i3 u. m., també respectivament. Aixi mateix ens informa que,
per tenir més flexibilitat en la programacio de les activitats, no tindra en compte
la restriccio de posterioritat maxima.

Ara la durada de cada activitat, d;, passa de ser constant a ser una variable que
depen del nombre de setmanes, r., de reduccio de la durada total de I'activitat.
En un escenari d'aquest tipus es denomina duracio normal, ¢, de I'activitat la
prevista inicialment i duracio crash, d°, la que correspon a la maxima reduccio
possible. Aixi tenim:

i A B C D E F
av 8 24 5 35 3 11
d¢ 4 12 3 20 2
o} 2 7 4 5 8

id=d"—r,amb 0<r <d’-d°.

Per a una durada determinada del projecte, fQ (en el nostre cas, 39), es tracta
de minimitzar l'increment de costos.

Per tant, el model queda de la manera seguent:

minimitzar 2-r, +7-r; + 4-r, + 51, + 87, + 31,
t,+8-r,<t,

ty+24—-r, <t

ty+24-r, <t,

t,+5-r. <t

t,+35-r, <t

t, +3-r. <1,

te+11=1r <1,

ry <4,y <12, 22,1, <157 <17 <6

Amb el qual es pot obtenir les solucions optimes corresponents a qualsevol valor
de la durada total del projecte:
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i, 43| 42| 41]40|39|38|37|36|35|34|33|32|31|30| 29| 28| 27| 26| 25| 24| 23| 22
cf)st o| 2| 4| 6| 8| 11]|19|27|38|50|62|74|86|98|110|122|134|146|158|170|182|194
I, o 1| 2| 3| 4| 4| a| 4| 4| 4| 4| 4| 4| a| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4
A o| ol ol ol of ol of of of 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7 10 11| 12| 12
. o| o| ol ol o] o| of o] o] ol of o] of of o] o o| o| of 1
A ol ol ol ol of ol 1| 2| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15
rn ol of ol of of of of of 1| 1| [ 1| 1| 1| | | 1| | | 1| 1| 1
A o| o| ol ol o 1| 2| 3| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 5

Per a algunes durades totals del projecte hi ha optim multiple. Mostrem a conti-
nuacio solucions optimes alternatives per a 7, = 34,33,...,22:

to 34 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22
A cost 50 62 74 86 98 | 110 | 122 | 134 | 146 | 158 | 170 | 182 | 194
9 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
Iy 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
I 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
I 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
Ie 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ir 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

Encara seria possible reduir la durada d'algunes activitats, pero aixo implicaria
un augment de costos i no reduiria la durada del projecte.

Els valors de les variables en les solucions optimes obtingudes son enters, pero
també son valids valors no enters. Per tant, per a una fQ donada, podem generar
infinites solucions bptimes com a combinacions convexes'® de les solucions ob-
tingudes. Per exemple, per a fQ =30 son també solucions optimes '’ les se-
guents:

(rglg loilo le,r2) = 2:(4,5,0,7,1,4) +(1-1)(4,3,2,7,1,6) =
(4,3+24,2-21,716-22)

K
6 Donats K'vectors xi,...xk, N'és una combinacid convexa un vector x = Z/lk-xk, amb A = 0 (k =
k=1

K
1,..., K)i Zﬂk =1. Siles x son solucions d'un sistema d'equacions i d'inequacions lineals, també
k=1
n'es solucio x . D'altra banda, si el valor d'una funcio lineal s el mateix per a totes les x«, aquest
valor es manté per a x . Per tant, siles xxs6n solucions optimes d’un programa lineal, tambeé ho és

qualsevol de llurs combinacions convexes.

7 Potser n'hi ha d'altres. No hem intentat trobar totes les solucions optimes; les dues solucions
diferents per a una mateixa durada total del projecte son les que hem obtingut en aplicar al model
dos resolvents diferents.




Per descomptat, fixada una durada total per a la qual hi ha optim multiple en
relacio amb el cost, podem determinar la solucio optima en relacio amb un altre
criteri. Només cal imposar el cost optim total mitjancant una restriccio i optimit-
zar la funcio objectiu diguem-ne secundaria.

El grafic seguent mostra la relacio entre la durada total del projecte i I'increment
total del cost associat a les reduccions corresponents de la durada de les tas-
ques. La corba és convexa, perque passar d'una durada total 7 a z - 1 t& un cost
marginal igual o superior al de passarde 7 + 1a 7.
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Hem passat d'un problema de vinculacio (entre activitats i dates) a un de vincu-
lacio entre diners i activitats, que també es pot veure com el de distribucio d'un
recurs (en aquest cas, diners) si ens plantegem quina durada minima del projecte
podem assolir si disposem d'un pressupost donat, ~. En aquest darrer cas el
model seria:

minimitzar 7,

20, + 71y +40, +5r, +8r.+37- <P

t,+8-r,<t,

ty+24—-r, <t,

tg+24—r, <1,

t,+b-r. <t

t, +35-r, <t,

t,+3-r.<t,

te+11=1r- <1t,

Fy <4,y 12,1, <2,1, 15,1, <1, <6

L'assignacio de I'espai en un magatzem és un dels problemes més habituals a
la indUstria i a molts tipus de serveis. Presenta moltes variants de complexitat
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molt diversa, des de I'assignacio estatica (cada producte té reservats uns espais
en exclusiva) a la dinamica (cada vegada que entra una unitat de carrega al ma-
gatzem es decideix on se la situa, en funcio de I'estat del magatzem en aquell
moment i, potser, en funcio de les previsions sobre les futures sortides i entra-
des). O des dels casos en que les unitats que entren al magatzem en surten
sense canvis de configuracio als casos que per preparar una comanda s’ha de
fer picking, o que en el mateix magatzem es duen a terme operacions per acabar
el producte de la manera apropiada per al mercat a que va destinat.

Aqui només considerem el cas estatic en que les unitats surten del magatzem
tal com hi han entrat.

VI12. Magatzem

Tenim un magatzem rectangular dividit en parcel-les, tal com es veu a la figura
seguent, en la qual també es mostren les posicions dels punts centrals dels
molls d'entrada (A) i de sortida (B i C).

El magatzem té passadissos paral-lels a les parets del recinte i es considera que
la distancia entre un moll i una parcel-la és la distancia rectangular entre el centre
del molliel de la parcel-la (es a dir, la suma dels valors absoluts de les diferencies
entre les abscisses i les ordenades respectives).

Es tracta d'assignar parcel-les a 3 productes, que arriben i surten del magatzem
embalats en palets. C

T

— B

1
A

Siguin P, g, k; (/ =1,2,3), respectivament, el nombre de parcel-les que reque-
reix el producte, el nombre mitja d'unitats que entren (i surten) del magatzem
en cada periode i un coeficient proporcional al cost de moure un palet del pro-
ducte al llarg d'una unitat de longitud:



Producte P g, k, E. (entra per) S, (surt per)
1 20 100 10 A B
2 15 60 8 A C
3 10 40 12 A C

Una vegada més tenim un problema de vinculacio, en aquest cas entre produc-
tes i parcel-les, en que es tracta de minimitzar el cost total de les vinculacions
tot respectant unes condicions.

El cost ¢, d'assignar un producte / a una parcella j és proporcional a la dis-

tancia que una unitat del producte assignat a la parcel-la ha de recorrer des que
entra al magatzem fins que en surt'® (en aquest cas, proporcional a la suma de

les distancies de la parcel-la als molls d'entrada i sortida corresponents, siguin
d/E' [ df" ). al coeficient &, i al nombre mitja de moviments (entrades i sortides)
per periode de la parcel-la (és a dir, g, / £). Per tant, el valor de ¢, és proporci-

onal a:

kywﬁ+dﬁﬁg

Es tracta, doncs, de:

3 50
minimitzar chy-xy

/=1 j=1

S.a X

P /=123

x;€{01} /=123 ,=1..50

Es un cas particular del problema de transport (que es pot generalitzar immedi-
atament al cas amb m productes i n parcel-les) amb mes oferta (nombre de
parcel-les del magatzem amb oferta igual a 1 en totes elles) que demanda (nom-
bre de parcel-les necessaries per col-locar els productes). Es resol molt rapida-
ment i les variables, encara que no se’ls imposi el caracter binari, prenen valors
enters a la solucio que proporciona el resolvent.

Les distancies de les parcel-les a A, B i C, respectivament son les indicades en
les taules seguents:

'8 O a la distancia mitjana si es pot donar el cas que les unitats d'un mateix producte puguin seguir
camins diferents des que entren fins que surten: per exemple, pergue els molls d’entrada o els de
sortida no siguin els mateixos per a totes les unitats.

Vincular %

103



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

> —

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

—B
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3

-

3 3 4 5 6 7 8 9 10 11

4 4 5 6 7 8 9 10 11 12

5 5 6 7 8 9 10 11 12 13

La resolucio del model, amb les dades de I'enunciat, proporciona la solucio re-
presentada a la taula seguent, amb la funcio objectiu igual a 17.050:
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1
A

Aquesta solucio &és optima pel que fa a la funcio objectiu del model, pero les
parcel-les assignades al producte 3 no son contigues, cosa que a la practica pot
ser un inconvenient. Es facil retocar la solucio obtinguda perque compleixi la
condicio de contiguitat, pero imposar-la en el model implica un augment consi-
derable en les dimensions d'aquest.

Un cas particular d'aquest tipus de problema és el denominat cas factorial, en el
qual ¢, es pot expressar com el producte de dos factors, un dels quals només

depen del producte, 7/, il'altre de la parcel-la, ;, tal com succeeix si els camins

que segueixen les unitats des que entren al magatzem fins que en surten son
independents del producte de que es tracti.

Sien |'eXpI’eSSi02
;(E/ :(S/ q/‘
C/] —k,'( b J )_/D/

E,=E 1S5 =5V/,tenim:

C/]. = /(/(d/E + d/s)% = [k/ %J(d/g + 0’/5)

amb un primer factor que depen de / i un segon factor que depen de ;.

En aquest cas, tenim ZP, (< n) factors que depenen de /(P factors iguals per
/=1

a cada producte /) i n que depenen de /; si ZP, < n podem definir un producte

/=1

NgE!

fictici, amb costos de desplacament nuls i amb ~ =n- ) F£.; per tant, sempre

/
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podem considerar que tenim 1 factors que depenen de / i n factors que depe-
nen de /, amb la qual cosa el problema de minimitzar els costos totals es redueix
al de, donades dues llistes amb el mateix nombre d'elements numerics, formar
parelles constituides per un element de la primera llista i un de la segona, amb
la condicio que cada element figuri en una parella (i només una), per tal que la
suma de productes dels elements de les parelles sigui minima. S'obté una solu-
cio optima ordenant els elements d'una llista de més a menys i els de |'altra de
menys a més, i formant les parelles amb els elements que ocupen la mateixa
posicio a les llistes respectives.

Si suposem que tots els productes entren pel moll A i surten pel moll B, els
valors associats a cada parcel-la son els seguents:

20 18 16 14 12 11 11 11 11 11

18 16 14 12 10 9 9 9 9 9

17 15 13 11 9 8 8 8 8 8

17 15 13 11 9 8 8 8 8 8

17 15 13 11 9 8 8 8 8 8

1
A

| com que els factors associats als productes son iguals, respectivament, a 50,

321 48, es pot trobar (manualment, per dir-ho aixi) una solucio com la seguent

(amb la funcio objectiu igual a 19.818):

— B

1
A

Per descomptat, també es pot resoldre el model amb els costos corresponents
als suposits indicats. La solucio que varem obtenir per aquesta via es la seguent:
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Amb el mateix valor de la funcio objectiu, pero, en aquest cas (hi ha optim mul-
tiple, per la qual cosa podriem haver arribat a una altra solucio equivalent en cost
i, en particular, a la que abans hem obtingut manualment) amb una major disper-
sio del producte 2. En general, I'assignacio manual de parcel-les, a partir dels
ordres de parcel-les i productes corresponents al cas factorial, permet un millor
control de les caracteristiques de la solucio.

Sota el suposits indicats, |'assignacio d’espai en un magatzem ha resultat ser un
problema facil de resoldre, a causa del seu caracter lineal i de la seva estructura
especifica. La linealitat prové del fet que el cost d'ubicar un producte en una
parcel-la resulta de la relacio entre la posicio de la parcel-la i les ubicacions dels
molls d'entrada i sortida, que estan fixades a priori.

Pero si els costos de la relacio entre dos recursos depenen de les posicions que
ocupen i aquestes no estan determinades a priori, anem a parar a un problema
quadratic, ' amb que augmenten la dimensio dels models i la dificultat per resol-
dre’ls. Aixo és el que succeeix, entre d'altres, en els problemes de distribucio
en planta, amb la dificultat afegida que sol haver-hi alguna llibertat en relacio amb
la forma de les unitats que s'han de situar en el recinte. Per aquests motius, el
disseny de distribucions en planta és una activitat que requereix la intervencio
humana directa, tot i que es pot dur a terme amb el suport de models de pro-
gramaci6 matematica.?’

Entre els problemes de distribucio en planta, els més simples son els unidimen-
sionals, com el que veurem a continuacio.

9 El denominat QAP (Quadratic Assignment Problem) consisteix a assignar n recursos a 1 em-
placaments, de manera que es minimitzi el cost de les relacions entre totes les parelles de recursos.
Es un dels problemes estandard d'optimitzacio combinatoria més dificils de resoldre.

20 \/egeu Anjos, M. F., Vieira. M. V. C. (2017) Mathematical optimization approaches for facility layout
problems: The state-of-the art and future research directions. European Journal of Operational Re-
search, 261, 1, 1-16.
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VI113. Planta unidimensional

S’ha de determinar la distribucio en planta de les 10 maquines necessaries per
fabricar 5 productes diferents, pero de pes i volum similars.

Cada una de les maquines s’'ha de situar en una de les posicions indicades a la
figura:

[ [olsfafs]ef[7[8]s]no]

Els components procedeixen del magatzem de materials (MMT), a una distancia
de 8 metres de la posicio 1, i els productes acabats es desen al magatzem d'ex-
pedicions (MEX), a 14 metres de la posicio 10. La distancia entre dues posicions
consecutives és de 5 metres.

Les dades relatives als productes son les indicades a la taula seguent:

Producte Umtalts per Ruta (seqUencia en gue una unitat ha de visitar les maquines)
periode
1 100 2 5 8 3 4 8 4 7 10 7
2 200 4 5 1 9 4 7
3 300 5 3 10 8 4 3
4 600 3 9 5 1 2 6 7 8 5 3
5 800 2 5 7 8 10 7 6 2

Hem de comencar per determinar la magnitud dels fluxos entre els magatzems
i les maquines i dels de les maquines entre si.

En primer lloc, registrarem per a cada parella de recursos els productes que van
directament de |'un a I'altre:

Dle Ao | 1 2 3 | 4|5 |6 | 7| 8| 9| 10]mMex

MMT 1,50 4 | 2 | 3

1 4 2

2 1,5 | 4 5
3 1 4 | 3 | 3,4
4 3 2 1,2 ] 1

5 2,4 3.4 5 1

6 5 4

7 5 4,5 1| 1,2
8 1 1.3 4 5

9 2 4

10 1,5 ] 3




[, tenint en compte la simetria dels costos en relacio amb el sentit del desplaga-
ment, obtenim la taula de fluxos, expressats en centenars d’unitats, entre ma-
gatzems i posicions i entre les posicions:

Dle A |1 |2 |3 |4 |5 |6 7 8 |9 |10 |MEX

MMT 9 |6 |2 |3

1 6 8 2

2 9 | 14 8
3 4 |9 1 |6 | 3 9
4 2 3 5 | 2

5 7 | 6

6 14

7 14 10 3
8 11

9

10

Siguin ¢,, (g=1,...0 1 h=1,..,n) els fluxos entre els p recursos amb posicid
predeterminada (els magatzems, en aquest cas) i les 7 maquines que s'han de
situar en les n posicions lliures, i ¢, (h=1,..n=1,/=h+1,..n) els fluxos
entre les maquines.

La manera més immediata de modelitzar els problemes d'aquest tipus és definir
unes variables binaries x,. (A,/ =1,...,n) iguals a 1 si i només si la maquina / se
situa a la posicio /:

L n n n=1 n n n
minimitzar ' G X + Cojie X X je
g=1h=1i=1 h=1j=h+17=1 k(#/)=1
n
Xy =1 i=1..,n
h=1
Xy = 1 h= 1, N

On ¢, &s el cost corresponent a una unitat de flux entre el recurs de posicio
predeterminada g i la maquina / situada a la posicio i, i ¢, &s el cost correspo-
nent a una unitat de flux entre la maquina /A situada a la posicio / i la maquina /
situada a la posicio k. Si cﬁ’g,v és la distancia entre la posicio predeterminada gi la

posicio lliure 7 i d, la distancia entre les posicions lliures / i &, tenim:

Cgh/ = (ogh 'dg/

Vincular %
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Crix = Py e
En el nostre cas, amb:
d, =8+5(i-1,d,, =14+5010-/);d, =5|/ - k|

El model t&é n? variables i 2-n restriccions, com en el problema d'afectacio lineal.
Pero la funcio objectiu t& una part quadratica i aixo en fa més dificil la resolucio.
Tanmateix, implementat el model en CPLEX, en pocs segons varem obtenir la
solucio seguent:

Maquina 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Posicio 1 2 9 8 4 3 5 6 10 7

amb un cost de 281.

També es pot linealitzar el model si s'hi incorporen les variables binaries
Vo (h=0,n="j=h+1...m¥h, )| @, >0,/,kx/)=1,..,n),iguals a 1 siino-

meés si la maquina 2 vaa / ilamaquina/ vaa k:

L n n n n
m|n|m|tzarZZZCgh,-Xh,-+ Z Z Z Chik Y nijk

g=1h=1 /=1 7, Jlpn >0 i=1 k(#/)=1

n

th, =1 i=1...n

=

n

me =1 h=1..n

/=1

Xy + Xy STHY 0 V) @, >0k =1,....n

On tenim més restriccions que en el model precedent (41 en comptes de 20) i
més variables (100 + 1.890 = 1.990, en lloc de les 100). La resolucio d'aquest
model dona la mateixa solucido optima obtinguda amb el model quadratic, amb
un temps de calcul similar.

Aquests models es poden adaptar facilment als casos en que el nombre de po-
sicions ocupades per una maquina depengui de la maquina i pugui ser un enter
meés gran que 1.

Un problema diferent és el d'assignacio d'unitats d'un recurs a unes diguem-ne
entitats que poden compartir-les, en unes condicions determinades, i es vol mi-
nimitzar el nombre d’unitats de recurs necessaries perque totes les entitats que-
din ateses.

Segurament, I'exemple més conegut d'aquesta situacio és el d'assignacio d'in-
tervals temporals a examens escrits amb I'objectiu de minimitzar el nombre d'in-
tervals utilitzats; si no hi ha limitacio en la disponibilitat d"aules ni de personal de



vigilancia, els examens d'assignatures que no tinguin estudiants en comu es
poden fer en un mateix interval temporal.

El problema dels examens escrits és formalment identic a la determinacio del
nombre cromatic d'un graf no orientat, &s a dir, del nombre minim de colors
necessaris per pintar els vertexs d'un graf no orientat de manera que no hi hagi
dos vertexs adjacents (és a dir, units per una aresta) que tinguin el mateix color.
En el cas dels examens escrits, cada assignatura correspondria a un vertex, hi
hauria aresta entre dos vertexs si les assignatures tenen estudiants en comi i
els colors serien els intervals temporals.

Un altre exemple, molt més popular, és el del sudoku. Es pot veure com el pro-
blema de determinar una forma d’acolorir, amb 9 colors diferents, els 81 vertexs
d’un graf, cada un dels quals correspon a una casella de la taula; son adjacents
tots els vertexs d'una mateixa fila, d'una mateixa columna o d'una mateixa sub-
matriu 3 x 3 (de les 9 que es consideren en la taula de 9 x 9).%'

Hi ha diversos algorismes especifics per al problema del nombre cromatic, pero
sino es tracta d’exemplars de grans dimensions la solucio es pot obtenir també
mitjancant la programacio matematica.

Es clar que les solucions d'aquest problema tenen una propietat que se sol de-
nominar de simetria, &s a saber, que tota solucio amb n colors forma part d'un
conjunt de n! solucions equivalents, corresponents a les permutacions dels n
colors. Aquesta mena de simetria no és desitjable de cara a la resolucio del pro-
grama matematic i quan no s'evita 0 no es pot evitar en el plantejament del
model pot ser convenient afegir restriccions per trencar la simetria (per exemple,
que el nombre de vertexs amb el color / sigui més gran o igual que el nombre
de vertexs amb el color /+ 1 pera/=1,...,n—1).

VI14. Els colors de les andanes

Els autobusos que uneixen una ciutat determinada amb altres poblacions tenen
origen (i destinacio, en els viatges de tornada) en una estacio central. Conegut
I'horari de les diverses linies, és facil saber en quins intervals els autobusos han
d’'estar presents en una andana de I'estacio i, per tant, si els autobusos de dues
linies poden ser assignats a una mateixa andana, de manera que si /m és el
nombre de linies es pot obtenir una matriu quadrada, simetrica, de dimensio m
I elements binaris en que I'element &, és igual a 1 siinomés siles linies / i /

no poden compartir la mateixa andana.

Fins ara, els autobusos aparquen a qualsevol andana que estigui disponible, pero
aixo desconcerta els usuaris i per aquest motiu es vol assignar una andana a
cada linia de manera que el nombre d'andanes assignades sigui minim.

21 Una altra manera de veure el sudokua JUO3.
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Es pot plantejar un model de programacio matematica amb variables y, € {0,1},
iguals a 1 si i només si s'utilitza I'andana &, i x, € {01} (/=1,....m), iguals a 1 si
i només si s'assigna a la linia / I'andana «.

En principi, k& pot prendre valors entre 1 i m. Aleshores el nombre de variables

ésiguala m+m?. Perb siamb un algorisme heuristic es troba una fita superior
m (< m) del nombre d'andanes necessaries, el nombre de variables sera menor

(m+m-m); m també pot ser el nombre d'andanes que hi ha a I'estacio.

Aleshores, el model es pot formular de la manera seguent:
m
minimitzar n=Y_y,
k=1
m
s.a D> xy =1 i=1...m
k=1

X +Xx, <1 V(/',/')|a,/=‘|;/(='|,...,/f7

X, SV, f=1..,m k="1...m

On les condicions que vinculen les x; amb les y; es poden formular també de

i =
/=1

m
manera més agregada [Zx < /f?-y/.j . Per trencar la simetria es poden afegir,
per exemple, les restriccions y, , <y, (k=1...,mM).

Apliguem el model a un exemple de dimensio 10 amb la matriu d'incompatibili-
tats seguent:

—_
'

—_

—_

Ol |||l wW|N
N
|

-

o

-

-

-
'

Per obtenir una solucio es pot aplicar una heuristica com la seguent: (i) ordenar
els vertexs; (i) en 'ordre de la llista, assignar a cada vertex (linia d’autobs) el
numero de color (andana) més baix compatible amb les assignacions anteriors.



El resultat sera diferent segons el criteri d’ordenacio adoptat i segons si aquest
ordre és estatic (establert al principi de |'aplicacio de I'algorisme i no modificable
posteriorment) o dinamic.

Tot i que no és, per descomptat, el millor que es pot fer, si s'adopta |'ordre
(estatic, és clar) dels codis de les linies obtenim la solucio:

Linia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Andana 1 1 1 1 2 2 2 2 3

Es a dir, amb 4 colors n'hi ha prou, com en tots els grafs plans (el graf definit per
la matriu ho &s), pero el model proporciona una solucio amb 3 colors:

Linia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Andana 2 1 3 3 3 2 2 2 1

Vincular %
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Distribuir

En aquest capitol considerem situacions en que s'ha de determinar la distribucio
d’un recurs limitat (un pressupost, una renda, un temps, un nombre d'escons
en un parlament...) entre opcions diverses. Aquestes situacions es presenten
amb frequencia i poden tenir aparences molt variades i requerir |'aplicacio de
tecniques diferents.

Els problemes amb un sol recurs es poden encabir gairebé sempre en I'esquema
on-o-guan. Tambeé podriem dir-ne on-o-quan-o-en-que (en que invertim uns es-
talvis, posem per cas), pero respectem el where-or-when del llibre de Wagner,
tot i que habitualment no sols s’ha de determinar on o quan sind també quant.
Vegem-ne exemples, alguns dels quals es tracten en aquest capitol:

— On-i-gquant: quantes unitats, que en total no superin un valor donat, hem de
posar a la venda en uns mercats en que, com a consequencia de les propi-
etats de la corba de demanda, els ingressos son una funcio concava de la
quantitat oferta.

— On-i-guant: en quines plantes, que tenen una funcio de cost convexa, hem
de fabricar un producte, i quina quantitat hi hem de fabricar, per tal d'obtenir-
ne una quantitat total donada al minim cost.

— On-i-guant: en quins focus emissors de pol-lucid hem d’actuar i quin pressu-
post hi hem de dedicar per minimitzar la pol-lucio en una area determinada,
en el suposit que la reduccio de pol-lucio és una funcio concava del pressu-
post que s’hi dedica.

— On-i-guant: quina intensitat de mostreig hem d‘aplicar, amb un pressupost
limitat, a cada un dels estrats d'una poblacid per estimar-ne una caracteris-
tica de tal manera que l'interval de confianca de I'estimacio sigui el menor
possible.

— Quan-i-quant: quina quantitat hem d’extraure i posar a la venda, en cada un
dels periodes d'un horitzd de planificacio, d'un recurs no renovable del qual
disposem d'una reserva donada i que té, per a cada periode, una corba de
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demanda de la qual resulta que els ingressos son una funcio concava de la
quantitat oferta.

Els dos primers d'aquests exemples son molt semblants. De fet, I'Unica diferen-
cia significativa és el sentit dels fluxos: en el primer exemple, tenim una quanti-
tat d'un producte i hem de decidir com el distribuim (on i quant); en el segon,
volem una quantitat d'un producte i hem de decidir com I'obtenim (on i quant).
Es clar que la resolucio de I'un i 'altre son practicament identiques, pero, tot i
aixi, els problemes similars al primer exemple els hem inclos en aquest capitol
(“Distribuir”), mentre que els similars al segon els hem situat en el capitol se-
guent (“Fornir-se”).

Amb una excepcio (DI09, que es caracteritza precisament perque les quantitats
del recurs assignades a cada opcio han de ser enteres), suposem que les quan-
titats del recurs assignades a cada opcio, lloc o periode poden ser representades
amb variables reals, perque la naturalesa del recurs permet fraccionar-lo com
convingui o perqué l'error que es pot cometre per assumir aguest suposit és
negligible.

El cas més senzill és aquell en que la quantitat necessaria de cada recurs és la
suma de les quantitats requerides per cada una de les activitats, aquestes quan-
titats son proporcionals a les intensitats de les activitats (hombre de vegades
que es duen a terme o temps que se’ls dedica, per exemple) i el resultat &s la
suma de les aportacions de cada activitat, que també son proporcionals a les
intensitats respectives. En aquest cas, sinomés hi ha un recurs, el problema és
trivial. Sin’hi ha més d'un, és facil de plantejar i resoldre mitjancant la programa-
cio lineal si les intensitats es poden representar mitjancant variables reals, i és
facil de plantejar (i potser no tant de resoldre) amb programacio lineal entera
mixta si les intensitats s'han de representar amb variables binaries o enteres.

Pero, com es veura a continuacio, quan intervenen funcions no lineals fins i tot
el cas d'un recurs Unic pot resultar relativament dificil. En general, per resoldre’l
caldra recorrer als multiplicadors de Lagrange o més sovint a les condicions de
Karush, Kuhni Tucker, a les quals, per abreujar, ens referirem sovint com a KKT,
de vegades en singular. Com que de fet les condicions de KKT son una genera-
litzacio dels multiplicadors de Lagrange, en farem Us en tots els casos apropiats
fins i tot quan el problema es podria resoldre amb els multiplicadors de La-
grange.

De Lagrange a Karush, Kuhn i Tucker

Un model de programacio matematica, si les funcions que hi intervenen tenen
les propietats adequades (de seguida discutirem quines son), es pot resoldre
numericament sense dificultats si les dimensions del model no sbn massa
grans.

Pero per saber quines propietats son adequades i per obtenir tota la informacio
rellevant de la solucio cal recorrer a les condicions de Karush, Kuhn i Tucker.



La tecnica dels multiplicadors de Lagrange és la primera, historicament, per re-
soldre problemes d’optimitzacio amb restriccions. La seva limitacio principal és
que les restriccions han de ser equacions, mentre que en molts casos les con-
dicions del problema impliquen restriccions que cal representar com a inequaci-
ons. De vegades, tot i que d’entrada una restriccio sigui una inequacio es pot
demostrar que a I'optim s'ha de complir com una equacio (aleshores es diu que
la restriccio &s activa) i, per tant, es poden aplicar els multiplicadors de Lagrange.
Ara be, quan hi ha més d’una inequacio és dificil saber a prioriquines restriccions
han de ser actives a |'optim.

KKT es refereix a un programa matematic, lineal o no lineal, amb variables reals,
el qual suposarem, sense perdua de generalitat, que és de la forma:

minimitzar 7(x)
sa g(x)<0 /=1..m

xeR’

(per no allargar més aquest recordatori de KKT, prescindim en la formalitzacio
del programa matematic de les possibles restriccions de la forma /,(x) =0, amb

h, lineals).

O bé (amb g(x) = (g,(x),....g,,(x)) :

minimitzar 7(x)
s.a gx)<0

xeR”
Aleshores, en un punt x es compleix KKT si i nomeés si:
(9(x)<0) A (Fu=0|uglx)=0)A(VFix)+uVg(x)=0)

Es a dir, el punt es factible (ha de satisfer totes les restriccions), els multiplica-
dors corresponents a les restriccions no actives son nuls i, finalment, el vector
—Vf(x) es pot expressar com una combinacio lineal, amb coeficients no nega-

tius, dels gradients de les equacions corresponents a les restriccions actives (és
a dir, —Vf(x) pertany al con determinat pels gradients de les restriccions acti-

vesa x ).

Una manera menys compacta i meés operativa d'expressar la condicio
Vi(x)+uVg(x)=0 és:

of(x)
6)(/

< 0g,(x) .
+D)u——=0 j=1...n
; 0X;
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O, si tenim en compte que només els multiplicadors de les restriccions actives
poden ser > 0 i definim el conjunt d'indexs de les restriccions actives a x , A(x) :

o , 5, 20,06 _

/
oX, & OX

Si en un punt es compleix KKT no hi ha direccions (s a dir, trajectories rectili-
nies) de millora de la funcio objectiu, cosa que ja apunta a una relacio entre KKT
i 'optimitat. Una relacio que, tanmateix, no &s senzilla; per aclarir-la hem de re-
cordar breument els conceptes de convexitat de conjunts i de funcions.

Un conjunt, S, d’un espai vectorial €s convex si i només si, es buit, conté un sol
element o per a qualsevol parell d’elements del conjunt, tots els punts del seg-
ment que els uneix pertanyen també al conjunt:

VX, x'eS=>[Ax+(1-4)x1e85,0< 1<
Una funcio 7 definida en un conjunt convex &s convexa si i Nnomes si:
Vx,x' eSS, 0< A< FAx+(1-4)x") < AF(x)+(1-A)-F(x")

Es clar que les funcions lineals son convexes.

Siuna funcio g, és convexa, el conjunt dels punts que satisfan g,(x) <0 és un
conjunt convex i, com que la interseccio de conjunts convexos &s un conjunt
convex, si totes les g, (/= 1,...,m) son convexes, les restriccions g;(x)<0

(/= 1,...,m) defineixen un conjunt convex. En aquest cas, KKT &s condicio su-
ficient d'optim local a x , perque si des del punt considerat hi hagués una tra-
jectoria que portés a un punt factible millor, també hi hauria una trajectoria
rectilinia de millora, la qual cosa és incompatible amb KKT. Si, a més, la funcio
objectiu  és convexa, KKT és condicio suficient d’optim global (el suposit que
existeixen dos optims locals amb un valor diferent de 7 en un conjunt convex
es contradictori amb el suposit que 7 €s convexa, ja que existeix un segment de
recta format per punts factibles que uneix els dos optims locals). Per tant, en els
Suposits expressats, si per a un programa matematic com l'indicat trobem una
solucio que compleixi KKT, la solucio és optima.

Una altra cosa és si KKT &s condicio necessaria d'optim, &s a dir, si en tota so-
lucio optima es compleix KKT. En general no ho és, llevat que les restriccions
gaudeixin de determinades propietats, que no sempre son facils de verificar. Ara
bé, si els gradients de les restriccions actives a |'optim son linealment indepen-
dents o bé si 7 i totes les g, son convexes i el conjunt de solucions factibles té

punts interiors, KKT son condicions necessaries d'optim.

En definitiva, el cas més favorable és aquell en que totes les funcions involucra-
des en el programa matematic son convexes i el conjunt de solucions factibles



té punts interiors, perque aleshores KKT &s condicid necessaria i suficient d'op-
tim global.

Els valors dels multiplicadors a I'optim poden aportar informacio addicional in-
teressant. Si posem les restriccions del programa matematic en la forma
g,x)<b (/= 1..m),onles b, son termes independents, en un optim local

estricte x"(b°) en que se satisfan les condicions KKT amb v, >0 V/ e Alx" (b°))
es compleix:
5F(x (b))
_U/ e
ob, |,

Farem Us de KKT en la resolucio del problema seguent, tot i que amb els multi-
plicadors de Lagrange en tindriem prou, com veurem a continuacio.

DIO1. Estratificar

Es vol estimar la mitjana d’'una caracteristica especifica en el conjunt d'una po-
blacio. Aquesta s'ha dividit en m estrats i la proporcio de cada estrat en relacio
amb la poblacio total és w; (/’ = 1,...,/77). L'estratificacio de la mostra permet fer

meés observacions de les que correspondrien proporcionalment en els estrats on
la variable és meés dispersa i, aixi, millorar |'eficacia d'un pressupost donat.

m
L'estimador adoptat és ,&:ZW,-X on X; és la mitjana corresponent a les
/=1

it

observacions de |'estrat /.

Es disposa d'un pressupost C, el cost d'una observacio a l'estrat /(/=1,..,m) és
, . N B & o’ ,
¢, i es vol minimitzar la variancia de I'estimador, ¢} => w?—-, on o7 és la
/=1 /7/

variancia a l'estrat /(/= 1,..,m), que suposem coneguda, i 1, el nombre d'obser-

vacions en el mateix estrat, que ha de ser un nombre enter (tanmateix, li asso-
ciarem una variable real, una aproximacio que sera valida si els valors a |'optim
d'aquestes variables son prou grans).

La formulacio d'un programa matematic per optimitzar el disseny de la mostra
es immediata:

minimitzarz#

2 2
Wi o
/=1 n

;
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La funcio objectiu &s convexa, perque &s la suma de funcions convexes (tenen
segona derivada positiva), i les restriccions també son convexes, pergue son
lineals, i determinen un conjunt de solucions factibles que té punts interiors
(punts en els quals no hi ha cap restriccio activa, &s a dir, que es compleixi com

a igualtat; per exemple, n, =¢>0V/, amb ¢< C/Zc,. ). Per tant, les condici-
/=1

ons de KKT son condicions necessaries i suficients d'optim. Es obvi que la res-

m
triccio Zc, n, <C ha de ser activa a I'optim i les altres no.

/=1
Aleshores, podem posar les n,en funcio del multiplicador, v, de la restriccio
pressupostaria i, en substituir les n7, en aquesta mateixa restriccio, podem trobar

una expressio que ens dona el valor de v a I'optim, amb el qual tenim immedi-
atament els valors optims de les n, :

m 2
Z W/' 'O-/' \/E C
— /=1 .

1

¢ C Sweofo NG
/=1

*

y w,-o,

DIO2. Explotacié de mines

S’ha de repartir el temps limitat de que disposa un equip en I'explotacio d'unes
mines, de cada una de les quals es coneix una funcio, concava, que dona el
marge economic obtingut en funcio del temps dedicat (la concavitat de la funcio
reflecteix que els beneficis per unitat de temps dedicat son decreixents). Supo-
sem que els temps per traslladar-se entre qualsevol parell de mines i els de
preparacio de I'explotacio a cada mina son negligibles.

El temps disponible és 7 (en les unitats que convingui), hi ha 7 mines i les
funcions que expressen el marge economic en funcio del temps dedicat a I'ex-
plotacio son ¢,(t), / =1,...,n,amb @' (t)>0, ¢"(t)<0 0<t <7, on z, &s el valor
del temps dedicat a la mina / a partir del qual els costos marginals d’explotacio
superen els ingressos marginals del producte extret (go/.'(r,.) =0) i en que, per

tant, el marge passa de positiu a negatiu, per la qual cosa no té sentit dedicar-hi
un temps superior; la condicio que la derivada segona sigui no positiva implica
la concavitat.

L'optimitzacio del marge economic es pot plantejar com un programa matematic
no lineal amb restriccions lineals:



maximitzar iq)/ ()

/=1

Com que és un problema de maximitzacio i la funcio objectiu és concava,' les
restriccions son lineals (i, per tant, convexes) i el conjunt de solucions factibles
té punts interiors, les condicions de Karush, Kuhn i Tucker (KKT) son condicions
necessaries i suficients d’optim.

Siassociem els multiplicadors v ala 1a restriccio i v, ales —¢, < 0 (per simpli-
ficar el raonament, suposem de moment que totes les ¢, sbn menors que les

*

7, corresponents), a I'optim s'ha de complir que —¢,'(¢/)+u" —v, =0. Per tant,
comque t, >0=v, =0, ¢/(t))=u" V/i|t; >0, icom que 9" <0, ¢ (0>u

Vilt; >0 ¢'(0)=u —v,<u" ¥i|t =0;enconsequencia, el temps disponible
es reparteix entre totes les mines realment explotades de manera que les pri-
meres derivades de les funcions respectives son iguals entre si i iguals o0 més
grans que les derivades a I'origen de les no explotades. | com que les derivades
a l'origen de les funcions de les mines explotades son iguals 0 més grans que
les derivades a l'origen de les mines no explotades, si ordenem les mines de
més a menys valor de la derivada a I'origen de les funcions corresponents, a
I'optim es complira que si una mina és activa ho son totes les que la precedeixen
i, si no ho &s, no ho son totes les que la segueixen. Suposem d’ara endavant

que es compleix la condicio ¢/ (0) > @, (0) > ... > ¢,'(0) (les conclusions son facils

de generalitzar al cas que hi hagi empats, és a dir, que algunes derivades a |’ori-
gen siguin iguals).

De fet, es pot arribar a determinar I'estructura de les solucions optimes amb un
raonament que, potser agosaradament, es pot qualificar d'intuitiu. Si el temps
disponible és molt escas s'ha de dedicar integrament a la mina 1; de fet, el
temps s'ha de dedicar integrament a la mina 1 si 7 &s igual o menor que el valor

ﬁ per al qual (p{(ﬁ) =@, (0). Si 7 &s una mica més gran que 7A] s'ha de distribuir
entre les mines 112, de manera que t,+¢, =7 i ¢/(t,) =@, (t,). La mina 3 no
sera explotada si 7 no &s més gran que 7; per al qual es compleix ¢, +17, = 7; [

o (t) =, (t,) = @, (0), i aixi successivament.

' Com que maximitzar una funcio  es equivalent a minimitzar -7, maximitzar una funcio concava és
equivalent a minimitzar una funcioé convexa, ja que (f concava) <> (- convexa).
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Per tant, el nombre de mines realment explotades i el temps que s'haura de
dedicar a cada una depenen de 7 i de les corresponents funcions ¢, , i es poden

, « ,
determinar uns valors critics, 7| [gom' 0 =¢/t)V/< k} A {Zr/ = 7;}
/=1

(k=1..,n=1)i7, =>rpera 7 <7, aloptimnomes &s activa la mina 1, per

/=1

al_,<T<T,(/=2..n) aloptim son actives les mines 1,...,K i el temps dis-

ponible s'ha de repartir de manera que ¢/ (t,) =@, (t,) =...= ¢,'(t,), la mateixa
conclusio que es deduia en aplicar KKT.

El raonament anterior es basa en el fet que la funcio que es vol optimitzar és
separable, és a dir, és una suma de funcions cada una de les quals depen només
d'una variable. Si no, com veurem en altres casos, les coses es compliquen una
mica més.

Exemple:
n=2, ¢ =500{1-e°*")-25¢, g, = 400(1-e ") - 25¢

En aquestes funcions, el terme — 25-¢ correspon als costos d'explotacio, consi-
derats proporcionals, per tant, al temps dedicat.

@/ (t) =100€°*" —25, ¢/(0) = 75; ¢, (t) = 40€°" ~25, 9,'(0) =15

Per tant, 7, =-5In0,256=6,931472 i 7, =-10In0,625 = 4,700036 ; per sobre
de 7, +7, =11,631508 el temps disponible no té cap utilitat.

0, (7) =100 —25=15; T, = —01—2-an,4 =4,581454

Pera0 < 7 <4,581454 el temps s'ha de dedicar exclusivament a la mina 1. Per
a 7 > 4,581454 s’ha de repartir entre les dues mines de manera que es com-
pleixi

o, (t) =100 —25 =p,'(t,) = 407" —25

t+t,=T

D’on es dedueix:

LY N N
3’70

t, =27 +— 0,4
3703

4,581454 <7 <11,631508



Aleshores, formular expressions que donin el marge total en funcio de 7 és
immediat. Amb aquestes expressions es pot trobar quant temps es necessita
per assolir un benefici global determinat.

DI03.1. Publicitat: mercats independents

Una empresa que fabrica i ven productes de consum ha assignat un pressupost,
P, a la campanya de publicitat per introduir un nou producte a dues arees comer-
cials (A i B), amb I'objectiu de maximitzar el nombre d’unitats venudes. Consi-
dera inicialment que aquest nombre &s funcio de la quantitat de diners que hi
dediqui (respectivament: x,, x,), d'acord amb les expressions seguents:

nyx,)=5x,062-x,);, 0<x, <26
nulx,)=3.380; x, 226

Nglxg) =4-x,4(60-x,); 0<x, <30
nglxz)=3.600 ; x; > 30

La funcio objectiu és separable i és facil comprovar que &s concava. Aixi doncs,
aquest cas és practicament identic a I'exemple de les mines. El valor de %, és

el que compleix 260-10-x, =240, ésadir, x, =2.

Per a 0<P <2 el pressupost s'ha de dedicar integrament a A. Per a
2< P <26+30=56 s'ha de distribuir entre A i B de manera que es compleixi
260-10x, =240-8x, 1 x,+x,=F .D'on:

4P +10 5P -10
X, = 5  Xg = 5

DI03.2. Publicitat: mercats connexos

Noves informacions sobre el comportament de la clientela potencial revelen que
la publicitat que es fa en una de les arees comercials també té una influencia
positiva en |'altra, d'acord amb les expressions seguents:

(x4, Xx5) = [5-XA-(52-XA)].|:‘|+ 3)890

:|;0SXAS26;OSX5S30

X
N, (X, x,)=3.380-|1+=—--| :x,>226:0< x, <30
A( A 5) |: 300} A B

nyx,,Xxg) =[8x,-62-x,)]-11; 0< x, <26 ; x, =30
nyx,,x5)=3.718 ;x, 226 ; x, 230
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Ng(x 4, xg) =[4-x5-60- x,)] 1+

ng(x,,xg) =3.600- [H—} 0<x,<26;x,230

Ng(X 4, Xg) =[4x560-x,)]-11; x, 226 ;0< x, <30
(X0 X,) =3.960 ; X, >26 ; x, >30

| es vol saber per a quin interval del valor de P s'ha d’invertir només a A.

Ara la funcio objectiu no és separable i no queda altre remei que recorrer més
formalment a KKT.

Cal, en primer lloc, comprovar que la funcio objectiu, 7,(x,, x;)+ng(x,,x;) &és

concava. Pera 0<x, <26 ,0< x, <30 la matriu hessiana és:

) 1 1
260 300

X
=10 g 260-10-x,){(240-8-x

1 1 X
26010, }(240 - 8.x, )———— _gf 142
( XaH *e ) 260300 [ " 260]

El primer menor principal és negatiu i el determinant, positiu, perqué el producte
dels elements de la diagonal principal és > 80 i el dels de la diagonal secundaria
< 1. Per tant, la matriu hessiana és definida negativa i la funcio, concava.

El programa matematic és:

maximitzar [5.x,-(62- x ,)]- {H—} [4-x,-(60- x )]{HX—A}
300 260

s.a X,+xz<P

-x, <0

-x5 <0

X, <26

Xz <30

Siguin v, v, , v, els multiplicadors associats, respectivament, a les tres primeres

restriccions (de moment no considerem la 4a ni la 5a, ates que per a valors de
P < 26 no poden ser actives i, per tant, els multiplicadors corresponents han de
ser nuls). Volem determinar per a quins valors de P &s optima la solucio
X, =P,x;=0,queimplica v20,v, =0,v, 20. Aleshores, KKT:



10.P-260+u =0

5.P° — 260
300

—240-(1+ij+u—1/5 =0
260

D'on:

u=260-10P (>0,0 < P < 26)

2 — B
Vg :w—240-[1+ij+260—10-/020
300 260
| per determinar el valor maxim de P per al qual v, >0 només cal resoldre
I'equacio de segon grau que resulta en fer v, = 0: el pressupost s'ha d'invertir
exclusivamenta A pera 0 < P <1,700478.

Per calcular la distribucio del pressupost per a valors més grans de £, suposem
que O0<x, <26, 0<x, <30 ique x,+x, =F.Aleshores s'ha de resoldre un

sistema de 3 equacions (condicions KKT i x, + x, = #) amb 3 variables:

i-xé +£-XA-X5 +10-x, —(@+&}XB -260+uv=0
260 300 300 260
i-xj +i-xA-xB —(@+&}XA +8x,-240+u =0
300 260 300 260
Xy+ X5 =P
D'on:
3

X~ (8416-11P)x, +(7800 +3818 ~6:,*) =0

1909 -6~ 55
+

Xg=P—-x,1u=240-8FP+ X X
7 5 195 4 3900 "

La primera d'aquestes tres equacions, de segon grau, proporciona dues soluci-
ons, de les quals la pertinent és la que compleix la condicio <26 . Amb aquesta
solucio i la segona equacio s’'obtenen les distribucions optimes del pressupost
pera 1,700478 < P <55,707027 . Per a valors de P superiors, les dues solucions
de l'equacio de segon grau anterior sbon meés grans que 26. Per a
55,707027 < P <56 la distribucio optima del pressupost &s x, =26 |
x5 =P —26. No tindria sentit que |'empresa assignés un pressupost superior a
56 ja que les vendes serien les mateixes que amb un pressupost de 56.

En els dos suposits considerats es pot trobar també el pressupost necessari per
obtenir unes vendes determinades.
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DI04. Despendre

Segons la segona llei de Gossen,? sovint mal enunciada, una persona, com a
consumidora, assoleix la maxima satisfaccio quan son iguals les utilitats margi-
nals ponderades (es a dir, les utilitats marginals dividides pels preus) dels béns
que consumeix i quan aquestes son iguals o superiors a les del béns que no
consumeix.

Es tracta de demostrar aquesta llei mitjangant les condicions de KKT, amb la
definicio previa dels suposits pertinents.

Sila consumidora disposa d'una renda A, pot adquirir qualsevol quantitat de cada
un de n béns a uns preus p, (/= 1,..,n) i té una funcio d'utilitat concava

Ulg,.....q,) que depen de les quantitats adquirides de cada bé, la maximitzacio
de la seva satisfaccio o utilitat es pot plantejar de la manera seguent:

maximitzar Ulq,,....q,)

s.a Zn:p/.-q, <T

/=1

-q,<0 7/=1....n
Siassociem els multiplicadors v a la 1a restriccio i v, ales —q, < 0.

—§—U+p,-u—v,=0,amb uz20,v,=0V/|g,>0iv,20V/|g, =0
q

Per tant, si tenim dos béns /,/|g,,q, >0:

;

ou ouU
0
_ﬂ+p/.u — _ﬂdkp/.u = O' u :ai :i
g, 2q, b P

és a dir, les utilitats marginals ponderades son iguals.

Pero si tenim dos béns/,/ [g, >0,qg, =0

U U U U
ag, 0 v, 8g,  0q,
—ﬂ-F,OI-'U:—ﬂ-Fp/-'U—V/ZO;UZai:iﬁ-—/,dlon aizi
g, 0q; b PP ;P

2 Hermann Heinrich Gossen, 1810-1858. La primera llei diu que la utilitat marginal d'un bé disminueix a
mesura que n'augmenta la quantitat consumida (és com dir que la derivada parcial de la funcio d'utilitat en
relacio amb qualsevol variable que representi la quantitat consumida d'un bé és decreixent).
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En el cas que la funcio U sigui separable, podem trobar facilment els valors
critics de A corresponents a |'entrada de cada un dels béns al cistell de consum
optim.

També podriem calcular quina renda cal per assolir un nivell determinat de satis-
faccio, perdo ens podem preguntar si aixo té algun sentit, ates que és poc ver-
semblant que la consumidora sigui conscient de tenir una funcio d'utilitat i, si la
té, de que significa i de quina mena de funcio es tracta.

DI05.1. Monopoli mineral: temps discret, demanda lineal

Es tracta de determinar la politica d'explotacio optima, en regim de monopoli i
per a un horitzo temporal que compren 7 periodes, d'un mineral que es destru-
eix o dispersa en usar-lo (combustibles fossils, aigua fossil, fosfats...). Es a dir,
un recurs no renovable i no durador (a diferencia de les gemmes, dels metalls
preciosos i d'alguns altres metalls, com el coure, que |'Us no destrueix i que pel
seu preu elevat solen recuperar-se després d'usar-los).

Suposem conegudes les reserves del mineral, A, i les corbes de demanda de
cada periode (que per al desenvolupament d’aquest exemple considerem lineals):

p : q
quZ{ —F]z‘ =1...T, equivalent a p:B-(1—5]f=1,...,T

t t

on p éselpreu, g laquantitati £, O, els parametres que defineixen la corba

de demanda i que corresponen, respectivament, al preu maxim que el mercat
pot admetre (a aquest preu, la demanda és nul-la) i a la quantitat que el mercat
absorbiria a preu nul.

Siprescindim de I'actualitzacio i dels costos d'explotacio,® la politica optima d'ex-
traccio del mineral es pot determinar amb el programa matematic seguent:

.
maximitzar ZP,{Fi] q,
= Q,

t

.
s.a >q, <R
=1

—gq, <0 t=1..T

3 Un plantejament més general, que inclou actualitzacio i costos d'explotacio, i altres tipus de corbes
de demanda, es pot veure a:

Corominas, A., Fossas E. (2015) Optimising the extraction rate of a non-durable non-renewable re-
source in a monopolistic market: a mathematical programming approach”. SpringerPlus, 4:503.
doi:10.1186/s40064-015-1276-0

Accessible a https://upcommons.upc.edu/handle/2117/8204471ocale-attribute=ca
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La funcio objectiu &s concava, pergue és la suma de funcions concaves (derivades
segones negatives) i les restriccions son lineals i defineixen un conjunt de solucions
factibles amb punts interiors; per tant, KKT son necessaries i suficients.

L'estructura del programa matematic és la mateixa que la del corresponent al
problema de les mines (DI02). Aqui, les reserves del mineral corresponen al
temps disponible i els periodes de I'horitzo de planificacio, a les mines de
I'exemple esmentat.

Els periodes es poden ordenar d'acord amb el valor de la derivada a l'origen, ~. A

la solucio optima, si no hi ha extraccio en un periode (direm que és un periode
no actiu) tampoc no n'hi ha en els que el segueixen en aquesta ordenacio (que
no necessariament coincideix amb I'ordre cronologic) i, per tant, si és actiu, n'hi
ha en els que el precedeixen.

Si les reserves A son molt grans, la politica optima consisteix a optimitzar els
ingressos de cada periode (que s'aconsegueix amb q, =Q, /2,p, =F,/2) i al

;
final de I'horitzd de planificacio queda una reserva igual a Fi’—l-ZO, (es a dir,
t=1

" " 18 - , e
molt gran” és A 2—-20 ; tots els multiplicadors sén nuls a I'optim i el valor
t=1
optim de cada variable és el que anul-la la primera derivada corresponent). Per
tant, per determinar la politica optima en cada cas especific, el primer pas con-
sisteix a comprovar siles reserves son o no son molt grans i, si ho son, la politica
optima és la mateixa que si el recurs fos inesgotable.

. , , o 18
Si les reserves no son molt grans, és a dir, si 7 < E-ZO, , segons el valor de A
t=1

hi haura més o menys periodes actius, pero en tot cas la politica optima dura a
exhaurir el jaciment, potser abans de finalitzar I'horitzo de planificacio. La deter-
minacio de la politica optima es pot fer per dues vies diferents:

1. Suposem, successivament, que el nombre de periodes actius és 1, 2, ... (en
I'ordre esmentat abans). Per a cada valor <7 del nombre de periodes ac-
tius calculem el valor del multiplicador, v, de la restriccio de disponibilitat
del recurs, que suposem activa, i el comparem amb £~ :si P <u, la po-

T+1 " +1
litica optima és la corresponent a aquests ¢ primers periodes (recordem:
en |'ordre de més a menys de les P); si no, s’ha de provar amb 7+ 1. Si
s'arriba a z=7, la politica optima duu a I'exhauriment del recurs al final de
I'horitzd de planificacio.

2. Determinem, com s'ha vist en problemes anteriors, els intervals dels valors
de A per als quals son actius 1, 2, ... periodes. L'interval a que pertany el
valor de les reserves disponibles ens diu aleshores quins periodes son ac-
tius i la determinacio de la politica optima és immediata.

La forma de la politica optima, per tant, pot ser molt variada, segons els valors
de A, de T idels parametres que determinen les corbes de demanda. Es pot
donar el cas que I'extraccio s'interrompi bruscament abans que s'acabi I'horitzo



de planificacio (la durada del qual, d'altra banda, decideix el monopolista i no els
consumidors) o que alternin intervals, o blocs d'intervals consecutius, amb o
sense oferta del mineral.

DI05.2. Monopoli mineral: temps discret, demanda exponencial negativa

A l'enunciat anterior s'ha suposat que la corba de demanda era lineal, per la qual
cosa les propietats del programa matematic eren les mateixes tant si conside-
ravem com a variable independent el preu o la quantitat.

Suposem ara que la corba de demanda és g =¢e™".

Podem plantejar els dos programes no lineals seguents:

PNL1 PNL2
T T
maximitzar »_ p,-e™” maximitzar -»_g,Ing,
t=1 t=1
T T
s.a de” <R s.a >q. <R
t=1 t=1
-p, <0 t=1...7T -q9,<0 t=1...7

La funcio objectiu de PNL1 &s concava pera p, <2 V¢ ; també ho &s per a altres
combinacions de valors de les variables, pero en general no es pot assegurar
que sigui concava en tot el conjunt de solucions factibles. En canvi, la funcio
objectiu de PNL2 és concavapera g, 2 0V¢ (defet, pera g, > 0, jaque Ing,
no esta definit per a g, =0, tot i que els ingressos per a g, =0 son nuls), les
restriccions son lineals (i, per tant, convexes) i el conjunt de solucions factibles
té punts interiors. Aleshores, per al PNL2 les condicions de KKT son necessaries
i suficients d’optim.

L'optim sense restriccions s'obté igualant a zero les derivades parcials de la fun-
cio objectiu, de la qual cosa resulta g, > e™' V¢ iaquesta solucio és optima per
a A >T-e'(també es pot iniciar el raonament amb el suposit que la restriccio de
disponibilitat del recurs no és activa). Suposem ara que la restriccio de disponi-
bilitat &s activa; aleshores a I'optim s'ha de complir KKT, amb v, >0, v, 20 V¢ :

1+Ing, +u, —u, =0Vt

Aixo implica g, >0 Vt i, pertant, u, =0 Vt.D'on g, =e " i, de
T

g =T-e"™ =R, q =R/TVt

t=1
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En els dos problemes anteriors, el temps es considera com una variable discreta:
es com si tot passés Unicament en els instants que marquen la divisio de I'ho-
ritzo temporal en periodes. Aixd &s el més habitual en el tractament de proble-
mes com els inclosos en aquest volum. En canvi, en altres ambits disciplinaris,
com la mecanica o la teoria economica, quan es tracten problemes dinamics el
temps es considera sovint com una variable continua (tot i que de vegades es
discretitza per tal de trobar solucions numeriques aproximades quan no &s pos-
sible 0 no se sap trobar-ne d'exactes).

Considerar el problema d'extraccio optima d'un recurs no renovable i no durador
com una optimitzacio en temps continu ens permet fer una petita incursio en
I'interessantissim territori del control optim, que té relacio amb la programacio
no lineal convexa, pero amb la diferencia fonamental que en els problemes de
control optim les solucions son funcions del temps, mentre que en els de pro-
gramacio no lineal d'optimitzacio en temps discret son vectors de components
associats als periodes.

El problema del control optim és el seguent:

Amb x =(x,...x ), u=(u,..u,),

minimitzar JOTF(Z‘,X(Z‘),U(T))O’Z‘

s.a  x'(t)=1(t,x(t),ult)
ult) e K cR”
x(0) = x,, (x(7) = x;)

Assumim que les funcions F i f son diferenciables. El vector x (per brevetat,
no sempre farem explicita la dependencia de ) descriu I'estat del sistema; u
és el control; I'equacio diferencial x'(t) = f(t, x(t),u(t)) * expressa la dinamica del
sistema i la condicido x(7) = x, pot estar present o no. La integral que es tracta
de minimitzar correspon a algun tipus de cost (temps, energia, diners...) associat
a la trajectoria de |'estat inicial al final mitjancant el control aplicat al sistema.

L’element central de la teoria del control optim és el principi de Pontriagyn, que
defineix les condicions necessaries d'optim:

Sigui H(t,x,u,A) = F(t,x,u)+ Alt)-f(t,x,u), que es denomina |'hamiltonia, on
A =(4,...4,) és el vector de multiplicadors, denominats coestats.

Aleshores, si (x,u) és un parell optim per al problema de control existeix A(f)
tal que:

ax(t)
ar

40n x'(t) =
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OH(t, x,u,A)
ox
Ht,.x,u,l) = miKn H(t, x,v,A)

x'(t)=f(t, x,u), x(0) = x,, (x(T) = x;)

A't)=-

Si la condicio x(T) = x; no esta present s’ha de complir la denominada con-
dicio de transversalitat: A(T) =0.

Aquest sistema d'equacions, que inclou el programa no lineal
Ht,x,u,A)= mi/pH(z‘,x,v,ﬂ) , pot ser molt dificil de resoldre. Pero si K =R"”,

oH(t, x,u,A)
ou

Ht,x,u,A)= mi/p/—/(z‘,x,v,ﬂ) equival a 0.

Aquestes condicions necessaries son suficients si F(¢,x,u) és convexa (con-
cava si el problema és de maximitzacio) en (x,u), 7(t,x,u) éslinealen (x,u) i K
€s convex.

DI05.3. Monopoli mineral: temps continu

Es tracta de determinar, per a temps continu, la politica d’explotacio optima, en
regim de monopoli i per a un horitzo temporal de 7 anys, d'un mineral que es
destrueix o es dispersa en usar-lo.

Se saben les reserves del mineral, A, el tipus d'interes anual (amb interes con-
tinu), / i la relacio, independent del temps, p = ¢(g), entre la taxa d'extraccio del
recurs i el preu.

Prescindim també aqui dels costos d’explotacio.

Si notem x(¢) la quantitat de recurs extreta (i posada a la venda) fins a l'instant
t, tenim:

maximitzar j(:w(q)-q-e‘/"’dt

s.a x'=qg x(0)=0,(x(7T)=R)

Aqui x correspon a l'estat del sistema i g és el control (que en la teoria del
control optim es representa habitualment amb la lletra v). La condicio X(7) = A
I'hnem posada entre parentesis perque, com veurem, |'estat final no sempre ha
de complir-la.

També s'han de complir les condicions x </ i g >0, pero d’entrada en pres-
cindirem.
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d*[elg)q]
ag?
=¢"qg+2¢" <0 iel conjunt K tant si prescindim de la condicio ¢ >0 com si

fit,x,q)=qg es lineal, Flt,x,q9)=¢lg)-ge’" &s concava Si

no, &s convex. Per tant, sig"g+2¢' <0, les condicions de Pontryagin son ne-
cessaries i suficients d'optim.

H(x,q,t,A) =—-plg)ge " +1q

| s’ha de complir A'=- oH =0, 5/—/— —~p'g+p)le’+1=0. D'on A=c
Sx oq

(constant a determinar), i si no determinem |'estat final del sistema s'ha de com-

plir la condicio de transversalitat A(7)=0 i, per tant, A=0 (0<¢t<7),

—(@p-g+p)e’ =0 1 ¢'g+¢p=0. Per exemple, pera ¢lg) =P —g-q (que com-

pleix la condicio ¢"g+2¢'<0) resulta g =Q /2. Aquest resultat és optim a

condicio que %-T <R (T < OE/)ZJ; altrament, cal imposar x(7)= A i aleshores

tenim —(@'g+¢p)e’" +c=0.Pera plg) =P _E.q :

Q
Q
“r-r
o, P QT -2R . Q 7 -
P—ce') i, de dt=R, c=————"/, g=——-% e’
9=5p" ) Jy a0 Q e -1 9T e !

Amb P =100, Q =500, 7 =2.000,/=0,05:

12,57 100 oos 75 g

60057' 1

g=Q/2=250(0<7 <8); glt)=250-

Pera 7 =10, per exemple, tenim g(0)=211,46 i g(10)=186,46.

Enelcas /=0, g=Q/2 0O<T<R/Q/2)ig=RI/T T=2R/(Q/2).

DIO6. Demanda insatisfeta

La direccio comercial d'una empresa de venda per Internet disposa d'un pres-
supost P per adquirir, una sola vegada, les quantitats que decideixi de 3 articles
de temporada, que compra als preus de 10, 20 i 40, respectivament. La direccio
estima que les demandes de cada article, al llarg de la temporada, segueixen
lleis {10, 3.000]. L'objectiu &s minimitzar I’'esperanga matematica de la demanda
insatisfeta.



Observem, en primer lloc, que el nombre d'unitats de cada tipus d’article a la
comanda s'hauria de representar amb una variable entera, pero farem servir va-
riables reals, atesos els ordres de magnitud de les demandes previstes.

Si la quantitat comprada de l'article / (/= 1,2,3) és x,, |'esperanca matematica
de la demanda insatisfeta és:

3.000 1 9
o) =] ToogV X =5 555(3.000-x)

Per tant, la funcio que s'ha de minimitzar és una suma de funcions convexes
(tenen segona derivada positiva), i les restriccions son lineals (la de pressupost
i les tres de no negativitat de les variables) i determinen un conjunt de solucions
factibles amb punts interiors. En consequencia, les condicions de KKT son ne-
cessaries i suficients d'optim.

El problema, doncs, és molt semblant al d'optimitzar el cistell de consum (D104).
L'Unica diferencia, practicament irrellevant, és que aqui es tracta de minimitzar
una funcio convexa i en el de la renda, de maximitzar una funcio concava. Aixo
sf, aqui la funcio objectiu és separable, mentre que en el problema de la renda
no feiem aquest suposit.

KKT:
ﬂ_,_’lo.u -V, = 0
3.000
X, ~3.000 +20u-v, =0
3.000
X3 ~3.000 +40u-v, =0
3.000

La solucio x, =P /10,x, = x, =0 (u,v,,v, 2 0,v, = 0) &s optima per a

0< P <15.000.
Pera 16.000< P~ <52.500: x, =P /50+1.200,x, =2-P/50-600,x, =0.
Pera 52.500< P <210.000:

x,=F[210+2.000,x, =2 /210+1.000,x, =4-P/210-1.000 .

DI07.1. Cartera de valors: actius independents

Es tracta de decidir com hem de repartir uns estalvis entre diferents actius fi-
nancers, com ara deute pUblic, accions, obligacions o diposits bancaris. Es a dir,
determinar la composicio de la cartera de valors.
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El rendiment (anual, per exemple) de cada actiu es pot representar amb una
variable aleatoria. En general, com meés alta n'és |'esperanca matematica, més
alt és el risc associat a |'actiu, de manera que els actius més segurs tenen es-
perances matematiques molt baixes.

La primera, i principal, dificultat per resoldre aquest problema consisteix a deter-
minar el criteri d'avaluacio de les solucions, per a la qual cosa hi ha possibilitats
diverses.

Una és establir un compromis entre I'esperanca matematica del rendiment de
la cartera, que es tracta de maximitzar, i el risc, que es tracta de minimitzar. Si
no es té en compte el risc, s'ha d'invertir Unicament en I'actiu que tingui la major
esperanca matematica, pero quan el risc que té associat no es considera assu-
mible s'han de trobar altres solucions, en que hi hagi una major diversitat.

Que per reduir el risc cal diversificar forma part de la saviesa popular: que mai
no s'han de posar tots els ous a la mateixa cistella €s una expressio que, en
aquesta forma o en una d’equivalent, forma part del llenguatge comu en diver-
sos idiomes des de fa molt temps. Perque és clar que si la cistella cau a terra
probablement es faran malbé tots els ous. La diversificacio redueix el risc i si a
la cartera de valors incloem actius que tinguin entre ells una correlacio negativa,
encara millor. Una altra cosa és saber com mesurar el risc i quina és la diversifi-
cacio optima per reduir-lo.

Markowitz® va proposar com a mesura del risc la variancia de la cartera i un
model de decisio en que la funcio objectiu que s'ha de maximitzar és I'esperanca
matematica del rendiment de la cartera menys la variancia d'aquest rendiment
multiplicada per un parametre no negatiu, A, que expressa la importancia ator-
gada al risc o0 aversio al risc (4 = 0 correspon a no tenir en compte el risc i, per
tant, considerar com a Unic criteri I'esperanca matematica de la cartera; 1 =),
a considerar Unicament el risc). Si hi ha n actius disponibles, amb esperanca
matematica & (/= 1,...,n), IV &s la variancia de la cartera i les variables x, (/=

1,...,n) representen la proporcio de I'estalvi invertida en cada actiu:

maximitzar )" p1,-x; = AV

/=1

1
s.a > x; <1
/=1

-x;, <0 /=1..n

On V' depen de les variancies i de les correlacions entre els actius. Observeu
que la restriccio pressupostaria &s del tipus < (i no =) perque si I'aversio al risc
es molt gran la decisio optima pot ser no invertir tots els estalvis, en el suposit

5 Harry Max Markowitz (1927), premi Nobel d’Economia 1990: “Portfolio Selection” (1952). Journal
of Finance, 7, 1, 77-91.



que els estalvis no invertits tenen un rendiment nul (es podria imposar la igualtat
si a la relacio d'actius n'hi hagués un amb esperanca matematica i variancia
nul-les).

En aquest apartat suposem que els rendiments dels actius son independents,
que totes les seves esperances matematiques son diferents i que els hem nu-

merat de manera que g, > i, >...> u, . Aleshores, si ¢’ (/ =1,...,n) son les vari-

n
ancies dels actius, V' = o”-x? i el model que resulta és:
/=1

n n
maximitzar " p;-x; = Ay o7 X}

/
/=1 /=1

1
s.a > x; <1
/=1

-x, <0 r=1...,n

Com en casos anteriors, tenim un problema de maximitzacio d'una funcio con-
cava amb restriccions lineals que determinen un conjunt de solucions factibles
amb punts interiors i, per tant, KKT son condicions necessaries i suficients d'op-
tim.

Aleshores és immediat, amb un raonament analeg el que hem vist a DI04, que
(x; >0Ax; =00 — > u, (en general, seria >, pero abans hem suposat que

totes les esperances matematiques son diferents).
Per tant, les solucions optimes son de la forma (i) x,,....x, >0; x, ;,....x, =0,

k n
amb k<n i) x,=1obédelaforma (i) x,>0(/ =1..,n i Y x; <1.
/=1 i=1
En el cas (i) tenim:
—i; + 207X, +u=0 (/=1..,k)
—u;,+u-v, =0 (r=k+1..n)

K

/U/ _21
[

1 . 2 ) -
X; = {u. —u) ide Y x, =1 esdedueix v=-
" 2407 # ,Z::‘ !

M-l Q.
QN‘ -

Pera j=k+1,..,n s'hade complir v, =u—-u, >0, ésadi:
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k

>4 22
_ /:1

Vk+1 -

/=1

. 1 S /J,' : 1
_:ukHZO' lSE ZO'_/-Z_ILI/(H.;O'_/Z .

'M» 9,\,
QN‘ -

En el cas {ii):
1 . 1& w,
= P A>—) =
T et 2407
Exemple amb n=3;
/ 1 2 3
4, 0,25 0,15 0,12
0',-2 0,0020 0,0050 0,0004

0<4<25: x,=1x,=x,=0,z=0,25-2.0,0020
501 5 501 2

25<1<355: x\=——+=, X, =———+—=,X; =0,
74T 727
z=214 @—Al[ws +oo7j
74 7 Tal TR
355<2<227,5: x =121, 10, 01, 4 - 1751,
64 4 647 647 64 64 4 64
PR A N . 7224 +128
64 4 64  4.096

227,65 < A x, = 62,5, X, =15, x, = 150—-;
A A A

z= 35,875-l - A17, 9375-i2 =17, 9375-l
A A A

En les grafiques seguents podem veure com el valor de |'esperanca matematica
decreix a mesura que augmenta A, ja que a la cartera optima hi van entrant i
guanyant pes actius amb esperances matematiques menors, i alhora que de-
creix I'esperanca matematica també ho fa la variancia, encara que I'actiu 2 té
una variancia més gran que l'actiu 1; tot i aixi, per la diversificacio, tenim, per
exemple, variancies de la cartera iguals a 0,0020, 0,0018 i 0,0017, respectiva-
ment, pera A igual a 25, 30 i 35, amb unes proporcions de I'actiu 2 iguals, també
respectivament, a 0, 0,0476 i 0,0816.
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Finalment, a la grafica segluent es representa |I'esperanca matematica en funcio
de la seguretat (considerada com |'oposada al risc i, per tant, a la variancia de la
cartera). Es una corba concava que correspon a totes les carteres no dominades
o optimes de Pareto (s a dir, que no hi ha cap cartera que tingui, alhora, més
esperanca i més seguretat). Les carteres dominades son les representades per
punts a l'interior del recinte delimitat per la corba i els eixos de coordenades.
Ningl que accepti els criteris del model i actui racionalment ha d'elegir una car-
tera que no sigui un optim de Pareto. Aquesta corba sintetitza la informacio re-
llevant per decidir el pla d'inversio dels estalvis; &s inversemblant suposar que
una persona pot saber quin és el que podriem denominar el seu valor de A, pero

no li ha de ser tan dificil triar un punt en la corba de Pareto.
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Corba de Pareto

w
)

N
a1

o o o o o
=N
o o

il
o
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Esperan¢a matematica

0,00
2,00 1,50 1,00 0,50 0,00

Variancia (103)

Finalment, aquest problema, tot i que conceptualment és una mica més compli-
cat, &s forca semblant a d'altres anteriors d'aquest mateix capitol, en que les
condicions KKT permeten trobar les solucions optimes en funcio d'un parametre
(temps disponible, pressupost, renda, 4) i el procediment es basa a posar les
variables suposades positives en funcio del multiplicador de la restriccio pressu-
postaria, suposada activa. Com en tots els casos esmentats, si la funcio objectiu
es separable, és facil trobar una expressio per al multiplicador i, per substitucio,
establir les expressions per a les variables suposades positives. En tots el casos,
KKT ha permes també establir un ordre de les variables mitjancant la considera-
cio d'un parell en que una és positiva a I'optim i I'altra no.

DIO7.2. Cartera de valors: actius correlacionats

A DI07.1 hem suposat que els rendiments dels actius eren independents i, per

n
tant, IV = Zaf-xf. Si hi ha correlacions, calculem I, seguint Markowitz, amb
/=1

n n n
I'expressio V =Y o7 X7 +2) > 0,x;x, .

/=1 /=1 j=i+1
En aquest cas, el plantejament no canvia substancialment en relacio amb el de
DI07.1 La funcio objectiu també és concava perque les matrius de covariancies
son semidefinides positives i, per tant, les condicions de KKT també son neces-
saries i suficients d'optim. Només es complica una mica la resolucio, perque, en
no ser separable la funcio objectiu, en cada interval dels valors de 4 s’ha de
resoldre un sistema d’equacions lineals (com que la funcio objectiu és quadra-
tica, les condicions de KKT ens porten a equacions lineals).

Si considerem només dos actius, si la correlacio és negativa la diversificacio afa-
voreix encara mes la reduccio de la variancia.



Vegem-ne alguns exemples, amb les dades de DI07.1 corresponents als actius
11 2. El suposit que s'inverteix la totalitat dels estalvis en l'actiu 1 sols es pot
complir pera 4 <62,5, ja que per a valors més grans el multiplicador de la pri-
mera restriccio es faria negatiu. Pera p,, =-0,5 (o, = p,,-0,-0, =—0,00158),
I'interval de 4 per al qual la solucio optima consisteix a invertir-ho tot en |'actiu
1 passa de [0, 25] per al suposit de correlacio nul-la (vegeu DI07.1) a [0, 13,96].
lamb p,, =100, a [0, 9,69]. Pera p, =0,50 i p, =100, la solucio d'invertir
tots els estalvis en I'actiu 1 és optima pera 0< 1 <62,5; per a valors de 4 su-
periors a 62,5, no &s optim invertir la totalitat dels estalvis (s'ha d'invertir, Unica-
ment en I'actiu 1, una quantitat que decreix a mesura que augmenta 1 ). Per a
valors de —1< p,, £0,379473, hi ha una 4 <62,5en qué entra a la solucid op-

tima l'actiu 2.

Els escenaris de presa de decisions financeres poden tenir una estructura més
complexa que la del problema de seleccio de cartera. De fet, la sofisticacio dels
productes financers ha augmentat significativament, especialment en els anys
que precediren I'esclat de la gran crisi financera de 2008. L'enunciat seguent
correspon al d'un examen de 2009, moment en que hi havia grans turbulencies
en els mercats financers que alguns economistes atribuien a la proliferacio de
productes com ara els bundles (feixos) de drets hipotecaris.

DIO7.3. Cartera de valors: bundles

Un fons de titulitzacio disposa de 10.000 u. m. i les vol destinar a adquirir bundles
(feixos) de drets hipotecaris, dels quals n’hi ha de tres tipus (1, 2, 3) que es
venen, respectivament, a 100, 150 i 200 u. m. cada feix. L'import total dels drets
hipotecaris inclosos en cada feix &s el mateix per a tots, independentment del
tipus de feix de que es tracti. Els feixos contenen drets sobre tres tipus d’hipo-
teques: P (prime), S (subprime) i N (NINJA: no income, no job, no asset), en les
proporcions (en %) que indica la taula.

Feix tipus 1 Feix tipus 2 Feix tipus 3
40 50 65
40 35 10
20 15 25

La direccio del fons estima que I'esperanca matematica dels beneficis que pot
obtenir amb la venda dels feixos, a final d'any, és igual a 4, 10 i 20 u. m., per a
cada feix dels tipus 1, 2 i 3, respectivament.

Aixi mateix, la direccio estableix que, en el conjunt de feixos que adquireixi, que
han de ser com a minim de 2 tipus diferents, la proporcio d'hipoteques P no ha
de ser inferior al 50 %, la d'hipoteques S ha d’estar compresa entre el 20 % i el
25 % i la d’hipoteques N no ha de ser superior al 20 %; si es compren feixos
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d'un tipus, se n"han de comprar almenys 3, i si es compren feixos de tipus 1 per
un import no inferior a 5.000 u. m. I'import destinat als feixos de tipus 3 no ha
de superar els 2.000 u. m.

El plantejament d'un model lineal de programacio matematica per a aquest pro-
blema no presenta gaires dificultats.

maximitzar z =4-x, + 10-x, + 20-x,

100-x, +150-x, +200-x, <10.000

0,10.x, —=0,15-x, <0 (*)

-0,20-x, -0,15-x, +0,10-x, <0

0,15.x,+0,10x, -0,15x, <0

—-0,05.x, +0,05.x, <0;

3y, < x, <100,

3y, < x, <66y,

3y, < X3 <60y,

VitVot+ys 22

X, <49+51r ex

X, < 10+40-(‘I—r)}( )

X, €Z,, (1=123)

y, {01} (/=12,3)

re {0,1}
(*) de 0,40-x, +0,50-x, +0,65-x, < 0,50-(x; + x, + x;) i analogament les dues res-

triccions seguents
(**)(100-x, 2 5.000) — (200-x, < 2.000); (x, =50) - (x, <10);

(x, <50) v (x, <10)
La solucio optima que se n'obté és:

x, =0, x, =29,x, =28, amb una inversio de 9.950 u. m. i una esperanca mate-
matica dels beneficis anuals de 850 u. m. (8,54 % sobre la inversio).

Observeu que si imposéssim que la inversio fos igual a la disponibilitat de fons
(10.000 u. m), a la solucio optima ( x; =0, x, =32, x, = 26) correspondria una es-

peranca de beneficis de 840 u. m. (8,40 % sobre la inversio).

Els anomenats sistemes experts emulen el comportament de persones o de
comissions enteses en la presa de decisions d’'un tipus determinat. En veurem
dos exemples molt senzills en que es tracta de determinar quin pes s'ha datri-
buir a cada criteri en una funcio d'utilitat lineal (en definitiva, es tracta de distribuir
un pes total entre els diferents criteris adoptats per avaluar les alternatives).
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DI08.1. Sistema expert: preferéncies binaries

En el procés de disseny d'un producte s'han generat 8 variants que s'han ava-
luat, mitjancant mesures objectives, segons 7 criteris diferents. Normalitzades
les avaluacions en I'escala 0-100, s'ha obtingut la taula seguent:

\C/;:er:t_l’ 1 2 3 4 5 6 7
1 60 | 20 | 50 | 40 | 70 0o | 20
2 80 | 95 | 65 | 30 | 60 | 90 | 90
3 756 | 90 | 45 | 20 | 30 5 5
4 70 | 70 | 50 | 20 | 40 | 80 | s0
5 656 | 50 | 75 | 80 | 95 | 50 | 75
6 60 | 10 | 80 | 70 | 90 0 | 50
7 656 | 15 | 50 | 90 | 85 0o | 20
8 9 | 26 | 80 | 59 | 73 | 19 | 79

S’ha demanat al comite que pren habitualment les decisions sobre nous produc-
tes que compari determinades parelles de variants i que manifesti la seva pre-
ferencia per una de les variants de cada parella. El resultat de la consulta és que
el comite prefereix la variant2ala1,la4ala3,la6ala7ila8ala3;entrela?2
i la 5 el comite no manifesta cap preferencia.

Es vol determinar el valor dels pesos amb que ponderar els criteris per tal que
les notes resultants (entre 0 i 100) siguin coherents amb les preferencies mani-
festades pel comite, i es considera que perquée la diferencia entre dues notes
sigui significativa no ha de ser inferior a un llindar § (per al qual, en aquest cas,
s'ha adoptat el valor 1,00).

Les variables son els pesos w, (/= 1,...,n), amb n =7 en aquest cas, que ens
donaran les notes v; de cada variant (/= 1,...,m), amb /m = 8 en aquest cas, a
partir dels valors &, de la taula:

n
u, = 23//. w, (/=1,..m)
/=1

En el model que plantegem, per mor de la claredat, hi figuren explicitament les
variables v, , tot i que no sbn necessaries, ja que es poden substituir pel segon

membre de I'expressio que les defineix.

Si es vol que les notes satisfacin les preferencies manifestades pel comite, les
variables v, i u,han de complir la restriccio v, >u, +J si el comite prefereix la

variant £ ala / i les restriccions -8 <u, —u, <J si entre les variants £ i /, el
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comite no manifesta preferencia per cap de les dues. Qualsevol conjunt de va-
lors dels pesos que satisfaci totes les restriccions anteriors és solucio del pro-
blema. Una forma de trobar solucions factibles per a un conjunt de restriccions
és plantejar un problema d'optimitzacio amb una funcio objectiu qualsevol, per
exemple, minimitzar w,, i resoldre’l. Els metodes de resolucio de problemes
d'optimitzacio requereixen, habitualment, que les restriccions que defineixen el
conjunt de solucions factibles siguin desigualtats no estrictes. En aquest cas
hem aproximat les restriccions -6 <u, —u, <dper aquestes altres

-0'<u, —u, <8, amb &' =5 -¢(e> 0ipetit), i hem resolt el model

minimitzar w,

n

S.a D‘//:1

/=1

u :ia,/w/. /=%...,m

/=1
u-u +6<0 Vp=(k/)eD
u-u, <6 vp=(kl)el
u, —u, <48 Vp=(k/)el

on el conjunt D és el de les parelles d'alternatives que el primer element de la
parella és preferible al segon, i /, com el de les parelles que cap element és
preferit a l'altre, i, amb ¢ = 0,001, hem obtingut els pesos:

w, w, W, w, Wi W w,

0,6584 0 0,0835 0 0,2383 0 0,0199

| les notes:

u, u, Uy U, Us Us u, Ug

60,753 | 74,181 | 60,381 | 61,381 | 73,182 | 68,619 | 67,619 | 84,896

Suposem ara que demanem al comite que compari les variants 2 i 3, i manifesta
que prefereix la 3 ala 2. En resoldre el model veiem que el conjunt de solucions
factibles és buit i, per tant, no obtenim cap valor dels pesos. Si ens conformem
amb uns valors dels pesos amb que no se satisfacin totes les preferencies del
comite, podem relaxar aquesta condicio i imposar que els pesos siguin compa-
tibles amb el maxim de preferencies possibles. Aleshores, cal definir unes vari-
ables y, €{0,1} Vpe DU/, iguals a 1 siinomes sila relacio entre les notes de

les dues variants que componen la parella p és I'apropiada.

Sigui la parella (4,/), i suposem que el comite prefereix & a /; s'ha de complir:

U <u+6—>y,=0
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Es adir:

U —u, +6<(100+0)(1-y,)
o bé

u,—u, <100-(100+9)y,

En canvi, si cap de les dues variants d'una parella no es prefereix a I'altra s'ha
de complir que:
-0<UuU,—U <6

[, per tant:
U -u+6<0->y,=0
U -u-620->y, =0
D'on:
U —u,—06"'<(100-5"-(1-y,)
U, —u,=0"'<(100-5")-(1-y,)
o bé

u,—u, <£100-(100-6")y,
u,—u,<£100-(100-05"y,

Per tant, podem formular el model seguent:

P
maximitzar Yy,
p=1

n
sa yw, =1
/=1
n
U/' = za/] -W/. /= 1 ..... m
/=1

u,—u, <100-(100+6)y, VpeD
u,-u, <100-(100-6"y, Vpe/
u,—u,<£100-(100-96"y, Vo e/

Amb el qual (amb & =0,001, §'=0,999) s'obtenen els pesos:

w, W, W, w, Wi Wi w,

0,56209 0 0 0,2154 0 0 0,2637

La solucio optima no és Unica, per la qual cosa en resoldre el model se’'n pot
obtenir una de diferent.

| les notes:

u, u, Uy U, Us Ug u, Ug
45,142 | 71,867 | 44,691 | 61,867 | 70,868 | 569,517 | 568,617 | 80,421

143



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

144

Que son coherents amb 5 de les 6 preferencies i indiferencies del comite, per
la qual cosa totes les y, son iguals a 1 excepte una, la de la parella (3,2), i el

valor optim de la funcio objectiu és 5.

DI08.2. Sistema expert: notes

Ara suposem que el que es demana al comite és que atribueixi una nota com-
presa entre 0 i 100 a cada una de les variants, i que es volen determinar els
pesos de manera que minimitzin la suma dels quadrats de les diferencies entre
les notes ponderades i les atribuides pel comite.

Suposem tambeé que les notes del comite son les seguents:

Variant 1 2 3 4 5 6 7 8
Nota 38 72 40 56 72 53 48 58

En aquest cas, si notem g, (/ =1,...,m) les qualificacions atorgades pel comitg,
el model es pot formular de la manera seguent:

minimitzar Y (v, - g,)?
/=1

s.a ZW/ =1

| s'obté:

w, w, W, w

0,0466 | 0,2220 | 0,1226 | 0,1433 | 0,2314 | 0,0915 | 0,1427

amb un valor optim de la funcio objectiu igual a 0,1334.

L'assignacio d'escons a les opcions politiques que s’han presentat a unes elec-
cions, en funcio dels resultats que hi ha obtingut, &s un problema d'una gran
importancia al qual s'ha donat solucions molt diverses. En aquest cas, el recurs
son els escons en joc en els comicis corresponents.

DIO9. Escons

Si hi ha £ escons per assignar, les opcions (diguem-ne partits) que s'han pre-
sentat a les eleccions han obtingut n, (/= 1,...,P) vots i I'objectiu és atribuir els



escons proporcionalment als resultats, aixo nomeés és possible si els quocients

P
g =En, /Zn/. son enters pera /= 1,...,P, la qual cosa és forca improbable.

/

Aleshores, en general es tractaria de determinar uns valors enters no negatius,
X,;, que sumin £ i que s'assemblin tant com sigui possible als g; .

P
minimitzarZ(p(X,,q,.)

/=1

on ¢ és una funcio no negativa, tal que (p(q,.,q,.) =0 ique, a banda i banda del
valor g, de la variable x; (g, no és una variable, sind un parametre de la funcio),
ha de tenir un valor més gran com més gran és la discrepancia entre x; i g;;

per exemple, (x,-q,)" o [1-x, /4.

Aparentment, el programa matematic plantejat pot ser dificil de resoldre per
moltes de les funcions que hom pot arribar a imaginar. Tanmateix, no es dificil

demostrar que per tota ¢ |@(g;,x,) >0/ ¢(g,.g,)=0 i convexa, la solucic op-
tima s’obté amb la regla de les fraccions més grans o de Hamilton,® que consis-
teix a assignar a cada partit la part entera de g; i els escons pendents d'assignar,

un a un, per l'ordre de major a menor, de les parts fraccionaries d'aquests valors
(els empats es poden resoldre arbitrariament).

Aquest procediment té la propietat que la discrepancia entre x; i g, &€s sempre

menor que 1. Ara bé, es pot donar el cas que presenti la denominada paradoxa
d'Alabama, que consisteix en que si passem d'E escons a £ +1 algun partit
perdi un esco. Per exemple:

n=n,=6n,=1,
Per £=5;9,=q9,=30/13=2+4/13,9,=5/13; x,=x, =2,x; =1
| per £E=6: g,=q9,=36/13=2+10/13,g,=6/13; x,=x,=3,x,=0. Es a

dir, quan hi havia 5 escons per assignar al partit 3 n’hi corresponia 1, i amb 6
escons se'n queda sense.

6 Alexander Hamilton (1755-1804) va ser el primer secretari del Tresor dels Estats Units i va proposar
el metode de les fraccions més grans per distribuir els escons de la cambra de representants entre
els diversos estats. El seu retrat figura en els bitllets de 10 $ USA, i la seva popularitat s'ha reforcat
recentment per I'exit d'un musical de Broadway inspirat en la seva vida.
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Un problema que té una connexio sorprenent amb el de |'assignacio d'escons
és el de sequenciacio d'unitats de diversos tipus en un recurs que només en pot
atendre una en cada periode (una linia de produccio, una maquina, un emissor
de missatges...) amb I'objectiu que la sequéncia sigui regular, &s a dir, que en
qualsevol subsequencia les unitats dels diversos tipus estiguin representades
en una proporcio similar a la que els correspon en el conjunt d'unitats. En prin-
cipi, I'aplicacio successiva, pera £=1,2,... d'un procediment d'assignacio d'es-
cons, és una forma d'obtenir una sequencia regular, pero ha de ser un
procediment que no presenti la paradoxa d'Alabama, com els denominats me-
todes del divisor, entre els quals es troba el de d'Hondt 7 (que coincideix amb el
que abans va concebre Jefferson)® o el de Webster (que es coneix també com
de Sainte-LaguUe, tot i que aquest matematic frances el va proposar moltes de-
cades meés tard que Webster).

Des d'un punt de vista abstracte, es pot considerar que aquests dos problemes
(I'assignacio d’escons i les sequencies regulars) son casos particulars de I'ap-
portionment problem (es a dir, el problema del prorrateig).

En el plantejament habitual del problema de regularitat de la sequéencia (com ara
la sequencia d'unitats que passen per una linia de produccio o la sequencia de
missatges emesos des d'un dispositiu que en cada instant només pot estar in-
actiu o enviar un sol missatge) se suposa que cada unitat (cotxe, missatge...)
requereix una unitat de temps (si es tracta d’'una linia de produccio, s'adopta
com a unitat de temps el temps de cicle), i que el nombre d'unitats és igual (o,
molt menys sovint, menor) que el d'unitats de temps disponibles.

En principi, parlar de regularitat nomeés té sentit si les unitats son de m tipus
diferents i, si més no per a alguns tipus, el nombre d'unitats, n, (/=1,...,m), és

meés gran que 1, pero, com es veura a continuacio, segons com es mesuri la
regularitat també es pot parlar de regularitat de sequencies en qué totes les
unitats son diferents.

La mesura de la regularitat d'una sequencia s'ha definit de maneres molt diverses.

Sila mesura es basa en la distancia entre la posicio de la unitat (és a dir, I'instant
en que es completa un cotxe a una linia o I'instant en que es completa I’'emissio
d'un missatge) i una posicio que es considera ideal (és a dir, es considera una
penalitzacio creixent amb la distancia entre la posicio real i la posicio ideal de
cada unitat; aguesta penalitzacio pot ser lineal o no lineal i les penalitzacions pels
avancaments i pels retards poden ser diferents, i també poden ser-ho les pena-
litzacions corresponents a unes o altres unitats), I'optimitzacio de la regularitat
es redueix a un problema d'afectacio. Es en aguest suposit de mesura de regu-
laritat basada en les discrepancies entre posicions reals i posicions ideals que

7 Proposat I'any 1878 per Victor d'Hondt (1841-1901). Trobareu una altra connexio entre els proce-
diments d'assignacio d'escons i els de programacio d'activitats a VI10.

8 Thomas Jefferson (1743-1826).



es pot considerar la regularitat d'una sequéncia en que totes les unitats son di-
ferents, a condicio que estigui definida la posicio ideal de cada unitat (que pot
ser, per exemple, la data de lliurament compromesa).®

En canvi, si la mesura es basa en les distancies entre dues unitats consecutives
del mateix tipus, el problema &s de tipus quadratic i esdevé molt més dificil de
resoldre.

No incloem exemples numerics, perque quan la determinacio de la sequencia
optima es redueix a resoldre un problema d’afectacio un exemple no afegiria res
als problemes d'aquest tipus inclosos en el capitol “Vincular”, i, en el cas qua-
dratic, hauriem d’anar més enlla dels limits d’aquest text.

9 En general, programar unes activitats en una maquina de tal manera que es minimitzi una mesura
de la discrepancia entre les dates de complecio i les dates compromeses és un problema dificil
(excepte per a algunes mesures especifiques de discrepancia). Pero el cas a que ens referim té la
particularitat que els temps d’execucio de totes les activitats son iguals.
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Fornir-se

En els problemes del capitol “Distribuir” es tracta d'algl que té un recurs i el vol
repartir optimament. En el present capitol es tracta d'algl que necessita un o
meés recursos i vol determinar la manera optima d'aconseguir-los i, de vegades,
la quantitat o quantitats que en necessita per assolir un objectiu determinat. Aixi
doncs, en certa manera hi ha una relacio especular entre els dos tipus de deci-
sions, pero aixo no treu que, en passar de la definicio general a les aplicacions,
hi hagi diferencies significatives entre les unes i les altres.

FOO01.1. Saldos: un article

La Saldadora, SA, es dedica a comprar a la productora i vendre al mercat articles
que deixen de fabricar-se.

Suposem que pot adquirir, a ¢ u. m. la unitat, la quantitat que desitgi d'un article
determinat, que vendra, a un preu p u. m., a un ritme uniforme de runitats per
unitat de temps. Adopta com el criteri el VAN, amb un coeficient d’actualitzacio

iguala e .

Quina quantitat ha d'adquirir de I'article en questio?

Sigui g (que suposem real) la quantitat. La Saldadora ha d'optimitzar (maximitzar)
la funcio:

qlr ) . 9
VAN(g) = I r-p~e"’di—c'q=ﬁ~[1—e ’]—c~q
/
0
que és concava (segona derivada < 0), per la qual cosa el valor optim de g és el
que anul-la la primera derivada:
. r, c
qg =——:In—
rp
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Per exemple, amb ¢ =10, p=25,r=10 i / =0,01, resulta ¢ =916,29 unitats
i la funcio objectiu assoleix el valor 5.837,09.

La convexitat de la funcio permet resoldre el problema d'una manera alternativa:

el nombre d'unitats que s'han d'adquirir ha de ser tal que I'ingrés actualitzat de
_a
la darrera fraccio adquirida sigui igual al cost: pe 7 =c-

Si el nombre d'unitats que s’han d’adquirir ha de ser enter, s’ha de comparar
VAN(916) amb VAN(917).

Si es donés el cas que la quantitat que pot subministrar la proveidora fos inferior,
I'optim seria comprar-li totes les existencies.

Si La Saldadora ha de considerar n (> 1) articles en les decisions de compra, ha
de resoldre n exemplars com l'anterior i, si no hi ha cap relacio que vinculi els
articles entre si, I'optim global és la reunio dels optims corresponents a cada un
dels n articles.

FOO01.2. Saldos: dos articles

Habitualment, La Saldadora haura de considerar més d'un article en les seves
decisions de compra i tenir en compte limitacions pressupostaries o de capacitat
del magatzem, o ambdues, per exemple. Suposem que pot adquirir dos articles
diferents, que les dades del primer son les de |'enunciat anterior i les del segon,
c’'=20, p’=60, r'= 5. Al'espai disponible en el magatzem hi caben 1.500
unitats del primer article o 600 del segon.

Sense la restriccio de capacitat del magatzem, la quantitat optima del segon
article seria 549,31 i el valor de la funcio objectiu seria 14.850,97. Com que
916,29/1.500 + 549,33/600 > 1, cal resoldre el problema de manera que es
compleixin les restriccions g /1.500+ g’ /600 <1 (que sera activa a I'optim), g,

@' >0 (que no seran actives a |'optim, perque els valors optims d'aquestes va-

riables quan no hi ha restriccio de capacitat no arriben, cada un per separat, a
omplir el magatzem).

La solucio optima es pot trobar mitjancant la resolucio del programa matematic

seguent:
. r-p - fl-pl —/"i: L
maximitzar —{1-e ’ |-cq+——|1-e " |-c'q
/ /

9 .9 .
1.500 600 ~
q.9'20



O be trobant la solucio del sistema d’equacions seguent, en el qual v és el
multiplicador associat a la restriccio de capacitat del magatzem:

i
;

-pe +q+L—O
1.500

'e_/'%‘+ Y -0
P 77600
9 .9 _

1.5600 600

s.a

v,9,g'20

La solucio optima és g =601,66, 9" = 359,34, el valor de la funcio objectiu és
13.477,17 i el del multiplicador associat a la restriccio de capacitat, 5.546,34. Es
a dir, un augment de I'1 %o en la capacitat del magatzem implicaria un augment
de la funcio objectiu de 5,546 u. m., si el valor optim del multiplicador es man-
tingués constant en I'interval [1,000; 1,001]; com que canvia lleugerament al
llarg d'aquest interval, amb I'increment de I'1 %o, I'augment de la funcio objectiu
és lleugerament diferent, igual a 5,540.

L'origen de la formula del lot economic (EQOQ: Economic Order Quantity) es re-
munta a 1913, quan va ser publicada per Ford Whitman Harris.! Es basa en els
suposits de demanda uniforme (D unitats de producte per unitat de temps),
preu d'adquisicio al proveidor constant (independent de la quantitat demanada
en cada comanda), cost de llancament (L u. m./lot) cada vegada que es demana
un lot al proveidor i cost de possessio de A2 u. m. per unitat de producte cada
unitat de temps (amb que resulta un cost de possessio proporcional amb A/2 al
nombre d'unitats, g, del lot, ja que el nivell d’estoc passa linealment de ¢ a 0
des que es rep un lot —que se suposa que entra de cop en el magatzem, a dife-
rencia del que succeiria si les unitats, en comptes de procedir d'una proveidora,
fossin de produccio propia— fins l'instant anterior a aquell en que es rep el se-
guent). Harris, en el seu article planteja la funcio que s'ha d’optimitzar, i dona
després la formula de I'EOQ sense detallar com hi arriba, perqué diu que aixo
requereix matematiques avancades (“the solution of this problem involves
higher mathematics”). Pero com que la funcio és convexa i depen de la variable
g, nomeés cal igualar a 0 la derivada en relacio amb aquesta variable i aillar el valor
corresponent de la dimensio del lot:

. [2DL
R S

" Harris, F.W. (1913) How many parts to make at once. Factory, The Magazine of Management, 10,
2, 135-136, 152. Reimpres a Operations Research, 1990, 38, 6, 947-950.
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Si el lot s'ha de produir en la mateixa empresa, amb una maquina que té una
capacitat de produccio coneguda (A unitats de producte per unitat de temps),
la formula que dona la dimensio optima del lot (EPQ: Economic Production Quan-
tity) és molt semblant a la de I'EOQ: nomeés cal reemplacar-hi A per

h= h-[1—%} Ara bé, en aquest cas, si per iniciar la produccio del lot cal un

temps de preparacio (7 ), s'ha de tenir en compte la limitacio en el nombre de

R-D
Segurament, i des de fa molts anys, no hi deu haver cap llibre de text sobre

direccio d'operacions que no presenti I'EOQ, una de les formules més populars,
per dir-ho aixi, en I'ambit de la direccio d’'operacions.

lots, de la qual es deriva la fita inferior de la dimensio dels lots: g > T

Tanmateix, I'auge del JIT (just-in-time) suscita dures critiques sobre I'EOQ al
voltant dels anys 80 del segle passat: els lots optims només podien ser els que
constaven d'una sola unitat, I'EOQ ignorava els costos de deteriorament i d’ob-
solescencia de I'estoc (tot i que Harris en el seu article es refereix explicitament
als costos de "interest and depreciation on stock”?), els costos de llancament
s’havien de reduir a valors negligibles, de manera que en resultes g =1. Aixo

es pot interpretar com una desqualificacio de la formula de I'EOQ o bé com una
ampliacio del punt de vista sobre el problema: el cost de llangcament també s'ha
de considerar com a variable; pero per reduir-lo s’han de fer coses (millorar me-
todes, incorporar una tecnologia nova...), i fer-les t& un cost. Aleshores, la di-
mensio optima no sera necessariament igual a una unitat, sind que dependra
dels costos implicats en la reduccio, si convé, del cost de llancament.

FO02.1. Variacions Harris: el cost de llancament

Suposem que el cost de llancament es pot reduir d’acord amb I'expressio L.e™**,
on a és un coeficient positiu i x &s I'anualitat (si la unitat de temps és I'any; si

2 En un article del professor Donald Erlenkotter (Erlenkotter, D. (1989) An Early Classic Misplaced:
Ford. W. Harris's Economic Order Quantity Model of 1915. Management Science, 35, 7, 898-900)
s’expliquen algunes de les vicissituds de les referencies als treballs de Harris. Durant molt temps,
si més no des de 1931, a causa d'una referencia que contenia errors diversos i que es va anar
reproduint en articles posteriors, es va creure que la formula de I'EOQ s'havia publicat per primera
vegada I'any 1915, com a capitol de llibre. Quan Erlenkotter va buscar el llibre, no el va trobar a partir
de les dades que figuraven a la referencia; finalment, el va localitzar en una seccio de documents
fora d'Us d'una biblioteca universitaria, amb quée va poder establir la referencia correcta. Aquesta
peripecia va fer arribar a Erlenkotter a la conclusio que “the citations to Harris's work over the past
35 years suggest that no one during this period has actually seen his paper”. Addicionalment, abans
que es publiqués I'article de 1989, el mateix Erlenkotter descobri que la primera publicacio de Harris
sobre I'EOQ no era de 1915, sino de 1913 (vegeu la nota 1).

Mes informacio sobre aquesta questio i sobre la vida i obra de F. W. Harris es troben a Erlenkotter,
D. (1990) Ford Withman Harris and the Economic Order Quantity Model. Operations Research, 38,
6, 937-946.



no, el cost corresponent a la unitat de temps que s'adopti) corresponent a les
accions dutes a terme per a la reduccio.

Aleshores, la funcio que s'ha d’optimitzar és:
z(x,q9)=x +ﬂ-e"” +l-h-q
q 2

(on es pot substituir, si conve, A per A).

Es facil comprovar que aquesta funcio és convexa.

2

[04 [04
7 2
La matriu hessiana és Hz(x,q) = D-L.e™**. )
o
@ q
| &s definida positiva pera g > 0 perque el factor D-L.e ** &s positiu, a* /g >0
2 2 2
i el determinant és 2-0(—4—0[—4 = a_4 > 0.
g q q

Si hi ha limitacions en el volum de la inversio dedicada a reduir el cost de llanca-

D-R o
5 7= Q, el programa matematic

ment (x <P) i fem DL = A, %-/3:3 i

que s'ha de resoldre és

minimitzar z(x,q) = x +£.6ra-x +Bq
q

s.a -x<0 (u,)
X <P (up)
-g<-Q (up)

On s’ha prescindit de la condicio g > 0 (que, com es veura més endavant, es
compleix sense que calgui preocupar-se’'n) i s’ha indicat la notacio adoptada per
als multiplicadors (> 0) associats a les restriccions.

En tractar-se d'un programa matematic amb 2 variables i 3 restriccions, hi ha
diverses maneres, relativament senzilles, d’obtenir-ne la solucio optima. La més
expeditiva, per descomptat, &s fer servir un resolvent (si, com en aquest cas, es
donen les condicions per fer-ho de manera fiable —convexitat de la funcio objec-
tiu i de les funcions que defineixen les restriccions—). Pero aixo no permet apro-
fundir els coneixements sobre |'optimitzacio no lineal ni establir propietats
generals de les solucions d'aquest tipus de problema.

L'enfocament més general consisteix a fer Us de les condicions de Karush, Kuhn
i Tucker (KKT), que en aquest cas son condicions necessaries i suficients d'optim
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perque la funcid objectiu és convexa, i les restriccions, que son lineals, determi-
nen un conjunt de solucions factibles amb punts interiors:

1- a-ﬁ-e"” —u, +Uu,=0
q

—iz-e"” +B8-u,=0
q

En general, a priori no sabem quines son les restriccions actives o inactives a
I'optim i aquesta és la dificultat principal per trobar-lo. Fixat el conjunt de restric-
cions actives, perque es compleixi KKT els multiplicadors corresponents a les
restriccions no actives han de ser nuls, i aixo determina un sistema d'equacions
(amb les variables originals del programa matematic i els multiplicadors de les
restriccions actives) i a la seva solucido es compleix KKT si es compleixen les
restriccions considerades com a no actives i tots els multiplicadors son no ne-
gatius; si KKT és condicio suficient d'optim, la solucio, per tant, és optima.

El nombre de conjunts possibles de restriccions inactives pot ser molt gran i
aleshores no és viable resoldre el problema d'optimitzacio via I'enumeracio
d'aquests conjunts. Pero en el cas que ens ocupa nomeés hi ha 6 combinacions
possibles de restriccions actives i no actives, perque, tot i que hi ha 3 restricci-
ons, les dues primeres no poden ser actives simultaniament (vegeu la figura). A
continuacio analitzem cada un dels 6 casos, d'acord amb la numeracio de la fi-
gura.

al

Cas 1:
O<x<Pg>Q =W, =u,=u,=0)

1- a-ﬁ-e"” =0 : :
x =—In(@*AB), g =—
a “ 7 B

e +B=0 @

| s’han de complir les condicions:



C, a"AB>1

C, “hnle?-4B)<P
o

C, aBQ0<1
Cas 2:
x=0,9>0)=(, 20,u, =u, =0)
1—a-£—ux =0 y
q= \/:,UX =1-avAB
A B
——2+B:0
| s"han de complir les condicions:
C, a*AB<1
C, C)<\/E
B
Cas 3:
x=0qg=0)=,,u,20,u, =0)
A
1—a-5—uX =0 P
u,=l-a—,u,=-——5+8
A B Q Q
—?4' _UO =0
| s"han de complir les condicions:
c, Q= \/z
B
C, QzaA
Cas 4:

O<x<Pg=0)=,=u,=0,u, 20)

1‘“26““:0 1, aA 1
X=—IN—, u,=B-——
A a aQ
—?'e + B—UO =0
| s'han de complir les condicions:
C, aBQ>1
C, Q<aA
Ce l-Inﬂ <P
a Q
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Cas 5:
x=Pg=0Q =, =0,uy,u,20)

= a-ﬁ-e’“"’ +u, =0
A -a-P A -a-P
Up ==l+a—e""  u,=-——e"" +8B
A Q
~52¢€ “»+B-u,=0
| s'han de complir les condicions:
C, aBer 31 (l-lnﬂ > P)
Q a Q
G, BQ* > Ae ™’
Cas 6:
x=P,g>0)=, =u,=0,u, 20)
T-a—e*" +u, =0 7
9 U, =-1+aNABe*", g=|=e""
/4 —(Z'/D B
——2' + B = O
q
| s'han de complir les condicions:
C, BQ*<Ae™”’
C, a*ABe*" 21 [l-ln(az-A-B) > P)
o
Aixi doncs, hi ha 7 condicions rellevants:
C, a”AB>1 C, l-ln(az-A-B) <P C, aBQ«<I1
o
C, 0<\/E C, aA<Q c, %A p
B a QO

C, BQ'>Ae""

Aquestes condicions permeten determinar el cas d’acord amb la taula seguent

(1 si i només si la condicio es compleix):

C1 C2 C3 C4 Cb Ceé C7

mmwaAQ
[

x| x| x| x|O|—

*| x| x|O|—=]| *

*|O|—=| *| *| *
o= *| x| *| *

*
*
1

0
*
*

O x| x| x| x|—
x| % |O| x| *x|[—




| la inversio optima per reduir el cost de llancament i de la dimensio del lot optim
es pot obtenir mitjangcant I'avaluacio de les 7 condicions indicades: identificat en
quin dels 6 casos es troba I'optim, el valor de les variables es calcula amb les
formules corresponents. També es pot resoldre numericament el programa ma-
tematic que s’'ha formulat abans; com que la funcio objectiu és convexa, les
restriccions son lineals i nomeés té 2 variables, la resolucio no presenta cap difi-
cultat.

A la taula seguent presentem els resultats per a combinacions diverses dels
valors de les dades:

R =30.000, D =10.000, L =5.000, h=100 [/7 = /7-(1—%) :23&}
Dades
Q Cas X q Cost
T a P

0,010 | 0,00010 | 30.000 150
0,050 | 0,00001 | 15.000 750
0,100 | 0,00001 | 15.000 | 1.500
0,050 | 0,00010 | 20.000 750
0,050 | 0,00010 | 15.000 750
0,005 | 0,00010 | 15.000 75

28.134,11 300,00 | 48.134,11
0| 1.224,74 | 81.649,66
0| 1.500,00 | 83.333,33
18.971,20 750,00 | 53.971,20
15.000,00 750,00 | 54.875,34
15.000,00 578,53 | 53.568,57

O[Ol W|IN|—

L'Us de KKT complica una mica les coses, pero proporciona un marc molt gene-
ral per abordar els problemes d’optimitzacio no lineal i en la resolucio s'obté el
valor de les variables originals i també, si es vol, el dels multiplicadors, que do-
nen informacio sobre la sensibilitat de la solucio optima en relacio amb els para-
metres del model. Per exemple, en el cas 6, el valor a I'optim del multiplicador
u, és el de la derivada parcial, canviada de signe, del valor optim de la funcio

objectiu en relacio amb ~. A I'exemple numeric corresponent al cas 6,
u, =0,9284 (si P=15.000 + ¢ amb &> 0, 0,9284-¢ &s una aproximacio lineal

de la reduccio del valor optim de la funcio objectiu en relacio amb el valor cor-
responent a A= 15.000).

FO02.2. Variacions Harris: cost i temps de llangament

Fins aqui hem suposat que mitjancant una inversio es podia reduir el cost de
llancament, pero que el temps de preparacio, , i, per tant, la dimensio minima
del lot, Q no canviaven. Tanmateix, el més probable &s que una reduccio del

Fornir-se %

157



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

158

cost de llancament estigui associada a la disminucio del temps de preparacio® |
aquest és el suposit que assumim.

e ’* =Q, e, on B &s un coeficient positiu.

Suposem que Q = RDR

Aleshores el programa matematic que cal resoldre queda plantejat aixi:

minimitzar z(x,q) = x +£.6ra-x +Bq
q

s.a -x<0 (u,)
x<P (uy)
Qe -g<0 (Uy)

Les dues primeres restriccions son lineals; la tercera, convexa, i el conjunt de
solucions factible té punts interiors. Per tant, les condicions de KKT son, també
en aquest suposit, condicions necessaries i suficients d'optim.

El programa matematic s'ha complicat una mica, pero, com en el cas anterior,
es pot resoldre numericament o bé recorrer a |'analisi de les combinacions de
restriccions actives i no actives. De fet, dels 6 casos considerats anteriorment,
nomeés un, el cas 4, és significativament diferent i és I'nic que es tracta a con-
tinuacio.

Ates que en aquest cas g = Q,-¢”*, resulta:

A
1+(f - a)—e" " - pBQ,e " =0
OO
u, = B_AZ_elz-ﬂ—a)-x
Q
Per tant, s'ha de resoldre la primera d'aquestes dues equacions i, si s'obté un
valor entre 0 i 7, comprovar que v, 20.

Per exemple, si a les dades de I'exemple numeric corresponent al cas 4 canviem
el valor de a i fem a = 0,0005i g =0,0001, obtenim x = 11.834,68, g = 229,66
i u, =30,78, amb un cost de 20.076,21. En canvi, amb g = 0,0003 resulta

u, =-313,83 (per tant, I'optim no correspon aleshores al cas 4).

3 Es clar que pot no ser aixi. | també pot ser que una reduccio del temps de llangament impliqui un
augment del cost de llancament, compensable per la reduccio del cost de possessio en poder reduir
la dimensio dels lots, com a consequéncia de la reduccio del temps de llancament.



FO02.3. Variacions Harris: aprenentatge

A lI'enunciat anterior s'ha suposat que el cost de llancament es podia reduir mit-
jancant una inversio. Ara tornem a I'EOQ, pero amb horitzo finit, que, sense per-
dua de generalitat, suposem igual a 1 (unitats de temps), demanda uniforme de
D unitats de producte per unitat de temps i amb un cost de llancament que es
redueix per |'efecte de I'aprenentatge, de manera que el cost del llancament n-
esim ésiguala Ln™*,amb a> 0.

Es facil demostrar que, per a un nombre donat de lots en I'horitzo de programacio,
els costos de possessio es minimitzen en igualar les dimensions de tots els lots.
Aleshores, el cost total es pot posar en funcio del nombre de lots, N(e Z_, ):

minimitzar 2\ =+ - 213 e
2 N n=1

Per tant, d'entrada el problema es pot resoldre per mera enumeracio, pero cal
una fita superior del valor de NV o alguna propietat de la funcio z que ens permeti
saber quan podem aturar els calculs amb la certesa d'haver obtingut I'optim.

D
2

( 1 _ij+L-(N+1)”:L_(N+1)a_E 1

Z(N+1)—Z(N): N+l N 2 m

(a mesura que augmenta N, augmenta el cost total dels llancaments i disminueix
el cost de possessio). La funcio decreix si aquesta diferencia és < 0 o, el que és

equivalent, si V(N +1)™ <% o si fem /;—LZ =C, N(N+1)™ <C.

L'expressio N-(N+1)H’ ésiguala 2™“pera NV =1iéscreixentpera a <2 (amb

limit igual a 1 pera a=2). Pera a>2 pren el valor maxim per a [LZJ o
a_

1 ., - , : ,
per a [—2 (a la funcio x-(x +0""*, on x és real, la derivada s'anul-la a
a_

x =(a—2)", que separa l'interval de derivada positiva del de derivada negativa);
per tant, per a a >3 és decreixent. Aleshores, es poden presentar els casos
seguents (tot i que a > 2 resulta més aviat inversemblant):

- a<2:
- C<2", N =1

- 2" <(C: calcular N-(N+1)H’ per a valors successius de N fins que

N-(N+1)M > C :aleshores N' =N
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a=2:
- C<27", N =1.
2'<C
— C<1:calcular N-(N+1)H‘ per a valors successius de N fins que
N{(N+1)™ > C; aleshores N =N
- C2TN =w
2<a<3:

- C<2":comparar z() amb z(cw) :L-Zn"’ (el valor optimde N és 1

n=1
0 o, ja que, a mesura que N augmenta, el cost primer creix i després
disminueix)

QN BT R ST S

comparar z(N) (on N és el menor enter per al qual es compleix
zZIN+1) > z(N)), amb z(e0) = L-Zn"’ (a mesura que augmenta NV
n=1

, el cost disminueix primer, creix després i finalment tornar a decréi-
xer)

- el ) e

(el cost decreix a mesura que A augmenta)

a>3:
—  C<2":comparar z(1) amb z(x)

- 2" <C:N =w

Per descomptat, N =« significa que el cost decreix indefinidament a mesura
que N augmenta; en un cas real, el valor de N estaria fitat superiorment per
raons practiques.*

4 Aixo eximiria de calcular Zn"’ , &s a dir, la funcio zeta de Riemann, (), per a la qual no hi ha,

n=1

en general, una expressio tancada. Per exemple, £(3) és igual a la denominada constant d'Apéry,

en honor del matematic que, I'any 1979, demostra que era un nombre irracional (1,2020569...). A
més, insistim que valors de « > 2 son inversemblants (el cost de llancament es reduiria més de la
meitat a cada nou llangament).



En la taula seguent presentem els resultats per combinacions diverses dels pa-
rametres A/L i a, amb D = 10.000. A cada casella es mostra el valor optim N*
corresponent als valors de A/L i a que figuren, respectivament, a la seva filaia
la seva columna.®

(./17/0L5) Tg 1,25| 1,50 1,75| 2,00{ 2,25/ 2,50| 2,75| 3,00| 3,25 3,50

1 0,05 1 1 1 1 1 1 1 1

2 0,10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 0,15 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 0,20 1 1 1 1 1 1 1 1 0 o0
5 0,25 1 1 1 1 1 1 1 o0 0 0
6 0,30 1 1 1 1 1 1 o) 0 o) o)
7 0,35 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
8 0,40 1 1 1 1 1 e oe) 0 e 0
9 0,45 1 1 1 1 2 o) o) 0 o) 0
10 | 0,50 1 1 1 1 2 o) oe) 0 o¢) 0
11 0,55 1 1 1 2 0 o) o) 0 0 0
12| 0,60 1 1 2 2 0 oe) o) 0 0 0
13 | 0,65 1 1 2 2 0 e oe) 0 0 0
14| 0,70 1 1 2 3 0 o) e 0 0 0
15| 0,75 1 2 2 4 o0 oe) oe) 0 0 0
16 | 0,80 1 2 2 5 0 o) o) 0 0 0
17 0,85 2 2 2 6 0 0 0 0 0 0
18 | 0,90 2 2 3 10 0 0 0 0 0 0
19 | 0,95 2 2 3 20 0 I 0 0 0 0
20 | 1,00 2 2 3 o0 00 0 0 00 0 00
21 1,05 2 2 3 0 0 0 0 0 0 0
22 1,10 2 2 4 0 0 0 0 0 0 0
23 1,15 2 2 4 0 0 0 0 0 0 0
24 1 1,20 2 3 5 00 00 00 0 00 0 00
25| 1,25 2 3 5 o0 00 00 0 00 0 00

Com s’ha vist, la determinacio del lot optim &s molt senzilla amb els suposits
que va assumir Harris, pero qualsevol desviacio d'aquests suposits pot compli-
car molt les coses. Es el que passa si considerem |'actualitzacio. Amb demanda

5 Hi pot haver dos valors optims de A. Si N>1és optim i (N =)-N"==C, aleshores N -1 també
&s optim; si 1 &s optim i 2" =C , aleshores 2 tambeé &s optim. En tot cas, a la taula nomeés se
n'indica un.
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uniforme i costos constants, com en el model de I'EOQ, pero amb actualitzacio,
fins i tot el cas de 2 lots amb horitzo finit resulta complicat (si més no conceptu-
alment; computacionalment no presenta, tanmateix, gaires dificultats, perque el
cost finalment depéen d'una sola variable, com ara el nombre d'unitats del primer
lot) i molt més complicat encara per a un nombre de lots superior a 2.

Amb horitzo finit, la discretitzacio del temps, en el suposit de demanda determi-
nista, permet alliberar-se de tots els suposits restrictius (demanda uniforme,
costos constants, no actualitzacio). Aquest enfocament el varen proposar \Wag-
ner i Within® que, considerant una demanda no uniforme, demostraren que en
una solucio optima les comandes s'han de rebre just en l'instant que I'estoc
s'anul-la, per la qual cosa el volum de les comandes ha de correspondre a un
nombre (enter) de periodes consecutius. Per tant, les decisions que cal conside-
rar, en cada instant dels que separen dos periodes, son les que corresponen a
no fer comandes o fer-les per cobrir 1, 2,... periodes; el cost de cada una
d'aquestes decisions es pot calcular per a qualsevol suposit relatiu a la demanda,
als costos i a I'actualitzacio, i, determinats els costos, el problema, com es veura
a continuacio, es redueix a trobar el cami minim entre I'inici i el final d'un graf
sense circuits.

FOO02.4. Variacions Harris: horitz6 finit i actualitzacié

Suposem un horitzo temporal finit dividit en 7 periodes d'igual durada, amb una
taxa de demanda 6&(r) per a 0<z <7 (és a dir, la demanda en [l'interval
[z, 7+ dr] és o(r)-dr), costos de llancament £ (¢ =0,...,7 —1), cost de posses-
sio per unitat de producte i unitat de temps igual a /A i coeficients d'actualitzacio
igualsa e’ (0<z<T).

El cost actualitzat de llangar, en I'instant 7 una comanda que cobreixi & periodes
es:

t t

ctt+ki=e L +nf ([ swau-[ swidu e ar

O beé, si fem Alt) = j:5(u)du :
oltt + k)= e L+ h[ A+ k) - Alt) - Ale)+ M) e a7 =

. t+k
e’ L+h] [AL+K)-AR)]e e

Per tal de no complicar els calculs, suposem una demanda uniforme
Slr)=p0<c<T); Alt)=pt i L=L(=0,.,7-1:

8 Wagner, H. M.; Within, T. M. (1958) Dynamic version of the economic lot size model. Management
Science, 5, 89-96.
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. t+k .
clt,t+k)=e""-L+ h-p-J‘t [t+k)-7]e""dr =

et -[L + h,'—p(/.k +e* = 1)}

/2

Definits aquests costos, si discretitzem |"horitzd de programacio, imposem que
les comandes s'han de rebre a I'inici d'un periode per cobrir un nombre (a deter-
minar) de periodes, i considerem un grafamb 7 +1 vertexs (0,1,...,7) en quée un
arc de t a t+k correspon a una comanda que arriba a l'instant ¢ i cobreix la
demanda des de t a t +k (és adir, la demanda dels k£ periodes subseguents a
I'instant ¢), el problema de trobar la politica optima es redueix al de trobar un
cami minim de 0 a 7 en el graf considerat (la qual cosa és particularment senzilla
perque es tracta d'un graf sense circuits i amb una estructura peculiar; (vegeu
la figura). Aquest enfocament, com es veu a REQ1, també és aplicable a la de-
terminacio de la politica optima de renovacio d'un equipament, amb horitzo finit.

El calcul del cami minim es pot fer de la manera seguent:

Vo=0,t=1...T :v, = minlv, +c,), ant, = argomin1(vr +c,)
<r<f-

U 0gr<e1

El cost del cami minim &s v, i el cami mateix s'identifica anant des de 7 a 0
segons el que indiquen els valors de ant, .

Amb p= 100,7 = 10, L= 500, A= 1/= 0,10, resulta:

—klt] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Cost De
Oak
0 |548,37|687,31|908,18 | 1.203,20 | 1.565,31 | 1.988,12 | 2.465,85 | 2.993,29 | 3.565,70 | 4.178,79 0 0
1 496,19 |621,90 | 821,76 |1.088,70 | 1.416,35 | 1.798,92 | 2.231,20 | 2.708,44 | 3.226,38 | 548,37 0
2 448,97 | 562,72 | 743,56| 985,10|1.281,56 |1.627,73(2.018,87 |2.450,70 | 687,31 0
3 406,25| 509,17 | 672,80| 891,35|1.159,61(1.472,83|1.826,75| 908,18 0
4 367,59 | 460,72 | 608,77 | 806,53 |1.049,26 |1.332,67 | 1.203,20 0
5 332,61| 416,87 | 550,84 | 729,78| 949,41(1.417,35 3
6 300,95 | 377,20 498,42| 660,33 |1.580,98 3
7 272,31 | 341,31| 450,99 (1.799,54 3
8 246,40 | 308,83 |1.958,18 6
9 222,95 | 2.079,40 6
10 2.241,31 6
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La politica optima consisteix a fer una comanda de 300 unitats en I'instant 0, una
de 300 unitats en I'instant 3 i una de 400 unitats en l'instant 6, amb un cost total
de 908,18 + 672,80 + 660,33 = 2.241,31.

Tambeé podem arribar al mateix resultat per altres vies.

Per exemple, resolent el problema del cami minim mitjancant la programacio
lineal binaria. Per fer-ho definim les variables x, €{0,1} (r=0,.,7-1,

t=7+1...,7),iguals a 1 sii nomes si l'arc (r,f) forma part del cami, i imposem
que del vertex 0 surt un arc, que al vertex 7 nomeés n’hi arriba un i que en els
altres vertexs el nombre d'arcs que hi arriben és igual al nombre d'arcs que en
surten (com que els arcs tenen associat un cost positiu, a la solucio optima
aquest nombre d'arcs que entren o surten no prendra altre valor que 0 o 1):

T-1 T
minimitzary | " ¢,x,,

7=0t=7+1

.
5.8 D Xo =1

| també es pot enfocar com un problema de cobertura (tots els periodes han
d'estar coberts; vegeu SE01.1 i SE01.2) o, millor, com un problema de particic’
(partir el conjunt de periodes en trams). Amb les mateixes variables definides
per al problema del cami minim, el model per al problema de particio és el se-
guent (per al problema de cobertura les restriccions haurien de ser inequacions
> en comptes d'equacions):

T-1 T
minimitzar)’ " ¢, x,,
7=0t=7+1

t-1 T

sa Y > x,.=1t=1.T

r=017'=t

Es a dir, cerquem una particio de minim cost del conjunt de periodes. La particio
la defineixen els arcs elegits, cada un dels quals té associat un subconjunt de
periodes (consecutius): lI'arc que va de ¢ a 7' té associats els periodes
t+1, 7+2,..., 7 . Les restriccions imposen que cada periode forma part d'un /

7 Els problemes de cobertura, de particio i de cami minim son diferents. Pero en el problema d'aquest
enunciat, plantejat com a problema de cobertura, tota solucio optima seria una particio; i el cami
minim entre 0 i 7 defineix una particio en el conjunt de periodes.



nomeés un dels subconjunts elegits (arcs, en aquest cas); en els problemes de
cobertura, cada element ha de formar part d‘a/menys un dels subconjunts.

En tots els problemes anteriors hem considerat implicitament que només hi ha-
via una sola font de subministrament de |'article requerit. Tanmateix, en general
hi pot haver diverses empreses proveidores. Cada proveidora pot tenir una tarifa
per trams (amb costos unitaris constants en cada tram i decreixents en passar
d’un tram al seguent), un cost fix per comanda i unes fites inferior i superior de
la dimensio (nombre d'unitats) de la comanda. El problema seguent es refereix
a I'optimitzacio de I'aprovisionament en aquestes circumstancies.

FOO03. Aprovisionament

Es tracta d’obtenir una quantitat donada, Q, d'un component que ens poden
subministrar n proveidores. Aquestes han estat avaluades previament i com-
pleixen totes les condicions de qualitat, fiabilitat en el termini de lliurament, etc.
En general, tenen una tarifa amb un cost unitari decreixent per trams, per la qual
cosa el cost d'una comanda és una funcio concava i lineal per trams de la seva
dimensio.

Siguin:

K. Nombre de trams de la tarifa de la proveidora /(; =1,...,n) .

/

g, Valors enters (0<g,,<g, <...< q/,(/)que defineixen els intervals de la ta-
rifa de la proveidora j(/ =1,...mk =0,....K,) . q,, > 0significa que la prove-
idora no admet comandes de menys de g,, unitats; o coincideix amb la
quantitat maxima que la proveidora pot subministrar en un periode.

¢, Preud'unaunitat (j=1..,n k=1,...,K,) corresponent al tram & (és a dir,

s'aplica, per a comandes de dimensio x >q, ., a minlx—q,, ,,q, —q,,)).
Ambc, >cp, > >0

F, Costde les primers g, unitats (/ =1,...,1) subministrades per la proveidora
/

h  Cost de possessio d'una unitat fins al periode seguent.

Observem que el cost d'una ordre de dimensio x, pertanyent a l'interval & del
proveidor /, es pot expressar de la manera seguent:

fi +Cpox
on

7[/1 = F/ —Cu4jo 20 f/,/m = f/k +(C//< _C/',kﬂ)'q/k (k = 1,---,/(/- -0
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A les restriccions obligades per imposar que s'assoleix la quantitat Q i per line-
alitzar els costos afegim fites inferior i superior (L i {/) del nombre de proveido-
res a gque s'envia comanda, per tal de tenir en compte condicions de fiabilitat en
la recepcio d’unitats i de limitacio en la complexitat de la gestio, respectivament.

Podem resoldre el problema amb un model de programacio matematica.
Variables:

X, €eR,, Nombre d'unitats de la comanda a la proveidora / (; =1,...,n) que

pertanyen a l'interval k de la tarifa (k =1,....K)).
Y, € {0,1} =1 siinomeés si es fa una comanda a la proveidora / (/ =1,...,n) .

seR,, Nombre d’unitats que excedeixen les necessaries i que no s'uti-
litzaran fins al periode seguent.

Iy € {0,1} =1 siinomeés sila dimensio de la comanda a la proveidora / pertany

a l'interval de la seva tarifa.

K;

minimitzar ZH:Z( T+ Coo Xy )+ IS
/=1

s.a Zzl:xl.k—s:O (1)
j=1 k=1
X SQuly j=lnmk=1...K (2
K/
/’//( =y/ /‘=1! N (3)
k=1
Qhaln S X4 J=loumk=1...K (4
LYy, <U (5)

La restriccio (1) correspon a la satisfaccio de les necessitats. Les (2) i (3) linealitzen
les funcions de costos de les proveidores. Les (5) imposen les fites inferior i su-
perior del nombre de proveidores a que s'envia comanda. Les (4), pera £ =1,
imposen la fita inferior del nombre d’unitats de la comanda, en cas que es faci;
per a k£ >1 nomeés son necessaries si s'imposa, mitjancant (5), una fita inferior
del nombre de proveidores actives (sense aquestes restriccions, les variables
y, poden prendre el valor 1 encara que no hi hagi cap x, >0).

Si la tarifa de la proveidora té un sol tram, la variable r corresponent no &s ne-
cessaria, pergue coincideix amb la y. Considerem el cas seguent:

Q =10, 25, 50, 75, 100, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1.000; n=b5; 2= 0,01



Prov.| K, | @5 q,| 95 953 Flen| ¢l Cpn 7 fi2 fa
1 3| 50,0(100,0[300,0|f 700,0]|1.000,0[/10,0] 9,0 80| 500,0| 600,0| 900,0
2 1] 50,0|500,0 1.000,0| 7,0 650,0
3 2| 25,0(150,0|400,0 300,0112,0]111,0 0,0 150,0
4 3(100,0(300,0(800,0|1.000,0/3.300,0] 80| 7,0/ 60(2.500,0|2.800,0]|3.600,0
5 11100,0|600,0 850,0| 8,5 0,0

|, per comencar, L =1, U =5 (és a dir, sense restringir el nombre de proveido-
res actives).

Les politiqgues optimes i costos totals corresponents figuren a la taula seguent:

Q Prov. 1 Prov. 2 Prov. 3 Prov. 4 Prov. b S Cost
10 25 15 300,15
25 25 300,00
50 50 600,00
75 100 25 850,25

100 100 850,00

400 400 3.400,00

500 500 4.150,00

600 500 100 5.000,00

700 500 200 5.850,00

800 500 300 6.700,00

900 500 400 7.550,00

1.000 500 500 8.400,00

Fixem ara @ =1.000 i augmentem progressivament el valor de L. Les politiques
optimes que resulten son:

L Prov. 1 Prov. 2 Prov. 3 Prov. 4 Prov. 5 S Cost

2 500 500 8.400,00
3 500 25 475 8.487,50
4 50 500 25 425 9.062,50
5 50 50 25 775 100 11.375,00

FOO04. Economia i hisenda: Cobb-Douglas

La funcio de produccio de Cobb-Douglas® és un model que dbna el valor de la
produccio en funcio de les quantitats dels inputs (factors de produccio) neces-
saris per obtenir-la:

pllar
/=1

8 Cobb, C.W., Douglas, P. H. (1928) A Theory of Production. American Economic Review, 18, (suple-
ment), 139-165.

Vegeu: https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_producci%C3%B3n_de_Cobb-Douglas
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On ¢, i p son constants positives.

En un sistema economic en que el valor de I'output correspon a una funcio de
Cobb-Douglas i els costos dels factors de produccio son ¢, (/1= 1,...,n), es tracta
de determinar la produccio optima i les quantitats dels factors de produccio ne-
cessaris per obtenir-la, amb la condicio que el cost total de produccio no pot ser
meés gran que C.

Es tracta de:

n
maximitzar p-[ [ g
/=1

n
s.a D¢ <C
/=1

-q,<0 F=1...n

La funcio objectiu d'aguest programa no és concava per a tots els valors que
poden prendre els parametres. Pero el programa matematic anterior €s equiva-
lent a:

n
maximitzar Inp + Y a,Ing,
/=1

n
s.a D>¢q <C
/=1

-q, <0 /=1...n

En el qual, com que la funcio objectiu és concava (suma de funcions concaves),
les restriccions son lineals i el conjunt de solucions factibles té punts interiors,
les condicions de Karush, Kuhn i Tucker son condicions necessaries i suficients
d'optim. L'estructura del model és similar als de DI04 i de D105.2, pero en aquest
cas, a l'optim, totes les restriccions de no negativitat son inactives (ja que totes
les g, han de ser >0 perque ho sigui el valor de la producciod) i la de costos ha

de ser activa a I'optim, perque les derivades parcials primeres de la funcio de
Cobb-Douglas son positives i, per tant, no pot ser optima una solucio de cost
inferior al maxim admissible, C.

Aleshores tenim:

a, a1
__’+cl_.u — O, q/, [ A
c u

/ /

n
[, tenint en compte que Zc, -q; =C, resulta:

/=1



Es adir, el cost de cada factor de produccio a I'optim és el que resulta de repartir
el cost total, C, proporcionalment als valors dels exponents «;.
2o
Lo Cc v ()
El valor de la produccio és, per tant: p| —— H -1 .

da

/=1

/

n

Si la funcio de Cobb-Douglas &€s homogenia (Za, =1), el valor de la produccio
/=1

és proporcional al cost total dels factors.

Si totes les g, es multipliquen per un mateix coeficient positiu, 7, el valor de la

n

. . p . . .
produccio es multiplica per y= . Per tant, hi ha economies o deseconomies

n
d'escala si Za, és, respectivament, >1 0 <1; si és igual a 1, no hi ha econo-
/=1
mies ni deseconomies d’escala: el valor de la produccio es multiplica pel mateix
coeficient, 7, que els factors de produccio.

Passem dels recursos abstractes de la funcio de Cobb-Douglas a dos recursos
especifics basics en la industria: la capacitat de produccio i la capacitat d'emma-
gatzemament necessaria per encabir-hi els estocs.

La demanda dels productes, siguin béns o serveis, presenta sempre una es-
tacionalitat més o menys acusada. Es a dir, varia segons les hores del dia,
els dies de la setmana o les estacions de I'any. Aquest fet complica el dis-
seny dels sistemes productius, la gestio de la produccio i, si és el cas, dels
estocs.

Si el producte no es pot emmagatzemar, com en el cas dels serveis, nomeés
es pot fer front a I'estacionalitat amb accions sobre la demanda orientades a
atenuar-la (preus més baixos per als periodes de menys demanda, campa-
nyes —sobre els encisos de les platges a |'hivern, per exemple—, cartera de
productes amb estacionalitat complementaria, cita previa) i amb una capaci-
tat variable (que es pot aconseguir basicament mitjancant |'organitzacio del
temps de treball) que s’adapti el millor possible a les fluctuacions de la de-
manda.

Quan el producte es pot emmagatzemar, es pot fer front a les demandes més
altes mitjancant la creacio d'estocs en els periodes en que la demanda esta per
sota de la capacitat productiva. Dintre d'uns limits, la demanda es pot satisfer
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amb combinacions diverses de les capacitats de produccio i d'emmagatzema-
ment i la questio &s quina d’aquestes combinacions és la de menor cost. Aix{
doncs, ambdues capacitats son parcialment complementaries i els seus dimen-
sionaments s’han de considerar conjuntament.

FOO5. Capacitat o estocs?

Un estudi de mercat indica que la demanda mensual potencial d'un refresc en
una area comercial en que fins ara no es distribuia és la que s'indica a la taula
seguent (en desenes de milers d’ampolles) i que es mantindra estable durant
els propers anys:

Gen | Feb | Mar¢ | Abr | Maig | Juny | Jul Ag Set | Oct | Nov | Des
25 20 25 40 60 80 110 | 130 | 90 70 40 30

S’ha de determinar la capacitat de la planta d'envasament i del magatzem annex
de producte envasat, que iniciaran l'activitat el proper més de novembre. Els
costos anuals actualitzats de la planta i del magatzem creixen linealment amb
les capacitats respectives: pel que fa a la planta, I'increment és de 30.000 u. m.
per a un augment de capacitat de 10.000 ampolles/mes; quant al magatzem, de
10.000 u. m. per a un augment de capacitat de 10.000 ampolles. El cost de
possessio dels estocs €s de 100 u. m./mes per a 10.000 ampolles.

La demanda mensual mitjana és 60 i la maxima, 130. Per tant, la capacitat de
produccio ha d’estar compresa entre aquests dos valors. Si és igual a 60, la pro-
duccio ha de ser igual a la capacitat els 12 mesos de I'any; de novembre a final
d’'abril es constituira un estoc de 180 que permetra satisfer la demanda dels
mesos restants. Si &s igual a 130, no caldra estoc, a costa de tenir capacitat
ociosa 11 dels 12 mesos de I'any.

La capacitat optima es pot obtenir, si més no aproximadament, per enumeracio,
mitjancant el calcul, per a diferents valors de la capacitat de produccio, de la
capacitat d’emmagatzematge necessaria i els costos de les capacitats i de la
possessio d'estocs.

Tanmateix, resulta més comode i més precis recorrer a un model de programa-
cib matematica (suposem, i en aquest cas és raonable fer-ho, que s'ha de com-
plir la condicio de satisfer tota la demanda, per la qual cosa és correcte plantejar
com a objectiu la minimitzacio de costos):

Variables:

P Capacitat mensual de produccio
M Capacitat del magatzem

q, Produccio mensual (f=1,...,12)



S Estoc al final delmes ¢ (r=1,...,12)

t

Model (notem d, la demanda del mes ¢):

12
minimitzar 30.000-P+10.000-A7+100-) s,

t=1

s.a s, =5_,+q,—d, t=2,..12
5 =5, +q,—0,
g, <P t=1..12
s, <M t=1..12
S, q,20 t=1..12

Amb el qual obtenim una solucioc optima amb un cost total de 3.317.000 u. m.,
amb P =90,M =60 i

t Gen | Feb |[Mar¢c | Abr |Maig |[Juny | Jul Ag Set Oct | Nov | Des
q; 25 20 25 60 90 90 90 90 90 70 40 30
St 0 0 0 20 50 60 40 0 0 0 0 0

Aquest problema il-lustra la necessitat de tenir en compte la compensacio entre
capacitat de produccio i capacitat d’emmagatzemament en la planificacio estra-
tegica de la capacitat, que és un problema meés complex del que suggereix
I'enunciat® (entre altres coses, perqué en aquest se suposa que la demanda,
amb les seves fluctuacions estacionals, és estable al llarg del temps). Caldria
explorar altres possibilitats, particularment en relacio amb |'organitzacio del
temps de treball. Per exemple, hores extres en els mesos de demanda més alta,
anualitzacio de la jornada (distribuir al llarg de I'any les hores de la jornada anual
de manera que hi hagi més hores de produccio en els mesos amb demanda alta
i menys en els de demanda baixa) o implantacio d'un o més torns addicionals en
els mesos de demanda alta.

El problema de les aixetes és un classic de les matematiques de I'ensenyament
secundari. Donades n aixetes i el temps que necessita cada una per omplir un
diposit, es tracta de saber quant de temps cal per omplir el diposit si s'obren
simultaniament totes les aixetes (amb el suposit implicit que el cabal d'una ai-
xeta &s independent de si les altres estan obertes o tancades). La solucio, ben
coneguda, és:

9 Cfr.: Benedito, E., Corominas, A., Martinez, C., Mas-Machuca, M. (2016) Single-site strategic ca-
pacity planning considering renewal, maintenance, inventory, taxes and cash flow management.
Journal of the Operational Research Society, 67, 970-981.

Fornir-se %

171



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

A partir d'aquest enunciat basic es poden generar diverses variants.

Perob a continuacio se’'n proposa una versio més complexa en que, com a la vida,
cal tenir en compte els costos.

FOO06.1. Retorn a les aixetes: temps minim, amb pressupost

S’ha d’omplir, en el menor temps possible, un diposit de capacitat K m?3. Per
fer-ho es compta amb un pressupost de 2 u. m. i amb la possibilitat de fer Us
de n aixetes, que poden proporcionar uns cabals de &, m3/h amb un cost d'ober-

turade £ u.m.ide ¢, u.m/m3.

/

Per formular un model matematic per a aquest problema calen les variables se-
guents:

y; {0} (/=1,...,n), igual a 1 si i només si fem Us de l'aixeta /.
x, € R, (/=1,..,n), m®subministrats per 'aixeta /.

t, temps necessari per omplir el diposit.

| podem plantejar el model:

minimitzar ¢

Considerem I'exemplar en que els valors associats a les aixetes son:

Aixeta

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

50( 47 28| 73| 15| 90| 36| 81 1.2 29| 67| 70| 84| 31| 54

100,0| 80,0 60,0f 140| 35,0({125,0| 65,0(140,0| 40,0| 50,0|135,0|160,0{180,0| 65,0{110,0

1.8 19| 21 20| 1,7{ 16| 15| 22| 16| 12 14| 13| 11 09| 10
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La taula seguent recull les solucions optimes per a valors diversos de K i de ~.
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K P Cost | ¢ |AO1|A02|A03 | A04 | A5 | AOB | AO7 | AOB |A09| A10 | AT1 | A12 | A13 | A14 | AIB
100,000 164131 13| 65 61| 37| 95 20| 11.7] 47| 106| 16| 38| 87| 91| 11,0 40| 7.0
500,000 2.266,55| 65| 32,6/ 30,6| 18,3| 47.6| 98| 58.7| 23,5| 52,8| 7.8 189| 43,7| 456 54,8 202| 352
818,884 2.765,00| 10,7| 53.4| 50,2| 29,9 77.9| 16,0 96,1| 38,4| 86,5/12.8| 31,0 71,5/ 74,7| 89,7| 33,1| 57.7
819,000 2.765,00| 10,7| 53.4| 50,2| 29,9| 78,0 16,0 96,1| 38,4| 86,2|12.8| 31,0 71,6/ 74.8| 89,7| 33,1| 57.7
824,221 2.765,00| 10,9| 54,6 51,3| 30,6/ 79,7| 16,4| 98,3 39,3| 753|13,1| 31,7| 73,1| 76.4| 91,7| 3338| 59,0
824,222| 2765,00(2.732,86| 10,9| 54,6| 51,3| 30,6/ 79,7| 16,4| 98.3| 39,3| 83.4| 0,0| 31,7| 73.1| 76,4| 91,7| 33.8| 59,0

1.000,000 2.751,03| 15,2| 75,9| 71,3| 42,5/110,8| 0,0/136,6/ 54,6/ 00| 0,0| 44,0{101,7|106.2| 127.5| 47,0 81,9

1,500,000 2.765,00 349| 00| 00| 00| 00| 150/3145| 00| 00| 0,0[101,3|234,1|244,6| 293,5| 108,3| 188,7

2.000,000 2.765,00| 82,8 00| 00| 00| 00| 00 00| 00| 00| 00[2402| 0,0|360.2| 6957| 256,7| 447,2

2,500,000 2.765,00(228,9| 00| 00| 00| 00| 00/ 00| 00| 00| 00|5547| 00| 00| 00| 709512358

3.000,000 2.765,00(967,7| 00| 00| 00| 00| 00 00| 00| 00|00/ 00l 00| 00| 00[30000f 00

3.000,00(3.000,00(564,5| 0,0/ 00| 00| 00| 00| 00 00| 00| 00| 00/ 00/ 00| 00]1750,0[1250,0
3.500,00(3.500,00({176,1| 0,0 00| 00| 00| 238/ 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00]1479,3| 5459| 951,0
4.000,00(4.000,00{109,2| 0,0 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00[74,3|316,6| 0,0|764,2| 917,0| 338,4| 589,5
4.500,00(4.479,27| 77,7| 00| 00| 00| 00[116,6| 00/279,8| 00| 0,0(2254|520,7|544,0| 652,8| 240,9| 419,7
5.000,00|4.993,33| 58,7|293,5| 00| 00| 00| 00/5284[211,4] 00| 0,0[170,3]393,3|411,0| 493,2| 182,0| 317,0
5.500,00|5.485,75| 48,9(244,7(230,0(137,01 0,0| 73,4|440,5|176,2| 0,0|58,7|141,9|327,9|342,6| 411,1| 151,7| 264,3
5.000.000 5.522,7015.485,75| 48,9(244,7(230,0(137,01 0,0| 73,4|440,5|176,2| 0,0|58,7|141,9|327,9|342,6| 411,1| 151,7| 264,3
5.522,80(5.522,80| 48,9(244,7|230,0| 0,0{269,6| 0,0|440,4{176,2| 0,0| 0,0{141,9(327,8(342,5| 411,0| 151,7| 264,2
5.550,00|5.550,00| 48,1|240,7|226,3| 0,0{313,6] 0,0(433,3[173,3| 0,0| 0,0{139,6(322,6/337,0| 404,4| 149,2| 260,0
5.600,00(5.600,00| 47,1|235,5(221,3| 0,0{301,5| 70,6|423,8{169,5| 0,0| 0,0{136,6(315,5(329,7| 3956 146,0| 254,3
6.000,00(6.000,00| 41,5(207,4{195,0| 0,0{302,8| 62,2(373,4149,3|320,1| 0,0{120,3|277,9|290,4| 348,5| 128,6| 224,0
6.500,00(6.174,31| 39,1|195,6|183,8|109,5(285,5| 58,7|352,0(140,8(316,8|46,9|113,4(262,1|273,8| 328,6| 121,3| 211,2

Els resultats il-lustren les configuracions que adopta la solucio optima segons la

relacio entre el pressupost disponible i la capacitat del diposit que s'ha d'omplir.

A la meitat superior de la taula es veu com evoluciona la solucio optima a mesura

que augmenta la capacitat del diposit. Quan el pressupost és folgat, I'estructura de

la solucio optima és molt senzilla: obrir totes les aixetes (amb un cost fix de 1.485 u.

m.) fins que s’ompli el diposit; aixi s'obté un cabal de 76,7 m%h, amb un cost de

119,89 u. m./h, que es pot mantenir durant (2.765 - 1.485) /119,89 = 10,6765 h,

amb que es pot omplir un diposit de capacitat no superior a 10,6765 - 76,7 =

818,8840 m?3; per valors més grans de la capacitat, fins a 824,221, se segueixen

assumint els costos fixos de totes les aixetes, pero es redueix |'aportacio total

de l'aixeta 8, que &s la de preu més alt per m®; per a una capacitat de 824,222

es prescindeix totalment de l'aixeta 9 i I'estalvi del seu cost fix permet una re-

duccio del cost total, en relacio amb el corresponent a la capacitat 824,221; a

mesura que augmenta la capacitat, a la solucio optima hi va havent menys aixe-

tes actives, fins que per a K= 3.000 nomes s’'obre 'aixeta 14. Amb el pressupost

de 2.765 u. m. no és possible omplir diposits de capacitat superior a 3.000 m?,
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A la meitat inferior de la taula, en canvi, es veu com la solucio optima, per a una
capacitat donada K =3.000, va incorporant noves aixetes a mesura que aug-
menta el pressupost, el qual no sempre s'esgota. Amb un pressupost de
(3.000/76,7) - 119,89 + 1.485 = 6.174,31 es retroba l'estructura de fer servir
ininterrompudament totes les aixetes fins que s'omple el diposit; bbviament,
pressupostos superiors no permeten reduir el temps necessari per fer-ho.

A les dues parts de la taula es pot veure que, tant si augmenta la capacitat amb
un pressupost fix com si augmenta el pressupost per a una capacitat donada, es
pot donar el cas que una aixeta que “surt” de la solucio hi torni a entrar i viceversa.

FOO06.2. Retorn a les aixetes: cost minim

En el mateix escenari (i també amb les mateixes dades sobre les aixetes) es
poden plantejar altres variants, com ara minimitzar el cost d'omplir un diposit
d'una capacitat donada, sense o amb restriccio temporal.

La modificacio del model de FO06.1 és immediata (ara, ¢ passa de ser una vari-
able a ser una dada; si no hi ha limitacio de temps se’n pot prescindir, i tambeg,
és clar, de les restriccions en que interve):

minimitzar i(F/-yl +CX;)

/=1

n
sa Y x =K
/=1
ﬁst /=1...n
k/
x, <Ky, 7=1..n
K ¢ Cost | ADT | AD2 | AO3 | AD4 | AO5 | AOB | AO7 | AOS | AD9 | A10 | A11 | A12 | A13 | A14 | A15
968 [2.765000 0 | 0 | o | o | o | o | o | o] o] o ]| o ]| o ]| o [3000 o0
950 (283150 0 | 0 | o | o | o | o | o | o | o |55]| 0| 0| 0 |2945 O
900 [2.878000 0 | 0 | o | o | o | o | o | o | o0 {2100 | 0| 0 |279] o
800 [2.927000 0 | o | o | o | o | o | o] o] o ]| o ]| o] o o |2480]520
700 [2.958000 0 | o | o | o | o | o | o | o] o ]| o ]| o] o o |2170|830
5000000890 298900/ 0 | 0 | 0 | 0o Jo oo |0 |oO0 |0 ]|O |0 |0 [1860i140
500 [3.020000 0 | 0 | o | o | o | o | o | o] o] o ]| o] o ]| o 15501450
400 3.051,000 0 | o | o | o | o] o] o ]| o] o ]| o | o o o [1240]1760
300 3222000 0 | o | o | o | o | o | o | o] o 40| 0 | 0| 0 |93 162
200 (3423000 0 | o | o | o | o | o | o | o] o] o ]| o | o |1300]|620 1080
100 [4.111,000 o | o | o | o | o | o [320] 0o | 0 |200| o |700 |840 | 310 | 540
39,11 [6.174,31|195,6|183,8|109,5 |285,5 | 58,7 |352,0{140,8(316,8| 46,9 |113,4|262,1 |273,8|328,6 [121,3[211,2




| la taula anterior mostra les solucions optimes per a diferents valors del temps
maxim aceptable.

Es prou conegut que quan un recurs s'utilitza en combinacio amb d'altres sol
tenir rendiments marginals monotonament decreixents (aquests rendiments po-
den ser constants per a quantitats petites del recurs, pero estrictament decrei-
xents a partir d'un llindar determinat). Es a dir, fixades les quantitats dels altres
recursos, cada unitat que s'afegeix del recurs en questio dona lloc a un incre-
ment del resultat menor (o igual) que I'obtingut amb la unitat anterior.

Aqgquest comportament &s el més habitual, pero hi ha excepcions. De vegades,
un recurs no comenca a ser efectiu fins que se'n disposa d’una quantitat donada,
de manera que el rendiment marginal pot comencar sent molt baix o fins i tot
nul i augmentar bruscament en assolir-se I'esmentada quantitat critica.

En qualsevol cas, molt sovint la quantitat d’output que es pot obtenir amb una
combinacio de recursos és una funcio no lineal de les quantitats disponibles
d'aquests, la qual cosa dificulta I'optimitzacio del procés.

Els dos problemes seguents il-lustren aquestes situacions. Es tracta de dues
variacions del classic problema d'assignacio de maquines, en contextos deter-
minista i aleatori, respectivament. L'assignacio de maquines &s un tema de
llarga tradicio en el camp de I'organitzacio industrial que, per raons que no sa-
bem, ha anat desapareixent progressivament dels llibres de text i dels progra-
mes de moltes de les assignatures en qué encaixaria. Una llastima, perque
I'estudi dels problemes d'assignacio de maquines ajuda a comprendre aspectes
poc intuitius dels sistemes productius.

Les dificultats dels problemes d’assignacio de maquines provenen principal-
ment del fet que les maquines mai no funcionen continuament, perqué s'han de
parar per preparar i tancar un cicle productiu, o fins i tot en moments diversos
del cicle productiu, o perque hi ha incidencies aleatories (una tremuja d'alimen-
tacio que s'embussa, un fil que es trenca, una ampolla que es desvia de la posi-
cio correcta en el procés d'envasament d'un liquid...).

El primer d'aquests dos casos sol tenir un caracter determinista: els temps de
les diverses fases del cicle productiu (tant les que estan a carrec de la maquina
com de les que ha de fer la persona o robot —que al cap i a la fi també és una
maguina— que se n‘ocupa) tenen valors fixos 0 amb una dispersio negligible.

El segon té caracter aleatori. El comportament del sistema depen de les lleis
que regeixen |'aparicio de les incidencies i els temps per resoldre-les, i de quan-
tes maquines s'ocupa la persona encarregada de resoldre’n les incidencies.

Tant en el cas determinista com en |'aleatori, la clau per preveure el comporta-
ment del sistema, en regim permanent, és el calcul de I'esperanca matematica
del nombre de maquines en funcionament (sigui A4). Es a dir, es tracta de de-
terminar quantes magquines perfectes (de funcionament ininterromput) tindria
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un sistema amb una capacitat de produccio per unitat de temps igual a I'espe-
ranca matematica de la producciod per unitat de temps del sistema real, format
per maquines diguem-ne imperfectes (perque requereixen preparacions, etc., o
perque generen incidencies). En el cas determinista, el calcul de 4 &s molt facil
si el cicle productiu consta d'una sola fase amb la maquina parada i una amb la
maquina en funcionament; pero si I'estructura del cicle és més complexa, el
calcul pot arribar a ser dificil.

FOO07.1. Assignacié de maquines: deterministes

S’ha de dissenyar el sistema productiu de fabricacio d'una peca. El sistema ha
de tenir una capacitat nominal no inferior a Q peces/hora i ha de constar de
cel-les en cada una de les quals hi haura unes maquines servides per un robot
que hi carregara i descarregara les peces. El temps que necessita el robot per
atendre una maquina és de 20 s (durant els quals la maquina esta aturada) i el
temps que li cal a una maquina per fabricar una peca és de 50 s. El cost per hora
d'un robot és de 50 u.m. i el d'una maquina, 100.

Es tracta de determinar quantes cel-les de cada tipus calen (en el benentes que el
tipus de cel-la es defineix pel nombre de maquines que conté i que han de ser
servides pel robot) per assolir la capacitat de produccio desitjada al minim cost.

En primer lloc, cal determinar les capacitats de produccio i els costos correspo-
nents a cel-les amb 7 maquines, que, com és facil comprovar, prenen els valors
que figuren a la taula:

| e | e
1 150 360/7
2 250 720/7
3 350 1.080/7

>4 450 (n=4) 180

Sinotem x, (n=1,...,4) el nombre enter no negatiu de cel-les amb 7 magquines,
podem resoldre el problema mitjangcant el programa lineal enter seguent:

minimitzar 150-x, + 250-x, + 350-x, + 450-x,
360 720 1.080
s.a = X, + 7 X, +
X, €Ly, n=1..4

x, +180x, 2Q

En ser les variables enteres (i no negatives), no podem fer Us de KKT. El pro-
grama matematic s'ha de resoldre numericament per al valor pertinent de Q. A



la taula seguent es mostren les solucions optimes obtingudes i algunes de les
seves caracteristiques per a tres valors de Q:
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@ X 2 X3 X (C;ae?:aecslj Z;[ Soi: C(;Setgzer ro 't:lc;ts méq'\tlilines
900| O 0 6 0 925,71 2.100 2,33 6 18

1.000| O 1 6 0 1.028,57| 2.350 2,35 7 20

1.100| O 0 6 1 1.105,74| 2.550 2,32 7 22

Com es pot veure, la productivitat de cada un dels dos recursos depen de la
disponibilitat de l'altra i, per tant, la capacitat del sistema no &s estrictament
proporcional a la quantitat de cap dels dos recursos, considerats separadament.

S’ha de tenir en compte que la capacitat nominal, corresponent al suposit de
maquines i robots que no s’'avarien ni presenten cap mena d’incidencia, i no
necessiten manteniment, €s més gran que la capacitat efectiva. Si es tracta de
dissenyar un sistema que ha de subministrar D peces/hora, Q (> D) s'ha d'es-
timar tenint en compte els factors que determinen la capacitat efectiva per a una
capacitat nominal donada.

FOO07.2. Assignacio de maquines: aleatories

Grancasa té una planta d'envasament de fruita seca, en un format Unic per a
totes les varietats i combinacions.

La planta té 18 maquines automatiques d’envasament, identiques, i una plantilla
de 3 persones, que s’encarreguen de resoldre les incidencies.

Les maquines omplen i tanquen un envas en 6 segons, pero generen inciden-
cies segons una llei de Poisson d'esperanca matematica 3 h™'. Resoldre una in-
cidencia requereix 216 segons per part de la persona que s'encarrega de la
maquina.

El cost mensual d'una maquina és de 2.000 u. m. i el d'una persona de la plan-
tilla, 12.800 u. m. El mes té 160 hores laborables. El cost de I'envas, el contingut
i I'energia consumida en el procés d'envasament és de 0,6 u. m. per envas ple
i tancat.

Quina produccio mensual es pot assolir amb aquests recursos?
Quin és el cost per a Grancasa d'un envas ple i tancat?
Quant val la carrega dels operaris?

Donat el nombre de 18 maquines, quantes persones haurien de compondre la
plantilla perque el cost unitari fos minim?
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En el cas aleatori, com el de I'enunciat, el calcul, d’entrada, sempre &€s més o
menys dificil. Si I'aparicio d'incidencies i els temps per resoldre-les segueixen
lleis exponencials, el calcul de A, en regim permanent, es pot fer, tant si és una
sola persona com si en son més les que s'ocupen de les N maquines, mitjan-
cant les formules per al calcul de L (esperanga matematica del nombre d'unitats
en el sistema, que en aquest correspon al nombre de maquines avariades) que
es troben en els textos, fins i tot introductoris, a la teoria de cues. Aleshores:

AN)=N-L

Segueixen la llei exponencial les aparicions d'incidencies en sistemes sense me-
moria, és a dir, en qué la probabilitat d’aparicio d'una incidencia és independent
del temps que el procés ha funcionat sense incidencies. Per tant, en molts casos
és raonable suposar que |'aparicio d’incidencies segueix una llei exponencial, tot
i que la hipotesis sempre s'ha de contrastar estadisticament. Pero la llei expo-
nencial &€s una llei molt dispersa i en que els valors més alts de la densitat de
probabilitat corresponen als valors de la variable proxims a zero; és poc versem-
blant, doncs, que els temps de resolucio de les incidencies s'ajustin a una llei
exponencial.

Per al cas d'incidencies exponencials, temps constants i un sol operari a carrec
de les N maquines, H. Ashcroft’® va desenvolupar un model amb el qual va
calcular els valors de A(NV), coneguts en aquest cas com a nombres d'Ashcroft,
per a diversos valors de V i d'un parametre p = Az, on A &s el parametre que

defineix la llei exponencial de les incidencies, igual a I'esperanca matematica del
nombre d'incidencies per unitat de temps, i = el temps que cal per resoldre una
avaria, suposat constant. Per tant, p és |'esperanca matematica del temps que
haura de dedicar a resoldre incidencies, per cada unitat de temps de funciona-
ment de les maquines, la persona que se n'encarrega; aleshores, la carrega de
treball de la persona —és a dir, la proporcio de temps que esta ocupada— és igual
a AL-AN)t = p-AN), i com que aquesta proporcio no pot ser =1 es compleix
la condicid A(N) < p~". El calcul dels nombres d'Ashcroft no es pot fer amb una
simple formula i, d"altra banda, no hem trobat un programa disponible que incor-
pori l'algorisme corresponent; si se n'ha de fer Us, cal elaborar un programa ad
hoc o bé consultar les taules amb els nombres d'Ashcroft que alguns llibres de
text inclouen (a continuacio podem veure els nombres d'Ashcroft per a
N =1,..10 iperap=0,00, 0,01, 0,02,..., 0,20; per a valors intermedis de p es
pot interpolar linealment sense error considerable).'?

10 Ashcroft, H. (1950) The Productivity of Several Machines Under the Care of One Operator. Journal
of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological), 12, 1, 145-151.

" Si qui s'ocupa de les maquines és una persona, ha de ser <1, perque una persona no pot estar
ocupada el 100 % del temps, i si &€s un robot, tambeé, perque I'exponencialitat de les incidencies,
unida a una ocupacio del 100 %, implicaria cues i temps d’'espera per a la resolucio d'avaries inac-
ceptables (matematicament, tendents a infinit).

2 Una generalitzacio del model d'Ashcroft (incidencies exponencials i temps de servei aleatoris,
identicament i independentment distribuits segons una funcio de densitat qualsevol) a: Corominas,



p | N=1
0,00 | 1,00
0,01 0,99
0,02 | 0,98

N=2|N=3 | N=4 | N=b | N=6|N=7|N=8| N=9 | N=10
2,00 | 3,00 | 400 | 500 | 6,00 | 7,00 | 8,00 | 9,00 | 10,00
1,98 | 297 | 396 | 495 | 594 | 693 | 7,92 | 891 9,90
1,96 | 294 | 392 | 490 | 588 | 6,85 | 7,83 | 881 9,78
003|097 | 1,94 | 291 | 3,88 | 484 | 581 | 6,77 | 7,74 | 8,70 | 9,66
00409 | 192 | 288 | 3,84 | 479 | 574 | 669 | 7,64 | 858 | 9,52
005|095 | 190 | 285 | 3,79 | 474 | 567 | 661 | 7,63 | 845 | 937

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0,06 | 0,94 88 | 282 | 3,75 | 468 | 560 | 6,51 | 7,42 | 831 9.19
0,07 | 0,93 86 | 2,79 | 3,71 | 462 | 552 | 642 | 7,29 | 815 | 8,99
0,08 | 0,93 85 | 2,76 | 3,67 | 456 | 544 | 631 | 7,16 | 798 | 8,76
0,09 | 0,92 83 | 2,73 | 3,62 | 450 | 536 | 6,20 | 7,01 | 7,78 | 8,50
0,10 | 0,91 81 | 270 | 358 | 444 | 528 | 6,08 | 685 | 7,57 | 8,21
0,11 0,90 79 | 2,67 | 353 | 438 | 519 | 596 | 6,68 | 7,33 | 7,89
0,12 | 0,89 77 | 264 | 349 | 431 | 510 | 583 | 6560 | 708 | 7,55
0,13 | 0,88 76 | 2,61 | 3,44 | 424 | 500 | 569 | 6,31 | 681 7,19
0,14 | 0,88 74 |1 258 | 340 | 418 | 490 | 555 | 6,10 | 6,53 | 6,83
0,15 | 0,87 72 | 255 | 335 | 411 | 480 | 540 | 590 | 6,25 | 6,48
016 086 | 1,71 | 262 | 3,31 | 404 | 470 | 525 | 568 | 597 | 6,14
017085 | 169 | 2560 | 3,26 | 3,97 | 459 | 510 | 547 | 570 | 582
018 085 | 1,67 | 248 | 3,22 | 390 | 448 | 494 | 526 | 544 | 552
019 084 | 1,66 | 244 | 3,17 | 383 | 437 | 479 | 505 | 5,19 | 524
020|083 | 1,64 | 241 | 3,12 | 3,75 | 426 | 463 | 465 | 495 | 4,99

El model d'Ashcroft, com tots els models de teoria de cues, ajuda a comprendre
el funcionament de sistemes en que interve I'atzar. A la taula es pot observar
que el nombre d'Ashcroft (es a dir, I'esperanca matematica del nombre de ma-
quines en funcionament) creix de manera practicament proporcional al nombre
de maquines per a valors baixos de p (estrictament proporcional, fins a les cen-
tesimes i per als valors de NV que figuren a la taula, pera p =0,01), i, en canvi,
per a valors alts, el rendiment marginal d’'una maquina disminueix sensiblement
a mesura que augmenta NV (pera p=0,20, es passa de 0,83 a 1,64 des de

N=1aN=2inomesde4,95a4,99desde N =9 a N =10;de fet, el nombre
d'Ashcroft tendeix a p™' quan N tendeix a infinit i els valors de la columna cor-

responenta NV =10 s'aproximen al limit a mesura que augmenta p. Si la carrega
de la persona que s’ocupa de les maquines s molt alta, I'esperanca matematica

A. (1988) Calculo del numero medio de maquinas activas en un grupo de un operario y N maquinas,
con incidencias poissonianas y tiempos de servicio aleatorios. Qiéstiio, 12, 2, 251-258.

http://www.raco.cat/index.php/Questiio/article/view/26526/26360
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del nombre de maquines aturades per incidencies €s una proporcio molt alta del
nombre de maquines total.

Dit tot aixo, abordem la resolucio del problema enunciat a partir de les premisses
seguents, que permeten aplicar els nombres d'Ashcroft:

— Es considera el comportament del sistema en regim permanent, al qual es
pot considerar que tendira si funciona prou temps. Ara bé, com que el taller
nomeés funciona 160 hores al mes (per tant, segurament amb un sol torn de
treball), I'aproximacio al regim permanent sera més acurada si al final del
torn de treball s'aturen les maquines que estan funcionant i s’interrompen
les reparacions que estiguin en curs; d'aquesta manera (a diferencia, per
exemple, del cas que al final del torns es reparen totes les maquines amb
incidencia i es deixen totes en disposicio de funcionar a l'inici del torn del
dia laborable seguent), el sistema es comportaria com si no hi hagués un
temps d’inactivitat entre torn i torn.

— Lallei d'aparicio d'incidencies &s exponencial. L'enunciat diu que el nombre
d'incidencies per unitat de temps de funcionament d'una maquina segueix
una llei de Poisson i aixo és compatible, pero no és equivalent, amb el ca-
racter exponencial del temps de funcionament fins que hi ha avaria. En un pro-
cés, dit poissonia o de Poisson, que en cada petit interval de temps, ot , hi ha
una probabilitat A-df que es produeixi una incidencia, el temps de funciona-
ment fins que hi ha una incidencia segueix una llei exponencial i el nombre
d'incidencies per unitat de temps de funcionament, una llei de Poisson. Es
a dir, temps exponencial de funcionament fins a incidencia implica nombre
d'incidencies per unitat de temps de funcionament Poisson, pero la reci-
proca no &s certa (es pot donar el cas que en un procés el nombre d'unitats
per unitat de temps sigui Poisson encara que el temps corresponent a la
generacio d'una unitat no sigui exponencial, o fins i tot que el concepte de
temps per generar una incidencia, una avaria o un defecte no tingui sentit,
perque no hi ha un procés temporal, com quan es tracta del nombre de de-
fectes que presenta una unitat d'un producte). Per tant, assumim inciden-
cies exponencials i temps de resolucio d'incidencies, constants, com en el
model d'Ashcroft.

— De cada grup de maquines s’'ocupa una sola persona. Aquest suposit, amb
els dos anteriors, justifica I'Us del model d’Ashcroft. Ara bé, aixd no significa
que la configuracio en que cada persona s'ocupa de les, diguem-ne, seves
maquines sigui la millor possible. Si les maquines son identiques (per tant,
no hi ha persones especialitzades en un o altre tipus de maquines) i els
temps de desplacament son negligibles, &s millor que el conjunt de perso-
nes de la plantilla s’ocupi del conjunt de totes les maquines; si els temps de
desplacament son significatius, pot ser millor la configuracio amb tants
grups de maquines com persones a la plantilla, o configuracions, diguem-
ne, intermedies (per exemple, 2 persones s'ocupen d'un grup de maquines
i 1 persona, d’un altre). Pero amb la informacio que ens dona I'enunciat i en
el marc del model d'Ashcroft, no podem fer un suposit diferent.



Amb les dades de I'enunciat tenim:

3.600

La consulta de la taula amb els nombres d'Ashcroft permet deduir que en una
solucio optima cap persona, si n'hi ha més d'una, s'haura de fer carrec de més
de 9 maquines, ja que en total n'hi ha 18, i que 2-A(9) > A(8)+ A(10). A partir
d'aquesta observacio, si el nombre total de maquines fos qualsevol, podriem
plantejar un programa matematic com el del problema FOQ7.1. En aquest cas
no cal, perque el nombre de maquines (18) &s divisible pel nombre de persones
(3), i, donat que els rendiments marginals de les maquines son decreixents, el
millor és dividir-les en 3 grups d'igual nombre.

El nombre de maquines equivalent és, aleshores:
3A6) =34,48 =13,44
Amb una capacitat de produccio mensual igual a:

13,44-@-1 60 =1.290.240 unitats

Amb un cost per unitat igual a:

0,64 182:000+312.800 _ , ses664 4y m.
1.290.240

| una carrega de treball de cada persona igual a:
4,480,18 = 0,8064

Vegem ara si amb un nombre diferent de persones a la plantilla es podria reduir el
cost unitari. Amb una sola persona, que estaria proxima a la saturacio, i amb una
capacitat de produccio molt baixa (aproximadament, 600-160 / 0,18 = 533.333),
el cost seria 0,691500. Amb dues persones, la capacitat de produccio és
600-160-2-5,44 = 1.044.480 (5,44 es A(9) per a p=0,18) i el cost unitari és
0,658977, més gran que el corresponent a tres persones. Amb quatre, el millor
és formar dos grups de 4 maquines i dos de 5, de la qual cosa resulta un cost
unitari 0,663787; el cost unitari €s encara més gran per a valors superiors del
nombre de persones a la plantilla. Per tant, la plantilla optima, per al criteri de
cost unitari minim, és la formada per tres persones.

Es tractava de calcular la capacitat de produccio i el cost unitari corresponents a
una configuracio donada. Altra cosa és dissenyar el sistema perque produeixi
una quantitat donada (1.000.000 d'unitats mensuals, posem per cas) a cost mi-
nim.
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En aquest cas, &s aplicable el programa matematic plantejat en el problema
FOO07.1 i que ja hem esmentat abans.

Siguin x; (/=1,...,10), enteres no negatives, els nombres de grups de / maqui-

nes ateses per una persona. El cost i la capacitat de produccio mensual de cada
grup son iguals, respectivamentipera /=1,...,10, a:

12.800 +2.000-/

iy 3600
6

160 = 96.000-A(/) ,

on A(/) son els nombres d'Ashcroft corresponentsa p =0,18.

Per tant, podem plantejar:
10
minimitzar »"(12.800+2.000+)-x,
/=1

10
s.a 96.000-) A(/)-x, =1.000.000

/=1

Amb que s'obté la solucio de 2 grups de 8 maquines, amb un cost igual a 57.600
u. m./mes (cost unitari de 0,6576 u. m.), una capacitat de produccio mensual
d’1.009.920 unitats i una carrega de 5,26-0,18 = 0,9468. Es una carrega molt
alta (que resulta de no haver restringit la carrega de treball en el model i del fet
que el cost d'una maquina &s molt inferior al d'una persona) que t& com a con-
sequencia que la proporcio mitjana de temps que les maquines no funcionen és
(8-5,26)/8 = 0,3425. Si s'imposa la condicio que la carrega de treball no superi el
90 % nomeés son admissibles els grups amb no més de 7 maquines. Amb
aquesta condicio obtinguérem la solucio amb 1 grup de 3 maquines, 1 de 41i 1
de 7 (14 maquines en total, 2 menys que en la solucio anterior i 3 persones, 1
meés), amb un cost de 66.400 u. m./mes (un 15,28 % superior al de la solucio
anterior), una capacitat d'1.021.440 unitats/mes i un cost unitari de 0,6664 u. m.
per a una produccio d'1.000.000 d'unitats. De tota manera, aquesta solucio és
optima pel que fa al cost entre totes les que assoleixen la capacitat de produccio
requerida, pero no és la que s'aplicaria a la practica, perque, entre les de cost
optim, no és la que millor equilibra les carregues de treball ni proporciona la
major capacitat de produccio; en maximitzar la capacitat de produccio amb la
restriccio que el cost no superi les 66.400 u. m./mes obtenim 1 grup de 4 ma-
quines i 2 de 5, amb una capacitat de produccio igual a 1.057.920 unitats/mes.

Pot quedar el dubte de si no podria formar part d'una solucio optima un grup de més
de 10 maqguines. Una manera de resoldre’l &s considerar un grup fictici amb el cost

corresponent a 11 maquines i un nombre d'Ashcroftiguala p' =1/0,18 = 5,5, es

a dir, el valor limit del nombre quan el nombre de maquines tendeix a infinit.
Ampliat el model amb aquest grup, les solucions no es modifiquen.



El fet que les carregues de treball del personal siguin heterogenies (pel fet de
fer-se carrec d'un nombre diferent de maquines) implica un problema de gestio
(potser el personal hauria de rotar entre els diversos grups de maquines). Carre-
gues molt baixes fan possible que el personal assumeixi altres tasques, en el
ben entes que aquestes s’han d'interrompre en el moment que aparegui una
incidencia en una maquina (altrament, els suposits en que es basa el calcul del
nombre d'Ashcroft no es compleixen).

Una forma alternativa d'abordar la resolucio del problema és emprar la simulacio
discreta per esdeveniments que, a mes, permet tractar suposits diferents dels
corresponents al model d'Ashcroft. Per fer la simulacio es pot utilitzar programari
especialitzat (per exemple, Witness, Arena, SAS o Simul8), o bé desenvolupar-
ne un en algun llenguatge de programacio com ara Python, C++ o Java. Els
principals avantatges de desenvolupar un programa informatic per fer la simula-
cio, respecte d'utilitzar un programa especialitzat, son la flexibilitat i el cost baix
del programari a utilitzar. En canvi, el principal inconvenient és |'esforc de desen-
volupament. Nosaltres hem optat per fer un programa en Python per implemen-
tar un model de simulacio especific, ja que I'esforc de programacio és baix en
tractar-se d'un sistema relativament senzill. El elements principals del model son
els descrits a continuacio:

— Variables d’estat: nombre de maquines avariades a cada grup de maquines,
nombre d'operaris lliures per atendre cada grup de maquines.

— Esdeveniments: fi de reparacio d'una maquina, avaria d'una maquina, fi de
la jornada.

— Comptadors estadistics: unitats produides, nombre de dies.

Els suposits de I'execucio son que el sistema esta en regim permanent, que
cada persona atéen un Unic grup de maquines, que la llei d'aparicio d’incidencies
és exponencial i el temps de reparacio, constant.

En primer lloc, varem simular el sistema amb un Unic grup de maquines, amb
un nombre de maquines des de 1 a 10, ateses per una Unica persona. Com es
pot veure, els suposits de la simulacio son els mateixos que aquells en que es
basen els nombres d'Ashcroft. D'aquesta manera, podem comparar els resul-
tats obtinguts per cada procediment. Per cada valor del nombre de maquines
varem fer 10.000 simulacions de 6 dies de 8 hores laborables, i considerarem
com a temps de warm-up (temps necessari perque el comportament del sis-
tema s'aproximi al del regim permanent) els 5 primers. Per tant, amb cada simu-
lacio varem obtenir el nombre d'unitats produides en un dia. Els resultats es
mostren a la taula de la pagina seguent.

A la taula es pot observar que els valors del nombre de maquines equivalent
coincideixen practicament amb els nombres d'Ashcroft pera p=0,18. El resultat
de la simulacio ens permet estimar la desviacio tipica de les unitats produides
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durant un dia (tercera columna) i, per tant, la dispersio en les quantitats produi-
des en cada cas.

Nombre de | Estimacio de la
Mitjana de la Desviacio maquines capacitat de Estimacio de la
Nombre de - . ) ) N R
L produccio dia- | tipica unitats equivalent produccio desviacio tipica,
magquines ; o ;
ria diaries (nombre mensual unitats mensuals
d'Ashcroft) (20 dies)
1 4.067 138 0,85 (0,85) 81.345 618
2 8.033 225 1,67 (1,67) 160.652 1.005
3 11.845 336 2,47 (2,48) 236.906 1.501
4 15.435 473 3,22 (3,22) 308.697 2.116
5 18.706 675 3,90 (3,90) 374.118 3.017
6 21.515 948 4,48 (4,48) 430.304 4.241
7 23.710 1285 4,94 (4,94) 474.196 5.747
8 25.243 1633 5,26 (5,26) 504.862 7.302
9 26.150 1962 5,45 (5,44) 522.995 8.776
10 26.488 2147 5,562 (5,52) 529.768 9.603

A partir del resultat de les simulacions hem estimat la mitjana i la desviacio tipica
de les unitats produides durant 20 dies (cinquena i sisena columna, respectiva-
ment), mitjancant les expressions seguents, amb n =20:

X, =nX, S,=Nns,

n

On X, i s,s6n, respectivament, els estimadors de la mitjana i la desviacio tipica

de les unitats produides en n dies. Observem que amb aquests calculs estimen
la mitjana i desviacio tipica de la produccio mensual (considerant un mes de 20
dies) en el suposit que la produccio d'un dia és estadisticament independent de
la dels altres dies. A partir del resultat de les simulacions també podem estimar
la mitjana i la desviacio tipica de les unitats produides durant 20 dies, per a con-
figuracions del sistema que consisteixin en diversos grups de maquines atesos
per una persona cada un. Per tant, podem analitzar la capacitat del sistema amb
14 maquines distribuides en 3 grups, un amb 4 maquines i els altres dos amb 5,
que hem obtingut, mitjancant els nombres d’Ashcroft, com a solucio optima
d'un sistema amb capacitat no inferior a 1.000.000 d'unitats mensuals i amb
carregues de treball no superiors al 90 %. Segons els nombres d'Ashcroft, la
seva capacitat mitjana seria d'1.057.920 bosses/mes, i I'estimacio a partir dels
resultats de la simulacido &s un valor molt proxim (1.056.933). La simulacio ens

permet estimar també, amb I'expressio \/20-(4732 +2-675%)  la desviacio tipica

de la produccio mensual (4.764 unitats/mes), sempre amb el suposit d’'indepen-
dencia entre els valors de la produccio diaria. Com que, de fet, no es compleix,
varem simular també el comportament del sistema al llarg d'un mes. Concreta-
ment, varem fer 10.000 simulacions de 25 dies de 8 hores, i considerarem com



a temps de warm-up els 5 primers. Les estimacions de |'esperanca matematica
del nombre d'unitats produides mensualment i de la seva desviacio tipica resul-
taren ser, respectivament, 1.057.005 i 4.838, molt proximes a les indicades an-
teriorment. El grafic seguent és I'histograma dels valors obtinguts en les
simulacions. Es pot observar que el nombre d’unitats produides mensualment
en cap cas ha estat inferior a 1.000.000.

Histograma de les mostres obtingudes amb el programa de simulacio
2 grups de 4 maquinesi 1 grup de 5

500 +
Mitjana  1.057.005

200 - Desuv. tip. 4.838
n 10.000

Frequencia
w
o
(@]
)

N

o

o
1

100 A

1.040.0001.045.0001.050.0001.055.0001.060.0001.065.0001.070.0001.075.000
Unitats produides mensualment

La corba vermella és la funcio de densitat de probabilitat d'una llei normal d'esperanca matematica
i desviacio tipica corresponents a les de la mostra.

També hem simulat la produccio mensual d'un sistema amb 2 grups de 8 ma-
quines cadascun i hem obtingut uns valors d'1.009.541 i 10.447, respectiva-
ment, per a les estimacions de |'esperanca matematica i de la desviacio tipica
de la produccio mensual. En aquest cas, el nombre d'unitats produides ha estat
inferior a 1.000.000 en el 17,8 % de les mostres obtingudes. Per tant, tot i que
per a aquesta configuracio I'esperanca matematica de la produccio mensual és
superior a la requerida, implica un risc molt significatiu de no assolir-la, a causa
de I'aleatorietat propia del sistema considerat. El grafic seguent és I'histograma
dels valors obtinguts en les simulacions.

Aquest exemple il-lustra el fet obvi, pero potser no sempre tingut prou en
compte, que, en general, és insuficient considerar Unicament les esperances
matematiques de les variables aleatories, ja que la dispersio més o menys gran
els és inherent.
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Histograma de les mostres obtingudes amb el programa de simulacio
2 grups de 8 maquines
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La corba vermella és la funcio de densitat de probabilitat d'una llei normal d'esperanca matematica
i desviacio tipica corresponents a les de la mostra.

Com hem indicat anteriorment, el programa de simulacio també permet estudiar
el funcionament del sistema amb configuracions que no s'ajusten als suposits
d'Ashcroft. Aixi, per exemple, podem analitzar el comportament de sistemes en
que una persona pot atendre més d’un grup de maquines o en que un grup de
maquines pot ser ates per més d'una persona. El cas extrem é&s aquell en que
totes les persones poden atendre qualsevol maquina.

Hem simulat un sistema amb 14 maquines i 3 persones que se n'ocupen con-
juntament, en el suposit que els temps de desplacament son negligibles. Igual
que en els casos anteriors, hem simulat 10.000 vegades el funcionament del
sistema durant 25 dies, amb un temps de warm-up de 5 dies. Les estimacions
de I'esperanca matematica i de la desviacio tipica han resultat ser, respectiva-
ment, 1.250.458 i 4.934. La capacitat mitjana &s més d'un 18 % superior a la
corresponent a les 14 maquines distribuides en 1 grup de 41 2 de 5.

Com en aquest exemple, en general agrupar recursos és millor, pel que fa al
funcionament del sistema, que segregar-los i que la polivalencia és millor que
I'especialitzacio. Pero cal tenir en compte els costos de |'agrupacio (en el nostre
cas seria I'augment dels temps de desplacament) i de la polivalencia.

Fins ara hem vist com es pot calcular la capacitat de produccio d'un sistema
donat, dissenyar un sistema que assoleixi una capacitat de produccio donada al
minim cost i dissenyar un sistema que assoleixi la maxima capacitat de produc-
Cio sense ultrapassar un cost donat.



L’enunciat seguent demana el dimensionament optim de la plantilla en cas que
la demanda augmenti considerablement i no sigui possible adquirir més maqui-
nes, la qual cosa cal interpretar-la com que el mercat absorbira qualsevol quan-
titat que es pugui produir amb les 18 maquines disponibles en aquest cas. Per
tant, I'objectiu no és dissenyar el sistema de cost minim, sind el que maximitzi
la diferencia entre els ingressos per la venda del producte i els costos per obte-
nir-lo. "

FOO07.3. Assignacio de maquines: maximitzar el marge economic

Com a consequencia d'una campanya publicitaria per impulsar el consum de
fruita seca, la demanda dels productes de Grancasa experimenta un augment
considerable. A curt termini no és possible adquirir més maquines, pero si am-
pliar la plantilla. El preu a que Grancasa ven el producte a les distribuidores és
1,00 u. m.

Quantes persones haurien de compondre la plantilla en aquest suposit?

Les modificacions en el model son obvies: la funcio objectiu &s la diferencia
entre ingressos per vendes i costos de produccio (inclosos els corresponents a
les maquines i a les persones), amb la restriccio que el nombre de maquines no
pot ser superior a 18.

El resultat és un sistema format per 2 grups amb 3 maquines i 3 grups amb 4
(per tant, amb una plantilla de 5 persones), amb una produccio total d'1.403.520
unitats/mes, un marge economic de 461.408 u. m./mes i un cost unitari de
0,6712 u. m.

Es clar que amb petits canvis en el model es poden tractar altres situacions, com
ara si s'ha de produir una quantitat donada a cost miim, amb un nombre de
maquines fix o bé si el nombre de persones és fix, o si el nombre de maquines
o el de persones tenen fites superiors.

FOO08. Molta roba i poc sabd

Es tracta de determinar les maquines rentadores-assecadores que cal adquirir
per equipar una nova planta de bugaderia industrial que ha de processar no
menys de 20.000 kg/dia de roba, i que esta previst que funcioni 16 hores dia-
ries tots els dies de I'any, per a la qual cosa s'establira un sistema de torns de
treball.

3 Una discussio sobre la diversitat d'objectius en els problemes d’assignacio de maquines, extrapo-
lable a altres problemes, la trobem a: Corominas, A. (1990) What must we optimize? Production and
Inventory Management Journal, 32, 85.
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Els costos dels detergents, suavitzants i desinfectants, aixi com els laborals i els
de manteniment i embalatge, son aproximadament proporcionals als kg de roba
tractats, per la qual cosa els que s'han de tenir en compte per establir el disseny
optim son, a més dels corresponents a I'adquisicio de les maquines, els de I'ai-
gua i els de I'energia electrica.

Pel que fa a I'aigua, I'empresa compta amb pous de capacitat suficient i els cos-
tos d’extraccio i tractament son proporcionals a la quantitat d'aigua utilitzada, a
rac d'1,20 u. m./m?.

L'estructura dels costos de I'energia electrica, que es factura mensualment, és
més complexa. D'una banda, hi ha un cost fix de 250 u. m. per cada 25 kW de
potencia contractada, que ha de ser multiple de 25. D'altra altra, hi ha el cost de
I'energia consumida igual a 0,12, 0,10 i 0,07 u. m./kWh, respectivament, per a
consums compresos entre 0 i 250.000 kWh, entre 250.000 i 500.000 kWh i,
finalment, per a consums superiors a 500.000 kWh.

Un estudi previ ha permes seleccionar 3 tipus de maquines que |I'empresa con-
sidera adequades, les caracteristiques de les quals es recullen a la taula seguent:

Tipus (1 (2) (3) (4) (5) (6)
1 50 25 150 2,0 40 0.15
2 100 45 250 3.2 75 0.25
3 150 70 400 4,0 110 0,40

Caracteristiques de les maquines:

(1) kg de roba maxims per cicle de rentatge
(2) potencia maxima, en kW

(3) cost fix mensual

)
)
(4) durada en hores del cicle de rentatge
(5) kWh per cicle de rentatge

)

(6) m® d'aigua per cicle de rentatge

Abans de formular un model cal determinar per a quina capacitat nominal es vol
dimensionar el sistema (per tenir en compte les avaries de les maquines i la
irregularitat en la demanda, la capacitat ha de ser superior als 20.000 kg/dia indi-
cats; altrament, es podrien produir llargs periodes d'espera, inadmissibles en un
servei d'aquestes caracteristiques, ja que la manca de fiabilitat en el temps de
lliurament obliga els clients a augmentar els estocs de roba), i quin coeficient de
reduccio s'ha d'aplicar a la suma de potencies maximes de les maquines per
tenir en compte que és improbable que totes les maquines instal-lades reque-
reixin, simultaniament, la potencia maxima. Suposem que la capacitat nominal
no ha de ser inferior als 30.000 kg/dia, pero els costos de funcionament els cal-
culem per a una produccio de 20.000 kg/dia. Pel que fa a la potencia maxima,
apliguem un coeficient de reduccio igual a 0,80.



A partir de la taula amb les dades es facil obtenir-ne una altra amb la capacitat
mensual de cada tipus de maquina i amb els consums mensuals d’aigua i d’ener-
gia electrica, per a un mes de 30 dies, en el suposit que treballen sense inter-
rupcio i sempre a plena carrega: '

Tipus (1) (2) (3) (4)
1 240 12.000 9.600 36,0
2 150 15.000 11.250 37,5
3 120 18.000 13.200 48,0

(1) nombre maxim de cicles mensuals
(2) capacitat en kg/mes

(3) kWh/mes

(4) m3/mes d'aigua

Per plantejar el model que es mostra a continuacio fem servir les variables:

X, €Zyy (1=12,3) Nombre de maquines disponibles de cada tipus.

v, €L,y (i =123 Nombre de maquines utilitzades de cada tipus.

p €Ly, Nombre de trams de 25 kW de potencia contractats.
t, 20,7 {01} Variables per modelitzar el cost del consum energgtic.
(/1=1273)

minimitzar 150-x, + 250-x, + 400-x, + 1,236y, +1,2.37,5y, +1,248y, +
250-p +5.000-, +20.000-r, + 0,12, +0,10¢, + 0,07,

s.a 12.000-x, +15.000-x, +18.000-x, > 900.000
12.000-y, +15.000-y, +18.000-y, > 600.000
0,8(25-x, +45.x, +70-x,) < 25:p
t,+t, +1,=9.600y, +11.250-y, +13.200-y,
t, < 250.000r
¢, < 500.000,
¢, £2.000.000-r,
n+n+r =1
v, <x, 1=1273

4 Certament, les maquines no treballen sense interrupcions (per avaries, per manca de roba per
rentar...), pero aixo ja es té en compte en imposar una capacitat nominal superior a la demanda
mitjana. En canvi, el suposit que les maquines treballen sempre a plena carrega pot no ser valid en
molts casos, en els quals caldria modificar el calcul dels costos, en relacio amb el que esta incorporat
en el model que proposem; efectivament, per les caracteristiques de volum, composicio i proceden-
cia de la demanda pot ser que hi hagi cicles de rentatge en qué la maquina operi parcialment carre-
gada: aleshores caldria informacio sobre la distribucio de les carregues i sobre la relacio dels costos
d'un cicle de rentatge amb la carrega de la maquina.
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La interpretacio de les 3 primeres i les 3 darreres restriccions és immediata. De
la 4a ala 7a, ambdues incloses, linealitzen la funcio concava corresponent al cost
del consum d'energia electrica; les variables ¢, son iguals al consum total si

aquest se situa en el tram /de la tarifa i les r. indiquen el darrer tram actiu.

La solucio optima consisteix a adquirir 75 maquines de tipus 1, de les quals fun-
cionaran, de mitjana, 50. S’ha de contractar una potencia de 1.500 kW. El con-
sum mensual d'aigua seria de 1.800 m®i el d’energia, 480.000 kWh. El cost total
que resulta, per als costos considerats en el model, és de 81.410 u. m., és a dir,
0,13568 u. m./kg.

L'objectiu de I'enunciat seguent és il-lustrar com es pot plantejar un model ma-
tematic per optimitzar el financament d'un projecte. S'hi té en compte, per cen-
trar-nos en el finangcament, la repercussio d'aquest, via pagament d'interessos |
amortitzacio de deutes, sobre el moviment de fons, pero prescindim de la reper-
cussio dels interessos sobre els beneficis i, per tant, sobre I'impost de societats.

FOO09. Financament

Es tracta de comparar, amb un horitzd de 6 anys, dos projectes, A i B, basats en
tecnologies diferents, per a una planta industrial.

Els moviments de fons corresponents son (en u. m. corrents):

t 1 2 3 4 5 6
-400 -600 100 400 600 800
B -300 -500 90 350 530 720

Com que inicialment només es disposa de 500 u. m., cal financament, que es
pot obtenir mitjancant els instruments seguents:

F1. Prestecs a 1 any, al 10 % d’interes, amb un Iimit de 300 u. m./any. Disponi-
bles entre I'any 2 i I'any 5, ambdos inclosos.

F2. Préstecs a 2 anys, amb un interes del 12 % i amortitzacio del 50 % anual.
Se'n pot demanar, sense limit d'import, un I'any 2 i un altre, I'any 3.

F3. Pagarés d'empresa a 3 anys, al 8 % d’interes, amb interessos abonats anu-
alment. Nomeés es poden emetre I'any 2, sense limit d'import.

Els excedents de tresoreria es poden col-locar en actius liquids que rendeixen
un6 %.

No es considera prudent que el deute de I'empresa superi les 500 u. m.



En les dues opcions, A i B, la disponibilitat inicial permet cobrir els moviments
de fons negatius de I'any 1, pero son insuficients per a I'any 2 (falten 500 i 300
u. m., respectivament).

Cada instrument financer activat en el periode 7 el podem caracteritzar per dues
llistes de coeficients que ens donin, per a cada un dels periodes posteriors i per
cada u. m. obtinguda, per una banda, els interessos que cal pagar en els periodes

posteriors i, per una altra, els imports que cal tornar.

En aquest cas:

Préstecs a 1 any Préstecs a 2 anys Pagarés
Any (i) (ii) (i) (ii) (i) (ii)
T+ 1 0,10 1,00 0,12 0,50 0,08 -
T+2 - - 0,06 0,50 0,08 -
T +3 - - 0,08 1,00

(i) interessos per 1 u. m., (i) retorn per 1 u. m.

A partir d'aquesta taula es dedueix facilment la seguent, en que es considera
separadament cada un dels anys d’emissio d'F1 i d'F2:

F1t=2 | F1r=3 | F1t=4 | F1t=5 F2t=2 F2t=3 | F3(t=2)
Import Xiz Xi3 Xia Xis Xz X3 X3

4 (i) (ii) (i) (ii) (i) (ii) (i) (i) (i) (ii) (i) (ii) (i) (ii)
2
3 0,10 1,00 0,121 0.50 0,08
4 0,10 | 1,00 0,06 0,50 (0,12 0.50 | 0,08
5 0,10 | 1,00 0,06 | 0,50 | 0,08 | 1,00
6 0,170 1,00

| &s practicament immediat plantejar un programa lineal per maximitzar el saldo
al final de I'horitzo. Les variables, a més de les indicades en la taula anterior, son
els saldos al final de cada periode. Les restriccions, els balangos monetaris de
cada un dels periodes i les que imposen que I'endeutament no superi el maxim
especificat.

El model que es formula a continuacio correspon a I'opcio A (per a la B, només
cal substituir-hi els valors dels moviments de fons):

maximitzar s
s.a -B00+x,, + X, + X3 =5,

100+1,06-s, + x,; + X,5 —1,10%,, —0,62-x,, — 0,08 x,; = 5,
400+1,06-s; + x;, —1,10-x,;, —0,56-x,, —0,62-x,, —0,08-x, = 5,
600+1,06-s, + x,5 —1,10x,, —0,56-x,5 —1,08-x; = 5,
800+1,06:s, —1,10%,5 = S;
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Xip + Xy + X5 <500

X3 +0,5X,, + X, + x; <500

X4 +0,6x,5 + X, <500

X5 <500

X,, <300, x;, <300, x;, <300, x,; <300

14 = 15 —
La restriccio corresponent al limit d’'endeutament de I'any 5 és superflua, perque
la domina la de fita superior de la variable x .

El financament a la solucio optima per a |'opcio A queda definit per x,, = 58,82,
X, =441,18 i el valor de la funcio objectiu &s 1.340,72.

Peral'opcio B, x,, =64,71, x; =235,29 iel valor de la funcio objectiu &s 1.384,5

(leugerament superior al de I'opcio A, perque els costos del financament son
menors en la B).

Tot i que el tipus d'interes menor correspon als pagarés, una part del financa-
ment es fa amb credits a un any, ja que en el cas dels pagarés s'han de pagar
interessos durant 3 anys, perque no es tornen fins I'any 5 (endeutar-se molt
inicialment amb pagarés implica un excés de liquiditat en anys posteriors per
una part de la qual es paga el 8 % i només se n'obte el 6 %).

Si els rendiments de tresoreria baixen (per exemple al 3 %), el financament amb
pagarés encara resulta menys interessant. Amb aquest suposit obtenim:

Opcib A: x,, = 300,00, x,, = 246,00, x, = 200,00; s, =1.315,83
Opcio B: x,, = 300,00, x,, = 240,00; s, =1.357,14

Per tant, I'optim &s molt sensible a canvis en els parametres i, malgrat que es
tracta d'un cas molt senzill, els resultats no es pot dir que siguin intuitius, tot i
que, naturalment, es poden explicar una vegada vistos.

Tambeé és clar que en una situacio com la descrita en I'enunciat d'aquest pro-
blema, I'aplicacio del VAN resultaria problematica i inadequada. Si deixem de
banda les consideracions relatives a la incertesa, el criteri principal per comparar
A'i B seria el valor de sy, i també es tindria en compte I'evolucio de I'endeuta-

ment en cada una de les opcions.
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Hi ha situacions en qué per assolir un optim cal prendre decisions de forma se-
quencial o en que la solucio optima consisteix en un cert nombre de decisions
que s'han de dur a terme sequencialment.

En aquests casos, el punt de partida &s un estat d'un sistema. En cada etapa,
cada decisio possible ens condueix a un altre estat, (i) de manera determinista i
amb un cost (positiu 0 negatiu) també determinat o bé (ii) d'acord amb una llei
de probabilitat, a un estat d'un conjunt finit o infinit d’estats, amb un cost, potser
també aleatori, que en general depen de la decisio i de I'estat a que s’arriba en
consequéncia.

En el cas determinista, una vegada establerta la politica optima, la trajectoria que
se seguira en |'espai dels estats quan s'apliqui és totalment previsible. De fet,
la resolucio de problemes amb aquesta estructura i amb caracter determinista
consisteix essencialment a trobar un cami minim entre el punt que representa
I'estat inicial i el de I'estat final. Quan les variables corresponents a les decisions
son discretes la solucio optima es calcula molt facilment amb un algorisme de
camins minims en un graf, que és particularment eficient per I'estructura polie-
tapica d'aqguest. Quan son continues, les coses es compliquen una mica, o forga,
pero sempre queda el recurs de recorrer a la discretitzacio.

El calcul del cami minim es pot fer des de I'inici cap al final o viceversa, i no
presenta cap avantatge fer-ho d’'una manera o d'una altra.

En canvi, en els casos aleatoris, nomeés es pot fer des del final cap al principi,
perque quan nomeés queda una etapa determinar la decisido optima és relativa-
ment facil (o fins i tot molt facil) i, en canvi, en el punt de partida i, en general,
quan falta més d’'una etapa, &s molt complicat decidir, sense més, quin cami
s'ha d’emprendre.! En aquests casos aleatoris, només es por preveure que s'ha
de fer en cada un dels estats del sistema a que es pot arribar a cada final d'etapa

T Com descrivim amb més detall en el capitol Parar.
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(a I'aplicacio del conjunt de parells etapa-estat en el conjunt de decisions en di-
rem una estratégia), pero no, obviament, la trajectoria que en resultara. Com que
I'aplicacio d'aquesta estrategia no conduira sempre a un mateix resultat el criteri
d’optimitzacio no és obvi; en els textos academics se sol suposar que s'adopta
I'esperanca matematica del resultat, pero aquest criteri no s sempre el més
apropiat. De fet, en aguest cas aleatori no hi ha cap criteri universal, perque que
un criteri sigui més adequat que un altre depen de les caracteristiques de la
persona o del col-lectiu que ha de prendre les decisions i de les seves circums-
tancies.

La programacio dinamica i el calcul de variacions solen ser instruments adequats
per resoldre aquesta mena de problemes, pero no sempre cal recorrer-hi. 2

COO01. Canvi d’estat

S’ha de comprimir un gas des d'una pressio inicial /a una pressio final F(>/).
El procés es pot dividir en un nombre qualsevol d'etapes, 7, cada una de les
quals té un cost fix, ¢, i un cost que depen de la relacio entre la pressio final |
inicial a I'etapa, d'acord amb |'expressio:

amb p,=/ 1 p,=F(sigui A=F//>1). L'objectiu &s minimitzar el cost del

canvi d'estat.®

n

El problema d’optimitzacio es pot plantejar mitjancant el programa matematic
seguent:
minimitzar (¢ —&)n+ k- P
/=1 10/_1
s.a neN
o, >0 f="1...,n-1

Que, formulat aixi, no té cap propietat favorable (la funcio objectiu és la suma
d'un terme lineal en la variable entera n i de funcions no convexes de n-1
variables reals). Tanmateix, si considerem donat el valor de n el problema es
redueix a:

2 Sobre la programacio dinamica i la seva aplicacio a la resolucio de problemes de decisions sequen-
cials, vegeu els llibres de R. Companys a que es fa referencia a la nota 10, a la pagina 14.

3 Aqufi es parla de canvi d'estat en el sentit indicat anteriorment, i no en el sentit habitual en fisica.
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o [p
minimitzar z, = k-y_ [-=
/=1 ,0,4

s.a p; >0 F=1..,n=1

El programa matematic per optimitzar z, &s un programa geometric, per al qual
és conegut que el canvi de variables p, =e" (/ =1,...,n—1) converteix les funci-

ons involucrades (en aquest cas, Unicament la funcid objectiu) en funcions con-
vexes. A més, com que no hi ha altres restriccions que les de positivitat de les
variables, el problema que en resulta es d’optimitzacio sense restriccions ja que

e* >0 ilacondicio Vz, = 0 és necessaria i suficient d’optim. A partir d'aquesta
condicio s'arriba facilment a:

PP L

/ 101 10/7—1

és a dir, la relacio de compressio, sigui 7, ha de ser la mateixa en totes les etapes
i, pertant, 7 =R"" i z, =knR"*".

També es pot plantejar el problema amb variables, y;, que representin la relacio

de compressio a cada etapa o, millor encara, I'arrel quadrada de la relacio de
compressio, amb que resulta:

minimitzar z, = k-Y_y,

/=1
s.a lﬁ[yl =F//
/=1

y, >0 /=1..,n-1

Que també és un programa geometric al qual es pot aplicar el canvi y, =e* i

linealitzar la restriccio prenent logaritmes (o bé prendre logaritmes en la restric-
cio i aplicar KKT).

Sigui com sigui, la funcio que hem d’optimitzar es:

z=cn+ k-n-(ﬁ”"z’”' - ‘I)

| la manera més practica de fer-ho és calcular el valor d'aquesta expressio per a
valors successius de 7, fins que passi de decreixent a creixent. De tota manera,
és més elegant relaxar la condicio d'integritat de n i derivar la funcio dues vega-
des:

' 4.n°

In

Z'=c—k+kR"" -(1
2:n
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Pera n >0 la segona derivada és positiva i, per tant, la funcio s convexa. Sigui
n el valor que anul-la la primera derivada. Aquest valor &s positiu, per a tots els
valors de k i de A, com es pot demostrar facilment (la derivada tendeix a —oo i
ac (>0)quan n tendeixaOia o, respectivament). Aleshores, si 7<1, el valor

optim, 1", ésiguala 1;si /4 >1,ino és enter, s'ha de calcular z pera| /| i [ 7]
i comparar els dos resultats.

Pera A=10,¢c =100, kK =800:

h=267 z(267])=2(2)=1.44525, z([2,67])=z(3)=1.422,72; n" =3

En el llibre de problemes de Robert Faure* hi apareix un enunciat, d'origen molt
antic, pero no especificat, que després es recull en el llibre de problemes de
Sarabia Viejo,® i que reproduim a continuacio, amb lleugeres adaptacions (a I'ori-
ginal, els papers del vehicle i el carburant corresponen, respectivament, a un ase
i al farratge que I'animal consumeix).

C0O02. On podem anar a parar?

Un vehicle que consumeix 0,05 litres de carburant per km i pot transportar-ne
un maxim de 100 litres es troba, amb el diposit buit, en un punt en que disposa
de 500 litres de carburant.

A quina distancia maxima pot arribar?

Suposem, d'acord amb I'enunciat, que el consum del vehicle &s directament
proporcional als quilometres recorreguts, sense que la carrega ni les condicions
del terreny hi influeixin.

Es clar que, per arribar el més lluny possible, cal constituir diposits intermedis
entre 'origen i la destinacio final (obviament, si la disponibilitat de carburant a
I'origen no supera la capacitat de carrega del vehicle, s'ha de carregar tot I'estoc
i circular fins que s'exhaureixi el diposit; pero aquest no &s el cas descrit en
I'enunciat). També és clar que podrem anar més lluny si no deixem carburant en
el diposit de I'origen que si n’hi deixem (perque I'estoc inicial &s multiple de la
capacitat del vehicle; pero aixd també és cert encara que no es compleixi
aquesta darrera condicio: aixo si, si els diposits es poden situar en el lloc que
meés convingui, perque si son tUnicament en llocs preestablerts pot ser conveni-
ent abandonar a |'origen una part de |'estoc).

4 Faure, R. (1968) £/éments de la recherche opérationelle. Gauthier-Villars.
5 Sarabia Viejo, A. (s. d.) Problemas de investigacion operativa. Libreria ICAI
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De moment (ja ho discutirem més endavant) suposem també que hi ha una po-
litica optima en que I'estoc en els diposits intermedis és multiple de la capacitat
del vehicle.

El problema es pot abordar com I'optimitzacio d'una decisio polietapica en un
context determinista en que en cada fase es determina on es col-loca, si és el
cas, el seguent diposit. L'estat en cada fase &s I'estoc disponible en el diposit |
el valor associat a I'estat, el punt quilometric en que s’ubica el diposit. Aleshores,
des de I'origen es faran 9 recorreguts fins al primer diposit intermedi (4 anades
i tornades i una anada final des de I'origen fins al diposit intermedi) i s'haura de
decidir si en aquest s'hi deixen 400, 300, 200 o 100 litres, amb que el diposit
s'haura de situar, respectivament a:

500-400 2.000 500-300 4.000 500-200 6.000 500-100 8.000
0,059 9 ' 0059 9 ' 0,059 9 ' 0059 9

En les etapes successives el nombre d'estats es va reduint progressivament. Si
I'estoc és igual a & vegades la capacitat del vehicle, C, s'han de fer 2.4 —1 viat-
ges entre el diposit i el seguent. Podem omplir, per tant, una taula de distancies
entre un diposit i el seguent, en funcio de I'estoc disponible i I'estoc que queda:

Estoc fi—
Estoc 400 300 200 100 0
inici |
8.000/9 s
500 2.000/9 4.000/9 6.000/9 (+2.000)* 2.000
6.000/7
400 2.000/7 4.000/7 (+2.000) 2.000
4.000/5
300 2.000/5 (+2.000) 2.000
2.000/3
200 (+2.000) 2.000
100 2.000

*En un diposit amb un estoc igual a la capacitat del vehicle, I'Unica decisio raonable és carregar el
vehicle i fer un viatge sense retorn (amb les dades de I'enunciat, de 100/0,05 = 2.000 km).
**Passar directament d'un estoc £-C (k > 2) a un estoc nul no té cap sentit, perque correspon a fer
2.k — 2 viatges d'anada i tornada sense deixar res en un diposit imaginari situat, amb les dades de
I'exemple, en el km 1.000 i fer un viatge final, sense retorn, des I'origen al km 2.000; per arribar a
aquest punt val més fer un sol viatge inicial sense retorn.

Amb aquests valors és facil calcular el cami maxim entre I'estat inicial i I'estat
final (estoc 0 a I'etapa 5) que resulta ser 500 - 400 - 300 - 200 - 100 - 0 amb un
valor de:

2.000 N 2.000 . 2.000 . 2.000 N 2.000 _ 2.000_1 689 _ 3.574.60 km
9 7 5 3 1 945
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Estoc
500

400 -

300 1

200

100

Les distancies s'expressen en milers de km

El resultat, per als valors numerics de I'enunciat i considerant només estocs
multiples de la capacitat del vehicle, &s que la millor decisio, des d'un diposit
amb un estoc igual a «-C (k > 2), sempre és crear un diposit a una distancia tal
que s’hi pugui deixar un estoc igual a (¢ —1)-C . Aquest resultat, per a estocs mul-
tiples de la capacitat del vehicle, és valid independentment dels valors de C i
del consum (sigui a L/km). Efectivament, si passem directament d'un diposit
amb un estoc «-C a un altre amb un estoc (k—/)-C,amb 2< <k -1, la dis-
tancia entre els dos es menor que si passem de kC a (k=10)-C ide (k-1-C a
(k-/)C

c < c 1 N c ;-1

a2k-1 a2k-1 a2k-3

El suposit decisiu per facilitar la resolucio del problema ha estat que I'estoc inicial
i els estocs en els diposits intermedis eren multiples de la capacitat del vehicle.
Tanmateix, si en el diposit inicial no es compleix aquest suposit sempre hi ha
una politica optima en que se satisfa en tots els diposits seguents. Per demos-
trar aguesta afirmacio només cal comprovar que:

— Si en un diposit tenim un estoc (kK +7)-C (amb 0<f <1) i passem directa-
ment a un diposit amb estoc igual a «-C, la distancia entre els dos diposits
és la mateixa que si ho fem a través d'un diposit intermedi amb (K +7')-C
(F'<7F).
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— Si en un diposit tenim un estoc (kK +7)-C (amb 0<f <1) i passem directa-
ment a un diposit amb estoc igual a (kK —7')-C (amb 0< 7' < k), la distancia

entre els dos diposits &s menor que si ho fem a través d'un diposit intermedi
amb £C.

Per tant, si en el diposit inicial I'estoc és (kK +7)-C (amb 0< 7 <1), una politica
optima consisteix a establir un diposit amb estoc «C a una distancia
f/le-(2-k —1)] km i, des d'aquest diposit, aplicar la politica descrita anteriorment
per al cas que els estocs son mltiples de C.

Exposem a continuacid una via alternativa per arribar al resultat.

Suposem que inicialment el vehicle es troba en un punt amb (k +7)-C litres de
carburant (K >1 ienter, i 0<f <1).% El vehicle pot deixar D —a-(22m—-1)-5 litres
de carburant en un diposit situat a una distancia § < C /(2:a), on D és la quantitat
de carburant que surt de |'estoc en origen i m el nombre de viatges que fa el
vehicle entre el punt on es troba i el diposit. O, m i 6 han de satisfer les condicions
a-(2m-060<D <minim-C,lk +7)-C). C/(2«) és la distancia maxima a que es
pot situar el diposit per tal que el vehicle pugui anar-hi i tornar al punt on es troba
a recollir més carburant (pero a aquesta distancia necessitara tota la carrega de
carburant per anar i tornar i no podra deixar res en el diposit). Per a un valor de &
fixat, la quantitat de carburant maxima transportada sera o bé
(k+7)C—-a(2m-1-6, quantitat que s'assoleix amb m=k+1, o bé
k-C —a-(2k —1)-6 , que s'assoleix amb m = k. La quantitat maxima sera I'una o
I'altra segons el valor de §:

a. Si0<o<FfC/(2a),laquantitat maxima es (k +7)-C —a-(2k +1)-5 litres
is'assoleixamb m=k+1i D=k +7)C.
A -C : o , o
Pera 6§ =———, la quantitat maxima és &-C . Aquesta distancia té
2k + 1)«
un paper clau en la configuracio de les solucions optimes.

b. Si fC/2a)<6<C[/(2a), la quantitat maxima de carburant és
kC—a-(2k =10 litres (amb m=k, D=k -C i, per tant, deixant en el
diposit inicial 7-C litres).

Per valors de § entre C/(2a) i C/a, el vehicle només podra fer un viatge
entre el punt on es troba i el diposit; i hi podra deixar C — a6 litres de combusti-
ble. El vehicle no podra arribar al diposit si aguest es troba a una distancia del
punt inicial superior a C/a .

6 Si la disponibilitat inicial de carburant no supera la capacitat de carrega del vehicle, s'ha de carregar
tot I'estoc i circular fins que s'esgoti, com s’ha indicat anteriorment.
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Demostrem a continuacio que sempre hi ha una politica optima en que el primer
diposit, des de I'origen, es troba a una distancia & .

D’una banda, una solucio en que el primer diposit és a ¢ > S no pot ser optima,
perque es pot fer arribar més carburant a § si es constitueix un diposit intermedi
a & que si es fa directament. Efectivament, si es fa directament la quantitat de
carburant que es pot deixar a ¢ és igual a (k+7)C-a(2k+1)-5 oa

kC—a-(2k=1)-6 , segons si & compleix la condicio @ o la b, respectivament. Si
es constitueix un diposit intermedia &, en aquest es disposara de -C litres de
carburant i, des de &, es pot deixar a & kC—a-(2k =1)(5 - 38)) litres de carbu-
rant. Per tant, la diferencia entre constituir un diposita & i no constituir-lo és:

En el cas a, [kC-a-(2k-105-38)] - [k +F)C-a2k+1)0]=2a(5-8)>0 i
2k 1
2k +1

Cf>0.

enelcas b, [kC—a(2k-1:(5-6)] - [kC-a(2k-1)6]=

D’una altra banda, entre les solucions optimes n'hi ha una en que el primer di-
posit des de I'origen ésa &, perque sin‘hihauna & <4 és facil comprovar que
des de & es pot fer arribar a 5+77 (n > 0)la mateixa quantitat de carburant que
des de & . Per tant, pot haver-hi solucions optimes en que el primer diposit es-
tiguia 8 <&, i fins i tot pot haver-n'hi més d’un abans de &, pero es pot pres-

cindir d'aquests diposits i ubicar el primera ¢ .

Per tant, la configuracio seguent &s optima: un diposit, A,, situat a una distancia
7-C |12k +1)-«] del punt inicial; un altre diposit, A,, situat a una distancia
C/l2k-1-alde A,;unaltre, A;, situata C/[(2k -3)-a] de A, , i aixi successi-
vament fins al diposit A, situat a una distancia C/(3-a) del diposit A, ,. Els
estocs de carburant que transportara el vehicle a cada diposit son &-C,
(k =1)-C,...,C ila distancia maxima a |'origen a que arribara el vehicle sera:

c( f 1

— + + ++1

a\2k+1 2k-1 2k-3

En el cas de I'enunciat, k =4 i ¥ =1, la distancia maxima recorreguda pel vehi-
cle és de 3.574,60 km.

Fins ara hem suposat que I'objectiu era arribar el més lluny possible, pero també
podria ser deixar la maxima quantitat de carburant en un diposit situat a una
distancia donada de I'origen. Per exemple, quina quantitat maxima de carburant
es pot fer arribar a 1.000 km del diposit inicial?

Suposem que tenim diposits en els km 2.000/9, 2.000/9 + 2.000/7, 2.000/9 +
2.000/7 + 2.000/5 = 907,94, etc. Amb la politica optima que hem trobat abans,
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podem fer arribar 200 L al km 907,94 i, des d'alli, 200 -3:(1.000-907,94)-0,05 =
186,19 L al km 1.000.

Suposem ara que la ubicacio dels diposits, de capacitat suficient, esta prefixada,
en les coordenades O, x,,...,x,, i que volem determinar la maxima quantitat de
carburant que podem arribar a dur a x,. D'entrada, es tracta de dur des de cada
diposit al seguent la maxima quantitat de carburant que sigui possible. S'ha de
tenir en compte que si en un diposit tenim (k +7)-C litres de carburant i la dis-
tancia al diposit seguent és & (< c/ (2-a)) , cal comparar la quantitat que quedara
en el diposit seguent si fem 2.4 —1 viatges per carregar £ vegades C litres o
sien fem 2.k +1 per carregar k +1 vegades (k +7)-C/(k+1) litres (la qual cosa
nomeés és possible si 6 <I[C/alllk+7)/(2k+1]). Aguestes quantitats son
iguals, respectivament, a C-k — (24 —1)-6-a | C-lk +f)—(2k +1)-0-c i, per tant, es
millor deixar C-f litres en el diposit inicial si 7 <(2:5-«)/ C . Si en fer els calculs
es detecta que en un diposit sera millor abandonar-hi C-# litres de carburant, és

clar gue no caldra transportar-los-hi i, per tant, caldra revisar els valors prece-
dents.

El problema del ruc i el farratge &s molt facil d'enunciar, pero analitzar-lo i resol-
dre’l no resulten trivials. De fet, es pot veure com un problema elemental de
logistica, militar o civil, un ambit en que n’hi ha d’estructura molt més compli-
cada, com ara el que s’enuncia a continuacio.

CO0O03. Logistica humanitaria

Suposem que ha tingut lloc una catastrofe natural en un territori i que, entre les
mesures necessaries per atendre les necessitats immediates de la zona afec-
tada, cal constituir uns estocs de carburant en uns diposits situats en els punts
7.8,9i10.

Els diposits principals 1 i 2 tenen, cada un, una capacitat per a 10 unitats de
carburant (UC) i inicialment estan plens. S'ha programat un subministrament ad-
dicional de carburant a aquests diposits d'un maxim de 65 UC, respectivament,
que hi estarien disponibles a I'inici del dia 3. També hi ha 4 diposits secundaris
(3, 4, 5, 6) inicialment buits, amb una capacitat de 3 UC cada un. Es vol fer arribar
als diposits 7, 8, 91 10, tots amb capacitat suficient, unes quantitats de carburant
iguals, respectivament, a4, 5, 61 3 UC. Per fer-ho es disposa de 3 dies i I'objectiu
és aconseguir-ho amb el minim consum de carburant.

El transport del carburant es duu a terme amb vehicles amb una capacitat d'1
UC, que inclou el que consumeix en els desplacaments, compreses tant I'anada
com la tornada i independentment de la quantitat de carburant transportada, a
rad de 0,02 UC per unitat de distancia entre I'origen i la destinacio. L'anada i la
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tornada requereixen un dia en tots els casos i per a cada parell origen-destinacio
es disposa Unicament d'un vehicle.

La taula seguent mostra les distancies per a les parelles origen-destinacio que
tenen assignat un vehicle per al transport. Siguin D el conjunt d’aguestes pare-
lles i d; la distancia entre / i /.

De| A— 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4 2 5 - - 6 3 -
2 6 11 3 3 7 - 9 -
3 - 4 4 4 8 5 6 4
4 4 - - - - 7 5 8
5 4 - - 5 - - 6 -
6 4 - 5 - 5 - 9 6

Plantegem un model amb les variables:
a. (I=12) subministrament addicional de carburant a / a l'inici del dia 3

/

X e{0,1} =1 si i només si el dia t es transporta carburant de / a J
t=1,v0,/)eD|/i=121t=23V,/)eD

9,20 quantitat que, des de / arribaaj eldia t; t =1, V(/,/)eD|/i =12 i
t=2,3, v,/ eD

$,20 estoc de carburant en el diposit & el dia ¢, després que en surtin

els vehicles que porten carburant cap a altres diposits;
k=3,..6,t=23

5, 20 estoc de carburant en el diposit £ al final del dia ¢; £ =1...,10;

| el model:

3
minimitzar 0,02 > > d-x

(/,/))eD t=1
s.a s,=10- Y (g, +0,02d, x,,)
/10, /))eD
=s,- Y. (g, +0,020, x,,,)
/10, /)eD
Sy=8,+a— Y. (g, +0,02d,x,;)
/10./)eD
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S;=10— Y (g,,, +0,02:d,,x,,)

/I2./)eD

Sy =5~ Z (q2/'2 +0102'd2/'X2/2)

/2./)eD

Sp=Sy+a— Y (G, +0,02d,,x,,,)

/2./)eD
S = Z o k=3,..,10
(/,K)eDli =12

$52=50— 2 (9, +002d,x,,),5,=5,+ D, Gy, k=3..6
JIk.j)eD il(i k)eD

Spo =S t Z Q2 k=7,..10
i/, KeD

S5 =Sk = Z (@43 +0,02d;X,5), Si3 = S5+ Qus k=3..6
k. )eD i/ k)eD

Sis =S+ . Gus k=7,.,10
i\ KleD

q,; <(1-0,024d,)x, t=1,v0,/)eD|/i=12,t=23,V(/,/)eD

a,<6,4,<b

S5, <10,5,; 10,5, <3 k=3,..61=1..3

Sy;3 24,55 25,85 26,5,,23

Hem suposat que el dia 3, en els diposits 1 i 2, es pot carregar tant I'estoc de
carburant al final del dia 2 com el subministrament addicional que arriba a I'inici
del mateix dia 3. Com que aquest subministrament addicional no figura a la fun-
Cio objectiu, pot ser que hi hagi optims multiples corresponents a diferents va-
lors de les variables &, | a,. Per desempatar entre aquests optims mdultiples

caldria optimitzar, entre totes les solucions que minimitzin el consum de carbu-
rant, un criteri en que intervinguessin les dues variables esmentades (per exem-
ple, minimitzar-ne la suma, si es vol minimitzar el cost d'adquisicio del
subministrament addicional, o maximitzar-la, si es vol tenir estocs tan alts com
sigui possible en els diposits principals, de cara a incidencies futures).

Hem resolt el model amb CPLEX i hem obtingut els resultats seguents: a, =0,
a,=19, 8,,=4,1 55, =5, Sy =6, 5,5, =3. En les tres taules seguents es mos-

tren els valors de q;,,g;, | g;5. respectivament.

i j— 3 4 5 6 7 8 9 10 | Total
1 0,54 | 0,96 | 0,00 - - 0,88 | 0,94 - 3,32
2 0,88 | 0,00 | 0,94 | 0,94 | 0,86 - 0,82 - 4,44
3 - - - - - - - - -
4 - - - - - - - - -
5 - - - - - - - - -
6 - - - - - - - - -
Total 1,42 | 0,96 | 094 | 094 | 0,86 | 0,88 | 1,76 | 0,00
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i\ = 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
1 092 | 0,96 | 0,00 - - 0,88 | 0,94 - 3,70
2 088 | 0,00 | 0,84 | 094 | 0,86 - 0,82 - 4,34
3 - 0,00 | 0,00 | 0,00 | O,00 | 0,84 | 0,00 | 0,40 1,24
4 0,00 - - - - 0,00 | 0,00 | 0,80 | 0,80
5 0,00 - - 0,84 - - 0,00 - 0,84
6 0,00 - 0,00 - 0,62 - 0,00 | 0,00 | 0,62

Total 1,80 | 096 | 084 | 1,78 | 1,48 | 1,72 | 1,76 | 1,20

i\ = 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
1 0,00 | 0,00 | 0,00 - - 0,88 | 094 - 1,82
2 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,86 - 0,82 - 1,68
3 - 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,70 | 0,00 | 0,92 1,62
4 0,00 - - - - 082 | 0,00 | 0,00 | 0,82
5 0,00 - - 0,00 - - 0,72 - 0,72
6 0,00 - 0,00 - 0,90 - 0,00 | 0,88 1,78

Total 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 1,76 | 2,40 | 2,48 | 1,80

Observem que la quantitat de carburant en el diposit 7 al final del dia 3 és supe-
rior a la quantitat desitjada (4,1 vs. 4). Podria semblar que en un pla de transport
optim I'estoc al final del dia 3 no hauria de superar la quantitat desitjada en cap
dels diposits 7 a 10. Pero no té perque, ja que s'ha suposat que el consum de
carburant només depen de la distancia recorreguda pels vehicles i no de la car-
rega que porten i, per tant, si hi ha prou estoc en els diposits inicials i en els
secundaris, els vehicles poden portar, sense cost addicional, més carburant que
I'estrictament necessari.

Dins del marc més ampli de I'optimitzacio de decisions sequencials, hi ha una
familia de problemes en que la persona que ha de prendre la decisio pot obtenir,
a canvi d'un cost, informacio complementaria.

Suposem que hi ha dues urnes, indistingibles externament, en que la 1 només
conté boles blanques mentre que la 2 només conté boles negres. Un personatge
que anomenarem Crupier llanca una moneda, sense que la veiem i, si surt cara,
elegeix I'urna 1 i, si no, la 2. Si un altre personatge, que anomenarem Visitant,
que té la informacio sobre el contingut de les urnes i el procediment amb que
Crupier elegeix I'urna, vol endevinar I'urna elegida, té una probabilitat d'encertar
igual a 1/2. Si Crupier treu i mostra una bola de I'urna elegida, si la bola és blanca
es pot assegurar que procedeix de l'urna 1 i, si €s negra, de la 2. L'extraccio de
la bola permet passar d'unes probabilitats a priori (1/2, 1/2) a unes probabilitats
a posteriori (1, 0) si la bola s blanca i (0, 1) si &s negra. Si es tracta d'un joc en
que Visitant guanya 100 u. m. si encerta quina urna ha elegit Crupier, I'esperanca
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matematica del guany de Visitant passa de 50 a 100 u. m. i, per tant, el valor de
la informacio aportada per I'extraccio de la bola és 100 — 50 = 50 u. m.

Si la composicio de les boles contingudes en cada urna no fos la suposada, les
coses no estarien tan clares. Tot i aixi, si I'urna 1 conté 99 boles blanques i 1 de
negrail'urna 2, 1 de blanca i 99 de negres, si la bola extreta i mostrada és blanca
sembla raonable que Visitant atorgui una probabilitat proxima a 1 a I'urna 1 i
analogament, en relacio amb I'urna 2, si la bola &s negra. Pero en aquest cas,
quantificar aquestes probabilitats requereix un teorema, el de Bayes, i uns cal-
culs.

El teorema esmentat dona la probabilitat de les causes d'un resultat donat. Si
tenim un conjunt de m causes (C;, /=1,...,m) de n resultats (r, j=1...,n), i
les probabilitats a priori d'intervencio de les causes son p; (/ =1,...,m) i la pro-

babilitat que una causa / doni un resultat / és 72'(/'/ | C,) , aleshores la probabilitat

d'obtenir un resultat donat, / és igual a g, = ip,-ﬂ'(/’/ |Q). Sigui ;5,]. la proba-
/=1

bilitat que el resultat 7, I'nagi produit la causa C; . La probabilitat de I'esdeveni-

ment “causa C, i resultat r/" és igual, per una banda, a p,-;z(r/ |C,) i, d'una

altra, a g,-p, ; per tant, p,-;r(r/. |C,.) =q,p; i

c)

b 2m1C) _ Pl

|
U Ypalnic)
/=1

Aquesta expressio &s el teorema de Bayes, amb el qual podem resoldre els pro-
blemes en quée s’ha de decidir quina causa ha intervingut i es pot optar entre
prendre la decisio abans o després de fer un experiment. L'aplicacio del teorema
ens dona les ja conegudes probabilitats a posteriori (1, 0) i (0, 1) per als casos de
bola blanca i bola negra, respectivament, quan l'urna 1 conté nomeés boles blan-
ques i l'urna 2, només boles negres. Sil'urna 1 conté 99 boles blanques i 1 de
negra i l'urna 2, 1 de blanca i 99 de negres, les probabilitats a posteriori que
proporciona el teorema de Bayes per als resultats bola blanca i bola negra son,
respectivament, (0,99, 0,01)i (0,01, 0,99). En aquest suposit, el valor de la infor-
macio aportada per |'extraccio de la bola és 0,99 - 100 -50 =49 u. m. Si les
dues urnes tinguessin continguts identics, I'extraccio de la bola no aportaria cap
informacio.

Si I'experiment és Unic, es tracta basicament de calcular les probabilitats de les
causes per a cada resultat possible de |'experiment. Si hi ha la possibilitat de fer
diversos experiments, pot ser, per exemple, que fer un segon experiment sigui
convenient o no en funcio del resultat del primer i, per tant, la resolucio esdevée
més complexa.

207



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

208

Les causes (sovint denominades en aquests contextos estats de /a naturalesa)
poden ser urnes que contenen diferents proporcions de boles de colors, maqui-
nes que produeixen peces o terrenys amb diferents proporcions de contingut
de petroli, per posar-ne nomeés tres exemples. Els resultats poden ser, respec-
tivament, el color d'una bola extreta a |'atzar, la qualitat (determinada mitjancant
una inspeccio) d'una de les peces fabricades i una caracteristica del terreny de-
terminada mitjancant una analisi de les ones sismiques produides per I'explosio
d'una carrega subterrania. En tots aquests casos, i tots els analegs, el tracta-
ment sempre és el mateix.

C004. Casino

Ara Crupier disposa de 4 urnes, el contingut de les quals és el que s’indica a la
taula:

Urna Boles blanques Boles negres
3 0
2 2 1
3 1 2
4 0 3

Visitant paga una quantitat preestablerta per participar en el joc, que consisteix
a endevinar quina urna ha triat Crupier, sabent que ho fa a I'atzar, amb una pro-
babilitat igual a 0,25 per a cada una de les urnes. Si Visitant I'encerta, obtée un
premi de 100 u. m. (altrament, no res). Opcionalment, pot demanar que Crupier
extregui i li mostri una bola de I'urna elegida (experiment 1) o bé que n’extregui,
amb reposicio,” i li mostri dues boles (experiment 2).

Es tracta de calcular I'esperanca matematica dels diners obtinguts com a premi
per Visitant en els tres casos possibles: sense experiment, amb |'experiment 1
o amb I'experiment 2.

No hem especificat I'import a pagar per participar en el joc. D'una banda, i d'en-
trada, no pot ser inferior a I'esperanca matematica del valor del premi, ja que
aixo, a la llarga, implicaria la ruina del casino. D'una altra banda, el preu que es-
tigui disposat a pagar Visitant depen del que atribueixi al fet de passar I'estona
amb el joc (pel que fa a la comparacio de preus i premis, I'esperanca matematica
de Visitant no pot ser positiva, perque aleshores seria negativa la de Crupier).

Sense experiment, la probabilitat d'encertar és 0,25 i I'esperanca matematica
del premi, 0,25 - 100 =25 u. m.

7 Es a dir, extreu i mostra una bola, la torna a introduir a I'urna i torna a extreure i mostrar una bola.
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Si Visitant tingués informacio perfecta sobre I'urna elegida per Crupier (o sigui,
si sabés amb seguretat quina urna és), obtindria 100 u. m. Per tant, el valor de
la informacio perfecta &s 100 - 25 = 75 u. m., valor que constitueix una fita su-
perior del preu que Visitant pot estar disposat a pagar per qualsevol experiment
o conjunt d'experiments.

Experiment 1:

Els resultats son blanca (b) i negra (n), amb les probabilitats:

Urna —

|Resultat ! 2 3 4
b (g,=1/2) 1 2/3 | 113 0
n(g,=1/2) 0 1/3 | 2/3

| el teorema de Bayes ens proporciona les probabilitats seguents:

Resultat — b N
LUrna
1 1/2 0
2 1/3 1/6
3 1/6 1/3
4 0 1/2

Si la bola és blanca (negra), Visitant apostara per I'urna 1 (4) i I'esperanca mate-
matica del premi sera iguala (0,5-0,5+0,5-0,5) - 100 =50 u. m.

Experiment 2:

Els resultats son dues de blanques (2b), una de blanca i una de negra (1b1n) o
dues de negres (2n), amb les probabilitats:

=
lURrZ:ultat ! 2 3 4
2b (9,,=7118) 1 4/9 | 1/9
101N (G, = 4/18) 0 | 49 | 4/9
2n (g,,=7/18) 0 1/9 | 4/9 1

| les probabilitats a posteriori:

Refﬂ':it: 26 | 1bin | 2n
1 9/14 0 0
2 ana | 12 | ana
3 114 | 12 | ana
4 0 0 9/14
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Esperanca matematica del premi:

/ 9+4 1+7 9 -100=ﬂ-100=61,11u.m.
1814 182 1814 18

Pel que fa a aquest experiment 2, és clar que una extraccido sense reposicio
donaria més informacio i I'esperanca matematica corresponent seria superior.

Les probabilitats a posteriori corresponents a cada una de les 4 urnes s’han cal-
culat mitjangcant el teorema de Bayes a partir de les probabilitats inicials (1/4 per
a cada urna) i de les probabilitats corresponents a cada urna de cada un dels 3
resultats possibles en una extraccio de 2 boles. Ara bé, com que després d'ex-
treure una bola i, segons el resultat, les probabilitats corresponents a les urnes
son diferents de les inicials, també podem calcular les probabilitats de les urnes
en funcio del resultat de I'experiment 2 de la manera seguent.

Recordem que les probabilitats de les urnes, segons que, extreta una bola, sigui
blanca o negra son:

Urna —

| Resultat 1 2 s 4
b 1/2 1/3 1/6 0
n 0 1/6 1/3 1/2

| les probabilitats d'extreure bola blanca o bola negra de cada urna:

Urna —
| Resultat ! 2 s 4
b 1 2/3 1/3 0
n 0 1/3 2/3 1

Per tant, després d'una primera bola blanca (qb =1/2), les probabilitats de les
urnes, segons gue la segona sigui blanca o negra, son:

Urna —
| Resultat 1 2 3 4
(b) b (g, =14/18) 94 | 4114 | 114 0
(b) n(g, =4/18) 0 172 | 172 0
|, després d'una primera bola negra:
Urna —
|Resultat ! 2 8 4
(N b (g,=4/18) 0 1/2 1/2 0
(n) n(g, =14/18) 0 114 | 4114 | 914
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En consequéncia, arribem als mateixos valors de les probabilitats de les urnes
després de I'experiment 2 que hem obtingut abans.

Suposem ara que, després de dur a terme I'experiment 2, Crupier ofereix a Vi-
sitant la possibilitat de treure una tercera bola. Com canviaria |'esperanca mate-
matica del premi de Visitant?

Depen del resultat de I'experiment 2. Si han sortit dues boles del mateix color
(siguin 2 blanques, per fixar idees), les probabilitats a posteriori de les urnes,
segons els resultats de la tercera extraccio, son:

Urna —
| Resultat ! 2 8 4
(bb)b (g, =36/42) 27/36 | 8/36 | 1/36 0
(bb)n (g, =6/42) 0 2/3 1/3 0
| I'esperanca matematica del premi:
§2—7+£Z 100 = ﬂ-100 =73,81u.m.
4236 423 42

Mentre que després de I'experiment 2, amb el resultat 2b, I'esperanca matema-
tica del premi és

i-1 00=64,29u.m.
14

La diferencia es %-1 00=9,52u.m..

Si les boles son de color diferent, les Uniques urnes que cal tenir en compte son
la 2 ila 3, amb la mateixa probabilitat (0,5), i I'esperanca matematica del premi
es 0,5 - 100 = 50. Les probabilitats que la tercera bola sigui blanca o sigui negra
son tambe iguals a 0,5. Les probabilitats a posteriori son:

Urna —

Resultat 2 3
(ToTnb (g, =1/2) 23 | 113
(ToTnin (g, =1/2) 13 | 273

| 'esperanca matematica del premi és %-1 00=66,67 u.m. (i la diferencia amb
el que s’obtindria sense la tercera extraccio es 100/6 = 16,67 u. m.).

Com era d’'esperar, la tercera bola és més o menys valuosa segons el resultat
de I'experiment anterior. Quan les dues primeres boles son del mateix color, la
probabilitat es decanta fortament cap a lI'urna 1 (o la 4). En canvi, quan son de
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color diferent, les urnes 2 i 3 son equiprobables i la tercera bola trenca aquesta
simetria.

Ara ja sabem quant podria pagar Visitant per I'experiment 1, per I’'experiment 2
o per I'extraccio d'una tercera bola, segons el resultat de I'experiment 2.

Deixem com a exercici determinar quant podria pagar per I'experiment n (n =
1,2,...) que consisteix a extreure amb reposicio i mostrar a Visitant n boles.

Fins agui hem considerat el cas que el conjunt dels estats de la naturalesa es
pot representar amb una variable discreta. Pero també pot ser que es representi
mitjancant una variable real (0, potser, unes variables reals). Aleshores els estats
no tenen associada una probabilitat, sind una densitat de probabilitat. Vegem-ne
un exemple en que |'estat es representa amb una variable real i el resultat de
I'experiment, amb una d’'entera (en altres casos, el resultat de I'experiment es
representa amb una variable real).

COO05. Busos

Ens situem en una ciutat sense informacio en temps real sobre els temps pre-
vistos per a l'arribada d'autobusos a les parades. Sabem que els autobusos de
la linia L passen a intervals exactes d’1 unitat de temps. | també sabem que les
persones que agafen la linia arriben a una parada P, en que nomeés s'aturen els
autobusos de la linia L, separades per temps que segueixen una llei exponencial
de parametre A . Es vol estimar I'esperanca matematica del temps d'espera de
I'autobls si veiem que a P hi ha & persones.

Una k& baixa (alta) indica que fa poc (molt) que ha passat el darrer autobUs i que,
per tant, falta molt (poc) perque passi el seguent. Com que les persones arriben
a la parada separades per temps exponencials de parametre 1, el nombre de
persones que esperen l'autobls, entre dos passos consecutius per la parada,
segueix, quan ha transcorregut un temps ¢ (0 <t <) des del pas del darrer au-

tobls, una llei de Poisson de parametre At (que coincideix amb la seva espe-
(4)

k|
La funcio de densitat de probabilitat a prioride ¢ &s f(t)=1(0<t <1).

Els estats de la naturalesa son els valors que pot prendre ¢ . La probabilitat total

ranga matematica): p, = e -

At ) A
de k és _[16”“ -(—)0’2‘; amb el canvi de variable Af = x : llj e x*ax.
0 Kl A klJo

Notem I(k, 1) la integral j;e’x-xka’x.
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. . Ry A x kA Y
En integrar per parts tenim: I{k, 1) =e™*-4 +k-joe X T dx=e" A" + 1k -1,1),

i)’ .
amb 1(0,4)=1-e*. Per tant, Jﬂe"’-gdz‘ 11 "o Xk ax :l-l-l(k,/l) i,
0 k! A ko A k!
pel teorema de Bayes:
re . (at)
fit | k)= Ao (d)
I(k, A)

Per tant:

argmaxf(t | k) = min(%ﬂj

0<z<1
i 'esperanca matematica del temps d’espera:

E(r):1—.[1f(z‘|/<)-fdf=1—L- 1Ab-e*’"’-(/lt)k-z‘c/f:1—1-M
0 I(k, )70 A 1k, 2)

A la taula seguent podeu veure uns resultats, a tall d’exemple:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A=05 | £(r) | 0,54 | 0,36|0,27|021]0,18|0,15|0,13 0,12 | 0,70 | 0,09 | 0,09
A=10 | £(z) | 0,90 | 0,80 | 0,70 | 0,61 | 0,52 | 0,44 | 0,37 | 0,32 | 0,27 | 0,23 | 0,20
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Parar

En contextos aleatoris sovint es planteja la questio de quin és el millor moment
per parar o retirar-se. El cantautor Raimon anuncia, cap a finals de 2016, que
s'acomiadaria del pUblic I'any seguent perque “volia finire in bellezza" i pensava
que era “millor deixar un bon record que no que després que pensin, ‘que mala-
ment estava'”; el 2017, el cantant Al Bano anuncia que es retirava pel mateix
motiu: volia finire in bellezza. El pianista Vladimir Aixkenazi expressava una idea
similar I'any 2013: “Tinc gairebé 76 anys. Molta gent toca fins més endavant i
deixen de fer-ho bé. Jo no vull arribar a aixo. No em vull arriscar”. El criteri és
clar, pero la decisio és dificil. Es el que es coneix com |'optimal stopping pro-
blem. La gent que pot decidir en quin moment es jubila, la que juga al set i mig,
la del mon de l'art, de I'esport, de I'espectacle, de I'academia, de la politica...
han de resoldre aquest problema. | no tothom en troba la solucio optima.

En els exemples seguents veurem com abordar el problema en entorns que, tot
i que poden arribar a ser molt complicats, son incomparablement més senzills
que la vida mateixa.

En molts problemes d'aquest estil, es tracta de decidir si et retires o no després
d’haver superat un cert nombre de proves. Retirar-se implica una recompensa;
seguir, la possibilitat d’obtenir una recompensa més alta, a canvi del risc de per-
dre la totalitat o la major part del que s'havia aconseguit.

Encaixen en aquest esquema molts concursos radiofonics o televisius (*;Se lo
lleva o repite?”, “;Lo toma o lo deja?”) o televisius (“Lascia o raddoppia?”,
“Quitte ou double?”, “The $64,000 question?”...), en els quals la persona con-
cursant se sotmet a unes proves de dificultat creixent i quan en supera una que
no sigui I'Ultima prevista (diguem-ne la prova /) pot decidir retirar-se amb el premi
assolit, que va creixent a cada prova, o passar a la prova seguent; no superar
una prova implica |'eliminacio del concurs amb un premi de consolacio de valor
¢;, que pot ser nul.

Tambeé son del mateix tipus els problemes relatius als monstruosos examens
del professor Frank N. Stein, famos personatge que apareix en els exercicis del
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llibre de H. M. Wagner que hem esmentat a la Presentacio (p. 12, nota 3). La
situacio admet moltes variants, segons el nombre de proves que I'estudiant pot
fallar abans que Stein doni per acabat I'examen o si Stein comunica o no a I'es-
tudiant el resultat de cada prova. El cas més senzill és aquell en que I'examen
s'ajusta a I'esquema de /o toma o /o deja. imaginem un examen oral que consta
de 10 preguntes successives i eliminatories de dificultat creixent i en que I'es-
tudiant es pot retirar quan ho consideri oportl després de respondre encertada-
ment una pregunta, amb una nota igual al nombre de preguntes encertades.
Fallar en una pregunta implica I'eliminacio de I’'examen, amb una nota igual al
nombre de preguntes encertades menys 1. Les probabilitats d'encertar seran
diferents per a cada estudiant i segurament també ho sera el criteri d'optimitza-
cio (exemples: maximitzar la probabilitat d'aprovar, cas en qué la politica optima
és trivial: retirar-se després de respondre encertadament la pregunta 5, si s'hi
arriba; assolir una nota determinada, perque la necessita per aconseguir un valor
mitja del seu expedient o per mantenir la seva reputacio; o, potser, maximitzar
I'esperanca matematica de la nota).

L'exemple de I’'examen del professor Stein ens ha servit per posar de manifest
que en aquest tipus de problemes, com en general en tots els que es plantegen
en un context aleatori, I'eleccio de criteri no &s trivial i que el de I'esperanca
matematica, tot i que és raonable i adequat en moltes situacions i que és el que
adoptarem en la resolucio dels problemes d'aquest bloc, no &s universal ni Unic.

Arbres de decisio

Uns instruments molts Utils per tractar problemes d’'aquesta mena son els ar-
bres de decisio. Un arbre de decisio &s un graf que té les propietats d'una arbo-
rescéncia, es a dir, un graf en quée hi ha un vertex especial, que es denomina
arrel i en qué hi ha un cami i només un entre l'arrel i qualsevol altre vertex del
graf (la qual cosa implica que tot vertex diferent de I'arrel té un sol arc entrant |
que el graf és aciclic). Podem dir, doncs, que un arbre de decisio és una arbo-
rescencia; pero no totes les arborescencies son arbres de decisio. En un arbre
de decisio cada vertex correspon a un estat del sistema o0 a un esdeveniment i
n'hi ha de 3 tipus: de decisio (que es representen amb quadrats), d'atzar (que es
representen amb cercles) i terminals (que es representen amb triangles). Els
arcs del graf corresponen a les transicions entre vertexs i, en el cas dels que
tenen |'origen en vertexs d’atzar, tenen associada una probabilitat. Tots els ele-
ments del graf poden tenir (els vertexs terminals han de tenir) associats costos
o les magnituds pertinents per al problema que es consideri en cada cas.

A partir de la descripcio del problema de decisio es pot establir I'arbre correspo-
nent i fer-lo servir de suport per als calculs. Si es tracta de determinar una estra-
tegia que optimitzi I'esperanca matematica (dels costos, dels beneficis o de la
magnitud que interessi en cada cas), el calculs consisteixen a determinar el valor
associat a cada vertex a partir dels valors dels seus vertexs successors: si el
vertex és d'atzar, el valor es calcula com la suma de productes de les probabili-
tats de cada arc pel valor associat al successor corresponent; si és de decisio,
el valor que se li assigna &s el millor (el minim o el maxim, segons el cas) dels



associats als seus successors. Es clar, doncs, que per assignar un valor a un
vertex cal haver-lo assignat a tots els seus successors, la qual cosa obliga a fer
els calculs des del final cap al principi. Els calculs acaben quan s'assigna un valor
al vertex arrel: aquest valor és I'esperanca matematica optima i |'estrategia op-
tima la defineixen les millors decisions des de cada vertex d'aquest tipus.

Aqui en tenim un exemple, corresponent a un problema de maximitzacio (els
arcs amb trac gruixut indiquen |'estrategia optima):

PAO1.1. ;Lo toma o lo deja?: el concurs

Un concurs consta de 7 proves eliminatories. Si la concursant es retira després
de superar la prova / obté un premi v, =102"'u. m. (/ =1,...,7). Si no supera
una prova, queda eliminada, amb un premi de consolacio valorat en 5 u. m. La
concursant estima que les probabilitats de superar les proves son iguals a
p;=11-0,1 (/=1,..7) i té I'objectiu de maximitzar |'esperanca matematica

del valor del premi.
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Superada una prova, la concursant ha de decidir si es retira o passa a la seguent,
per la qual cosa ha de comparar el valor del premi corresponent a la prova amb
I'esperanca matematica dels premis que pot obtenir si segueix, i pren la millor
decisio en cada una de les situacions en que es podria trobar. La clau, per tant,
és saber com calcular aquesta esperanca matematica.

Aix0, després de superar la pregunta 6 (en general, qguan només queda una de-
cisio per prendre, quan nomes falta una etapa per arribar a un estat en qué el
procés no pot continuar) és immediat: només cal comparar el premi que obté si
es retira (10-2% = 320) amb I'esperanca matematica corresponent a la pregunta
7: p,102° +(1- p,) 5 = 0,4640+0,65 =259 . De la comparacio es dedueix que,
amb el criteri de |'esperanca matematica, si la concursant supera la pregunta 6
la decisio optima és retirar-se amb un premi de 320. Si diem que la concursant
es troba inicialment en |'estat 0 i que es troba en 'estat /(/ =1,...,7) després de
superar la prova / podem associar a cada estat un valor

f/’ = max(v/"p/ﬂ'f/'ﬂ +(1 _10/‘+1)'C/'+1) , Sl V/' > p/'+1'f/'+1 +(1 _IO/H )'C/'H ' |a deClSlb Op_
tima és retirar-se; si v, < p,,, 1, +(1- p..; )¢, la decisio bptima és seguir (si els
dos valors son iguals, tant retirar-se com seguir son decisions optimes). L'espe-
ranca matematica corresponent a la politica bptima és £, .

£

i+1

En els suposits considerats els resultats son els que recull la taula de la pagina
seguent.

Es a dir, la concursant s'ha de retirar una vegada hagi superat la prova 6, tot i
que pot ser que no la superi 0 que sigui eliminada abans. En el moment que
comenca el concurs, I'esperanga matematica corresponent a la politica optima
es 52,628. Amb la politica optima hi ha una probabilitat igual a
1-0,9-0,8:0,7:0,6-0,5 = 0,1512 de guanyar 320 i igual a 1-0,1512 = 0,8488 de
guanyar 5: 0,1512 - 320 + 0,8488 - 5 = 52,628.



/ v, Prata+(1=01)C A

7 | 640 - 640,000
6 | 320 0,4-640+0,6-5=259 320,000
5 | 160 05-320+05-5=1625 162,500
4 80 06-1625+04-5=995 99,600
3 40 0,7-995+03-5=71,15 71,150
2 20 08-71,15+0,2-5=57,92 57,920
1 10 09-5792+0,1-5=52628 52,628
0 0 1.52,628 + 0,0 - 5 = 52,628 52,628

Pero, adoptaria tothom aquesta politica? Es optima en relacio amb el criteri de
I'esperanca matematica, pero una concursant podria considerar que la probabili-
tat d'obtenir una suma substancial és molt baixa o bé podria preferir parar abans
de la pregunta 6 si considera prou satisfactori el premi corresponent a una prova
anterior i no vol arriscar-se a perdre’l. Una altra pot estar interessada Unicament
a superar el nivell maxim assolit anteriorment en el concurs o en acabar-lo sense
fallar cap prova, per la notorietat que aixo li pot reportar.

Una forma alternativa de determinar la politica optima és calcular el valor de I'es-
peranca matematica, £(n), dels guanys en el suposit que la politica de la con-
cursant sigui retirar-se després de la prova n, encara que la superi, o abans,
evidentment si falla una prova anterior. Si p, és la probabilitat de superar la
prova / (si s'hi arriba, &s clar), p,, el premi que obté la concursant si es retira
després d'haver superat la prova n i ¢;, el premi de consolacio que obté si
fracassa en la prova /:

/-

En=p,TTp +Xle t1-p) ] o))
/=1

/=1 k=1

| amb aquesta expressio s'obtenen els valors seguents:

n 1 2 3 4 5 6 7
E(n) 10,0000 | 18,5000 | 30,2000 | 42,8000 | 51,8720 | 52,6280 | 43,4048

| la politica optima, que consisteix a retirar-se després de la prova 6, té associada
una esperanca matematica igual a 52,6280 u. m.

Tambeé s'ajusten a I'esquema els enunciats d’examens de la serie de Nadir, pes-
cador de perles de I'opera de Bizet, acompanyat de vegades pel seu cap, Zurga.'

" Nadir i Zurga son els dos protagonistes masculins de 'opera Les pécheurs de perles, de Georges
Bizet. Tots els enunciats de la serie varen ser deguts al professor Ramon Companys, expert ensems
en opera i en optimitzacio de decisions sequencials. Els dos problemes que hi ha a continuacio hi
estan inspirats; el primer €s una versio, menys cruenta, d'un enunciat d’examen de gener de 1985.
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PAO1.2. /Lo toma o lo deja?: Les pécheurs de perles (Nadir i el taurd)

Nadir ha localitzat 10 perles en una cala d'aigues profundes. Quan hi fa una im-
mersio obté una de les perles, a condicio que no I'ataqui un tauro. En aquest cas
no obté la perla i les ferides que li causa el taurd no li permeten fer més immer-
sions ni impedir que li robin les p perles obtingudes anteriorment. Nadir atribu-
eix a aquests perjudicis, tenint en compte les expectatives de la seva qualitat de
vida futura, un valor p?. La probabilitat d'atac d'un taurd en la immersio r-esima

és 1-0,95".

Nadir vol determinar la seva politica optima i la corresponent esperanca mate-
matica del valor de la seva funcio objectiu.

Com que es tracta d'una versio de Lo toma o /o deja, amb un fracas molt pena-
litzat, la resolucio és immediata. La politica optima de Nadir és limitar-se a 3
immersions, amb una esperanca matematica d'1,6235.

Es pot comprovar el valor de I'esperanga matematica amb I’'expressio seguent:
0,95:0,95°:0,95%3 - (1-0,95)-0 - 0,95-(1- 0,95°)1- 0,95.0,95%-(1- 0,95%)-4

Canviaria la solucio optima si el nombre de perles (i d'immersions de Nadir) fos
il-limitat?

Aquesta historia dels pescadors de perles pot originar moltes variants. Nadir
pot fer immersions successives, amb un cost que pot ser nul o no, en cada
una de les quals la probabilitat de trobar una perla pot dependre del nombre
d'immersions ja realitzades, del nombre de perles que ha trobat previament o
de totes dues coses, si més no. El fet de no trobar-la no implica que no pugui
fer més immersions: aquesta és la principal diferencia amb els exemples del
concurs i de I'examen. A cada immersio hi ha una probabilitat coneguda que
Nadir sigui atacat per un tauro; I'atac implica que en aquella immersio Nadir no
aconsegueix cap perla i el final del procées, amb un resultat que pot ser la per-
dua total de Nadir i de les perles que havia obtingut abans de I'atac o la perdua,
per part de Nadir, d'una part de les perles, que ha de donar a Zurga com a
recompensa per haver-lo salvat de |'atac del taur6. L'objectiu de Nadir consis-
teix a maximitzar I'esperanca matematica de la utilitat de les perles obtingudes
en el conjunt d'immersions menys el cost de les immersions o altres costos,
si n'hi ha; la utilitat pot ser proporcional o menys que proporcional al nombre
de perles obtingudes.



PAO01.3. /Lo toma o lo deja?: Les pécheurs de perles (Nadir, el tauré
i Zurga)

Suposem gque Nadir pot arribar a fer un maxim de 4 immersions, que les proba-
bilitats de trobar una perla son p, =1,1-0,1/ (/ = 1,...4) i les que hi hagi un atac

del taurb 7, =0,12"" (/ =1,...4). Si es produeix I'atac, Zurga, des de la barca,

salva Nadir i, en aquest cas, es quedara amb la meitat de I'import obtingut amb
la venda en el mercat de Batticaloa de les perles aconseguides per Nadir. Si
Nadir es retira sense que el taurd I'hagi atacat, ha de donar a Zurga, pel seu
suport logistic, la quarta part de I'import de la venda de les perles. Inicialment,
suposem que el preu de venda de les perles no depen del nombre que Nadir |
Zurga n'ofereixin en el mercat i, per tant, que I'import total que n'obtenen és
proporcional al nombre de perles que posen a la venda, per la qual cosa podem
parlar indistintament de I'import obtingut per la venda de les perles o del nombre
de perles obtingudes.

Es tracta de determinar la politica optima de Nadir i I'esperanca matematica del
nombre de perles que es queda Nadir i del que es queda Zurga.

La diferencia principal entre aquest exemple i els anteriors (suggerits o resolts)
&s que en aquells al final de cada etapa la persona que prenia les decisions que-
dava eliminada o en un estat que només depenia de I'etapa en que es trobava.
En canvi, Nadir, després de fer / immersions sense haver estat atacat pel tauro
pot haver obtingut 0,1,2,...,/ =1,/ perles, i la decisio optima al final de cada etapa
pot dependre del nombre de perles obtingudes. Per tant, en cada etapa cal con-
siderar, en principi, /+1 estats, en cada un dels quals Nadir ha de prendre la
decisio de seguir o retirar-se, i haurem de calcular £ (n)/=1..,4,n=0,../, a

partir dels valors de 7, (n) n=0,...,4, que son immediats, amb les expressions:

f/'* (/7) =max |:0'75',7' 77’-/41 n / 2 + /0/'+1 (1 - ﬂ./'H )f/:1 (/7 + 1) + (,I - /0/'+1 )(1 - 77’-/41 )7311 (/7)]

/=0,n=0,/=1...3,n="1..1

(1_7[/+‘\)'10/'+1 n+1

/N (-7.)-0-p)
n > n

o
~N
ol
3
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(el valor de n nomeés pot ser 0 pera /=0, ja que la probabilitat d'obtenir una
perla a la immersio 1, si no hi ha atac del tauro, es igual a 1).

Els resultats es mostren a la taula seguent:

]2+
P 0,75 Pr(1= 7,0 ) (0 +1) + £ (n)
(1=p)(1=70) %0 (n)
4 3,00 - 3,0000
, L3 2,25 - 2,2500
2 1,50 - 1,5000
1 0,75 - 0,7500
3 2,25 1,7550 2,2500
3 | 2 1,50 1,2050 1,5000
1 0,75 0,6550 0,7500
, L2 1,50 1,6600 1,6600
1 0,75 1,0100 1,0100
101 075 1,3760 1,3760
0o 0,00 1,2384 1,2384

Per tant, la politica optima de Nadir consisteix a fer 3 immersions, si abans no
I'ataca el tauro, i retirar-se. L'esperanca matematica del nombre de perles que li
quedaran al final és 1,2384.

Amb les dades que hem suposat, la politica optima ha resultat molt facil de des-
criure, ja que la decisio de seguir o retirar-se només depen del nombre d'immer-
sions dutes a terme per Nadir i no del nombre de perles obtingudes.

Es facil comprovar que la decisio de retirar-se després de la tercera immersio és
correcta, ja que si Nadir té aleshores n perles i es retira obtindra I'import cor-
responent a 0,75-n perles, mentre que si fa una quarta immersio el pot atacar
el tauro (amb probabilitat 0,8) i aleshores s'haura de conformar amb I'equivalent
a 0,5-n perles i, si el taurd no l'ataca, té una probabilitat 0,7 d’aconseguir una
perla addicional i la probabilitat complementaria, 0,3, de quedar-se només amb
les que ja tenia. Per tant, I'esperanca matematica del resultat de Nadir si decideix
fer una quarta immersio s 0,80-0,50-n7 + 0,20-0,75-[0,7-(n+ 1) + 0,3-nl = 0,55-n
+ 0,105, que &s menor que 0,75-n per a tots els valors positius de 7.

L’'esperanca matematica de les perles obtingudes en les immersions és
09-1+09-08-09+09-08-0,6-0,8=1,8936. L'esperanca matematica
del nombre de perles que acabaran en mans de Zurga és, per tant,
1,8936 - 1,2384 = 0,6552.



Si z, =0,6 iles altres dades no canvien, el resultat dels calculs é&s el seguent:

TNl 2+
P 0,75 Pr(1= 7,0 ) (0 +1) + £ (n)
(=P ) (1= 70) 70 (n)
4 3,00 - 3,0000
3 2,25 - 2,2500
Y 1,50 - 1,5000
1 0,75 - 0,7500
3 2,25 2,0100 2,2500
3 | 2 1,50 1,4100 1,5000
1 0,75 0,8100 0,8100
, L2 1,50 1,6600 1,6600
1 075 1,0172 1,0172
11 075 1,3766 1,3766
0o 0,00 1,2389 1,2389

| la politica optima és més complexa: Nadir ha de seguir, si pot, fins a la tercera
immersio; quan |'hagi feta, s'ha de retirar si ha aconseguit més d’'una perla i

seguir si només en té una.

Tornem ara a les probabilitats originals, pero suposem que les condicions
d'oferta i demanda en el mercat de Batticaloa donen com a resultat que el preu
de les perles decreix a mesura que augmenta |'oferta de Nadir i Zurga. Concre-
tament, els imports per la venda d'1, 2, 3 o 4 perles son proporcionals a 100,

180, 210 i 240:
TNl 2+
i " 0,751 Ora(1= 7 )0 (n+1)+ £ (n)
(1= ) (1= 70 )% (n)
4 1,800 - 1,8000
3 1,575 - 1,5750
I 1,350 - 1,3500
1 0,750 - 0,7500
3 1,575 1,1865 1,6750
3 | 2 1,350 1,0215 1,3500
1 0,750 0,6340 0,7500
, |2 1,350 1,2780 1,3500
1 0,750 0,9380 0,9380
1 1 0,750 1,1470 1,1470
0| o 0,000 1,0323 1,0323
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En aquest cas, la politica optima consisteix a fer sempre que sigui possible la
segona immersio i, si en aquesta no ha atacat el tauro, retirar-se si ja s'han ob-
tingut 2 perles i, altrament, seguir. Feta la tercera immersio, retirar-se incondici-
onalment.

PA02.1. Bombolla immobiliaria: qui en déna més??

Una agencia té un solar a la venda per al qual ha rebut una oferta de 100 u. m.,
que veng dintre de 5 dies. L'agencia preveu que rebra cada dia una oferta, que
haura d'acceptar o rebutjar immediatament. El valor de cada una de les 5 ofertes,
que son independents entre si, segueix una llei uniforme entre 751 125.

Si I'oferta del dia 5 és superior a 100, I'acceptara, i si és inferior (o igual), la
rebutjara. El que vol saber I'agencia son els valors limits per acceptar o rebutjar
les ofertes dels dies 1, 2, 3 i 4, en el suposit que vol maximitzar I'esperanca
matematica del preu de venda.

L'estructura d'aquest problema é&s forca similar a la del pescadors de perles,
pero sense taurons i, sobretot, amb variables reals. Notem v, (¢ = 0,...,4) els

valors limits per als instants ¢ d'inici dels dies 1 a 5; I'agencia acceptara I'oferta
siiguala o supera el valor v, i, sino, la rebutjara.

R R

E(x‘x>uo) x|x>u1) E(x‘x>u) E(X‘x>u x|x >1OO =112,5

A partir de I'arbre de decisio (vegeu la figura) &s immediat plantejar I'equacio de
recurrencia. Si A(x) és la funcio de densitat de probabilitat del valor de les ofer-

tes, tenim (amb ¢=0,...,4 i £ =100):

Alx)

rx>u

f= max{Pr(x > ut)-J.xx-

Uy

)dx +f h(x)a’x}

:max[ Cxentxan +£f dx}

Ur

On, en el cas que ens ocupa, podem substituir —eo per 0.

2 La situacio que considerem en aquest apartat procedeix d'un enunciat del llibre de H. M. Wagner
esmentat.
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En I'expressio Pr(x 2 ur)-‘[wx-ﬂdx +f,;-J‘U' hlx)dx , el primer terme és el
v Prix 2 u,) -0

producte de la probabilitat que el valor de I'oferta sigui més gran que v, (i, per

tant, sigui acceptada) per I'esperanca matematica dels valors de I'oferta quan
només considerem els que sbn més grans que v, ; el segon terme és el pro-

ducte de I'esperanca matematica corresponent a l'instant ¢ +1 per la probabilitat
que el valor de I'oferta sigui menor que v, (i, per tant, sigui rebutjada).

L'expressio me-h(x)dx + m_" h(x)dx es dedueix immediatament de l'ante-

rior. També s'hi pot arribar directament, com a esperanca matematica d'una va-

riable aleatoria que val x si x>u, i £, si x <u,.

El valor optim de v, s'obté derivantiigualant a O:
U hlu,)+ £l = O U = £,

En el <cas corresponent a les dades indicades a I‘enunciat
hix)=0(x <75, x >125); hix)=1/50 (75 < x <125):

1
125 -u,

. 125 u, 125
7, =max I X a’x+fmj —adx | =max . )(—a’)(+fM I7550

Uy 50 Uy 125_ Up

50
Amb £ =100 i, per tant, u, =7 =100, d'on:

t A U,

5 100

4 106,25 100

3 109,77 106,25
2 112,09 109,77
1 113,75 112,09
0 115,02 113,75

Aixi doncs, |'esperanga matematica del preu de venda del solar, amb la politica
optima, és 115,02.

El procediment de resolucio és valid per a qualsevol funcio de densitat de pro-
babilitat, pero el cas en que el calcul de les integrals és més senzill és el de la
llei uniforme.

Amb aquesta politica optima, la probabilitat de no obtenir més de 100 u. m. és
0,1249. Amb altres politigues menys ambicioses s'assolira una esperanca ma-
tematica inferior, pero es pot reduir el risc de quedar-se només amb 100 u. m.
Per exemple, la politica d'acceptar ofertes iguals o superiors a 105 els dies 1 a

Parar %

225



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

226

4 i superiors a 100 el dia 5 té associada una esperangca matematica de 113,87,
amb una probabilitat de no obtenir més de 100 u. m. igual a 0,0648.

PA02.2. Bombolla immobiliaria: impost a la no venda

El Departament d'Hisenda de Taxlandia ha dissenyat un impost innovador a la
no venda d’habitatges (INV), per tal de combatre les bombolles immobiliaries.
Quan algl posa un habitatge a la venda ha de fixar-ne lliurement el preu, el qual
ha de mantenir durant tot |'exercici fiscal. Transcorregut aquest, si no I'ha venut
ha de renunciar a vendre’'l en tot |'exercici seguent o bé pagar I'INV, I'import del
qual és proporcional al preu de venda inicial (igual a y-x, on x és el preu de

venda inicial i ¥, el tipus de I'impost) i fixar el preu vigent durant el nou exercici.
L'efecte esperat és una abaixada general dels preus de I'habitatge.

Per tal de centrar-nos en I'aspecte principal del problema, prescindim de I'actu-
alitzacio i d'altres impostos que puguin estar involucrats en la possible operacio
de compra-venda.

Considerem el cas en que la propietaria de |'habitatge el vol vendre en |'exercici
fiscal actual o en el seguent (si no ha aconseguit vendre'l al final de I'exercici
seguent, el retirara del mercat per un temps indefinit) i adopta el criteri de I'es-
peranca matematica.

La propietaria estima que, en els dos exercicis concernits, si el preu és igual o
inferior a m, la probabilitat de vendre I'habitatge &s igual a 1, i si &s igual 0 més
gran que M, és igual a 0. Sense tenir-ne més informacio, decideix adoptar una
variacio lineal entre mi M de la probabilitat de venda:

X—-m M 1 M. 1
= - X=a-px,amba= 1 g =
M-m M-m M-m M-m M-m

z(x)=1-

Aixi doncs, la propietaria ha de fixar el preu de venda en cada un dels dos exer-
cicis (x, 1 x,, respectivament) per tal de maximitzar |'esperanca matematica dels

ingressos nets. El problema de decisio es pot representar amb |'arbre seguent:

A

(x,)




L’esperanca matematica corresponent al vertex 2A és:

2
7, (X)X, = a-x, — X,

d'on x, =max m,i = max(m,ﬂ) Per tant:
2.5 2
. MYy . M M
X, =m /7727,)(2:— m<7

| les esperances matematiques dels ingressos per venda de |'habitatge a I'exer-
cici 2 (que notarem £,,) son:

(25 = (75
m|m=>=—| m<—
2 ) 4M-m) 2

Aixi doncs, amb els suposits expressats, el preu de venda de |'habitatge en el
segon exercici no depen de la taxa de I'INV.

Pel que fa al vertex 1A, I'esperanca matematica és:
7 (X)X, + T (X )Ey — X)) = =B+ ) X7 + a1+ y) =y + BE,1x, +(1-a)E,,

a(l+yl-y+BE,,

D'on x, ()= max(m, j que, amb y =0 (és a dir, sense INV)

2p-(1+7)
es redueix a xf(O):%=M+i, ésadir:
2.8 22
2
x;‘(O):””M(mzﬂj,x1*(0):M+L(m<Mj
2 2 2 8M-m) 2

El valor optim del preu de venda en el primer exercici, si no hi ha INV, és més
gran que si n’hi hi ha, com es dedueix de la comparacio entre x; (0) i x, (y) (amb

y>0).

Vegem amb dos exemples numerics quin seria I'impacte de I'impost sobre el
preu de venda en el primer exercici:

¥ m =250 M =400 m =250 M =600
0,00 325,00 428,57
0,05 315,48 414,12
0,10 306,82 400,97
0,15 298,91 388,98
0,20 291,67 377,98
0,25 285,00 367,86
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En el segon exercici, els preus de venda serien 250,00 i 300,00.

El suposit que el preu no es pot modificar en tot I'exercici implica una subvalo-
racio dels efectes de I'INV sobre la rebaixa dels preus de I'habitatge (la qual cosa
esta relacionada amb el problema anterior, PA02.1).

No diguis mai aqui me quedo, aconsellava José Agustin Goytisolo a la seva filla
Julia en relacio amb el curs de la vida. Pero ja hem vist que, en un sentit diferent,
hi ha circumstancies en que cal decidir el millor moment per a la retirada, com
en el cas de la venda del solar, forca similar al de collir i vendre una produccio
d'hortalisses. Hi ha un cas més dificil, que es coneix amb noms diversos, el més
habitual dels quals és el de the secretary problem. L"'abordem a continuacio.

PAO3. Amb qui ens quedem?

S’ha de dur a terme un procés de seleccio per a un lloc de treball. Les persones
candidates, en nombre conegut, 1, seran entrevistades en un ordre aleatori i en
acabar I'entrevista corresponent seran acceptades o rebutjades irrevocablement
(per tant, una vegada s'ha acceptat una candidata no es fan més entrevistes).
Se suposa que totes les persones candidates tenen nivells professionals dife-
rents, sobre el valor dels quals no es té a priori cap informacio,® i que es vol con-
tractar la de nivell més alt (contractar-la &€s un exit; no contractar-la, un fracas).

Es tracta de determinar I'estrategia per maximitzar I'esperanca matematica del
resultat.

Aquest problema va ser proposat fa gairebé seixanta anys i ara mateix se’'n troba
informacio abundant a Internet. Té algunes variants més complexes, com ara
aquella en que n no &s conegut a priori, pero aqui ens limitarem a |'enunciat
basic indicat anteriorment.

Tot i que I'enunciat del problema &s antic, segueix d'actualitat. Nigel Cummings
se'n feia resso no fa gaire® en un breu article en que comentava el llibre Algo-
rithms to Live by: The Computer Science of Human Decisions,® en el qual s'in-
dica que la decisio optima és la que resulta en aplicar la regla del 37 %, &s a dir,
rebutjar el primer 37 % de les candidates i després seleccionar la primera que
sigui millor que totes les que I’'hagin precedida. Per cert, amb aquesta regla de

3 No seria aquest el cas si es tractés, per exemple, de seleccionar una persona per jugar a basquet
i el criteri fos contractar la més alta; en aquest cas, se sap en quin interval es poden situar les alcades
de les candidates.

4 Considerat al peu de la lletra, aquest enunciat €s més aviat inversemblant. Tanmateix, no és dificil
pensar en situacions de la vida real que, tot just amb un canvi de terminologia, s'hi ajusten prou.

5 Cummnings, N. (2016) Marriage — an optimal stopping problema. /nside O.R., n. 549, p. 11.

6 Christian, B., Griffiths, T. (2015) Algorithms to Live by: The Computer Science of Human Decisions.
Henry Holt and Company, Nova York.



vegades no se selecciona ningd, i, quan se selecciona algl, no se sap si &€s 0 no
la persona més idonia.

Amb n = 2 el problema és trivial, i les politiqgues de seleccionar incondicional-
ment la primera candidata o deixar-la passar i seleccionar la segona si té més
nivell que la primera tenen associada la mateixa esperangca matematica igual a
1/2.

Com meés gran eés n, mes dificil eés que la seleccio sigui encertada, pero |'espe-
ranca matematica del resultat, si s'aplica la politica optima, no es redueix tant
com podria semblar.

El cas n = 3 es pot analitzar per mera enumeracio. El que resulta és que selec-
cionar, a partir de la segona persona inclusivament, la que tingui més nivell que
totes les anteriors té associada una esperanca matematica igual a 1/2, com en
elcas n= 2.

Per a n =4, I'esperanca matematica optima, que s'obté amb una politica com la
del cas n= 3, ésigual a 11/24. Per a n= 5, la politica optima consisteix a selec-
cionar, a partir de la tercera persona inclusivament, la que tingui més nivell que
totes les anteriors i té€ associada una esperanca matematica de 26/60.

Per aquests valors baixos de n, la regla del 37 % es compleix aproximadament
(el 37 % de 2, 3,4 i 5, respectivament, &s 0,74, 1,11, 1,48, 1,85), pero, a mesura
que creix n, esdeve més ajustada, com veurem meés endavant.

Pero que té de particular el 37 %? Doncs que 0,37 és aproximadament I'invers
del nombre e:

1 0,367879
e

i el valor del nombre de candidates que s’han de deixar passar en la politica
optima i I'esperanca matematica del resultat tendeixen, respectivament,a n/e
ia 1/e quan n— . Es a dir, per gran que sigui n, la probabilitat d'exit, si
s'aplica la politica optima, no baixa d' 1/ e. S’ha de reconeixer que tot plegat no
deixa de ser sorprenent.’

7 El nombre e apareix en llocs que no se 'espera. Per exemple, si col-loquem a I'atzar n objectes
numerats d'1 a n en caselles numerades de la mateixa manera, la probabilitat que no hi hagi cap
coincidencia entre el nombre d'una casella i el de I'objecte que hi va a parar tendeix a 1/ e quan
n—oo.

Una altra situacio en que apareix el nombre e: suposem que una maquina necessita, per poder
funcionar, un element amb un temps de vida que segueix una llei uniforme entre 0i 1 i que volem
determinar I'esperanca matematica del nombre d'elements que necessitem perque la maquina
funcioni durant un temps #< 1 (o, el que és el mateix, determinar quants valors d'una variable
aleatoria U[0,1] hem de sumar per assolir o superar el valor ¢). Aquesta esperanca matematica
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Hi ha diverses formes d'arribar a aquest resultat;® aqui ho fem amb un enfoca-
ment similar al dels problemes anteriors d'aquest bloc.

(En,t)= Zn-pn(f), on n és el nombre d’elements necessaris i p,(t) la probabilitat corresponent)

n=1

és igual a e'i s'arriba a aquest resultat tal com s'exposa a continuacio.

Les funcions de densitat de probabilitat de la suma de les vides corresponents a 1, 2,..., n elements
son, pera 0<¢<1 (observeu que A(t)=1(0<¢ <1 implica At -u)=1(0<u<t)):

A =1 ,(0) = [ Bt —v)a =t h(0) = [ (o —v)ar=C .

= J.;hM (uyh(t-u)du= ( e

Perque el nombre d'elements necessaris sigui 7, la vida total, sigui v, dels primers n—- 1 elements
ha de ser <t ilavida de I'element nesim ha de ser >¢ — v . Aleshores:

t t 2 2 8

o) =1-t, pz(z‘)=.|.0h1(u)-p1(z‘—u)du=j'0/71(u)-(1—z‘+u)du= gy Pl = jh(u R T
n-1 n
Jh 1—t+u)du— ! L
(n=11" n!

2 1.3 .
Per tant, £(n,z) ann(r)—1+z‘+a+a+ =e i E(n7)=

Aquesta propietat permet estimar el valor d" e per simulacio, la qual cosa constitueix un exercici
interessant en relacio amb els intervals de confianca de variables output del model de simulacio.

Una altra via per arribar a aguest resultat és considerar una llei uniforme discreta en que la variable
pren els valors 1/ N, 2/ N,...,(IN =1/ N, 1 isuposar que farem una substitucio si I'element s'avaria

en un d'aquests instants. Aleshores, sinotem 7, (r =1...,V) la probabilitat d'haver de fer una subs-
titucio en l'instant 7, tenim, amb 7, =1 (aque a 7 =0 és segur que s'ha d'instal-lar un element):

1
= Ty =

1 1
- —(mp+m+.Hm ), :N-(;zo+zr1+...+7zﬁ+7r,,1)=

HZN( v

N-(ﬂo +1) ...,

:(Hl)-n _, , per tant, ates que :l | :l{Hi)r 1(r =1..,NV), d'on I'esperanca ma-
N)* NN N

tematica del nombre d'elements necessaris perqué la maquina funcioni durant un temps # (0<z <)

es (nomes compten I'element inicial i els que cal substituira z < [t-N'| ):

[e-N]-1
~1 (1+lj -1 [t-N]-1
[en]-1 v -
Tt Y 1(1+i) e N =(1+lj ,

~ NN N 1
N

que tendeix a e’ quan N tendeix a o .
A https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_e hi ha molta informacio interessant sobre e .

8 Una estrategia d'actuacio queda definida en aquest problema per una llista de nombres naturals
(JosJrse--r /) @mb jg < jy <-+- </, en aquestes posicions, elegim la persona que les ocupa a condi-

cib que tingui més nivell que totes les anteriors. Es obvi que /, = . Aleshores, la probabilitat de

seleccionar la persona de més nivell és


https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_e
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Si s'arriba a entrevistar la persona &-esima, pot ser que tingui més nivell que les
anteriors (amb probabilitat 1/k), o que no. En aquest darrer cas (per a
1<k <n-1.) s’ha de passar a entrevistar la persona (k+1)-esima. Si t& mes ni-
vell que les anteriors s’ha de prendre la decisio de rebutjar-la incondicionalment
(r) i passar a entrevistar la persona (k+1)-esima, o seleccionar-la (s), amb que el
proces finalitza, amb exit si es tracta de la persona de més nivell entre les 7, o
amb fracas, si no. La probabilitat d'exit s la de que la persona 4&sima, tenint
en compte que és la que té més nivell entre les kprimeres, sigui la de més nivell
entre les n(esadir, £/ n).

k/n, f,
max {k/n, fi.q} k/n K/n i i :
s
1k - 1- k/n AO
fo( K -1k kel ) £

- . . , 7,
La decisio s és optima si £, ,, < LS (equivalent a % < l).
n n

A diferencia de problemes anteriors, el graf no &s una arborescencia. Aixo no
obstant, podem escriure |'equacio de recurrencia:

1 k=1
f, =Z-max(k/n, I‘M)+T.fkH =
fonn +max[0,1— fk”j
n kK
(k=1..,n=1,amb 7, =l
n

l+/6f11+/}>'—1/‘w'—11+._‘+/})'—1/‘1'—1‘._/}71_11
n Jo N Jo SN Jo ) Jpa 1

=1
(L=

/

és la probabilitat que la persona en la posicio /; no sigui la que t& més nivell entre les

/i =1

trategies amb p +1 posicions dominen aquelles en que les posicions son consecutives. Per tant,

primeres). Com que creix amb j;, /,,=n-11iaixi successivament; és a dir, entres les es-

les estrategies que cal considerar son del tipus (k,k +1k +2,...,n), amb les quals la probabilitat de

. P L] k-1 k-1 k k-1 k n-2 .
seleccionar la persona de més nivell és—| 1+ t +.+ ; a partir
n K kK k+1 kK k+1 n-1

d'aquesta expressio s'arriba sense grans dificultats al mateix resultat que s’exposa en el cos del text.
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Vegem-ne els resultats pera n=2,3,4,5:

1, foct Tz fos foes '3

1/2 (s) 1/2 (r,s) 1,2
2/6 (s) 3/6 (s) 3/6 () 2
6/24 (s) 10/24 (s) 11/24 (s) 11/24 (r) 2
24/120 (s) 42/120 (s) 52/120 (s) 52/120(r) 52/120(r) 3

De I'equacio de recurrencia es despren que (i) 7, > 7,,,; (i) per tant, els valors de

les 7 formen una sequencia no creixent; (iii) per a valors baixos de «, la decisio
optima és r, i per a valors alts, s. En consequencia, la politica optima té, per a
qualsevol valor de n, una estructura molt senzilla: rebutjar incondicionalment les
primeres k" - 1 candidates i seleccionar, des de la k" - &sima, la primera que tingui
un nivell més alt que totes les que I'han precedida.

., , . 7, , _
El valor de k" és el més petit de k£ per al qual %sl S’ha de complir, doncs:
n

f.

fk*HS <_k

5

T RN
>~
|

A meés, I'equacio de recurrencia permet establir que, per als valors de & en que
la decisio optima és seleccionar, es compleix:

1 k=1 k-1 k-1
f,=—{ 1+ + +..+
n kK k+1 n-1

Aleshores, la condicio que defineix &” queda de la manera seguent:

. . — +— . +...+L
kK k +1 n-1 kK -1 kK Kk +1 n-1

Ara bé:
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1/ %
1/ (x-1)

2 34 56 7 8 2 34 56 7 8
11o’x<l+L+...+L _[1 La’x>L+l+...+L
K x kK k+1 n-=1 k=1 x —1 k=1 Kk n-1
Exemple : k =3,n =8 Exemple : k =4,n =8

j —dx:lni*<i+ *1 —<1i
X kK kK k +1 n-
1< 1 *1 S Jn dx =In /3_1
kK =1 k Kk +1 n-=1 J&-1x-1 kK =2
I~ <1<In /2_1
kK =2
d’on:
ﬁ</<*<2+2—l
e e e
ilim—=—, Iimfk‘z—
n%oo/‘] e n—ow
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Renovar

En els problemes de renovacio es tracta de determinar el moment optim per
retirar un equipament’ (en un sentit molt ampli: pot ser fins i tot una persona) i
substituir-lo per un altre. Tenen molta relacio amb els de manteniment (una ope-
racio de manteniment modifica les caracteristiques de |'equipament, i aixo ho
podem veure com la substitucio d'un equipament en un cert estat per un altre
en un estat diferent). També tenen relacio amb els problemes en que es tracta
de decidir en quin moment ens hem de retirar (com a concursants, com a alum-
nes del professor Stein, com a Nadir, etc.) i que, com a problemes de parar, hem
vist en el capitol anterior; la diferencia és que en els de renovar se substitueix el
que es retira, mentre que en els de parar el procés es tanca amb la retirada.

Els models de renovacio tradicionals son poc realistes per a molts escenaris
perquée consideren un horitzo il-limitat i absencia de canvi tecnologic (per tant,
I'equipament que es retira se substitueix per un altre d'identic). Només s'ajusten
vagament a aquests suposits la renovacio d’elements de tecnologia molt con-
solidada i d'una durada petita en relacio amb I'horitzd temporal que, implicita-
ment o no, es consideri. Pero les decisions les prenen les persones, que
generalment tenen en compte la finitud de I'horitzd temporal en que cal consi-
derar els resultats de les decisions preses; i la politica optima depen significati-
vament de la durada de |'horitzo. D'altra banda, els progressos tecnologics ara
afecten fins i tot productes que en semblaven immunes (pensem, per exemple,
en les bombetes d'incandescencia que, més de cent anys després d'apareixer,
han estat substituides rapidament per les de baix consum i, de moment, per les
que contenen LED).

' La paraula equipament segurament suggereix més aviat un component important d’un sistema
productiu que no pas un element com una junta torica, un circuit impres, una valvula, etc. Tanmateix,
aqui I'emprem en tots aquest sentits: pot tractar-se d'una premsa per fer peces de carrosseries o
d'unes pastilles de fre, posem per cas.
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Tot i que els problemes de renovacio sovint es consideren, exclusivament, en el
marc de les decisions tactiques o operatives,? les decisions sobre la renovacio
dels equipaments son un element molt important en la planificacio estrategica;
per elegir un tipus d'equipament o un altre s'ha de tenir en compte la politica de
renovacio en I'horitzo de planificacio.

La renovacio, com el manteniment, pot ser curativa (quan I'equipament ha deixat
de funcionar) o preventiva (abans que I'equipament falli o abans que tingui un
rendiment massa baix 0 uns costos de funcionament massa alts). Tradicional-
ment, la variable considerada en les decisions de renovacio i de manteniment
preventiu era I'edat de I'equipament (mesurada en el temps transcorregut o en
I'Us: hores de funcionament, quilometres recorreguts...). Actualment es pot dur
a terme un manteniment (o renovacio), denominat predictiu, basat en la infor-
macio obtinguda en el curs del funcionament de I'equipament (per exemple, les
vibracions d'una maquina).

En alguns casos, els models per optimitzar la renovaci6 predictiva es podrien
assimilar als de renovacio preventiva, pero en general el tractament de la reno-
vacio predictiva depen molt de I'equipament concret de que es tracti. Ens cen-
trem, per tant, en la renovacio preventiva.

En el marc dels suposits d'horitzo il-limitat i de manca de canvi tecnologic, de-
terminar I'edat optima de renovacio dona lloc basicament a dos models, corres-
ponents al cas determinista i al cas aleatori. En el primer, s'assumeix que els
equipaments, mitjancant el manteniment oportl, poden continuar funcionant
fins que s'implementa la decisio de renovar-los (I’'edat per fer-ho pot tenir una
fita superior, derivada de questions tecniques, com ara la manca de disponibilitat
de recanvis, o legals, per raons de seguretat o mediambientals, per exemple).
En el segon, s'assumeix que I'equipament s'avaria, d'acord amb una llei de su-
pervivencia v(t),% i que aleshores s'ha de substituir, amb un cost addicional que

2 Si.en un moment donat, ¢, , disposem d'un equipament nou i en aquell moment no té alternatives,
és clar que no té sentit plantejar-se’n la substitucio. En aquesta situacio, determinar la politica optima
de renovacio pot ser interessant a efectes de fer una previsio de tresoreria, susceptible de ser co-
rregida més endavant, perd no per decidir que hem de fera ¢,. Si tenim un equipament usat si que

hi ha, si més no, la possibilitat de substituir-lo per un de nou igual o diferent o per un de segona ma
en més bon estat i, per tant, &s pertinent plantejar-se quina decisio s'ha de prendre a #, i implemen-
tar la que sigui optima.

3 La llei de supervivencia, v(t), té un paper fonamental en molts problemes de renovacio i de fiabili-
tat. Es una funcio que dona la probabilitat que I'equipament funcioni quan té una eaat t (I’ edat pot
ser el temps transcorregut des que es va estrenar —es a dir, el que s'enten habitualment per edat—,
el temps de funcionament, el nombre de vegades que s'ha accionat —un interruptor, per exemple—,
el nombre de quilometres recorreguts, el nombre d'aterratges, de pagines impreses...). La llei de
supervivencia és monotonament decreixent o estrictament decreixent (per tant, si és derivable,
V'(t)<0), amb v(0)=1 i |I/(z‘)—>0. La densitat de probabilitat d'avaria, si v(¢t) és derivable, és

S

flt)=-v'(t), ja que v(t)=1-F(t) . La taxa d'avaria (densitat de probabilitat d'avaria a ¢ si I'equipa-
ment ha arribat viva t) es Alt)=7F(t)/v(t)=—v"t) [ vit) .



té una esperanca matematica igual a a. En els dos casos té un paper clau el
concepte de cicle de renovacio.

Denominem cicle de renovacio a la successio d'esdeveniments transcorreguts
entre l'instant en qué I'equipament esta disponible i comenca a funcionar i l'ins-
tant en que I'equipament que el substitueix esta disponible i comenga a funcio-
nar (és a dir, I'estat de I'equipament és el mateix en els instants d’inici dels
cicles); el temps & (que pot ser determinista o aleatori) transcorregut des que
s'atura I'equipament vell fins que el nou comenca a funcionar, forma part, per
tant, del temps del cicle.

Suposem que el cost de la renovacio, C, inclou el de I'equipament nou i el de les
operacions necessaries per instal-lar-lo i posar-lo a punt; suposem també que
els costos de manteniment (que poden incloure costos derivats de la disminucio
de rendiment) entre ¢ i £ +dt soniguals a ¢(t)dt, amb ¢(t) creixent (estricta-

ment creixent: ¢(t) constant vol dir que el comportament de I'equipament no
depen de I'edat i, per tant, no té sentit renovar-lo; ¢(t) monotona pero no estric-
tament creixent €s un suposit poc versemblant).

En el cas determinista, si no hi ha actualitzacio, els costos d'un cicle son:
C+ IO plt)dt
| el cost per unitat de temps, que és el que interessa minimitzar:

C+ jo’(p(f)df

i) T+0

Aquesta funcio t& un terme, C/(r+ ), amb derivada negativa que decreix
asimptoticament amb Iimit O, i un ,(J: ol(t)adt [ (r + 6)), amb derivada positiva (pel

suposit que ¢l(t) és creixent). Per tant, si descartem el cas que y(zr) &s creixent
des de =0, hihaunvalorde r en que s'anul-la la derivada de y(r) :

C =z +0)pl)- [ plr)at

Amb un tipus d'interes instantani igual a /, els costos d’'un cicle de renovacio,
actualitzats a l'instant d'inici del cicle, son, si la renovacio es fa a I'edat 7 :

Quan I'edat és una variable discreta (per la seva indole o perque la discretitzem per conveniencia),
la notacio més habitual és v(¢) per a la probabilitat de supervivencia a I'edat ¢, p,(=v,_,-v,) perala
probabilitat d'avaria entre les edats ¢ —1 i #(és a dir, en el periode ¢ si |'edat correspon a temps
discret), i 4, = p, /v, per a la taxa d'avaria.
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C+| e pltlar

El que interessa minimitzar és la taxa de cost, y(zr), és a dir, el cost constant per

unitat de temps al qual correspon, en un cicle, un valor actualitzat igual al cost
actualitzat per cicle i que, per tant, es determina amb I'expressio:

e—/-(r+5)

C+ J‘; e’/.-f (l)(f)df _ 7(2_)..[0”5 e,,‘_[d[ — ‘I_fj/(‘[)

D'on:
/ / T
}/(T) =C 1— e—/-(r+§) + 1— e—/’-(ﬁ—é) JO e ?(D(Z‘)dl‘

Amb un raonament analeg al que hem exposat per a quan no hi ha actualitzacio,
s'arriba també a la conclusio que y(r) primer decreix i després creix, i a I'optim

s'ha de complir la condicio de derivada nul-la.

Tant si hi ha actualitzacio com sino, y(r) és una funcio d'una sola variable i, per

tant, &s molt facil determinar el valor optim de 7 . En molts casos, el temps s’'ha
de tractar com una variable discreta, perque la renovacio nomeés és possible en
moments especifics (per exemple, a final d'any); aleshores, |'optimitzacio s'obté
per mera enumeracio.

El cas aleatori amb actualitzacio i temps continu necessita un tractament com-
plex, pero es pot abordar discretitzant el temps i fent Us d'arbres de decisio.

Si no hi ha actualitzacio, I’'esperanca matematica del cost per periode és igual al
quocient de I'esperanca matematica del cost per cicle per I'esperanca matema-
tica de la durada del cicle:*

C+ jo Pl viD)dt +a - v(z)]

() -
jo vit)dt +6

Aguesta expressio, en el cas ¢(f) =0, es redueix a:

_ C+all-vir)]

7(7) -
jo vit)at + 68

4 L'esperanca matematica de la durada d'un cicle és igual a I'esperanca matematica de la vida de
I'equipament més &. L'esperanca matematica de la vida de I'equipament, si 7(¢) és la funcio de

densitat de probabilitat d'avaria, és _[Ort-f(t)dt +7v(r) . Com que v(t)—v(t +dt) =F(t)dt, flt)=—-v"(t),
i de la integracio per parts de I{:t-v’(z‘)a’z‘ es dedueix que I'esperanca matematica de la vida de I'ele-

ment és _[;v(z‘)a’z‘ .



L'analisi de les propietats de la funcio y(¢f) en el cas aleatori queda fora dels
objectius d'aquest text. Si ¢(t) =0, es pot donar el cas que la renovacio preven-

tiva no sigui convenient, &s a dir, que sigui millor renovar I’'equipament nomeés
quan tingui lloc una avaria (si la llei de supervivencia &s exponencial, |'equipa-
ment no t& memoria i les probabilitats d'avaria a posteriorino depenen de I'edat,
és a dir, que el comportament de I'equipament, tingui I'edat que tingui, és el
mateix que si fos nou; és clar, per tant, que en aguest suposit nomes té sentit
canviar I'equipament en cas d’avaria).

Pero, tornem una mica enrere, aquests models es deriven dels suposits d'ho-
ritzo il-limitat i absencia de canvi tecnologic, i, per tant, dificilment encaixen en
escenaris reals. La consideracio d'horitzons limitats permet tenir en compte fa-
cilment qualsevol suposit sobre I'evolucio de la tecnologia i dels costos, tant en
marcs deterministes com aleatoris, i fins i tot permet determinar la politica op-
tima de renovacio de conjunts d’equipaments relacionats entre si. Ho veurem a
través dels problemes d'aquest capitol.

REO1. Més fusta

Gestionem, per obtenir fusta, una plantacio d'arbres d'una especie determinada.

El volum de fusta utilitzable que proporciona un arbre depen de la seva edat
segons l'expressio V, =V,,-(1 —e™*), on V,,(m3 i u son constants i ¢ és |'edat
de l'arbre, expressada en anys. El cost de plantar un arbre és C i les despeses
anuals de manteniment (esporgar, adobs i tractaments antiparasits) son iguals a
aV, u. m. El cost de talar I'arbre i serrar-ne la fusta per comercialitzar-la &s

k +kV, u.m. La fusta es vena p u.m./mq.

Els arbres es planten cap a principis de gener i es talen cap a finals d’any. Les
despeses de manteniment es paguen també a final d'any.

Es tracta de determinar, amb horitzo il-limitat, I'edat optima per talar els arbres,
sense i amb actualitzacio (amb un tipus d'interes del 10 %), amb les dades se-
guents:

V, =10m? 4 =0,2anys”,C=10.000u.m, a =400u.m./m’
K =5.000u.m., £ =2.000u.m., p =11.000 u. m/m?®

En aquest cas, és versemblant, pel que fa I'equipament que s'ha de renovar, el
suposit d'absencia de canvi tecnologic.

Sense actualitzacio, I'edat optima per talar I'arbre &s la que maximitza el marge
mitja anual entre ingressos i despeses
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oV, —[C+a-ZI4 +/(+k-|/rj
r = =l , amb V=V, -(1-e™*)

T
T

L'optim es troba per enumeracio: (7 =12,...)¢ =3, T" =T, =7.252,80 u. m./any

Amb actualitzacio, I'edat optima de renovacio és la que maximitza I'anualitat, a
(es a dir, el moviment de fons anual constant que té el mateix valor actualitzat
que la successio de moviments de fons derivats de plantar, mantenir, talar i pre-
parar l'arbre):

,I T
5 T+7/ o5V K —kV. +pV.
a = —C —_ . t + T T
;(1+/)[ / a;(1+/)t +/)

| I'edat optima és 7 =3, amb & =5.487,69u. m./any.
Si suposem un horitzo de 10 anys, sense actualitzacio, la politica optima es pot

determinar amb els mateixos procediments que hem vist a FO02.4 per resoldre
el problema dels lots optims amb horitzo limitat.

En aquest cas, la taula de guanys és la seguent:

De| a—

1

2 3 4 5 6 7 8 9 10

589,16 12.627,40 | 21.7568,40 | 28.509,16 | 33.311,13 | 36.517,58 | 38.417,72 | 39.248,35 | 39.203,33 | 38.441,40

589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16 | 33.311,13 | 36.517,58 | 38.417,72 | 39.248,35 | 39.203,33

2 589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16 | 33.311,13 | 36.517,58 | 38.417,72 | 39.248,35
3 589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16 | 33.311,13 | 36.517,58 | 38.417,72
4 589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16 | 33.311,13 | 36.517,568
5 589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16 | 33.311,13
6 589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16
7 589,16 | 12.627,40 | 21.758,40

589,16 | 12.627,40
9 589,16

| la politica optima consisteix a talar els arbres al final dels anys 3, 61 10 (com
que no hi ha actualitzacio, també son optimes 4-7-10 i 3-7-10), i el valor corres-
ponent de la funcio objectiu &s 72.025,96 (7.202,60 per any).

Amb calculs analegs podriem comparar els resultats economics que podriem
obtenir amb diferents especies arbories.

Amb aquest esquema es pot tractar el canvi tecnologic o estats inicials diferents.
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Pel que fa al diguem-ne canvi tecnologic (&s a dir, a la possibilitat de substituir
un equipament per un altre de caracteristiques diferents), suposem que des
del final de I'any 2 es pot plantar una varietat transgéenica que creix més de
pressa (x4 =0,3 anys™'), pero és una mica més cara (C =12.000 u. m.), i que

les altres dades no canvien.

Aleshores, els guanys de talar I'arbre transgeénic a edat 1, 2,... son els seguents:

Edat 1 2 3 4 5 6 7 8
Guany |5.289,633|20.765,47{31.193,563 |37.882,1|41.800,38|43.666,39|44.012,04 |43.231,37

Per a totes les edats, els guanys son més elevats que els corresponents a la
varietat no transgenica, per la qual cosa la taula de guanys que en resulta és la
seguent:

Del |4 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 [589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16 | 33.311,13 | 36.517,68 | 38.417,72 | 39.248,35 | 39.203,33 | 38.441,40

1 589,16 | 12.627,40 | 21.758,40 | 28.509,16 | 33.311,13 | 36.517,58 | 38.417,72 | 39.248,35 | 39.203,33
2 5.289,63 | 20.765,47 | 31.193,53 | 37.882,10 | 41.800,38 | 43.666,39 | 44.012,04 | 43.231,37
3 5.289,63 | 20.765,47 | 31.193,53 | 37.882,10 | 41.800,38 | 43.666,39 | 44.012,04
4 5.289,63 | 20.765,47 | 31.193,53 | 37.882,10 | 41.800,38 | 43.666,39
5 5.289,63 | 20.765,47 | 31.193,53 | 37.882,10 | 41.800,38
6 5.289,63 | 20.765,47 | 31.193,53 | 37.882,10
7 5.289,63 | 20.765,47 | 31.193,53
8 5.289,63 | 20.765,47
9 5.289,63

Les politiques optimes, amb un guany total de 95.779,93 u. m. (9.577,99 u.
m./any), consisteixen a talar I'arbre no transgenic a edat 2 i 3 arbres transgenics
a edats 3-3-2, 3-2-3 0 2-3-3.

Finalment, deixem de banda la varietat transgenica i suposem que a l'instant
inicial tenim un arbre d’'edat 2. En aquest cas, hem de comparar les dues opcions
seguents:

a. Talar I'arbre (obtenim 24.671,20 u. m.), plantar-ne un d’edat O i aplicar la
politica optima calculada anteriorment (amb un guany de 72.025,96 u. m.).
El guany total és, per tant, de 96.697,16 u. m.

b. No talar I'arbre en l'instant inicial i aplicar la politica optima corresponent a

aquesta situacio. Per determinar-la hem de canviar la primera fila de la taula
de guanys, que queda aix:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

23.802,20| 30.552,96| 35.354,93| 38.561,38| 40.461,52( 4.1292,14| 41.247,13| 40.485,19| 39.136,30| 37.306,84

589,16( 12.627,40( 21.758,40( 28.509,16| 33.311,13| 36.517,58| 38.417,72| 39.248,35| 39.203,33

2 589,16| 12.627,40| 21.758,40( 28.509,16| 33.311,13| 36.517,58| 38.417,72| 39.248,35
3 589,16| 12.627,40( 21.758,40( 28.509,16| 33.311,13| 36.517,58| 38.417,72
4 589,16( 12.627,40( 21.758,40( 28.509,16| 33.311,13| 36.517,568
5 589,16| 12.627,40| 21.758,40| 28.509,16{ 33.311,13
6 589,16| 12.627,40( 21.758,40( 28.509,16
7 589,16| 12.627,40( 21.758,40
8 589,16 12.627,40
9 589,16

La politica optima consisteix a talar I'arbre inicial al cap d'un any (és a dir, a edat
3) i 3 arbres més a edat 3, amb un guany total de 89.077,41 u. m.

Per tant, I'opcio preferible és la (i): renovar 'arbre d'edat 2 a I'instant inicial.

El problema es pot estendre al cas que cada any, abans de talar |'arbre, hi hagi,
amb probabilitat igual per exemple a 0,1 i amb independencia del que hagi passat
els anys anteriors, una glacada que mati I'arbre i obligui a talar-lo i a vendre la
fusta a 1.000 u. m./m?3.

REO2. Au voleur!

L'empresa 6A fabrica, instal-la i es cuida del manteniment d'un aparell antiroba-
toris que funciona amb una bateria d'alta capacitat, que t& un cost de 100 u. m.
i una funcio de densitat de probabilitat d'avaria uniforme entre 2.000 i 3.000 ho-
res. L'adquisicio de I'aparell implica la subscripcio d'un contracte de manteni-
ment i d'una polissa d’asseguranca contra robatoris i altres contingencies.

La bateria es pot canviar a una edat determinada, si hi arriba, i, si no, abans, quan
s'avaria. En qualsevol cas, el cost del canvi, addicional al de la bateria, &s de 50
u. m. si es fa en el moment programat i de 80 u. m. si el canvi &s per una avaria.
En aquest cas, el temps mitja que transcorre entre I'avis automatic a la central i
I'inici de la reposicio és de 4 hores, durant les quals el local corresponent queda
sense proteccio. La probabilitat que tingui lloc un robatori durant aquestes 4 ho-
res és 0,0001 i el cost mitja del robatori per a 6A és de 4.000 u. m. El temps

necessari per canviar la bateria usada o avariada per una de nova és d'1 hora,



durant la qual el local segueix protegit, tot i que I'aparell queda fora de servei,
per la presencia del personal que fa la substitucio.

Si es considera horitzo il-limitat i es prescindeix de |'actualitzacio, el criteri habi-
tual per optimitzar la politica de renovacio és I'esperanca matematica del cost
per unitat de temps. En casos de sistemes critics en que la disponibilitat es
primordial, el criteri principal, que s’ha de maximitzar, pot ser la proporcio del
temps que l'aparell esta en condicions de funcionar.

Aquest darrer criteri s'optimitza, en el cas dels aparells considerats, mitjancant
renovacions programades de les bateries a les 2.000 hores de funcionament,
amb un cost mitja per hora de:

100 +50

———=0,0750 u. m./h
2.000+1

Si I'objectiu €s minimitzar I'esperanca del cost per hora, s'ha de considerar la
possibilitat de programar la renovacio de la bateria a una edat, 7 >2.000 hores.

Com que la llei de supervivencia de la bateria &s v(t)=1(0<¢<2.000) i
v(f)=1—j2[0000,001dx =1-0,001(t —2.000)=3-0,001¢ (2.000 <t <3.000), l'es-

peranca matematica del cost per periode (amb 7 >2.000) és:

() = 150 +(30+0,00014.000)-(0,0017 -2) 89,2+0,0304¢
J'Or V(t)dt +1+ 40,0017 —2) -0,00057” +3,004-7 —2.007

| el minim &s 0,0694 u. m./hora, pera r =2.566,00 hores. El cost €s menor que
el corresponent a la renovacio cada 2.000, pero la disponibilitat també és menor,
perque ara |'esperanca matematica de la durada del cicle de renovacio és
2.409,01 (el valor del denominador de I'(zr) per a 7 =2.566,00), mentre que
I'esperanca matematica del temps que hi ha proteccio és la suma de la vida de
la bateria (2.405,82) i el temps de reposicio; per tant, la proporcio de temps que
hi ha proteccio antirobatoris és:

2.405,82 +1

=0,99906
2.409,01

Es a dir, la proporcio de temps sense proteccio és 1 - 0,99906 = 0,00094.

La probabilitat que un cicle acabi a causa d'una avaria és 0,566 (molt alta). Segu-
rament, el cost per hora no és I'Unic criteri que s'hauria de tenir en compte i
seria raonable plantejar la minimitzacio de la suma de I'esperanca matematica
del cost horari amb el producte d'un parametre no negatiu per la proporcio de
temps sense proteccid. El parametre esmentat permetria donar més o menys
importancia a un dels criteris en relacio amb I'altre.
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REO3. Rejoveniment

Una empresa consultora es disposa a aplicar un pla permanent de rejoveniment
de la plantilla. El pla consisteix a acomiadar els membres senior després d'un
nombre determinat d'anys d’exercici (que denomina periode de rejoveniment) i
substituir-los per un membre junior que esdevindra senior amb el pas del temps.

Cada vegada que es fa una substitucio hi ha unes despeses d’'1 u. m., correspo-
nents al procés de seleccio, més una indemnitzacio equivalent a 2 anys dels
costos laborals del darrer any de contracte per a la persona acomiadada. El cos-
tos laborals anuals inicials son de 6 u. m. per cada un dels 3 primers anys, de 7
u. m. per al 4t, be i 6& i aixi successivament, amb un augment d'1 u. m. cada 3
anys. Els ingressos que aporta la persona contractada son de 16 u. m. el primer
any i 22,24, 26, 26, 26, 24, 22, 20, 18, 16... els seguents.

Es tracta de determinar la durada del periode de rejoveniment.

No considerem |'actualitzacio, per no complicar els calculs. Si fos necessari, ens
caldria saber el tipus d’interes aplicable.

Amb horitzo il-limitat, només s'ha de calcular la diferencia mitjana anual entre
ingressos i costos corresponents a 1, 2, 3... anys d'exercici (de les diferencies
entre ingressos i costos en direm guanys). Es clar que no cal anar més enlla de
I'any 14, ja que a I'any 15 els ingressos aportats pel senior son inferiors als seus
costos laborals.

Any| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14
(1) [-3,00( 13,00| 31,00 48,00| 67,00| 86,00| 100,00 114,00 126,00| 133,00| 140,00| 145,00| 147,00| 147,00

(2) [-3,00 6,50| 10,33| 12,00| 13,40| 14,33| 14,29| 14,00 13,33| 12,73| 12,08 11,31 10,50| 9,67

(1) Ingressos - costos des de la contractacio fins a I'acomiadament
(2) (1)/anys

Per tant, la politica optima és fer la substitucio cada 6 anys, amb 14,33 u. m./any
de diferencia mitjana entre ingressos i despeses.

Ara bg, sil'horitzo és finit i determinat (suposem, per exemple, de 10 anys), s'ha
de veure si és millor un sol contracte de 10 anys o una combinacio de contractes
de menys durada.

La politica optima es pot obtenir amb els mateixos procediments que hem vist
a FO02.4 i a REO1. Amb les dades indicades hi ha 3 politiques optimes (6 + 4,
4 +6i5+5),amb un valorde 134 u. m.

Tanmateix, a causa de |'estres originat per les exigencies de I'exercici professi-
onal, les persones contractades causen baixa per llarga malaltia i han de deixar
I'empresa al final de I'any ¢, si no I’han abandonada voluntariament al final de
l'any -1 o abans, amb una probabilitat 0,1 ( <10). El fet que es produeixi



aguesta circumstancia implica pertorbacions en projectes en curs i en la relacio
amb les empreses clientes, amb un cost mitja de 30 u. m.

Determinem la durada del periode de rejoveniment que maximitzi I'esperanca
matematica dels guanys per periode, igual al quocient de |'esperanca matema-
tica dels guanys per cicle per I'esperanca matematica de la durada del cicle.

Suposem que la baixa per llarga malaltia es produeix al final del periode, i que si
el periode és el darrer del periode de rejoveniment, el cost és el corresponent a
la indemnitzacio per fi de contracte.

Siguin v, els valors de la llei de supervivencia (a I'empresa) de la persona con-
tractada. Les probabilitats d'abandonar I'empresa indicades abans corresponen
a les denominades taxes d'avaria (s a dir, la probabilitat de fallada —en aquest
cas, deixar I'empresa al final del periode— en el suposit que no hi ha hagut fallada
abans):

4 =0T 2,=024=03..

Els valors de la llei de supervivencia (amb v, =1) els podem calcular amb I'ex-

pressio:
t

Ve :H(1_lz)

7=1

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
» | 1,0000 | 0,9000 | 0,7200 | 0,5040 | 0,3024 | 0,1512 | 0,0605 | 0,0181 | 0,0036 | 0,0004 | 0,0000

Sinotem g, i ¢, els guanys i els costos laborals del periode ¢, respectivament,
I'esperanca matematica dels guanys en un cicle contractual és:

14D v, g, —(1-v,,)30-v, 2¢c, =31+ D v, g, + (30 -2, )v,_,
t=1 t=1

| I'esperanca matematica de la durada del cicle (si negligim el temps que cal a
I'empresa per substituir la persona que ha causat baixa):

-1
VZ‘
t=0

Els resultats dels calculs els recull la taula de la pagina seguent.

L'optim correspon, per tant, a un periode de rejoveniment de 5 anys. L'espe-
ranca matematica dels guanys per periode &s sensiblement inferior a la calcu-
lada sense el suposit que el senior es retiri abans de la finalitzacio del periode
de rejoveniment, perque el cost d'aquesta incidencia és molt alt i la probabilitat
que tingui lloc &s significativa.
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T Esp. guanys Esp.durada Esp. guanys per any
1 -3,0000 1,0000 -3,0000
2 9,6000 1,9000 5,0526
3 19,3200 2,6200 7.3741
4 24,0000 3,1240 7,6825
5 26,5200 3,4264 7,7399
6 26,9736 3,5776 7,56396
7 26,3688 3,6381 7.2480
8 26,0301 3,6562 7.1194
9 25,8704 3,6599 7,0687
10 25,8273 3,6602 7,0562

La renovacio d'un equipament en horitzo finit i determinat, 7, i temps discret
també es pot abordar com a problema de cami maxim en un graf polietapic, en
que cada etapa correspon a l'instant de I'inici d'un periode (que coincideix amb
el final del periode anterior) i en que els vertexs corresponen a |'estat (en aquest
cas, edat de I'equipament) a l'inici (o, alternativament, al final) del periode. Si
I'equipament es troba en |'estat 7 a l'inici del periode ¢, a I'inici del periode ¢ +1
pot passar a I'estat 0, si decidim renovar-lo al final del periode ¢ (inici del ¢ +1),
oal'estat r+1. Els arcs del graf corresponen a les transicions factibles d'estats
d'una etapa a estats de la seguent; addicionalment, al pas dels vertexs de 7 a
un vertex, w, de sortida del graf. Els arcs que representen transicions entre
estats tenen associat un valor, que és el guany per l'activitat de I'equipament en
I'estat de partida en el periode |, si I'estat és 0 (hi ha hagut renovacio), més el
valor residual de I'equipament menys el cost d'adquisicio del nou equipament;
el valor dels arcs que van a @ és el valor residual de I'equipament. Configurat
aquest graf, es tracta de trobar-hi el cami maxim entre el vertex inicial i @, la
qual cosa és particularment senzilla en tractar-se d'un graf polietapic.

El procediment permet tenir en compte |'actualitzacio i el canvi tecnologic, pero
aixo tambeé es possible amb el graf que hem fet servir, explicitament o implicita,
a FO02.4, REO1 i REO3, per la qual cosa en el cas d'un sol equipament el graf
polietapic no ofereix cap avantatge, més aviat al contrari, perque aquest graf té
mes vertexs que l'altre, tot i que aquest inconvenient no sigui gaire rellevant.

Ara bé, si es tracta de determinar la politica optima de renovacio, en horitzo finit
i determinat i temps discret, dels equipaments que formen un sistema el com-
portament del qual depen del conjunt de les seves edats, només podem recorrer
al graf polietapic. Si suposem, per no complicar la notacio, que el sistema com-
pren dos equipaments, A i B, I'estat es defineix amb el parell de valors (z,,7,)
de les edats dels equipaments. De (r,,7,) es pot passar a (r,+17,+1,
(0,75, +1,(z, +1,0) o a (0,0), segons si no renovem cap equipament, renovem
nomeés A, renovem només B o renovem A i B, respectivament. Com més gran



és el nombre d’equipaments, més creix el nombre de vertexs, pero en qualsevol
cas es tracta de determinar el cami optim entre el vertex inicial i @ .

REO4. The light that burns twice as bright burns half as long®

Un sistema per a la fabricacio automatica d'un producte de moda amb un cicle
de vida estimat de 2 anys consta de dues maquines en serie, Ai B, cada una de
les quals duu a terme una de les dues operacions necessaries per obtenir el
producte. Per tal de satisfer la gran demanda, el sistema funciona 8.000 hores
I'any i les 760 hores restants es dediguen a reparacions i al complex manteni-
ment de les maquines. Aquest Us tan intens causa una perdua significativa de
la capacitat de les maquines. La maquina A, si comenca I'any nova, pot produir
a una mitjana de 1.000 unitats/hora; pero quan té un any, nomées 900 uni-
tats/hora; els valors analegs per a la maquina B son 1.000 i 800 unitats/hora.

Cada unitat de producte aporta un marge d'1 u. m. Adquirir una maquina A (B)
costa 1.000.000 (1.200.000) u. m. i el seu valor residual, quan té un any, es de
500.000 (600.000) u. m., i quan en té 2, és de 400.000 (480.000) u. m.

Convé renovar alguna maquina, o les dues, al final del primer any?

De I'estat inicial (0,0) es pot passar, a l'inici del 2n any, a (0,0), (0,1), (1,0)i (1,1).
Des de cada un d'aquests estats s'arriba, respectivament, als estats (1,1), (1,2),
(2,1)1(2,2) al final del 2n any, que és tambe el final de I'horitzo de planificacio.
El graf polietapic es representa a la figura, amb els valors en milers d'u. m.
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5 Sentencia popularitzada per la pel-licula Blade Runneri que s'atribueix a Laozi (conegut també com
Lao Tse).
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El calcul del cami minim és trivial, perque els 4 camins que uneixen |'estat inicial
(0,0) amb el vertex w no tenen arcs comuns. El cami maxim (amb un marge
economic total, tenint en compte el cost de les maquines inicials, de 13.800.000
u. m.) &s (0,0) - (0,0) - (1,1) - w, €s a dir, la politica optima consisteix a renovar
les dues maquines al final del primer any (la recuperacio de la capacitat inicial de
les maquines compensa sobradament la diferencia entre els costos d'adquisicio
i els valors residuals respectius).
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La fiabilitat d'un sistema es pot definir com la probabilitat que funcioni quan se'l
necessita. Per augmentar aquesta probabilitat cal enrobustir el sistema. Com
que aixo té costos, el valor convenient de la probabilitat de funcionament depen
de la naturalesa del sistema. La fiabilitat del subministrament d’energia electrica
a un quirofan ha de ser altissima, pero en el cas de la d'un bullidor daigua per
fer infusions, posem per cas, podem considerar satisfactoris valors menys

proxims a la unitat.

Molts sistemes es dissenyen tenint ben presents els requisits de fiabilitat, pero
n'hi ha d'altres en que sembla que ningl no hi ha pensat o potser ningl no ha

volgut assumir-ne el cost.

Lamentablement, el 100 % de fiabilitat no es pot assolir. Amb I'atzar mai no se’'n
pot estar segur, com diu un personatge en una tira comica de Dilbert.’

Sobre aixo, son molt interessants uns dialegs entre els personatges de la pel-li-
cula 7he Far Country.? Dos grups, liderats respectivament pels personatges in-
terpretats per James Stewart i Ruth Roman, intenten arribar a una mateixa
destinacio i per fer-ho elegeixen dos camins diferents. El grup de Stewart hi

' Dibuix inspirat en una tira de Dilbert (Scott Adams, 2001):
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2 Dirigida per Anthony Mann (1954).
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arriba sense entrebancs i un dels seus li pregunta com ho sabia; Stewart li res-
pon “No ho sabia. Vaig pensar que podia passar i ho vaig encertar”. Mentrestant,
una allau causa baixes en el grup de Roman, la qual finalment és acollida, amb
els altres supervivents, per Stewart i els seus. Roman diu a Stewart: “Em vaig
equivocar”; i ell li respon “No es va equivocar. Va prendre una decisio i no va
tenir sort”.

De fet, molts llibres de text de I'ambit d'organitzacio no fan cap referencia a la
fiabilitat i per aixo no és estrany que |'estudiant, quan passa a |I'exercici profes-
sional, no la tingui en compte.

La fiabilitat dels elements depen de la tecnologia o de la medicina, segons si es
tracta d'objectes o de persones. Aqui ens interessem per la fiabilitat dels siste-
mes, donada la dels elements que els componen o que poden compondre’ls.
Amb els enunciats, de dificultat molt diversa, s'il-lustra la varietat de situacions
en que la fiabilitat és altament rellevant (en uns es tracta d’enrobustir un sistema
i en uns altres, nomes d'avaluar-ne la fiabilitat, pero ens ha semblat prou raona-
ble incloure’ls tots en el mateix capitol).

Durant molts anys hem iniciat les classes de fiabilitat amb un exercici molt senzill
que reproduim a continuacio.

ENO1. Gran final

Quants autocars de 50 places calen per formar una corrua amb capacitat per
traslladar 10.000 persones de a a w?

Formulada la pregunta, la reaccio general és de perplexitat. L'estudiant &s cons-
cient que la resposta que sembla obvia (10.000/50 = 200 autocars) és inversem-
blant perque és massa facil de trobar.

Com que I'enunciat és molt obert, hi ha diverses respostes possibles.

Una és imposar que la probabilitat que tothom pugui arribar a @ amb un autocar
de la corrua no sigui inferior a la probabilitat que hi arribi un autocar sol.

Sigui p aquesta darrera probabilitat. Assumim que les probabilitats que els au-

tocars arribin a @ son independents (la qual cosa és un suposit fort, perque el
fet que els autocars formin una caravana implica que si un autocar t& una avaria
augmenten les probabilitats que els altres en tinguin®). Aleshores, si n és el

3 El cas mées famos en que l'avaria d'un vehicle propicia les avaries d'uns altres és I'operacio £agle
Claw, de 1980, dissenyada per rescatar els ostatges de I'ambaixada dels Estats Units a Teheran,
sobre la qual hi ha referencies nombroses a Internet.
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nombre d’autocars que formen la caravana, el nombre d’autocars que arribaran
a o segueix una llei binomial (n,p0). Per tant, volem determinar el menor de n
per al qual es compleix:

> (’k’}pk-m—m” >0

k=200

Per trobar el valor de n només cal comprovar si es compleix la condicio anterior
pera n= 201, 202,... ..

Per exemple, per a p = 0,999 tenim n =203, amb una probabilitat que arribin
a o almenys 200 autocars igual a 0,999941396.

Generalment, el calcul de la fiabilitat d'un sistema, com el disseny d'un sistema
perque tingui una fiabilitat donada, son problemes de probabilitats més o menys
complexos segons els casos. Ho hem vist en I'enunciat anterior i ho anirem
veient amb els que hi ha tot seguit.

El que hi ha a continuacio és peculiar, perque es tracta només d’opinar sobre les
declaracions d'un directiu d'una empresa eléectrica arran de la caiguda d'una linia
causada per un fortissim temporal de neu.

ENO2. Grandissima torbonada

Doneu la vostra opinio sobre la frase en negreta del text seguent:
“¢Con la MAT se hubiese evitado el desastre?

Unas instalaciones cuanto mas malladas estan, mas seguridad dan. [...] Lo que
necesitamos es redundancia, mas lineas. Si un punto en vez de alimentarlo con
una linea lo hacemos con dos, cuando se cae una, tienes la del otro lado. YV,
relacionadas con la MAT vy la interconexion con Francia, que no depende de no-
sotros, hay otros proyectos de Endesa que, de estar en servicio, hubiesen dado
maés redundancia.

¢Pero habrian resistido el temporal?

No podemos asegurar al cien por cien que no hubiese pasado lo mismo, pero,
evidentemente, con esta redundancia la probabilidad hubiera bajado a la mi-
tad.

Pero podem trobar molts exemples relatius a sistemes que ens son més familiars, com les xarxes
electriques o de distribucio de fluids: una avaria en un element de la xarxa genera sobrecarregues
en altres elements i aixd incrementa la probabilitat que s’avariin.

4 Entrevista d'Oscar Muhoz a José Damian Bogas, director general d'Endesa per a Espanya i Portu-
gal, arran del temporal de neu del mes de marg de 2010 (La Vanguardia, 15/03/2010, “Vivir", p. 3).
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Certament, no es podia assegurar al cent per cent que no hagués passat el ma-
teix, per més redundancia que hi hagués a la xarxa.

Una altra cosa és que la redundancia hagués baixat exactament a la meitat la
probabilitat del desastre. Al contrari, aixo &s altament improbable.

Suposem que passem d'una sola linia a n linies.

En un extrem, si les linies estiguessin molt a prop les unes de les altres, el tem-
poral segurament les hauria afectat totes de la mateixa manera. Es a dir, la pro-
babilitat del desastre seria la mateixa amb o sense redundancia, a causa de la
dependencia total entre les probabilitats d'avaria de les linies.

En un altre extrem, si totes les linies tinguessin probabilitats d'avaria indepen-
dents i iguals a p, la probabilitat de desastre passaria de pa p” i s'hauria de

n

complir p” =%-,0, o sigui, p"'=1/2. Aquesta equacid només té una solucid

real positiva per a cada valor de n; a la taula seguent figuren els corresponents
an=2..,10 (poc versemblants com a probabilitat d'avaria duna Iinia):

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,5000 | 0,7071 | 0,7937 | 0,8409 | 0,8706 | 0,8909 | 0,9057 | 0,9170 | 0,9259

En casos intermedis, pel que fa a la independencia de les probabilitats d'avaria,
arribariem, amb més o menys dificultats de calcul, a resultats analegs.

ENO3. Garantia

PEELSA fabrica petits electrodomestics, que garanteix per 2 anys. Si un aparell
s'avaria abans que expiri la garantia, PEELSA I'ha de reparar o I'ha de substituir
per un aparell nou, i assumir el cost corresponent.

En un dels productes de PEELSA, practicament totes les avaries, amb un cost
per a I'empresa de 100 u. m. per avaria, son degudes a la fallada d'un element
que té un cost de 3 u. m. i una durada que, expressada en anys de funcionament,
segueix una llei NV(2,4,0,04). PEELSA estudia la possibilitat d'incloure a cada
aparell dos exemplars de I'element d'un model diferent que segueix la llei
N(2,3, 0,04). Els dos exemplars funcionarien simultaniament, pero I'avaria d'un

dels dos no impediria que I'aparell seguis funcionant.

Quin cost pot admetre PEELSA per a cada unitat d'aquest model de I'element?

La probabilitat que un element falli en el periode de garantia és 0,023 en el cas
del model actual i 0,067 en el cas del model nou. Per tant, la probabilitat que
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I'aparell deixi de funcionar en el periode de garantia ara &s de 0,023 i seria, en el
suposit que els dos exemplars tinguessin comportaments independents:

1-(0,933 + 0,933 - 0,933% = 0,067? = 0,0045

Si x és el cost d'un exemplar del nou model de I'element, el valor maxim de x
que PEELSA pot admetre &s la solucio de:

3+0,023-(97 + 3) =2.x +0,0045-(97 + x)

esadir, x=2,426 u. m.

No s'ha tingut en compte la possibilitat que després de reparar la primera avaria
se’n produeixi una altra dins del periode de garantia, perque la probabilitat asso-
ciada a aquest fet és negligible. Tampoc no s’ha tingut en compte que, amb la
mateixa esperanca matematica dels costos, el fet de passar de més d'un 2 %
d'avaries en el periode de garantia a un 0,4 % implicaria una millora significativa
de la imatge del producte i de I'empresa.

ENO4. Voleu si voleu

En el procés de disseny del nou aeroport internacional d'Everlateness s'han plan-
tejat dues opcions per al parc de vehicles de transport entre les aeronaus i la
terminal:

A: autobusos, amb un cost unitari de 12 u. m. i una probabilitat de funcionament
igual a 0,95.

B: unitats tractores i remolcs, amb costos unitaris i probabilitats de funciona-
ment iguals, respectivamenta 816 u. m.ia 0,96 0,98.

Es pretén que la probabilitat que hi hagi almenys 3 vehicles disponibles no sigui
inferior a 0,99, i que la probabilitat que hi hagi almenys un vehicle no sigui inferior
a 0,999.

Amb 3 autobusos, la probabilitat que n'hi hagi almenys un de disponible és
1-0,05° =0,999875 . La probabilitat que n'hi hagi 3 &s 0,95° = 0,857 ; per tant,
el nombre d'autobusos ha de ser > 3. Els calculs son analegs als del problema
ENO1 i el resultat és que calen 5 autobusos, amb un cost de 60 u. m. i una
probabilitat que almenys 3 autobusos funcionin igual a 0,9988.

Opcio B:

Amb 3 tractores, la probabilitat que en funcioni almenys una és
1-0,04°® =0,999936 ; amb 3 remolcs, la probabilitat que en funcioni almenys 1,
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1-0,02° =0,999992 . Per tant, la probabilitat de poder formar almenys un con-
junt tractora-remolc &s de 0,999936-0,999992 = 0,999928 > 0,999. Pero per as-
solir I'objectiu de fiabilitat corresponent a no menys de 3 vehicles en
funcionament cal tenir-ne més unitats. Amb 4 de cada no és suficient, pero si
amb 4 tractores i 5 remolcs (62 u. m. i probabilitat 0,9908), o 5 tractores i 4
remolcs (64 u. m. i probabilitat 0,9971).

Per tant, la solucido més economica que satisfa les condicions de fiabilitat és tenir
un parc de 5 autobusos.

ENO5. Just-on-time

Una de les plantes de I'empresa manufacturera MANJOT treballa amb n dies
d'estoc d'un component que li envia diariament, en la quantitat necessaria per a
un dia, la proveidora PROJOT. La probabilitat que PROJOT subministri el com-
ponent a MANJOT un dia qualsevol és p i, si un dia falla el subministrament, la
probabilitat que falli durant £ dies seguits és z, (kK = 1,....,K ). Quan es repren el
subministrament es restableix immediatament I'estoc de n dies. El cost de pos-
sessio d'un dia d’estoc del component és a u. m./dia i els cost diari de no poder
produir per manca del component &s # u. m./dia.

Es tracta de plantejar una expressio que permeti determinar el nombre de dies
d'estoc del component que minimitza I'esperanca matematica dels costos.

Es clar que n, que considerarem enter, hade ser 0<n<Kk .

En el transcurs del temps se succeiran cicles amb una fase de dies de submi-
nistrament del component i una de dies de no subministrament.

L’esperanca matematica de la durada de la diguem-ne primera fase (la probabi-
litat que duri 1 és 1— p, és a dir, la probabilitat que I'endema del dia que s'inicia
la primera fase falli el subministrament) és:

Z _ 2-p 1
1. 1-p)+ > t.p 7 -p)=1-p+p - —LE=—
fzzz: T-p 1-p
| I'esperanca matematica del cost d’aquesta fase:
oa-n-——
1-p
Quant a la segona fase, I'esperanca matematica de la durada és:
Zﬂ'k -k
k=1

| la del cost:
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n—

1 K K
a-z (n—/')-Zﬂk + 5 z 7k —n)
/=1 k=j k=n+1
Per tant, I'esperanca matematica del cost diari és:

n-1 K K
an——+ a-Z{(n -7 } +B- Y. mpelk=n)
1 - ,D /=1 k=/

k=n+1

Eln) =

K

—+Zﬁk-k

1-p =

Podem arribar al mateix resultat modelitzant el comportament del sistema com
una cadena de Markov en temps discret, en la qual els estats del sistema repre-
senten el nombre de dies transcorreguts des de I'Ultim subministrament. Amb
aquesta representacio, considerant I'estat del sistema al final de cada dia, tenim
que I'espai dels estats és {0, ..., K}, i les probabilitats de transicio entre I'estat al
final d'un dia i I'estat al final del dia seguent, p;, son:

Poo =P ,0,0=—', r=1...K
T 4. 4T

10/',/41 = 1_p/',0’ /:O"K_1
p;=0,71=0,..K/=0..,7/+2,..,K

En tractar-se d'una cadena de Markov amb un espai d’estats finit, irreductible
(es pot assolir qualsevol estat des de qualsevol altre) i aperiodica, la distribucio
de probabilitat dels estats del sistema quan ¢t — o« es pot obtenir resolent els
sistema d’equacions seguent:

p/ :Zp/].p/ /':1""1/(

|, en substituir les expressions de p, anteriors, obtenim:

1 K
0o = . o =p(l=-p)y> ., j=1...K
i 1+(1_10)'Zf:1k'”/< ' 0( ); ‘

Com que el cost és a-(n—/) o f si j<n o j>n, respectivament, resulta la

mateixa expressio d'abans pera £(n).
El valor optim de n es pot trobar per enumeracio (pera n=0,...,K).

Per exemple, per a:
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%=100,a=1,ﬁ=100,/(=5, 7,=027,=03 7,=02 7, =02 7 =0,1

tenim:

n 0 1 2 3 4 5
E(n) 2,2690 | 2,2690 | 2,8335 | 3,3379 | 4,0419 | 4,9435

La redundancia d'elements augmenta la fiabilitat d'un sistema. Pero també I'en-
robusteix la polivalencia dels elements, tant si son objectes com si son perso-
nes.

ENOG6. Relleus

S’ha de formar un equip de natacid per competir en la modalitat de 4 x 100 estils.
Una condicid necessaria per formar part de I’'equip, en una especialitat determi-
nada, &s tenir-hi una marca acreditada. Hi ha disponibles 5 persones amb mar-
ques acreditades en les especialitats indicades a la taula:

Pessc;i’;f_’ A|lB|C|D]JE
Crol X
Esquena X
Braca X X
Papallona X X

Es vol calcular la probabilitat de poder formar un equip si les probabilitats que
aquestes persones estiguin disponibles son independents i iguals a 0,9.

Aquest també és un problema de calcul de probabilitats, pero no tan senzill com
els anteriors. En aquest cas, ens convé seguir un metode caracteristic de I'estudi
de la fiabilitat de sistemes a partir de les dels seus elements, en el suposit d'in-
dependencia de les probabilitats d'avaria:

— A cada element del sistema s’associa una variable binaria (variable d'estruc-
tura) igual a 1 si i només si I'element esta en condicions de funcionar (per
tant, es considera que un element esta o no esta en condicions de funcionar,
sense possibilitats intermedies).

— S’estableix la xarxa de fiabilitat, que és un graf amb una entrada i un o més
vertexs per a cada un d'aquests elements del sistema, enllacats de manera
que si hi ha una connexio entre I'entrada i la sortida formada per vertexs
corresponents a elements que funcionen, el sistema funciona, i que si la
supressio o avaria d'un subconjunt d’elements implica que el sistema no



funciona, la supressio dels vertexs del graf corresponents a aquests ele-
ments deixa sense connexiod I'entrada i la sortida. En general, la xarxa de
fiabilitat d'un sistema donat no és Unica, és a dir, pot haver-hi diverses
xarxes de fiabilitat que el representin correctament.

— Un camiés un conjunt d’elements tal que si tots ells funcionen, el
sistema funciona. Un cami &s m/mnim si no se’'n pot suprimir cap ele-
ment sense que deixi de ser cami.

Siun cami consta de n elements amb probabilitats de funcionar inde-
pendentsiigualsa p, (/ =1,...,n), la probabilitat que funcionin tots els

elements del cami (la qual cosa és suficient perque el sistema funcioni)

n
esiguala []p; .
/=1
— Un ta/l&s un conjunt d'elements tal que si cap d'ells no funciona, el
sistema no funciona. Un tall &és min/m si no se'n pot suprimir cap ele-
ment sense que deixi de ser tall.

Si un tall consta de n elements amb probabilitats de funcionar inde-
pendentsiigualsa p, (/ =1,...,n), la probabilitat que no funcionin tots

els elements del tall (la qual cosa és suficient perque el sistema no
n

funcioni) és igual a H(1—p,) i, per tant, la probabilitat que el tall no
/=1
impedeixi el funcionament del sistema &s 1-] [(1-p,) .

/=1

La fiabilitat del cami més fiable és una fita inferior de la fiabilitat del sistema
(la probabilitat que el sistema funcioni, si hi ha més d'un cami, &s igual o mes
gran que la que funcioni el cami de maxima fiabilitat, perque encara que
aquest cami falli n"hi pot haver d'altres que funcionin). Analogament, la fiabi-
litat del tall menys fiable és una fita superior de la fiabilitat del sistema (la
probabilitat que el sistema funcioni, si hi ha més d'un tall, és igual o menor
que la que funcioni el tall de minima fiabilitat, perqué encara que aquest tall
funcioni n’hi pot haver d'altres que fallin).

Entre les diverses maneres d'establir la xarxa de fiabilitat d'un sistema n’hi
ha dues de singulars i aplicables a qualsevol sistema:

—  Tots els camins minims en paral-lel.
—  Tots els tall minims en serie.

L'una i I'altra tenen relacio, respectivament, amb les formes normals disjun-
tiva i conjuntiva de l'algebra de proposicions, pero aqui ens limitem a apuntar
aquesta connexio, sense desenvolupar-la.

Enrobustir %
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— A partir de la xarxa de fiabilitat s'estableix la funcio d’estructura. Es una fun-
cio binaria de les variables d'estructura, igual a 1 si el sistema funciona i igual
a 0 si no funciona.

— Lafuncio de fiabilitat, que dona la probabilitat que el sistema funcioni, s'obté
mitjancant la substitucio, a la funcio d'estructura desenvolupada i simplifica-
da®, de les variables d'estructura per les probabilitats de funcionament dels
elements (si les substituim per les lleis de supervivencia, obtenim la llei de
supervivencia del sistema).

El dos casos més senzills son els sistemes amb elements en série, és a dir, en
qué el sistema funciona si i només si funcionen tots els seus elements, i els
sistemes en paral-le/, en que el sistema no funciona si i només si no funciona
cap element. Un sistema es pot representar sempre com un conjunt de subsis-
temes en serie, formats cada un d'ells per elements en paral-lel, 0 com un con-
junt de subsistemes en paral-lel, formats cada un d’ells per elements en serie.

En un sistema en serie (en paral-lel), la xarxa de fiabilitat té el mateix aspecte
que I'esquema d'un circuit amb els elements en serie (en paral-lel). | les funcions
d'estructura, amb 17 elements, son:

05 5e) = [ T,
/=1
n

PpX, X)) =1=-T]0-x)
/=1

on les x son les variables d'estructura dels elements del sistema.

En desenvolupar I'expressio corresponent a la funcio d'estructura d'un sistema
en paral-lel, s'obté la suma de les variables d’estructura menys els seus produc-
tes binaris (és a dir, de dues variables), més els productes ternaris, menys els
quaternaris i aixi successivament.

Dit tot aixo, tornem al problema de I'equip de natacio. El sistema esta format
per 3 subsistemes en serie (crol, esquena i braca-papallona: aquest darrer s'ha
de considerar com un subsistema Unic, ja que E vincula braca i papallona). El
subsistema crol esta format per A i el subsistema esquena, per B; el subsistema
braca-papallona, per C, D i E.

Per descomptat, podem aplicar el calcul de probabilitats. La de poder formar
I'equip és:

pA'pB'[pE'(pc *Pp _pc'pD)"‘“_pE)'pc'pD] =

=Pa '/05'(/06 “Pp + PePe + PpPe = 2-PcPp 'pE)

5 Tenint en compte que les potencies d'una variable binaria son iguals a la variable binaria mateixa,
i que, per tant, es pot prescindir dels exponents (i cal fer-ho per obtenir correctament la funcio de
fiabilitat).



Pero també podem aplicar el metode que hem descrit abans.

En el subsistema braca-papallona hi ha 3 camins minims (CD, CE, DE) i 3 talls
minims (les mateixes parelles CD, CE, DE).

Podem dibuixar aleshores les xarxes de fiabilitat seguents:

A partir de les quals obtenim dues expressions de la funcio d'estructura del sistema:

O (X4 X5, X X Xe) = X0 Xg (Xp- Xy + Xoo X + X Xp = Xp X Xp-Xe = Xp- X Xp X

— X Xp-XpXe + Xp-Xp-Xp-XeXpXp-Xe)
OX 4 X Xoi Xp Xe) = X 3 Xg(Xp + Xp = X Xp) (X + Xp = Xpo X)Xy + X — X X,)
Les quals, desenvolupades i simplificades, condueixen a la mateixa expressio:
OIX 4, X, X0 Xp X)) = X X g (Xp-Xp + X Xp + XpXg —2Xp-XpXe)

Que, en substituir les variables d'estructura per les probabilitats de funciona-
ment corresponents, dona la probabilitat que es pugui constituir I'equip
(0,78732); el cami mes fiable —tots ho son igualment— té una probabilitat de
0,6561 i els talls menys fiables del sistema (A i B), de 0,9 (els talls del subsistema
braca-papallona, de 0,99).

ENO7. Travessa del desert

Amb vista a fer la travessa del desert, de 2.000 km, s’ha equipat un automobil
amb 2 circuits de fre i 2 rodes de recanvi.

Las taxes d'avaria dels circuits i de les rodes muntades es poden considerar
constants, per a una travessa relativament curta com la plantejada, i iguals, res-
pectivament, a 0,0002 avaries/km i 0,001 avaries/km. No és possible reparar les
avaries en el curs de la travessa.

Amb quina probabilitat aquest automobil pot fer la travessa sense ajuts externs?

Enrobustir %
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La taxa d'avaria constant correspon a la llei de supervivencia exponencial.

Per tant, podem aproximar les lleis de supervivencia dels elements amb lleis de
supervivencia exponencials. | per calcular la probabilitat que el cotxe pugui aca-
bar la travessa hem de determinar la llei de supervivencia del sistema format per
dos subsistemes en serie: el dels circuits de fre i el de les rodes.

El subsistema dels circuits de fre esta format per dos elements en paral-lel. Per
tant, si 7, 7, son les variables d’estructura dels dos elements, la funcio d’estruc-

tura del subsistema, si suposem independencia en les probabilitats d'avaria dels
dos elements, és £, +7, —#7,. | obtenim la llei de supervivencia del subsistema
de frens en substituir les variables d’estructura dels elements per les lleis de
supervivencia corresponents (e *%** per a cada un dels dos elements). Per tant,
resulta:

—-0,0002-¢ -0,0004-¢
2e —-e

que pera t=2.000 és igual a 0,891311.

Pel que fa a les rodes, com que el temps entre avaries és exponencial, el nombre
d'avaries, en cas de disposar d'un nombre il-limitat de rodes de recanvi, segueix
una llei de Poisson amb una esperanca matematica igual a 0,001 - 2.000 = 2
avaries. | el cotxe, en allo que depen de les rodes, podra arribar al final de la
travessa si el nombre d'avaries no &s superior a 2:

2 k
$or /1 -z_(lﬁij 56 =0,676676
2 17772

Per tant, amb el suposit d'independencia entre les avaries, la probabilitat que el
cotxe completi la travessa és 0,891311 - 0,676676 = 0,603129.

ENOS8. Destination Moon®

La tripulacio d'un vol espacial ha d'estar formada per 3 persones, cada una de
les quals tindra assignada una de les funcions A, B, C.

S’estima que la probabilitat que una de les persones preparades per a la missio
estigui preparada en el moment previst per a I'enlairament és 0,90. Atesa aquesta
consideracio, hi ha 2 persones preparades per a cada una de les funcions.

Tot i aixi, la direccio no troba suficient la probabilitat que el vol pugui sortir en el
moment programat i estudia dues possibilitats:

6 Pel-licula d'Irving Pichel (1950), en que un dels quatre astronautes entrenats per a la missio contreu
una apendicitis poc abans del moment previst per a la sortida de I'expedicio i ha de ser substituit per
un tecnic que no n'estava preparat, la qual cosa ocasiona incidencies en el decurs del viatge.



(i) Formar les 6 persones perque a més de la funcio per a la qual ja estan
preparades ho estiguin per una altra, de manera que, de les 2 persones
que ja estan preparades per a una funcio, una sigui apta també per a una
altra i I'altra per a una altra de diferent (per exemple: que de les 2 perso-
nes preparades per a A una sigui apta per a B i 'altra, per a C).

(ii) Augmentar el nombre de persones preparades (Unicament) per a cada
una de les funcions.

Amb una persona per funcio, la probabilitat de poder sortir és 0,9° =0,729.
Amb 2 per funcio: [1-(1-0,97 | =0,970299.

En el cas (i) es facil comprovar que qualsevol subconjunt de 3 persones de les 6
pot formar una tripulacio apropiada per al vol. Per tant, la probabilitat que aquest
pugui sortir és la que hi hagi 3 0 més persones disponibles:

200,9°(1-0,9)° +150,9*-(1-0,9)” +6:0,9°-(1- 0,9) + 0,9° = 0,99873

En el cas (i) es pot augmentar la probabilitat tant com es vulgui, pero sense
assolir mai el valor 1, a condicido que el nombre de persones preparades per a
cada funcio sigui prou alt. Per exemple, amb 3 persones per funcio, la probabili-
tat de sortir és:

[1-(1-0,9°] =0,997003

Si es tracta d’assolir una probabilitat determinada, ~, pot haver-hi solucions di-
VErses, ja que no necessariament el nombre de persones preparades ha de ser
el mateix per a totes les funcions. Per tal de determinar com es pot assolir amb
el nombre minim de persones una probabilitat determinada, podem plantejar un
programa lineal binari tal com es descriu a continuacio.

Com que la probabilitat que surti el vol sempre és inferior a la probabilitat que hi
hagi almenys una persona disponible en cada una de les funcions, el nombre de
persones de cada funcio té una fita inferior, &, , que &s el menor enter per al
qual 1-(1-0,9/ >P (sifem P =0,9999, k, =5). Cal també una fita superior,
k,,, ala qual donem el valor 8 (que s'ha de reconsiderar a la vista dels resultats).
Variables: x, € {01} (/=1...3; k=&

mretr

k), onelsvalors 1,213 de / podem
considerar que corresponen, respectivament, a A, B i C; x; =1 si i només si el
nombre de persones preparades per a la funcio /7 ésigual a /.

Siguin 7, =1-(1-0,9) (k =k,,....k,,) les probabilitats que en un grup de  per-

sones n’hi hagi almenys una de disponible. Aleshores, la probabilitat que en cada
un dels grups d’especialistes hi hagi almenys una persona disponible és:

Enrobustir %
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| el logaritme d'aquesta probabilitat (ates que Z X, =1,7/=1..3):
k=k,,

3

ks
Z z Inz,x,

i=1 k=kp,

Aleshores podem formular el model lineal seguent:

3 ku

minimitzar Y > kx,
=1 k=ky,
3 ky
> D Inzex, 2InP
=1 k=k,),
k/l/f
ZX/k =1 /=1..3
k=K,

Amb la probabilitat individual igual a 0,9 i £ =0,99999 obtenim una probabilitat
de sortir a I'hora igual a 0,999997, amb un total de 18 persones (6 de cada es-
pecialitat).

ENO09. Androides?

Una cel-la de fabricacio en que es duu a terme una de les fases d'un procés de
produccio de compressors esta equipada amb tres robots (R1, R2 i R3), els quals
tenen assignades, respectivament, les tasques:

1. d'agafaricol-locar en la posicido adequada la peca base,
2. posar tapai
3. soldar.

Es disposa d'un robot de reserva, R4, que pot substituir R2 si aquest falla. Una
persona, P, supervisa tot el procés i pot substituir R1T o R2 (o R4).

La demanda del producte és alta i es pot vendre tota la produccio; s'estima que
cada hora d'interrupcio en el funcionament de la cel-la t& un cost de 1.000 u. m.
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Suposit 1. Per a un instant, elegit a I'atzar, les probabilitats que R1, R2, R3, R4 i
P estiguin en condicions d'actuar son, respectivament, 0,95, 0,90, 0,97, 0,999 i
0,92. Volem determinar si &€s convenient o no adquirir un robot R5, identic a R3.

Suposit 2. Suposem ara que no disposem de R4 ni de Rb. Per als elements R1,
R2, R3i P el temps que transcorre des del moment que s'inicia la produccio fins
que s'avarien (en sentit ampli) segueix distribucions exponencials amb esperan-
ces matematiques respectivament iguals a 125, 500, 100 i 200 hores. Volem
determinar |'esperanca matematica del temps de produccio ininterrompuda
d'aquest sistema (la substitucio de R1 o R2 per P requereix un temps negligible
i no la considerem com una interrupcio).

Tenim dos subsistemes en serie. Els elements del primer son R1, R2, R4 i P. El
segon és R3.

Els camins minims del primer subsistema son R1-R2, R1-R4, R1-P, P-R2 i P-R4.
[ els tall minims: R1-P, R2-R4-P i R1-R2-R4.

Tant per la via dels camins minims com per la dels talls minims, els desenvolu-
paments son una mica feixucs. Per alleugerir-los considerem com un element,
E, el conjunt format per R2 i R4.

Aleshores, els talls minims son R1-P, E-P i R1-E, i la funcio d'estructura del pri-
mer subsistema:

pln.e,p)=(n+p—-rp)rle+p-ep-ln+e—-rel=re+rnp+ep—2-rep

| la de tot el sistema:
pln.ep.r)=(re+rnp+ep-2rep)r
amb e=r,+71, 1,1, .

Per tant, en el suposit 1, la probabilitat que el sistema funcioni resulta de substituir
a la funcio d’estructura les variables per les probabilitats corresponents (amb la
probabilitat del conjunt R2-R4 igual a 0,900 + 0,999 - 0,900 - 0,999 = 0,9999):

(0,95-0,9999 + 0,95 -0,92 + 0,9999 - 0,92-2 - 0,95 - 0,9999 - 0,92) - 0,97 = 0,966

Amb un robot R5, identic a R3, la probabilitat de poder soldar seria
0,97 + 0,97-0,97 - 0,97 = 0,9991, amb la qual cosa la probabilitat de funciona-
ment del sistema seria 0,995. Per tant, amb Rb5, la disminucio de I'esperanca
matematica del cost anual per no funcionament de la linia seria (suposant que la
planta funciona tot I'any i totes les hores del dia) 8.760-(0,995-0,966)-1.000 =

= 254.040 u. m./any, amb qug, si tinguéssim dades sobre la vida Util dels robots
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i de la planta, i sobre els tipus d'interes en |'horitzo de planificacio, podriem de-
terminar el cost admissible per a R5.

En el suposit 2, cal considerar dos casos (2.1 i 2.2), en queg, respectivament, hi
ha possibilitat d'avaria de P des del moment que el sistema comenca a funcio-
nar, o gue aquesta possibilitat nomeés existeix des del moment que P substitueix
R1 o R2 per avaria d'un d'aquests dos robots (és a dir, I'edat ¢ de P és =2.1- el
temps transcorregut des que s'engega el sistema o —2.2— el temps transcorre-
gut des que P substitueix un robot).

En el cas 2.1, la funcio d'estructura del sistema &s la que resulta de substituir e
per r,(perque no es disposa de R4) a la funcio d’estructura corresponent al

suposit 1 (sense Rb):

QU 1y 0.13) = Rty + [P 0y 0 = 2000y D)y

| la llei de supervivencia del sistema s'obté mitjancant la substitucio de les va-
riables d'estructura dels elements per les lleis de supervivencia corresponents:

V(t) = (@7/125.071/50 | g 1/125, gt/200 | 5=t/500 o=t/200 _ o 4=t/126 5=t/500 o=t/200) o=t/100 _

_ -0,020¢

—e + 6—0,023-2‘

4 @007t _ 9 400251

Per tant, I'esperanca matematica del temps de funcionament ininterromput és:

1 1 1 5 1

jwv(t)dtz + + -
0 0,020 0,023 0,017 0,025

=72,302 hores .

El cas 2.2 es més dificil de tractar, tot i que el fet que en aquest problema les lleis
de supervivencia siguin exponencials simplifica notablement els calculs, ja que la
taxa d'avaria per a una llei de supervivencia exponencial &s constant, és a dir, cor-
respon a elements en que la probabilitat condicional d'avaria no depéen de I'edat.

En aquest cas, I'esperanca matematica del temps de funcionament del sistema
és la suma de dues esperances matematiques: la d'una primera fase amb un
sistema format per R1, R2 i R3 en serie (i P en reserva no carregada) i la d'una
segona fase en que P substitueix R1 o R2.

Quant a la primera fase tenim olr,r,, ) =7y, vit)=e1?.e7%%0.g 1%

-0,020-¢

=e , @ la qual correspon una esperangca matematica de 50.

A la segona fase hi ha tres possibilitats corresponents a les tres causes de fina-
litzacio de la primera fase (avaries de R1, R2 o R3, respectivament). Siguin
7, 7, 7, les probabilitats de cada una d'aquestes 3 causes i £,(/ =1,...,3) les

respectives esperances matematiques del temps de funcionament del sistema
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en la segona fase (amb £, =0, ja que P no pot substituir R3); aleshores, I'espe-
ranca matematica de la segona fase és z,-£, + z,-£,, amb:’

o 1/125 04 g = 1/500 ~
' 1/125+1/500+1/100 " '"%* 1/125+1/500+1/100

’

i E,=1/0,017,E, =1/0,023 (ja que corresponen respectivament als sistemes

en serie formats per P-R2-R3 i R1-P-R3, i tenint en compte que, com que els
robots supervivents tenen lleis de supervivencia exponencials, comencen la se-
gona fase amb la mateixa llei amb que varen comencar la primera). D'on:

£+, E,=27,877.
i l'esperanca conjunta de les dues fases del cas 2.2 és igual a

50 + 27,877 = 77,877 (que, com era d’esperar, €s més gran que la corresponent
al cas 2.1).

EN10. Encadenament

KYHAN é&s una empresa de serveis de manteniment de la llar. Té, en diversos
punts del territori, equips de 3 persones per atendre reparacions d'urgencia, que
requereixen algunes de les capacitats A, B o C. D'acord amb la politica de poli-
valencia de KYHAN, cada persona esta formada per tenir 2 capacitats, de manera
encadenada (P1; AB, P2: BC, P3: CA). D'aquesta manera, KYHAN pot atendre la
majoria de comandes encara que alguna de les 3 persones de |'equip estigui de
baixa, cosa que té una probabilitat igual a 0,1 per a cada persona (i de manera
independent).

Hi ha 4 tipus de serveis, que requereixen les capacitats ABC, AB, AC i BC, amb
probabilitats iguals, respectivament, a 0,20, 0,40, 0,251 0,15.

KYHAN considera que la probabilitat d'atendre un servei €s massa baixa actual-
ment i vol saber quina de les 3 persones ha de formar i en quina capacitat per
augmentar tant com pugui la robustesa del sistema.

7 En general, si tenim n processos exponencials de parametre 4, (/ =1,...,n) que funcionen simul-

n
taniament, el resultat €s un procés exponencial de parametre Z/I/. , i la probabilitat que el primer

=1

esdeveniment observat a partir d'un instant qualsevol correspongui al procés k és 4, / Z&, .
/=1

També arribem a aquest resultat si considerem 2 processos exponencials i calculem la probabilitat

7

que el primer esdeveniment correspongui al procés 1: Io Ae et = ﬁ . | la generalitzacio
+

a n processos és immediata.
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Per als serveis ABC hi ha 3 camins (P1-P2, P1-P3 i P2-P3). Per a AB, AC i BC, 2
(respectivament: P1, P2-P3; P3, P1-P2; P2, P1-P3).

Sigui per calcul de probabilitats directe o mitjancant les funcions d'estructura
corresponents, s'obtenen les probabilitats 0,972 per a ABC i 0,981 per a cada
un dels altres 3 tipus de serveis. Per tant, la probabilitat d'atendre un servei és:

0,200,972 + (0,40 + 0,25 + 0,15) - 0,981 = 0,9792

La fiabilitat d'un sistema augmenta amb la polivalencia dels elements. D’en-
trada, sembla que la capacitat que es requereix mes sovint és A, per la qual cosa
el millor seria formar P2 perque I'adquireixi. Pero &s millor fer els calculs corres-
ponents a les tres possibilitats.

Per exemple, si P1 adquireix la capacitat C, els camins minims per a ABC, AB,
BC i CA son, respectivament, P1 i P2-P3, P1 i P2-P3, P1 i P3, P1 i P2. Analo-
gament, podem enumerar els camins minims per als suposits de formar P2 en
AiP3enB.

La taula seguent recull les probabilitats respectives.

Servei— ABC AB BC CA Tots
Probabilitat 0,200 | 0,400 | 0,250 | 0,150 | 1,00000
Situacio actual 0,972 | 0,981 | 0,981 | 0,981 | 0,97920

P1+C 0,981 | 0,981 | 0,990 | 0,990 | 0,98460
P2 +A 0,981 | 0,990 | 0,990 | 0,981 | 0,98685
P3+B 0,981 | 0,990 | 0,981 | 0,990 | 0,98595

Per tant, es confirma que per augmentar la probabilitat d'atendre un servei el
millor &s formar P2 en la capacitat A, amb que pujaria de 0,97920 a 0,98685, és
a dir, 0,00765. Una altra cosa és si aixo seria rendible o si seria preferible man-
tenir la situacio actual, pero per respondre aquesta questio caldrien dades sobre
ingressos i despeses.

EN11. Cadenes i baules

CABASA fabrica material per a la manutencio. Dos dels seus productes (A i B)
es munten en sengles linies que consten de 5 estacions de treball cada una,
amb una persona a carrec de cada estacio. La planta funciona 250 dies I'any,
amb una jornada laboral de 7 hores i 50 minuts, i cada persona esta present a la
seva estacio 6 hores i 50 minuts, ja que altres activitats i els descansos reque-
reixen 1 hora. Per tal que les linies puguin funcionar tota la jornada, a cada una
hi ha una persona tapaforats que substitueix les altres quan no estan presents a
les seves estacions. Quan una persona d’una linia (inclosa la tapaforats) esta de
baixa, la linia funciona Unicament durant 6 hores i 50 minuts, i si n'hi ha dues o
meés, la linia no funciona durant tot el torn i les persones que no estan de baixa
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es dediquen a altres tasques. La probabilitat que una persona estigui de baixa
un dia qualsevol s 0,05 i les probabilitats de baixa de les diverses persones son
independents. La directora de produccio estima que una linia parada durant una
hora implica una perdua de 200 u. m.

Actualment, totes les persones assignades a una linia poden fer-se carrec de
qualsevol estacio d'aquella linia, pero no de I'altra.

La directora, després de llegir I'article “Polivalencia: un concepte clau per a la
fiabilitat, la competitivitat i la supervivencia”, estudia la possibilitat d'un pla de
formacio que facultaria el personal de les linies per encarregar-se indistintament
de les estacions d’'A i de B, i que es completaria al final del present exercici.
Estima que, una vegada assolida la polivalencia, els costos laborals augmentaran
0,2 u. m. per persona i hora, i es pregunta quin cost maxim pot admetre per al
pla de formacio, amb un tipus d’interes del 10 %.

Actualment, la probabilitat que una linia funcioni 7 hores i 50 minuts &s la proba-
bilitat que cap persona assignada a la linia estigui de baixa:

£,(6, 0,05) = 0,95° = 0,7351

La que funcioni 6 hores i 50 minuts:

6
p,(6, 0,05) = [1J-O,O5-O,955 =0,2321
I la gue no funcioni:
0.,(6,0,05)=1-p, —p, =1-0,7351-0,2321=0,0328

|, per tant, I'esperanca matematica de les perdues anuals per inactivitat de les
dues linies és:

2-250-200-(0,2321-1 . 0,0328-46—7(;)) — 48.903,33 u.m/any

Amb polivalencia: si no hi ha cap baixa, les dues linies funcionaran tota la jornada;
si n'hi ha una, una linia podra funcionar tota la jornada i I'altra haura d'estar inac-
tiva durant 38 minuts (la persona que faci de tapaforats necessitara 5 hores per
a una linia i podra dedicar 1 hora i 50 minuts a I'altra, la qual cosa permetra que
funcioni durant 110/5 = 22 minuts més que les 6 hores 50 que funcionaria sense
la contribucio del tapaforats); si hi ha dues baixes, les dues linies funcionaran 6
hores i 50 minuts; si el nombre de baixes esta compres entre 3 i 6, ambdos
inclosos, funcionara una sola linia durant tota la jornada laboral; si hi ha 7 baixes,
funcionara una linia durant 6 hores i 50 minuts; finalment, si hi ha 8 o més baixes,
les dues linies restaran inactives tota la jornada.

Aleshores, I'esperanca matematica de les perdues anuals per inactivitat seria:
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250-200-[p,(12, 005) +,02(12 0,05) 2+Zpk (12, 005)-4—7O

470+ 60 i 470

+p,(12, 0,05) ————— (12, 0,05)- 2-—] =28.350,63 u. m.

k=8

Amb una reduccio de 48.903,33 - 28.350,63 = 20.552,70 en relacio amb la situa-
cio actual. | tenint en compte I'augment dels costos laborals:

0, 246L00-25012 4.700,00 u. m.

resulta que la polivalencia implica un estalvi anual de 15.852,70 u. m.

El cost maxim admissible per al pla de formacio depen del nombre d'anys, 7,
de I'horitzo de planificacio; amb el tipus d'interes del 10 %, si fer servir el VAN
es apropiat, és igual a:

15852702 -
T1 r O

EN12. Transports col-lectius

Per anar de P a T amb tren es pot anar a E, i alla agafar el tren R1, que passa per
SiperT, oanara Ciallaagafar el tren R2 que va a S (i després, anarde Sa T
amb R1) o bé el tren R3 que va directament a T. A E i a C s’hi pot arribar amb
diverses linies de transport col-lectiu i fins i tot a peu. Amb quina probabilitat es
pot anar de P a T amb tren si la probabilitat de funcionament de R2 i R3 &s 0,98
i les del trams E-S i S-T de R1 son independents i iguals, respectivament, a 0,93
i 0,967

Hi ha 3 camins minims (R3, R2-ST i ES-ST) i 2 talls minims (R3-ST i R2-R3-ES).
Partint dels uns o dels altres s'arriba a la seguent funcio d'estructura desenvo-
lupada i simplificada. Les variables d'estructura corresponents a R2, R3, ES i ST
son, respectivament, r,, 7, €1 5.

Iy + 1,8+ 68 —1y 1S =65 —,:6S + I,-I;:€:S

| la substitucio de les variables d'estructura per les probabilitats dona una proba-
bilitat igual a 0,999 de poder viatjar de P a T en transport col-lectiu.

EN13. El ram de la construccio

Una universitat ha decidit construir 4 moduls (M1, M2, M3, M4) amb unes su-
perficies Utils de 2.000, 4.000, 2.000 i 6.000 m?. Considera dues possibilitats:



— U: adjudicar tots els moduls a una empresa Unica.
— D: adjudicar cada modul a una empresa diferent.

Estima que la probabilitat que una obra estigui disponible é&s igual a
0,9+0,1-t(0<t<17,ont é&seltemps, mesurat en trimestres, comptat a partir

de la data d'inici d'activitats del curs proper.
Per a I'inici del curs es considera indispensable disposar almenys de 6.000 m?.

La direccio de la universitat vol saber, per a cada una de les dues possibilitats
considerades, les probabilitats de:

— Disposar de 6.000 m? o més a l'inici del curs.

— Disposar dels 4 moduls.

— Elsvalors de ¢ per als quals les probabilitats esmentades son iguals a 0,999.

Per a I'opcio U les respostes son immediates: la probabilitat de disposar del
conjunt dels moduls és 0,9 i el valor de ¢ per al qual la probabilitat &s 0,999 és
0,99 (0,9 + 0,1 0,99 = 0,999).

En el cas de I'opcio D, hem de distingir la probabilitat corresponent a 6.000 o
més m?de la de 4 moduls.

Per a 6.000 m? o més, els camins minims son M1-M2, M2-M3 i M4, i els talls
minims, M2-M4 i M1-M3-M4. D’on resulta la funcio d'estructura:

My + MMy + MMy — MyMyMy — MMy My, — My My +M, + M-M,y-My-M),

En substituir les variables d'estructura per la probabilitat que cada modul estigui
acabat a + =0(0,9) obtenim el valor 0,9891. Perqué la probabilitat sigui igual a
0,999 s’ha de complir amb p =0,9+0,1¢):

p*=3p%+2.p* + p=0,999
| s'obtée p=0,9+0,1f =0,9689; r =0,689.

Per als 14.000 m? dels 4 mbduls, la probabilitat que estiguin acabats a ¢t =0 és
0,9* =0,6561, i el valor de ¢ per al qual la probabilitat &s igual a 0,999 és la
solucio de (0,9+0,1#)* =0,999, és a dir, ¢ =0,998.

Per disposar de 6.000 m? o més, el millor és diversificar I'adjudicacio de I'obra,
pero per tenir mes probabilitats de disposar del conjunt complet de moduls, el
millor és adjudicar-los tots a una mateixa empresa.

Enrobustir %
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En el problema seguent el calcul de la fiabilitat del sistema en diferents suposits
presenta menys dificultat que en els anteriors, pero s'insereix en un context
més ampli.

EN14. Més val prevenir

Una empresa industrial, TECONSA, ha decidit contractar a RESASA les revisions
de salut del seu personal.

Les revisions consten de 4 operacions (A, B, C, D) que s’han de dur a terme en
aquest ordre. RESASA té previst destacar a TECONSA un equip de 4 persones
(3 de nivell 21 1 de nivell 1). Cada una de les 3 primeres s’encarregara, respec-
tivament, d'una de les operacions A, B, D, i la de nivell 1, de I'operacio C. Amb
aquesta assignacio els temps per dur a terme les operacions son, respectiva-
ment, 6, 5, 10 i 8 minuts.

Perque I'equip pugui dur a terme la revisio cal la presencia dels 4 membres i la
probabilitat de cada un d’ells de no estar disponible és del 2 %.

RESASA només acceptara el contracte per a un temps nominal de presencia del
seu equip a les instal-lacions de TECONSA de 1.500 hores/any.

El cost per a RESASA d'una persona de tipus 1 és de 40.000 u. m./any ilad'una
de tipus 2, 25.000 u. m./any. TECONSA pagara a RESASA 15 u. m. per cada
revisio. Cada un dels membres de la plantilla de TECONSA, quan és objecte de
la revisio, esta absent del seu lloc de treball 15 minuts (desplacament i prepara-
cio) mes el temps que cal per a la revisio mateixa; I'absencia implica un cost per
a TECONSA de 18 u. m./hora.

Es tracta de comparar les 4 opcions seguents:

La que s'ha descrit.

b. Llogar un aparell, amb un cost de 30.000 u. m./any, que pagarien a mitges
TECONSA i RESESA, amb el qual el temps de I'operacio C es reduiriaa 7,5
minuts.

¢. Incorporar a I'equip un 58 membre de nivell 1. Aixi, quan estiguessin pre-
sents els 2 membres de nivell 1 es podrien fer 2 operacions C en paral-lel
i, en cas de faltar un dels 2, I'equip podria seguir funcionant com en la si-
tuacio descrita.

d. Passar de 3 a 2 membres de nivell 2, i encarregar a un dels dos les opera-
cions A'i B, amb una prima de 5.000 u. m./any i un cost de formacio negli-
gible.

Per a RESESA, el criteri rellevant és la diferencia entre I'esperanca matematica
dels ingressos i els costos; per a TECONSA, és una decisio multicriteri, ja que
ha de tenir en compte el cost i també |'esperanca matematica del nombre de
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revisions, de la qual resulta la frequencia amb que revisara cada membre de la
plantilla.

Per calcular el valor d'aquests criteris per a cada una de les 4 opcions s'ha de
determinar:

— L’esperanca matematica del nombre d'hores que funcionara I'equip de RE-
SASA (els calculs es basen en el suposit d'independencia de la manca de
disponibilitat dels membres de I'equip; si hi hagués dependencia total —per
exemple, perque I'absencia pogués ser deguda a una malaltia que patissin
simultaniament tots els membres de I'equip—I'esperanca matematica del
nombre d’hores de funcionament seria més alta: 0,98 - 1.500 = 1.470):

aib:0,98"-1.500=1.383,55; ¢:0,98%-0,98° - 1.500 = 1.355,88 (amb 2
persones de nivell 1)i2-0,98 - 0,02 - 0,98°% - 1.500 = 55,34 (amb 1 persona
de nivell 1); ¢: 0,98 - 1.500 = 1.411,79.

— Eltemps de cicle de la revisio:

a:10; b:8; c:8quan hi ha 2 persones de nivell 1i 10 quan només n'hi ha
una; d:6+5=11.

— Eltemps que passa en el sistema cada membre de la plantilla:
gcid:15+6+5+10+8=44;b:15+6+5+75+8=41,5

Aleshores, és immediat calcular els valors que figuren a la taula seguent:

Opcio (1 (2) (3) (4) (5)
a 115.000 8.301,30 9.519,50 6.087,62 234.096,66
b 115.000 10.376,63 25.649,38 717717 299.838,51
c 155.000 10.501,14 2.517,10 7.700,84 296.132,22
ol 95.000 7.700,67 20.510,09 5.647,16 217.158,93

(1) Cost de I'equip per a RESESA

(2) Esperanga matematica del nombre de serveis/any
(3) Ingressos - costos RESESA

(4) Hores de personal de TECONSA en servei de revisio
(5) Cost total per a TECONSA

Es clar que I'ordre de preferencia de RESESA és b, d, a, ¢ (amb molta diferencia
entre la segona i la tercera). Quant a TECONSA, no disposem de prou informacio
per saber quina opcio preferiria, perque les de més cost tenen associat un nom-
bre de revisions més alt, el que suposa una major frequencia en el control de de
la salut de cada un dels membres de la plantilla.®

8 “Empleat sa, empleat productiu”, titulava La Vanguardia (6/01/2018, p. 22) un reportatge que il-lus-
trava “Noves estrategies per gestionar el capital huma”.
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| arribats a aguest punt, fem una petita incursio en un altre ambit.

Es considera normal que I'1 % dels membres de la plantilla pateixin una deter-
minada dolencia i alarmant que la proporcio arribi al 5 %. Per aquest motiu s'ha
decidit comptar el nombre de vegades que es detecta la dolencia en cada grup de
100 revisions i prendre mesures si aquest nombre &s igual superior a .

Es tracta de determinar el valor de k£ per detectar la situacio alarmant, quan es
produeix, amb probabilitat no inferior a 0,90.

Quina és aleshores la probabilitat de considerar que la situacio és alarmant quan
realment és normal?

El nombre de vegades que es detecta la dolencia en un grup de 100 revisions
segueix una distribucio binomialamb n=100i @ = 0,01 si la situacio és normal,
i @= 0,05 si &s alarmant.

Es tracta de trobar, per a la situacio alarmant, el valor més gran de & per al qual
es compleiX o, + P +...+ Py 20,90, &s a dir, py+p,+...+p,,<0,10. Re-

sulta k=2, amb p, + P, +...+ Py = 0,9629 . Per a la situacid normal, aquesta

suma, que és la probabilitat de considerar que la situacio és alarmant quan real-
ment &s normal, és igual a 0,2642.

Amb la regla de considerar que la situacio és alarmant quan & > 2, la probabilitat
d'incorrer en I'error de tipus | (es a dir, la probabilitat de no detectar la situacio
alarmant) és 0,0371, mentre que la de I'error de tipus Il (probabilitat de conside-
rar gue la situacio és alarmant quan realment &s normal) &s, com s'ha indicat,
0,2642.

Amb & >3 les probabilitats de |'error de tipus | i de tipus Il passen a 0,1183 (no
gaire superiora 1-0,90 = 0,10) i 0,0794.









Capgirar

La idea del mon al revées &s molt present a la literatura.’ | &s fructifera en ambits
molt diversos, perqueé ajuda a veure o a descobrir aspectes inedits dels objectes
i dels processos.

Molts productes son el resultat de diverses operacions de muntatge, pero
tambeé hi ha processos de desmuntatge. Actualment, en el marc de la logistica
inversa, per al tractament de productes fora d’Us, per recuperar-ne components
o materials o per eliminar-los amb el minim impacte mediambiental possible. |
des de fa molt temps les operacions de desmuntatge s'han practicat massiva-
ment en la indUstria alimentaria: I'especejament dels animals per al consum de
carn requereix operacions de desmuntatge ben estudiades (industrialitzades, po-
dem dir). Quant a I'organitzacio de les operacions, el desmuntatge no presenta
problemes essencialment diferents dels associats al muntatge, pero el concepte
de disseny per al desmuntatge és relativament nou i constitueix un camp en que
encara hi ha molta feina per fer.

La mateixa logistica inversa, com el seu nom suggereix, genera fluxos de mate-
rials i de components que van en el sentit contrari al tradicional (és a dir, van
dels mercats al sistema productiu i no d’aguest als mercats).

Es parla molt del llancament de nous productes, pero tots, a la curta o a la llarga,
s'han d'acabar retirant del mercat i aquest també és un procés que cal gestionar.

| en la planificacio agregada de la produccio es considera habitualment que re-
sulta, en darrera instancia, de la demanda. Pero hi ha casos en qué depen prin-
cipalment del ritme en que poden arribar les materies primeres o els
components.

" El poeta José Agustin Goytisolo somniava en un mon al reves en que hi havia “un lobito bueno al
que maltrataban todos los corderos”. Eduardo Galeano va escriure Patas arriba, la escuela del mundo
al revés; Avel li Artis-Gener, Les paraules d’Opotom el Vell. | molts segles abans Mateu, fill d’Alfeu,
el Sermo de la Muntanya. Podriem trobar altres exemples literaris, pero segurament son mes abun-
dants en la vida real.
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Fer calculs des del final cap al principi, i no del principi cap al final, de vegades
resulta molt Gtil, o fins i tot indispensable. Pensem en la determinacio de I'es-
trategia optima a partir d'un arbre de decisio amb esdeveniments aleatoris (ve-
geu el capitol “Concatenar”) o de I'estrategia optima en un joc determinista.

En aquest capitol adoptem un punt de vista oposat a |'habitual, amb la intencio
d’obrir noves perspectives.

CAO1. El Newsvendor Problem capgirat

El Newsvendor Problem o problema de la (persona) venedora de diaris de paper
és classic.? La venedora coneix la llei de densitat de probabilitat ( A(x),x = 0) de
la demanda d’'un diari (representada per una variable real, x, tot i que la demanda
del diari és entera) i ha de determinar la quantitat que en demanara a I'editora,
sabent que compra undiaria ¢ u. m., el vena v u. m. i l'editora li recompra els
exemplars sobrants a  u. m./unitat (per descomptat, r< ¢ < v). L'esperanca
matematica del moviment de fons diari de la venedora, si només ven el diari en
questio i en demana g exemplars, és:

i) = v-( [[xnxicy+q h(x)a’x) +r[’lg—x)hixax —cq =
V—clg+lv - r)-[ [ xehtx) o~ q-H(q)}

On Hig) = I: h(x)dx és lafuncio de distribucio de la demanda del diari. La funcio

zTV(q) té derivada segona negativa (per tant, &s estrictament concava). La condi-

cio de derivada primera nul-la &s, doncs, necessaria i suficient per a I'optimitat |
d'aixo es dedueix que el valor optim de g ha de complir:

Si la distribucio de la demanda és U[O,500] (A(x)=1/500, 0 < x <500),
v =150, ¢c=130, r=0,10, s'obté:

(¢7)=222=139 _ 1 5 _s00.4iq) = 7143

“150-010 7'

i I'esperanca matematica del moviment de fons de la venedora és de 7,14 u.
m./dia.

2 Conegut inicialment com a Newsboy Problem, ha donat lloc a moltes variants. Al respecte: Choi,
T.-M., ed. (2012) Handbook of Newsvendor Problems. Springer, Nova York.



Quant a I'editora, I'esperanca matematica del moviment de fons diari que li ge-
nera la venedora és (si v &s el cost variable unitari d'un exemplar del diari):

i) =lc-uq-r| g -x)-hx)dx =

(c—u)g+ r[ [ xhixiax - q-H(q)}

que, amb v = 0,30, és igual a 70,92.

Es a dir, en el Newsvendor Problem hi ha un marc definit per I'editora (regles i
valors) i, en aquest marc, la venedora adopta la decisio que més li convé. Pero a
continuacio adoptem el punt de vista de |'editora, que pot fixar els valors de ¢ i
de r per tal d'optimitzar la seva esperanca matematica.

Considerem que els valors de v i ¢ no son modificables (el de v ve determinat
per les condicions del mercat de la premsa diaria; el de v, per les condicions en
que es produeix el diari).

En el suposit que la venedora optimitza el seu moviment de fons en el marc
definit per I'editorial, hem vist que:

H(q*):V—C,q* — 500
V—=r V—-r

V—-C

Aleshores, |'expressio entre claudators que figura a les equacions que definei-
xen £.(q) i f,(q) val

2
_250_0/—0)2
(v—r)
i resulta
7 — - — PRy
fE(q*)Z 250V C-(Z-C—z.u_f,v C)’ fv(q*)=250(v C)
V—-r vV—r V_r

L'editora, per determinar ¢ (r) (el millor valor de ¢, donat r) i r (c) (el millor valor
de 7, donat ¢) ha d'igualar a O les respectives derivades parcials (aguesta condi-
cio és suficient, en tots dos casos: en el de ¢ (r) perque la derivada parcial se-
gona és negativa; en el de r (¢) perque nomeés hi ha un valor de r que anul-la la

derivada i que separa els valors amb derivades positives i negatives, a la seva
esquerra i a la seva dreta, respectivament). Els valors corresponents son:

Capgirar %
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=y - v —u)lv-r)
2V —r
7 (c) = max (O, % —Mj
V+c—-2u

Si es compleixen les condicions r <c¢ <v, ¢ (r)>0. En canvi, no es pot descar-

, . 2viv-c) . . . .
tar que I'expressio v ——— sigui < 01, en aquest cas, r (c)=0.
v+c—-2u

Amb els valors numerics de |'enunciat:
c'(r)=0,92069; ¢ =206,90; .(g") =124,14; f,(g") =59,93
r'(c)=1,22727, " =366,67; f.(g') = 201,67, £,(g') = 36,67

En tots dos casos, tant I'editora com la venedora obtenen unes esperances ma-
tematiques dels moviments de fons superiors a les corresponents a les dades
inicials. Pero I'editora encara pot millorar la seva esperanca matematica si actua
alhora sobre ¢ i sobre r, i trobar I'optim en aquestes condicions &s una mica
més complicat. Es pot plantejar un programa matematic per maximitzar 775 amb
les restriccions r <c¢ <v iles de no negativitat de r i ¢ (lade ¢ es pot consi-
derar superflua, perque la no negativitat de r implica la de ¢), pero per a les
desigualtats estrictes cal introduir uns marges ¢,7 >0, i petits, per tal de subs-

tituir les restriccions de tipus < per restriccions <: r<c-—¢g, ¢<v —n;,com que

el programa matematic que en resulta nomeés té 3 restriccions, no és dificil, pero
si una mica laborios, resoldre’l via condicions KKT.

Alternativament, com que tenim I'expressio de ¢ com a funcio de 7, podem

expressar 7. com a funcio exclusivament de r mitjancant la substitucio de ¢ per

c"(r) en I'expressio 250< _C-(z-c -2u —r-V_Cj, amb qué obtenim:
v—r v—r
_ _ 2
7 =250 "4
2v—r

que creix amb 7. Per tant, r ha de prendre el valor més alt possible compatible
amb les restriccions r < ¢ <V, la qual cosa implica que ¢ ha de prendre el valor
més alt compatible amb la restriccio ¢ <v (el suposit r =c¢ =v és inviable, per-
qué en aquest cas la venedora té un moviment de fons nul amb independencia
del nombre de diaris que adquireixi a I'editora).

_ _ N2 )2
Amb r=v -z resulta o'l =v-Y"%s £ =250 Y 7 _o50 U
V+e v+e (v +¢e)
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[ I_in?)fE =240, I_in?)fl/ =0. Per tant, en el limit, I'editora podria assolir una esperan-

ca matematica de 240 si no fos perque seria a costa de la ruina de la venedora,
que abandonaria el negoci i deixaria I'editora sense canal per vendre el diari.

Aleshores, si |'editora estima que el valor que ha d'assolir I'esperanca ma-
tematica del moviment de fons de la venedora perque aquesta segueixi exercint

la seva funcio és P u. m./dia, haura de maximitzar 7 amb la restriccio £, > P .
Una altra possibilitat s que maximitzi

o . Vv—-Cc Vv-u
Aquesta expressio &s optima, igual a 240 u. m., per a = , que amb
v—r v

les dades de I'enunciat és equivalenta r =1,25.¢c—-0,375 ; aleshores,

v—-—Cc V-u

Hig)=Y"C-Y"Y _08iq =400,
V—-r 4
_ _ 2 _ 2
722502 950 Y= o000 —c)=Picmv-——
Vs 125V —1,25¢ 200

Per exemple, amb #=5, ¢ =1475, r =1,46875, 7, =235.

Aixi doncs, la part de la cadena de subministrament formada per I'editora i la
venedora pot aportar un moviment de fons conjunt amb una esperanga ma-
tematica de 240 u. m./dia, pero una politica de preus equivocada pot tenir com
a consequencia una esperanca matematica molt inferior. En I'enunciat i en la
resolucio d'aquest problema s’ha suposat implicitament que la venedora no té
capacitat de negociacio i ha resultat que el millor que pot fer I'editora és fixar ¢
i r, de manera que la venedora obtingui un moviment de fons amb una esperanca
matematica suficient perque segueixi en el negoci, P, i que |'esperanca del mo-
viment de fons total sigui igual a 240, amb la qual cosa |'esperanca de |'editora
sera®240 - P.

Tanmateix, no hem considerat,* en adoptar el criteri de I'esperanca matematica,
la dispersio dels moviments de fons a que dona lloc el caracter aleatori de la

3 Per determinar el repartiment de les 240 u. m. com a resultat d'una negociacio (per exemple, si la
venedora fos una empresa distribuidora), caldria recorrer a la teoria de la negociacio de John Nash,
pero aquest ja seria un altre problema.

4 Tampoc no hem tingut en compte que les persones que pretenen comprar el diari també formen
part de la cadena de subministrament i que I'esperanca matematica del nombre de demandes que
la venedora no podra satisfer per manca d'estoc &s 250+ ¢ ** /1.000—¢g* (183,67 en la situacio
inicial; 10 si g* =400). En els calculs d'optimitzacio gue hem exposat no hem tingut en compte la
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demanda. Pel que fa a I'editora, podem suposar que té una estructura financera
que li permet absorbir les fluctuacions, pero en el cas de la venedora probable-
ment aquestes fluctuacions poden causar-li dificultats importants, ja que alguns
dies el seu moviment de fons pot ser molt inferior al valor 7 i fins i tot negatiu.

Els moviments de fons diaris 7., #,, 7., de I'editora, la venedora i el conjunt, res-
pectivament, son:

. rx+(c-u-ryqg x<gq
£ l(e-u)g X>q

B (v—r)yx+(r-c)g x<gq
b {(v—c)-q X>q

f_[vx-ug xs<q
T lv-u)yg x>q

On x és la demanda diaria de diaris, que tractem com una variable aleatoria de
funcio de densitat de probabilitat A(x) i funcio de distribucio H(x) . Aleshores,
les esperances matematiques i les variancies dels moviments de fons diaris son:

f_t =re,(q) +(c-ulq o =r’,(q)
f=v-no@+v-cq ol =lv-rfge,lq
F=ve, @ +v-ulq o7 =v*,(q)

9,(9) = [ x-hixidx - g-Hlq)

2
0,0 = G H(@)(1= HIg) =21~ HIg) [, xenlxidb + ] " hxiae = [ xehixia |

En el cas particular considerat a I'enunciat, amb A(x) =1/500, H(x)= x /500
(0< x <500):

2 2.000¢° - 3¢*
(q):#

q
@=---—2_,
2 =" 000" ¥ 3.000.0000

frustracio generada per les demandes no satisfetes, una de les consequencies de la qual pot ser
que la clientela habitual del diari en questio es passi a un altre mitja.



Com hem vist (amb v =15,t=0,3,¢=1475ir=146875), ¢ =400 i £, =5.
Tenim també que o2 =16,6, o, = 4,0825 . L'esperanca matematica del movi-
ment de fons en n dies és 5 i la desviacio tipica, ates que les demandes
diaries son independents, 4,0825:+/n . Ara bg, si les despeses diaries de la ve-

nedora son iguals a 5, I'esperanca matematica del saldo entre ingressos i des-
peses (moviment de fons net) és igual a 0 per a tots els valors de n.

Si la venedora té la necessitat estricta de 5 u. m. per seguir en el negoci, la
probabilitat que desisteixi al cap d'un dia és 0,48, ja que per aconseguir uns
ingressos no inferiors a 5 u. m. cal que la demanda no baixi de 240 diaris, i la
probabilitat que aixo passi &s 0,52. Podriem calcular facilment la reserva mone-
taria que ha de tenir la venedora per tal de tenir la certesa de subsistir al final del
primer dia; si la demanda és nul-la, el seu moviment de fons 7, sera-2,5u. m. i

li caldria una reserva de 7,5 u. m.

En cas que els periodes de liquidacio a I'editora fossin de n dies (és a dir, si els
pagaments per compra i els cobraments per devolucio de diaris de la venedora
a I'editora es fessin cada n dies), amb n prou gran la distribucio del moviment
de fons net de la venedora per al conjunt dels n dies s'aproximaria (segons el
teorema del limit central) a una llei normal d'esperanca matematica nul-la i des-

viacio tipica igual a 4,0825-/n . Per tant, si la venedora no té reserves, la proba-

bilitat de no poder seguir en el negoci en acabar un periode de n dies, amb »n
gran, no supera 0,5 (aquesta probabilitat €s menor que la d'acabar el periode
amb un saldo no negatiu, perque una successio desafortunada de moviments
de vendes inferiors a 5 u. m. pot implicar I'exhauriment de les reserves abans
del final del periode). Com que la desviacio tipica creix amb n, com més gran es
n meés grans han de ser les reserves de la venedora per a una mateixa probabi-
litat de subsistir en acabar el periode.

Si la liquidacio es fa setmanalment (n =7) tindrem una desviacio tipica igual
10,8013. Com que el nombre de dies no és prou gran per fer Us de I'aproximacio
mitjancant la llei normal i tenir en compte la probabilitat d'exhauriment de reser-
ves abans del final del periode és complicat en un tractament analitic, varem
recorrer a la simulacio.

Concretament, varem simular 10.000 setmanes i per a cada una d'elles varem
determinar el major valor absolut dels moviments de fons nets negatius en el
curs de la setmana i en el moment de la liquidacio. Amb aquests 10.000 valors
varem estimar la probabilitat que la venedora no abandoni el negoci en acabar la
setmana tenint en compte les reserves de que disposa a l'inici de la setmana; la
figura seguent mostra el valor estimat de la probabilitat de supervivencia de la
venedora, després d’'una setmana, en funcio de les reserves disponibles a l'inici
de la semana.
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Supervivencia de la venedora després d'una setmana
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Reseves disponibles a I'inici de la setmana

A continuacio varem simular 10.000 periodes de 50 setmanes per estimar la
probabilitat que la venedora sobrevisqui 50 setmanes en funcio de les reserves
disponibles a l'inici del periode.

Supervivencia de la venedora després de 50 setmanes

o o o
ES o ©

Probabilitat de supervivencia

IS
N

0,0

o
o
=]

100 150 200 250 300
Reserves disponibles a I'inici del periode

La llei de supervivencia de la venedora per a un valor fixat de la disponibilitat
inicial es pot estimar simulant repetidament el sistema. Hem suposat que les
reserves inicials de la venedora son nul-les i, per tal d'estimar la probabilitat que
la venedora sobrevisqui, hem simulat 10.000 cops el funcionament del sistema
per a 32 valors diferents, compresos entre 1 i 240, del nombre de setmanes. La
figura mostra els resultats obtinguts.
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Per tant, amb la seva politica de preus, |'editora corre el perill de quedar-se sense
venedora, a més o menys curt termini. Per tal reduir aquest risc hauria d'aug-
mentar P. Per exemple, amb P =6, que pot aconseguir amb ¢ =147 |
r =14625, les estimacions de les probabilitats de supervivencia de la venedora
després d'1 i 50 setmanes, en el suposit que no té reserves, passen a 0,70 |
0,56, respectivament. Les figures mostren I'estimacio de les probabilitats de
supervivencia de la venedora després d'una i de 50 setmanes obtingudes per
simulacio per a valors de P entre 5 i 20.

Superviveéncia de la venedora després d'una setmana

o o =3
~ o ©

Probabilitat de supervivéncia

=
o

0,5
5.0 7.5 10,0 12,5 15,0 17,5 20,0
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Supervivencia de la venedora després de 50 setmanes
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Per evitar la fallida, també es podria establir un sistema de concessio de credit
a la venedora amb qué aquesta pogués subsistir en periodes adversos. Alterna-
tivament, 'editora podria contactar la venedora com a assalariada.

CAO02. Desmuntar i reciclar

RECRECSA (Recicladora de Recanvis, SA) recupera productes usats per tal de
desmuntar-los i vendre'n els components. Un d'aquests productes té un cost
unitari per a RECRECSA de p u. m. (que inclou les despeses de desmuntatge) i
n'obté, per cada unitat de producte, k. (/= 1,...,n) unitats de cada un dels n
components. El cost de reciclar un component és ¢, ; el preu de venda, =, ;i la
demanda, d;,. RECRECSA ven com a ferralla els components que el mercat no

pot absorbir, a un preu ..

Es tracta de determinar quantes unitats ha de recuperar RECRECSA per maxi-
mitzar la diferencia entre ingressos i costos.

D’entrada, conve distingir entre els components reciclables i els no reciclables.
Suposem, sense perdua de generalitat, que els reciclables son els components
1....7 (amb A <n)ique els no reciclables (per impossibilitat tecnica o perque
¢, >rx, —1)sonelsrestants (A+1,...,n).

Podem plantejar un programa lineal del problema (amb 7z, =z, —¢; ):

Variables:
X unitats recuperades del producte usat.
v, unitats reciclades (i venudes) del component 7 (/ =1,...7) .



S, unitats no reciclades del component reciclable 7 (/ =1,...A) .

/

Estrictament, totes aquestes variables son enteres no negatives.

Model:

maximitzar Z(/z/. v, +1-5;) +[ Z ;j./(/j.x - p-X
=1 i=A+1

S. a V. +S, =KX r=1...n
v, <d, i=1...A

, si eliminem les variables s, = k;.x —v;:

maximitzar Z(ﬁ'/ -f)v, +[ ;j./(/j.x - DX

/=1
S.a Vv, <KX r=1...n
v, <4, r=1...

Es clar que si ) 7k, > p a RECRECSA li interessa comprar totes les unitats

/=1

disponibles del producte.

Si particularitzem el model per al joc de dades seguent (amb A7=5 i p =50):

/ 1 2 3 4 5
k, 2 1 5
7, 10 12 8 16 7 -
f, 2 1 1 3 1 4
d 100 | 200 | 150 | 300 | 800 -
Obtenim
X Vv, Vv, Vs, v, Vg

160 100 200 150 160 800

Amb uns ingressos nets de 6.930 u. m.

La resolucio d'aquest problema mitjangant la programacio lineal resulta comoda
irapida, perdo també es pot recorrer a instruments més elementals. Els quocients
d |k, (i=1..,A), que denominarem valors critics i que suposarem ordenats de
menor a major, corresponen als nombre d'unitats a partir dels quals s'han de
vendre com a ferralla les unitats del component / que s'obtenen en desmuntar el
producte. Els ingressos nets que proporciona la primera unitat del producte (si el
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A n
primer valor critic no és <1) sonigualsa » %k, + »_ -k, —p;quan x arribaa un

/=1 F=A+1
valor critic els ingressos nets es redueixen, per a les unitats seguents, en
(7, —1.)-k; i el valor optim de x &s, per tant, aquell a partir del qual els ingressos
nets d’'una unitat serien negatius (o nuls: en aquest cas hi hauria un optim mul-
tiple).

Es diu, pero no hi ha unanimitat, que Henry Ford es va inspirar en el procés d'espe-
cejament en els escorxadors de Chicago per al projecte de la linia de muntatge mobil
del Ford T. En els primers anys del segle XX, el procés havia assolit una gran eficien-
cia, amb molt avantatge sobre I'aleshores incipient industria automobilistica.

El problema seguent es refereix a I'especejament i, per tant, té punts de con-
tacte amb |'anterior, pero amb la caracteristica addicional que els preus son fun-
cio de les quantitats.

CAO03. Especejament

Estrucos de I'Emporda, SA (ESTEMPSA) cria estrugcos amb un cost de ¢ u.
m./estrug i té una capacitat de produccio que, en relacio amb la demanda, es pot
considerar practicament il-limitada. Ven estrucos sencers a un preu p, que
depen de la quantitat que ESTEMPSA posa en el mercat. ESTEMPSA disposa
d’un escorxador propi en qué pot especejar els animals, amb un cost e u. m./es-
trugc. De I'especejament de cada estrug obté una unitat® de cada un dels n pro-
ductes que comercialitza, els quals ven als preus p; (/ =1...,n), que també
depenen de la quantitat de cada producte que ESTEMPSA posa en el mercat.
Son negligibles els costos de preparacio de cada producte, i els costos i els in-
gressos per les unitats de producte obtingudes en |'especejament que no es
posen en el mercat i que es destinen a farines per a I'alimentacio animal.

Concretament, tots els preus son funcio lineal de les quantitats posades en el
mercat mensualment, g;, segons |'expressio:

p;=a —-b-q (amb g, b, >0,/ =01,....,n

Es tracta d'estudiar les propietats de les solucions optimes d'aquest problema i
d'obtenir la corresponent a les dades seguents:

n=3,¢=120,e=60

5 Aquest suposit d'obtenir una unitat de cada producte simplifica les formulacions i no implica perdua
de generalitat, ja que perquée es compleixi només cal utilitzar una unitat de mesura apropiada (per
exemple, una unitat de producte poden ser dues ales o dues potes).



Suposem que el que es vol optimitzar és la diferencia entre ingressos i despeses
mensuals.

En principi, la dificultat prové del fet que els ingressos son una funcio quadratica
de les quantitats.

La diferencia entre ingressos i despeses corresponents als estrucos sencers
(1=0) és a,q, —bo-qg —-c-q,, independents dels productes obtinguts amb I'es-
pecejament, i, per tant:

g = a,—c
¢ 25,

Amb les dades indicades g, = % = 80, que contribuiran a la funcio objec-

tiu amb (200-80-0,5)-80-120-80=3.200 u. m.

El nombre d'unitats optim és aquell per al qual la derivada dels ingressos iguala
la dels costos, que en aquest cas és constant, igual a ¢. Com que el valor de
g, ha de ser enter, si el resultat no ho fos caldria comparar els valors de la

diferencia entre ingressos i costos per als dos enters més proxims (un per de-
fecte i I'altre per excés) al valor en que s'igualen les derivades.

Aquestes observacions ens permeten resoldre, amb un raonament analeg al que
hem exposat a DI02, el problema d'optimitzar el nombre d'estrucos especejats
i del nombre d'unitats de cada component que cal dur al mercat.

Si el nombre d’estrucos especejats (sigui x) és molt baix, cal posar a la venda
tots els productes obtinguts (a condicid, naturalment, que la derivada dels in-
gressos totals sigui superior a la dels costos, que en aquest cas es considera
constant, igual a ¢+e). Si x augmenta, la derivada dels ingressos disminueix
fins que s’iguala a la dels costos; pero s'ha de tenir en compte que quan la deri-
vada dels ingressos corresponents a un producte s'anul-la, no se n’han de posar
meés unitats en el mercat (les que sobrin, com diu I'enunciat, es destinaran a
fabricar farines per a I'alimentacio animal).

Amb les dades de I'exemple, les derivades dels ingressos obtinguts per la venda
dels productes s’anul-len per a g, =200, g, = 450, g, =625 . La suma de les de-
rivades a I'origen &s 100 + 270 + 500 = 870 > 120 + 60 = 180; per a x =200,
0+ 150 + 340 = 490 > 180; perax = 450, (0) + 0 + 140 < 180. Per tant, el valor
optim de x es troba entre 200 i 450 i és aquell per al qual
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270-0,6-x +500-0,8x =180. Com que resulta x =421,43, cal comparar els
valors de la diferencia entre ingressos i despeses pera x =421 x =422, tenint
en compte que en els dos casos es posaran en el mercat 200 unitats del pro-
ducte 1 i x unitats dels productes 2 i 3. El resultat és 134.321,3 u. m. per a x
=4211134.321,2u. m. pera x = 422.

En resum, la politica optima d'/ESTREMPSA consisteix a produir mensualment
501 estrugos, posar-ne en el mercat 80, especejar-ne 421, posar en el mercat
200, 421 i 421 unitats dels productes 1, 2 i 3, respectivament, i destinar a la
produccio de farines per a l'alimentacio animal 421 - 200 = 221 unitats del pro-
ducte 1. Amb aquesta politica, el marge entre ingressos i despeses és
3.200 + 134.321,3 = 137.521,3 u. m.

Podem arribar al mateix resultat, d'una manera més formal, mitjangcant la formula-
cio d'un programa matematic i fent Us de les condicions de KKT que, com es
veura, en aquest cas son condicions necessaries i suficients d'optimitat.

maximitzar Zﬂ:(a, 9, -b-q7)-(c+e)x
/=1
sa g <x /=1..,n ()

g, =20 /=1..n (v,

A la dreta de les restriccions hi figuren els multiplicadors de KKT que hi estan
associats. Aleshores, les condicions de KKT son:

u,v, 20 i=1...,n
(@ —x)u, =0 r=1...n
g,v, =0 r=1...,n

2b-q,—a +u,—v,=0 /=1..n

n
c+e-Y u =0
/=1
Per comengar, comprovem si la solucio g, =x >0(/ =1,...,n) &s optima o no.
En aquest suposit v, =0(=1..n, v =a-2b-x (/=1.,3 i de

n
c+e-Y u; =0 resulta:

/=1

3
>a-lc+e

/=1

==

3
23,

/=1
Com que amb les dades de I'exemple, resulta x =690/1,9 =363,16, que im-
plica v, <0 i el conseguent incompliment de KKT, provem amb 0<g, <x

(v, =0), g, =x(/=273):



|, amb les dades de I'exemple, x =421,43, g, =200i tots els multiplicadors son

no negatius, per la qual cosa es compleix KKT i, per tant, la solucio
g, =200, g, =g, = x &s optima (retrobem el resultat a que ja haviem arribat).

Observem que amb aquest enfocament podem determinar la solucio optima per
a qualsevol valor de la capacitat d'especejament d’'ESTEMPSA (o de la capacitat
de produccio d’estrugos si incorporem al programa matematic els ingressos per
la venda d’estrugcos sencers, cosa que deixem com a exercici).

La logistica inversa (és a dir, les operacions relacionades amb la recollida, I'apro-
fitament i I'eliminacio dels productes usats) és una realitat des de fa molt temps,
amb una importancia quantitativa i qualitativa creixent per la relacio que t& amb
el medi ambient (aixo no obstant, i sorprenentment, encara es publiquen defini-
cions de logistica i de cadena de subministrament que no en parlen, com si fos
una guestio secundaria). Les operacions de recollir i eliminar productes usats
formen part de la logistica inversa, tot i que propiament no generin fluxos de
material que vagin en un sentit oposat als d'aprovisionament, produccio i distri-
bucio (es pot dir, per tant, que CA02 és un problema de logistica inversa). Es diu
gue la cadena de subministrament és en bucle (closed loop supply chain® quan
el producte usat o un dels components o materials que en formen part van a
parar a algun punt del sistema d’aprovisionament-produccio-distribucio per tal
de convertir-se en (mitjangcant la remanufactura), o incorporar-se a, un producte
que es distribuira en els mercats.

La logistica inversa, i especialment la logistica en bucle, complica forca la gestio,
perque implica incertesa quant al moment, el lloc, la quantitat i la qualitat de les
devolucions.

Els productes remanufacturats poden ser diferents o indistingibles dels origi-
nals. En tot cas, el més habitual és que el procés d’elaboracio de les unitats
remanufacturades sigui diferent del de les originals, fins al punt que unes i altres
es poden produir en instal-lacions diferents. A I'enunciat del problema seguent
suposem que les unitats originals i les remanufacturades son indistingibles i que
es produeixen en la mateixa instal-lacio; a més, suposem que els fluxos de re-
torn son deterministes.”’

6 De vegades es diu “en bucle tancat”, potser perque es tradueix closed /oop paraula per paraula,
pero nosaltres optem per “en bucle”, perque la paraula bucl/e ja inclou la idea de tancament.

7 El problema dels tovallons (VI05) es pot incloure també en els de closed loop supply chain.
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CAO04. Bucle

Planifiqguem la capacitat per al primer any de funcionament d'una planta de pro-
duccio de toner per a impressores laser domestiques, amb la condicio que s'ha
de satisfer, sense diferir-ne, tota la demanda.

La demanda estimada, en milers d'unitats, per als 12 mesos seguents a l'inici
d'activitat és:

Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
Demanda | 50 | 60 | 80 | 90 | 100 | 130 | 170 | 150 | 110 | 90 | 80 | 70

S’estima també que dels envasos de les unitats venudes el mes £, se'n recupe-
raran el 15 %, el 45 % i el 30 % els mesos t+3, t+4 | t +5, respectivament.
Els envasos es reomplen a la mateixa planta i les unitats que s'obtenen aixi son
indistingibles de les originals. La capacitat productiva necessaria per obtenir una
unitat reciclada €s nomeés un terc de la corresponent a una unitat nova. Tenint
en compte els costos de recuperacio i de produccio, el cost d'una unitat reci-
clada és la meitat que el d'una unitat nova, que és d'1 u. m.

El magatzem té prou capacitat per a quantitats qualssevol de producte i d'enva-
s0s. Els costos de possessio del producte i dels envasos son, respectivament,
0,010 0,005 u. m. per unitat i mes.

La capacitat de produccio s'ha de fixar al principi i s"ha de mantenir durant els
12 mesos seguents. El fet de disposar d'una capacitat determinada té un cost
igual a una constant K més un terme proporcional, amb coeficient 10,00, a la
capacitat expressada en milers d'unitats de producte nou.

Aquest problema té molts punts de contacte amb FOQ5, pero aqui les coses es
compliquen una mica a causa de la recuperacio d’envasos i la remanufactura.

Expressem les quantitats en milers d'unitats i milers d' u. m.

A partir de les dades, és immediat calcular el nombre d’envasos recuperats cada
mes:

Mes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
Retorns 0 0 0 | 75|315| 54 |675]|795|91,5| 114 | 138 | 135

Com que s’ha de complir la condicio de satisfer tota la demanda, &s correcte
adoptar els costos com a funcio objectiu que s'ha de minimitzar. Plantegem un
model de programacio lineal, amb la notacio seguent:

Dades:

d, (¢t =1..,12) demanda del mes .
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r, {t =4,..,12) retorns del mes ¢

Variables:

g capacitat.

x! (t =1,.12) produccio d'unitats noves del mes ¢

x[ (t=4,..12) produccio d'unitats reciclades del mes .
s’ (t=1,..12) estoc de producte a final del mes ¢

s (t=4,..12) estoc d'envasos del mes ¢

| el model:
12 12 12 12
minimitzar 10-g+1-Y_x,'+0,5->" x/+0,010-> s/ +0,005-> " s/
t=1 t=4 t=1 t=4

sa x'=d+s
sto+x =d +s t=2..,3

N N R N
S+ x; +x] =d, +5, t=4,..12

ry=xJ+s;
sfo+rn=x+sf t=5,..12
xM <qg t=1..3
R
X
XTN-F?[SC] t=4,.,12

Si es prescindeix del cost de la capacitat, s'obte g* =125, amb una funcio ob-
jectiu igual a 895,52 i:

t 1,0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X[N 50,0| 60,0| 80,0| 825| 685| 76,0|1025| 70,5| 185 0,0 0,0 0,0
XZH 75| 31,5| 54,0 675| 79,5/ 91,5| 90,0/ 80,0f 70,0
StN 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Sf 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 00| 24,0\ 82,0|147,0

Amb el cost de la capacitat indicat a I'enunciat tenim g* = 83,75, amb una funcio
objectiu igual a 1.736,22 i:

~
-
N
w

4 5 6 7 8 9 10 11 12

X

83,75| 83,75 83,75| 83,75| 83,75 80,00 40,625|50,625| 18,60| 0,00{ 0,00( 0,00

X

0,00| 0,00| 11,25129,38(99,375| 91,60 90,00| 80,00 70,00

RY)

33,75| 57,60 61,25| 55,00| 38,75 0,00 0,00{ 0,00( 0,00| 0,00{ 0,00( 0,00

R

7,50| 39,00| 81,75(19,875| 0,00 0,00| 24,00| 82,00 (147,00
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En un sistema com el que hem descrit es podria donar el cas que no convinguées
acceptar tots els envasos retornats. Per tenir en compte aquesta possibilitat, caldria
introduir en el model unes noves variables (y,, ¢ =4,...,12) corresponents als re-

torns del mes ¢ i les restriccions y, <r, (t =4,...,12):

12 12 12 12
minimitzar 10g +1>_ x +0,56> x7 +0,010) s/ +0,005:> s/
=1 =4 =1 =4

S.a

X' =d, +s

N N _ N
S +x, =d, +s,

N N R N
S+ X, +x =d, +s,

_ R R
y4_X4 +S4

R _ R R
St—1+yr _Xr +Sr

N
X, £q

t=2,..3
t=4,.,12
t=5,.,12
t=1...3
t=4,.,12
t=4,.,12

Sense cost de la capacitat, s'obté també g* =125, pero amb una funcio objectiu

igual a 894,25 (lleugerament inferior a I'obtinguda en el suposit que cal acceptar
tots els retorns) i:

oo 2 3 4 5 | 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
Y, 75| 315| 540| 67,5| 795| 91,5 90,0| 80,0| 70,0
x| 50,0| 600| 80,0| 825| 685| 760|1025| 705| 185| 00| 00| 00
X[ 75| 315| 540| 67,5| 795 91,56| 90,0| 80,0| 70,0
s’ | oo0| 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00
s 00| 00|l 00| 00| 00| 00| 00| 00| 00

Amb cost de la capacitat, g* =83,75, com en el primer suposit, amb una funcio
objectiu igual a 1.734,95 (lleugerament inferior a la corresponent al primer

suposit) i
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Y, 7,50 | 31,60 | 54,0 | 67,50 | 79,50 | 91,50 | 90,00 |80,00 | 70,00
XrN 83,75 | 83,75 | 83,75 | 83,75 | 83,75 | 80,0 40,625 | 50,625 | 18,50 0,00 0,0 0,00
Xﬁ 0,00 | 0,00 | 11,25 | 129,375 | 99,375 | 91,50 | 90,00 | 80,0 | 70,00
S,N 33,75 | 57,5 | 61,25 | 55,00 | 38,75 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,0 0,00
Sf 7,50 | 39,00 | 81,75 | 19,875 0,00 0,00 0,00 0,0 0,00




CAO0b5. Retirada

L'empresa PROINN ha decidit substituir el producte P pel producte P’ i estudia
la millor manera d'aprofitar els components de P que té en estoc, ja que no
serveixen per a |'elaboracio de P” PROINN no té unitats de P en estoc, pero
encara pot vendre qualsevol quantitat que produeixi, dintre dels limits de dispo-
nibilitat de recursos.

Una unitat de P inclou n, (¢ =1,...,C) unitats de cada un dels C components
que incorpora. Els estocs disponibles son s, (¢ =1,...,C) unitats de cada compo-

nent. PROINN ven les unitats de P a g u. m.; pot adquirir unitats addicionals
dels components a un preu (per unitat) de £, u.m.(c =1,...,C), i també pot ven-

dre-les arab de v, u.m.(<k,,c=1..,C) cada unitat. Els costos de muntatge

dels components per obtenir el producte son negligibles. La direccio de PROINN
ha destinat K u. m. a finangar el procés de canvi de P per P'.

PROINN també pot elaborar els components per si mateixa, amb un Unic equip
que té disponibles 7 unitats de temps (UT), amb un cost fix £, (¢ =1...,C) iun

cost unitari 7, (c=1...,C). El temps de preparacio de l'equip &s 7, UT

(c=1...C)ieldelaboracio d'una unitat, #, UT (c=1,...,C).

Variables:

unitats de P produides i venudes.

unitats comprades de component ¢ (¢ =1,...,C) .

q

Xc

V. unitats venudes de component ¢ (¢ =1,...,C).
r, unitats fabricades de component ¢ (c =1,...,C).
o, €

{0,1} variable que indica si s'elabora el component ¢ ono (¢ =1,...,C).

C C C C
maximitzar g - g+ Y v, ¥, = Dk, X, = 2 0. =Y F,6,
c=1 c=1 c=1 c=1
s.a S+, +X,—y.=n.-q c=1..C
K [ c c
ch'xo +ch'fc +Z’Cc'5c < K"'Zvc'yc
c=1 c=1 c=1 c=1
C C
DrS,+ ) ter, <T
c=1 c=1
Te SM5'50 021,...,C
q’Xc'y(:eZzoZO C=1,...,C
5, {01} c=1...C
Amb M, ZVT_TCJ c=1..C
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Les M, son fites superiors del nombre d'unitats fabricades del component ¢,
que es poden calcular a partir del temps disponible i del pressupost.

No hem inclos en el model les restriccions y, <s,, perquée es podria donar el

cas que convingués fabricar unitats d'un component per vendre-les (i no per
incorporar-les a una unitat de producte), cosa que pot passar, a l'optim, si
dc|f, <v,.

Amb les dades seguents:

g =400 c 1 2 3 4 5

K =5.000 n, 2 3 1 5 6

J'=300 s. | so| 23| 18] 100] 90
k, 10 20 50 19 16
Ve 5 10 25 9 8
I 30 60 | 110 20 40
A 8 16 40 15 13
7 20 15 35 40 45
t, 2 1 3 5 4

S’obté la solucio optima, amb la funcio objectiu igual a 8.076 u.m.i g =32, ien

qué s'usen 4.724 u. m. dels 5.000 disponibles i 298 UT de les 300 disponibles.
Les altres variables adopten els valors indicats a la taula:

c 1 2 3 4 5
x, | 14 0| 14| 26| 102
Ve 0 0 0 0 0
r, 0| 73 0| 34

5, 0 1 0 1 0

Com hem indicat al principi d'aguest capitol, en els models de planificacio agre-
gada de la produccio se suposa habitualment que es disposa d'una previsio de
la demanda i que no hi ha limitacions en el subministrament de materies prime-
res i components. Tanmateix, també es dona el cas que la disponibilitat d'unes
i altres sigui limitada i que aixd condicioni la planificacio de la produccio. Es el
que suposem en el problema seguent.

CAO06. Melmelada

ALVECSA elabora i comercialitza diversos productes vegans i ecologics. En des-
taca la melmelada de caqui, que es ven tot I'any fins que s'exhaureix i que es
produeix en una planta especialitzada que es dedica exclusivament a la produc-
cio de la melmelada de caqui durant 7 =5 setmanes.



La fruita li subministren 3 proveidores, cada una de les quals li pot vendre fins a
q, tones de fruita (/ =1...,3; ¢ =¢"",...,;™), a ¢, u. m./tona, en cada un dels

periodes de la campanya de recol-leccio del caqui. La fruita que arriba a la planta
la setmana ¢ es pot fer servir per a la produccio de la melmelada en qualsevol
dels periodes ¢,....t +0 .

La planta pot processar setmanalment fins a Q tones de caquis i el magatzem
té capacitat per a S tones de la fruita.

Es tracta de plantejar un model per planificar I'aprovisionament de caquis i la
produccio de la melmelada i d'aplicar-lo amb les dades seguents:

S5 =15.000, Q2 =10.000, d =2

it 1 2 3 4 5
7.000/600 | 7.000[700 | 7.000/700 - -
. 10.000/650 | 10.000650 - -
4.000[500 | 4.000[600 | 4.000[700 | 4.000/800 -
a:le.

De I'enunciat es despren que tota la produccio es pot vendre amb un marge
positiu. Per tant, I'objectiu &és maximitzar la produccio, i obtenir-la amb el menor
cost possible. Podriem determinar primer la maxima produccio assolible i des-
prés, amb la restriccio que la produccio sigui la maxima, minimitzar-ne el cost.
Mes senzill, suposem un preu de venda de la melmelada obtinguda amb una
tona de caquis, ~, prou gran (només cal que superi el preu més gran de compra
dels caquis: > 800 u. m./tona), ja que el cost de produccio, en I'escenari descrit,
és irrellevant.

Com a variables del model adoptem les tones de fruita adquirides a la proveidora
/ en el periode ¢ i utilitzades per a la produccio de melmelada en el periode 7 :

X, 200 =1...3t=t", ™ r=t,..min(t +5,7))
| el model:
T min(t+8,7) 3 ™ min(t+8,7)
maximitzar ’DZ Z z Xee =22 Co D0 Xy
/=1 t= g /=1 t=t"" =t
min(t+38,7)
s.a > X, <q, LSt =tM,
=t
3 min(t"™ ,7)
z Z X, <Q c=1..T
/=1 t=max(t/"",r-5)
3 min(t™™.¢") min(z+8.7)
> > X, <S t'=1...7 -1

r=t'+1
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Els tres grups de restriccions corresponen, respectivament, a les limitacions en
I'aprovisionament, la produccio i I'emmagatzematge.

El resultat que s'obté amb les dades indicades és una produccio de 49.000 t,
amb:

XHW X112 X113 X122 X123 X124 X133 X134 X135

6.000 0 1.000 0 0 0 0 7.000 0

X222 X223 X224 X233 X234 X235

6.000 | 1.000 | 3.000 | 8.000 0 2.000

Xai1 | Xz | Xagz | Xaoo | Xaoz | Xsos | Xaaz | Xazs | Xzzs | Xsas | Xass

4.000 0 0 4.000 0 0 0 0 3.000 0 4.000

Com que el volum potencial d'aprovisionament de la fruita (21.000
+ 20.000 + 16.000 = 57.000 t) superava la capacitat productiva en les 5 setma-
nes (5 - 10.000 = 50.000) ja sabiem que no comprariem tots els caquis possibles
(@ la proveidora 1, 14.000 < 21.000; a la 2, 20.000 =20.000; a la 3,
15.000 < 16.000). La produccio total, 49.000, és inferior a la potencial (la set-
mana b5 la produccio &s de 9.000 t). | aixo és degut a la capacitat insuficient del
magatzem, que se satura la setmana 3; amb S =16.000 ja es pot assolir la
maxima produccio de 50.000 t.

Hi ha altres solucions optimes, perque els valors d'algunes variables son inter-
canviables (per exemple, x,,, =1.000, x,,; =0, x,,, =5.000, x,,; =2.000). Se-

gurament, a la practica aguestes solucions no son equivalents, perque la
qualitat del producte deu dependre del temps que la materia primera ha passat
al magatzem; aixo es podria tenir en compte en el model, pero no cal, perque
les persones responsables de la gestio de la produccio poden ocupar-se que la
fruita s'incorpori al procés en I'ordre més apropiat.

CAO7. Vacunes

Vist I'increment en el nombre de casos d'una determinada malaltia infecciosa,
les autoritats sanitaries de Nomai han decidit que s'ha de procedir a la vacunacio
massiva de la poblacio si els casos registrats superen els 65 per milic d'habi-
tants.

De les persones que contrauen la malaltia, un 90 % es cura mitjangant un trac-
tament que té un cost de 1.000 u. m., mentre que en el 10 % restant es pro-
dueix un desenllag fatal després d'una primera fase del tractament, que té& un
cost de 250 u. m.



Administrar una vacuna té un cost de 7 u. m., de les quals 5 corresponen a
processos administratius i la resta, 2 u. m., al cost de la dosi. La vacuna protegeix
totalment de la malaltia a un 80 % de les persones vacunades i €s completa-
ment inoperant en el 20 % restant.

Si les autoritats sanitaries de Nomai decideixen d'acord amb el criteri de I'espe-
ranca matematica, quin cost atribueixen implicitament a una vida humana?

Quin preu estarien disposades a pagar per cada dosi d'una vacuna que fos efec-
tiva en el 100 % dels casos?

Es pot dir que aquest &s un problema invers, perque no es tracta de determinar
qué s'ha de decidir, ates que la decisio ja esta presa, sino, vista la decisio i su-
posat el criteri (I'esperanca matematica en aquest cas), de trobar el valor implicit
d'una dada.

Sigui V' el cost implicit d'una vida humana.

L'esperanca matematica del cost d'una persona infectada és:

0,91.000+0,(250+1) =925 + 0,1/

Quan la proporcio de persones infectades, y, &s igual al valor per al qual es duu
a terme la vacunacio massiva (65 - 10), s'ha de complir:

7925+ 0,W)=7+0,2y-(925+0,17)
D’'on V= 1.336.903,85 u. m.
Amb una vacuna 100% eficac, amb un cost x:
y(925+0,W)=5+x

D'on x= 3,75 u. m.

Acabem el capitol amb un problema que tant podria anar en aquest com en
I"Ultim (“Jugar”), i que fa d’enllac entre tots dos. Es tracta d'una de les variants
més senzilles del Nim.® EI Nim &s un joc per a dues persones, en que hi ha
uns objectes (escuradents, mistos, botons, monedes, naips...) que formen un o
meés grups; cada jugadora, alternativament, elegeix un grup i en treu com a mi-
nim un objecte i com a maxim un nombre especificat (en moltes variants, tan-
mateix, s'admet que els tregui tots); guanya la jugadora que treu I'Ultim objecte
0, en la modalitat miserere, perd la que es veu obligada a agafar I'Gltim objecte.
El Nim es va fer relativament popular arran de I'estrena, I'any 1961, de la impe-
netrable pel-licula d'Alain Resnais L ‘année derniére a Marienbad, en la qual el
personatge interpretat per Sacha Pitoéff guanyava sempre i sense immutar-se

8 https://en.wikipedia.org/wiki/Nim
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una variant amb 4 grups d'1, 3, 5 i 7 objectes, en la modalitat miserere. "Puc
perdre, pero guanyo sempre”, diu Pitoéff en el film.

CAO08. Mini Marienbad

Hi ha una sola pila de 27 escuradents. Hi ha 2 jugadores, A, que comenga, i B.
A cada torn, la jugadora corresponent n'ha d'agafar entre 1 i 5. Guanya la juga-
dora que s'enduu el darrer escuradents.

Hi ha una estrategia guanyadora per a A?

S’ha de comencar pel final. Si queden 6 escuradents, la persona que juga ne-
cessariament en deixara entre 1 i 5 i no pot evitar que guanyi la seva rival. Per
tant, A guanyara la partida si a la peniltima jugada aconsegueix deixar exacta-
ment 6 escuradents a la pila i per aixo només cal que a la jugada anterior en deixi
12, cosa que pot aconseguit deixant-ne 18 a la jugada precedent i 24 a I'anterior.

En definitiva, A ha de comencar agafant 3 escuradents, per deixar-ne 24. B en
pot agafar entre 115, és a dir, deixar-ne entre 19 23: en qualsevol cas, A agafara
en el proper torn, el nombre que calgui per deixar-ne 18 i aixi successivament
fins a I'inexorable victoria de la jugadora A, que podria aixi fer-se seva la frase de
Pitoéff.









Totum Revolutum

En aquest capitol hem inclos petits grups formats per problemes afins entre si i
no prou nombrosos i problemes singulars (s a dir, que no hem pogut 0 no hem
sabut relacionar amb cap altre). Per tant, a diferencia d'altres capitols, en aquest
els grups i els problemes singulars no tenen relacio amb els altres del capitol i es
poden estudiar per separat i en un ordre diferent d’aquell en qué els presentem.

TRO1.1. Economia i hisenda: autarquia o coordinaci6?’

En un pais denominat Sildavia viuen cinc comunitats. Cada una produeix diaria-
ment el pa que li cal per al consum propi, per a la qual cosa usa, exclusivament,
farina de la mateixa comunitat. Per obtenir una fogassa calen 2 lliures de farina.
La taula seguent indica la capacitat de produccio de cada comunitat si es dedi-
qués Unicament a obtenir farina o a fornejar fogasses (en el suposit que disposés
de tota la farina necessaria).

a b,
Comunitat (lliures de farina/dia) | (fogasses de pa/dia)
1 21 4,20
2 21 5,25
3 27 9
4 10 5
5 10,5 7

" Basat en un exemple del llibre de M. Ricketts, 7he Economics of Business Enterprise (Wheatsheaf
Books, 1987), recollit a L ‘empresa. fonaments economics, d'A. Serra Ramoneda (Publicacions de la
Universitat Autonoma de Barcelona, 1989).
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Actualment cada comunitat assigna els seus recursos a obtenir farina o pa per
tal de maximitzar el nombre diari de fogasses de que disposa (es a dir, respecti-
vament: 3, 3,5, 5,4, 2,5 i 3 fogasses; en total, 17,4).

El govern de Sildavia, a la vista d'aquestes dades, preveu que es pot augmentar
la quantitat de pa disponible mitjangant la divisio del treball i la coordinacio entre
les comunitats.

En consequencia, el govern planteja el programa lineal seguent (en que les va-
riables e, corresponen a la produccio de farinailes ., a la de pa):

5
maximitzar )" o,
/=1
s.a al/a+w /b <1 /=1..5

2-2 w; < 25:05,-
/=1

/=1

w >0 /=1..5

5
L

a.

/

A l'optim, les variables no nul-les tenen els valors seguents:
a,=2a,=21,0,=9 0, =5 0,=7

i el valor optim de la funcio objectiu és 21. Per tant, la produccio de fogasses de
Sildavia augmentaria en un 20,69 % si les comunitats renunciessin a la politica
autarguica que segueixen espontaniament fins ara i s'especialitzessin.

Observeu que la relacio a, / b, entre les capacitats de produccio de farina i de

pa ésigualab, 4,3, 2i1,5, respectivament, per a les comunitats 1 a 5. Les que
s'especialitzen en la produccio de farina son les que tenen aquest quocient més
alt(la1ila?2).

El problema per al govern de Sildavia &s com aconseguir que les comunitats s'es-
pecialitzin de la manera més convenient per al conjunt del pais i s'assoleixi aixf
I'objectiu de produir 21 fogasses cada dia. Debatudes i descartades altres propos-
tes, el govern decideix crear I'Institut Agricola Comercial de Sildavia (IACS), que
tindra la funcido de comprar i vendre farina i pa a uns preus determinats.

La questio és donar uns valors apropiats a aquests preus.

Es clar que el que importa és la relacio entre els preus del pa i de la farina i no
els seus valors absoluts. Notarem y aquesta relacio. El valor de y ha de ser tal

que cada comunitat, en maximitzar els ingressos obtinguts per la seva activitat

econdbmica, conclogui que el que I'interessa és adoptar |'especialitzacio corres-
ponent a la solucio que és optima per al conjunt.



Totum Revolutum %

Gracies a I'lACS, ara cada comunitat pot produir, vendre i comprar farina; te, per
tant, la possibilitat de vendre la farina produida i comprar pa amb els ingressos
obtinguts o bé té la possibilitat de fer pa sense necessitat de produir farina (ja
que la pot comprar amb els ingressos obtinguts amb la venda de pa a I'l|ACS).
Per tant, a més de ¢, i @, necessita variables corresponents a les lliures de

farina comprades i venudes, que notarem, respectivament, «; i v, (/=1...,5):

maximitzar y-@; + v, — k;

s.a o la+o b <1
20, —a, —k;+v, <0
v,—a; <0
-a,<0
-0, <0
-v, 20

-k, <0

Aleshores, es tracta de determinar quina condicido o quines condicions ha de
complir y perque la solucio optima sigui (ometem les variables nul-les):

o, = b, k; =20, (solucio P, de pa)
o bé:
a; =v, =&, (solucio F, de farina)

/ /

Per determinar les condicions esmentades farem Us de les de Karush, Kuhn i
Tucker, que son condicions necessaries i suficients d'optim per al programa li-
neal que ha de resoldre cada comunitat per tal de maximitzar els seus ingressos.

Sinotem v, (/=1,...,7) els multiplicadors associats a les restriccions del pro-

grama lineal, amb u;z 0(/=1..7,tenim:

u
——u,-uy-u, =0
a.

/

—7/+%+2-u2 -u, =0

—1+u,+u;—us =0
1-u,-u, =0

En el cas de la solucido P tenimw;,x; >0 i, per tant, u; =u, =0. Aleshores re-
sulta:

U, =" Us =y, u, =y =2)b, (;/—2)-%=1+u3 +u,

/
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D'on:

a
>2+-+
=T

;

En la solucio F, «;,u, >0 i, per tant, u, =uy; =0. Aleshores resulta:

a. a.
U, =1=u,, U, = Uy, U, =a.,—y+j+2—2-ug—u5 =O:>—7+j+220

/
/ /

D’on es despren, com era d'esperar, la condicio:

a.
<2+-—L
v b

/

. a, . L
Si y= 2+b—’, tant la solucio P com la F son optimes. Per tant, per assegurar

/
que les comunitats 1 i 2 nomeés fan farina i les 3, 4 i 5 només fan pa, s'ha de
complir:

a. . a .
<2+—+/7/=12,y>2+-+/=3,4,5
Ve b V7 b

/ /

Per tant, de 1, 2, 3, 4 i 5, respectivament, es despren:
y<7,7y<6,y<b,y>4,y>35b

i, finalment:
5<y<6.

Es pot arribar a les mateixes conclusions amb la teoria de la dualitat en progra-
macio lineal (que es pot deduir de les propietats dels programes lineals i també
com una aplicacio de les condicions KKT).

Per a tots els valors de y pertanyents a aquest interval s'assoleix una produccio
global de 42 lliures de farina amb que s'obtenen 21 fogasses. Pero la distribucio
final de les fogasses entre comunitats no &s independent del valor de y, com
es pot veure en la taula seguent, que recull quantes fogasses tindra cada comu-
nitat segons el valor d'aquest parametre:

Comunitat 1 2 3 4 5
y=5 4,20 4,20 5,40 3,00 4,20
y=55 3,82 3,82 5,73 3,18 4,45
y=6 3,50 3,50 6,00 3,33 4,67

Amb autarquia 3,00 3,50 5,40 2,50 3,00




Totum Revolutum %

Hi ha altres formes de coordinacio possibles, com explica Serra Ramoneda en
el llibore esmentat.

Una empresa intermediaria pot comprar farina a les comunitats 1 i 2, amb un
pagament d'una fogassa per cada 5,8 lliures de farina, i oferir 5,1 lliures de farina
per fogassa a les comunitats 3, 4 i 5. Aixi, amb un capital inicial de 42/5,8 = 7,241
fogasses obtindria 42 lliures de farina (les comunitats 1 i 2 obtindran aixi 3,62
fogasses cada una, més de les 3,0 i 3,5 de que gaudeixen en la solucio autar-
quica) i, amb elles, comprar 42/5,1 = 8,235 fogasses a les comunitats 3, 4 i 5,
que aixf disposarien per al consum de 21-8,235 = 12,765 fogasses, més de les
5,40 + 2,50 + 3,00 = 10,90 que poden produir en el marc de |'autarquia (totes
les comunitats estaran interessades en la transaccio perqug, respectivament, es
quedaran amb 9-18/5,1 =5,471, 5-10/5,1 = 3,039 i 7-14/5,1 = 4,255 fogas-
ses, més de les que obtenen amb autarquia). Totes les comunitats en sortirien
beneficiades (aixo si, les unes més que les altres) gracies a la intermediaria, la
qual obtindria, a cada cicle de produccio-consum, 8,235 - 7,241 = 0,994 fogas-
ses, aixo si a costa de reunir la informacio necessaria i fer els calculs pertinents,
coses que li donen avantatge sobre cada comunitat, que només disposa de da-
des referents a ella mateixa. Siles comunitats s'adonen de la situacio i es posen
d'acord poden prescindir de I'intermediari, pero la relacio d'intercanvi fogassa/fa-
rina s"haura d'unificar i tornem a la situacio anterior amb I'lACS.

La intermediaria no pot oferir menys de 5 lliures de farina per fogassa a les co-
munitats 3, 4 i 5, perque aleshores a la comunitat 3 no li interessaria el tracte i a
la intermediaria li sobrarien lliures de farina de les comprades a 1i 2. Ara bg, un
representant de la comunitat 3, en comptes de comprar i vendre farina i fogas-
ses, pot comprar forca de treball i pagar, per exemple, un salari de 3,60 fogas-
ses a cada una de les comunitats 1 i 2 perque facin farina, i un de 3,20 a les
comunitats 4 i 5 perque elaborin fogasses. Totes les comunitats esmentades
hi estaran interessades, perque hi surten guanyant en relacio amb I'autarquia
i, aixi, el representant de 3 (que produira exclusivament fogasses amb part de
la farina provinent de 1 i 2) esdevindra empresari, amb un increment de
21-2-3,60-2-3,20-5,40 = 2 fogasses en relacio amb les 5,40 que tenia en
I'autarquia.

L'expressio “canons o mantega”? s’'ha utilitzat des de fa molts anys per referir-
se, sinteticament i simplificada, a la varietat d'opcions que ofereix la frontera de
possibilitats de produccio d'un sistema economic. Es aquesta la questio a que
es refereix el problema que hi ha a continuacio.

2 Com expliquen T. Torres i M. A. Vidal (Economia per a enginyers/es, Publicacions URV, 2016),
aquesta alternativa es va plantejar al poble alemany abans de la Segona Guerra Mundial i Paul A.
Samuelson popularitza I'expressio, d'Us molt corrent durant la denominada guerra freda, a través del
llibre Economics: An Introductory Analysis (McGraw-Hill, 1948), que, traduit per José Luis Sampedro,
va ser publicat en castella, I'any 1951, per |'editorial Aguilar (Curso de Economia moderna, 1951).
Des d'aleshores desenes de generacions d’estudiants es varen iniciar en |I'economia amb aquest
llibre de text.
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TRO1.2. Canons o mantega?

Els recursos del pais de Caplloc permeten produir canons i mantega. Una unitat
de canons requereix 0,1 unitats de treball i 10,1 unitats de sol, mentre que per
a una unitat de mantega en calen 10 de cada recurs. Una unitat de canons pro-
porciona uns ingressos nets de 25 u. m. i una de mantega, 2.000 u. m.

Per tal d'optimitzar els ingressos totals del proper exercici economic s'ha plan-
tejat i resolt el programa lineal seguent:

maximitzar 25-x +2.000-y

s.a 0,17-x+ 10y < 2.000
10,1-x + 10-y £10.000
X,y >0

amb el qual s'ha obtingut la solucio optima x~ =800, y* =192 , que implica un

Us dels dos recursos (treball i sol) igual a les disponibilitats respectives; les va-
riables duals associades a les restriccions de treball i de sol valen, respectiva-
ment, 199,5 u. m./unitat de treball i 0,5 u. m./unitat de sol.

El Gabinet de Planificacio Macroeconomica de Caplloc (GPMC) es pregunta, ate-
ses les grans fluctuacions en els preus dels canons i de la mantega, entre quins
limits de la relacio entre els ingressos nets unitaris d'un i altre producte seguiria
sent optim produir-los tots dos.

Aixi mateix, el GPMC esta interessat a saber a partir de quin valor de la relacio
esmentada |'optimitzacio dels ingressos totals causaria atur.

Finalment, el GPMC, en la perspectiva de diversificar la produccio de Caplloc,
vol saber quin és el valor minim dels ingressos nets produits per una unitat de
turisme (que requereix 2 unitats de treball i 50 de sol) perque aqguesta activitat
sigui economicament interessant.

L'analisi de sensibilitat en programacio lineal es pot estudiar especificament o
com un cas particular d'aplicacio de les condicions de Karush, Kuhn i Tucker.

Aquestes condicions de KKT, si notem « la relacio entre els ingressos que pro-
porciona una unitats de canons i els d'una unitat de mantega, es concreten, per
al problema en questio, en les equacions seguents (i en les condicions de no
negativitat i de complementarietat per als multiplicadors):

-a+0,1 +10,1ug —u, =0
-1+10u; +10ugs —u, =0

Comaque x>0=u, =0 i y>0=u, =0, pera x,y >0 resulta un sistema
lineal de 2 equacions amb 2 incognites que dona:
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u; ==0,100@ + 0,101, vz =0,100-« - 0,001
| de les condicions u;, us 20 es dedueix:
0,01< 1,01

Pera a =101, v, =0 ipera a >1,01, la restriccio corresponent al treball dispo-

nible esdeve no activa, s a dir, apareix atur, perque el treball necessari és menor
que el disponible.

Quant al turisme, interessa economicament si el valor dels recursos necessaris
per obtenir-ne una unitat, valorats als preus ombra, &s menor que els ingressos
nets que proporciona. Els valors de les variables duals de les restriccions de treball
i de sol son els preus ombra d’aquests recursos, ates que la solucio és no dege-
nerada. Per tant, els ingressos unitaris del turisme han de ser més grans que:

1995.2+0,5-50=424 u. m.

| ens acomiadem de I'ambit de I'economia amb un problema relatiu al sistema
fiscal.

TRO1.3. IVA

El Ministeri d’"Hisenda de Nhihaprou, fins ara paradis fiscal, es disposa a introduir
I'impost sobre el valor afegit (IVA) per tal de complir una de les condicions ne-
cessaries per presentar la candidatura com a membre de la UE.

Amb aquesta finalitat, ha elaborat un model en quée el conjunt de productes gra-
vables es representa mitjancant tres productes ficticis, cada un dels quals cor-
respon als productes de primera necessitat, normals i de luxe.

Estima que la quantitat venuda, en un any, de cada un d'aquests tres productes
depen del preu de venda, segons |'expressio:

g, =a —-b-p (amb0<p <a /b)/=1..3

lamb p, =(1+¢e,)v, (/=1..,3), on v, és la base de I'impost i «, el tipus, que
s'ha de determinar.

El Ministeri vol saber els tipus que ha d'aplicar en cada un del suposits seguents:

— Maximitzar la recaptacio per IVA.

— Maximitzar el valor monetari de les vendes anuals de productes, amb la con-
dicio que I'import de I'lVA sigui almenys igual a 7.

— Minimitzar ¢, amb la condicid que la recaptacio per VA no sigui inferior a ~.

309



% Optimitzar en enginyeria d’organitzacio

310

Els valors estimats dels parametres son:

P =40.000
i 1 2 3
g, 800 400 80
b, 1,0 0,5 0,1
v, 500 400 350

Es dedueix immediatament que la recaptacio corresponent a cada producte és
iguala A -a, —B-a’, amb A =(a —b,v,)v, i B =b,v’, per laqual cosa, sino hi
ha restriccions addicionals:

Per tant, els valors que maximitzen la recaptacio son:®

i 1 2 3
a; 0,30 0,50 15.750/24.500*
* 15.750/24.500 = 0,64857...

| I'import total de I'IVA &s 22.500 + 20.000 + 5.062,50 = 47.562,10 u. m., amb
unes vendes totals de 97.500 + 60.000 + 12.937,50 = 170.437,50 u. m. (sense
I'impost: 150.000 + 80.000 + 15.750 = 245.750 u. m.).

Per maximitzar el valor de les vendes totals amb la condicio que la recaptacio
sigui > 40.000, s'ha de resoldre el programa matematic seguent:
3
maximitzar Y [a, - b,v,-(1+a,)] - v;-(1+a,)
/=1

S.a

(A-a,~B-a’) 2P

a, 20 /=1..3

En el qual estrictament caldria afegir les condicions que els preus finals pertanyin
als intervals en que estan definides les funcions de demanda (les varem ometre
en suposar que a la solucio optima es complirien, ja que valors massa grans dels

3 A la practica, els tipus impositius de I'lVA, expressats com un tant per cent, son valors enters o,
molt rarament, amb un o dos decimals. Aqui no considerem aquesta condicio i, quan cal, donem el
resultat obtingut per als tipus impositius amb quatre decimals.
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tipus de I'impost donarien lloc, en substituir-los a les equacions, a valors nega-
tius de la demanda i, per tant, de les vendes i de la recaptacio).

La resolucio numerica del model (amb I'opcio GRG d’Excel, per exemple) pro-
porciona els valors seguents (que indiquem amb quatre decimals):

/ 1 2 3
a, 0,1514 0,3514 0,4940

als quals corresponen unes vendes totals de 213.740,51 i una recaptacio de
40.004,01 u. m.

Finalment, si es vol minimitzar ¢, amb la condicid que la recaptacio per IVA no

sigui inferior a 40.000 u. m., només cal canviar la funcio objectiu del programa
matematic i s'obté:

/ 1 2 3
a; 0,1261 0,5004 0,6432

Als valors indicats (amb quatre decimals) corresponen unes vendes totals de
206.315,98 u. m. i una recaptacio de 40.002,18 u. m.

Els problemes de tall (obtenir per tall de barres, plaques o objectes tridimensio-
nals, peces de dimensions especificades) i els d’empaquetament (col-locar en
uns espais unidimensionals, bidimensionals o tridimensionals uns objectes do-
nats) son molt semblants des d'un punt de vista formal, tot i que els criteris per
avaluar les solucions puguin ser diferents en un cas o I'altre, i que tambeé puguin
ser diferents les condicions que han de respectar les solucions (en un problema
d’empaqguetament, per exemple, hi pot haver restriccions derivades de les limi-
tacions que tinguin alguns objectes per suportar pes).

A meés, com veurem, hi pot haver situacions en que el tractament pot ser el
mateix que en un problema de tall o d’'empaquetament, encara que no es tracti
estrictament de cap d'aquestes dues coses.

Comencem amb un problema unidimensional, &s a dir, en que en els objectes
que cal tallar, des del punt de vista del problema que s’ha de resoldre, només hi
ha una dimensio rellevant (perfils metal-lics o de PVC per a fusteria; rodets de
moqueta, film adhesiu, etc.).

TRO2.1. Tallar o col-locar: al tall 1D

Anomenarem barres als objectes que cal tallar i peces a les que volem obtenir
com a resultat de I'operacio de tallar. Suposem que totes les barres tenen la
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mateixa longitud, £, que hi ha m tipus de peces, caracteritzades per una longitud
/,(j=1...,m), que cal obtenir almenys ¢, peces de tipus j(/ =1,...,m)ique

I'objectiu és fer Us del nombre minim de barres.

Es tracta de formular models generals per a aquest tipus de problema i de resol-
dre'n I'exemplar seguent:

L =25 m=9
J 1 5 6 7 8 9
/; 2 11 | 13 | 17 | 19 | 23
d, | 9 1 1 8 6 3

Es defineix un esquema o patro de tall com una de les maneres possibles d’obte-
nir peces en tallar una barra. Formalment, es pot definir un esquema de tall, /, com

m
una llista de m valors enters n, (/=1...,m) tals que Z//-n,] <L (n; esel

/=1
nombre de peces de tipus ; corresponents a lI'esquema de tall /7).

Establerta la llista d’esquemes de tall, es planteja un model lineal en que les
variables, x;, enteres no negatives, son el nombre de vegades que s'ha d'usar

I'esquema de tall /; la funcid objectiu, que s’ha de minimitzar, és la suma
d'aquestes variables i les m restriccions imposen que el nombre de peces de
cada tipus no sigui inferior a d, .

El model que resulta d'aquest enfocament és molt senzill (I'Us d'esquemes de
tall incorpora la condicio que no es port ultrapassar la longitud de la barra i, per
tant, ja no cal imposar-la en el model). Sigui 7 el nombre d’esquemes de tall:

.
minimitzar Y x;
/=1

7
s.a dnpx,zd; j=1..,m

En general, si 7 no és molt gran, el model es resol sense dificultats.

En el nostre exemplar, si ens limitem als esquemes de tall tals que
m

L—Z//-n/] <n in/,, T =98. La taula seguent mostra la llista d'esquemes de
= J=1...m

tall i la solucio optima obtinguda, amb 18 barres (la produccio de cada tipus de

pega, p;, cobreix —en un cas, amb excés— la demanda de totes les peces):
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/7/9

Mg

n/G

/7/5

13

/7/4

17

n/3

19

n/2

23

p;

l

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
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M3
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il
43
44
45

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
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La solucio obtinguda no és I'Unica que permet satisfer la demanda amb 18 barres.
Entre totes les solucions amb 18 barres podem desempatar amb un altre criteri.
Si volem minimitzar el nombre d'esquemes de tall, amb la qual cosa minimitzarem
el nombre de preparacions de la maquina, hem d'afegir unes variables
y, €{0,1} (/=1..7), iguals a 1 si i nomeés si es fa servir I'esquema de tall j i

modificar el model de la manera seguent:

.
minimitzar )"y,

S.a

El nombre d'esquemes de tall minim per les dades de I'enunciat s 5, utilitzant
els esquemes 1, 2, 4, 6, 8, i 12 per tallar, respectivament, 3, 4, 2, 3, 5i 1 barres.

TRO2.2. Tallar o col-locar: atracaments

Sis vaixells volen atracar en un moll de 9 dam, on han de fer operacions de
carrega i descarrega. La taula mostra (en dam) les eslores dels vaixells (que atra-
quen en el moll de manera que aquest és paral-lel a I'eix de la nau) i el temps
(en dies) que necessiten romandre en el moll per dur a terme les operacions

pertinents.

Vaixell 3 4
Eslora () 3 4
Temps (z;) 1

Es tracta d’assignar espai i temps als vaixells per tal que el conjunt de les ope-
racions de carrega i descarrega es completi en el menor temps possible.
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En uns eixos de coordenades ortogonals, amb els metres de la linia del moll en
abscisses i el temps en ordenades, |'estada del vaixell es pot representar mitja-
ncant un rectangle de base igual a e; i d'alturaigual a ;.

Es tracta, doncs, d'empaquetar aquests rectangles de manera que l'altura
maxima de la figura que formin sigui la menor possible. El problema &s quasi
identic (més endavant veurem el motiu del “quasi”) al de tallar uns rectangles
d'una banda de material d'una amplada donada i de longitud il-limitada de tal
manera que la longitud del tros utilitzat sigui la menor possible.

Per definir una solucio cal fixar les coordenades (x;,t,) de, per exemple, el
vertex inferior esquerre de cada rectangle. Perque la solucio sigui factible no hi
ha d'haver superposicio entre cap parell de rectangles (és a dir, donada una pa-
rella de rectangles, un d'ells ha d’'estar per sobre, per sota, a la dreta o a I'es-
querra de l'altre); per expressar aquesta condicio calen 4 variables binaries
(ry, & =1...,4) per a cada parella (/,/), amb /=151 j>/.

Aleshores, el model:

minimitzar 7
s.a T2t +7, /=1..,6

X, +6 <X, + 9-@.1

X, 2 X, +e, =97,

6
LAT, S+ Tl /=15 />
k=1
6
L2t +7, —Zz'k-r,/-4
k=1

4
D <3
k=1

Amb el qual varem obtenir la solucio, amb 7 =5:

Vaixell 1 2 3 4 5
X; 2 2 6 2
t 0 1 4 4 0

que es representa a continuacio (per descomptat, no &s I'Unica solucio optima;
a partir de la representacio grafica és facil deduir-ne d'altres):
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En molts problemes de tall i d’empaquetament, 'orientacio de la peca no esta
determinada, &s a dir, en el cas de tall de peces rectangulars d'una placa rectan-
gular, els papers de la base i I'altura de cada peca son intercanviables (no sempre
es aixi, alguns materials, com la fusta, son anisotrops i les peces s'han de tallar
en una orientacio determinada). Aixo els diferencia del problema dels atraca-
ments, en el qual I'eslora i el temps necessari per a carrega i descarrega no son
intercanviables.

TRO02.3. Tallar o col-locar: al tall 2D

Siguin 6 peces de les dimensions indicades a la taula:

Peca 1 2 3 4
Base (b)) 2 2 1 4
Altura(a,) 1 3 3

Cal obtenir-les per tall d'una placa d’amplada 9 i prou llarga, en relacio amb les
dimensions de les peces, de tal manera que es faci Us de la minima longitud de
la placa.

Suposem primer que no hi ha cap peca orientable i, després, que totes ho son.

Si I'orientacio de les peces esta determinada, no hi ha cap diferencia amb el
problema dels atracaments. Les dades son les mateixes, excepte pel que fa a
la peca 3, en la qual la base té el valor que tenia el temps en el vaixell 3 i I'altura,
el corresponent a |'eslora.

El resultat obtingut, amb 7" =6, és:

Peca 1 2 3 4
X; 5 7 8 2
t; 5 3 0 0 1

que es representa a continuacio (es clar que no és Unica):
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S S S |
w

Si I'orientacio de la peca no esta determinada, per a cada peca cal una variable
binaria més, sigui A, (/ =1....,m), igual a 1 siinomés si la peca es talla en posicio
horitzontal (és a dir, amb el costat que considerem com a “base” paral-lel a I'eix
d'abscisses). En el model s'ha de substituir e, per e;-h +z,-(1-h), t per

i

6 6
rh +e-(1-h) i Y r, per Y max(z,.e,).
k=1 k=1

La solucio obtinguda, amb 7" =5, és:

Peca 1 2 3 4 5 6
X; 1 2 0 1 5 0
g 3 3 2 2 0 0
h 0 0 1 1 0 0

que es representa a continuacio:

T T Tt T
31112 15
L.l 1
[ I
[ I

............. :. _JI.________i
14 I
_—
6 |
I

I

!

TRO3.1. Depurar: tactica

En una conca fluvial hi ha 5 aglomeracions residencials i industrials que generen
diariament un volum d'aigues residuals 4 m?® (/ =1,...,5) . L'aigua es canalitza d'1
ad4,de2a3 de3adide4dab(vegeu lafigura). Al costat de cada aglomeracio hi
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ha una depuradora amb una capacitat C, m®/dia (/ = 1,...,5) i un cost de tractament
de ¢, u.m./m3 (/ =1,...,5). Les aigUes residuals es poden tractar en la depuradora
situada al costat de I'aglomeracio o bé en les que hi ha aigues avall; en aquest darrer
cas, les aigues residuals no depurades es canalitzen, amb un cost negligible, per
unes conduccions de capacitat £, m? /dia V(/,/) e T ={(1,4),(2,3),(3,4),(4,5)}.

7y

Ho podem fer mitjancant un programa lineal:

Variables:
X, 20(/=1..5) m? depurats diariament a /
t, v,/ eT m? d'aigua no depurada que s’envien diariamentde / a /

5
minimitzar »_c;-x,

/=1

S.a X1+7§4:’41
X2+f23 =A2
X3+f34 :A3+f23
X4+725 :’44+7?4+7[34
Xs :A5+f415
0<x,<C. /=1..5
0<f <F v(/,j)eT

Suposem ara que les dades son les que es mostren a la taula seguent:

/ 1 2 3 4 5
A 700 600 400 500 800
G 800 600 500 700 900
o) 2,0 1.8 1,5 1,6 1,4
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i A, =300,F, =200, =400, =600.

La solucio optima té un cost d’explotacio de 4.830 u. m./dia,

/ 1 2 3 4 5
X; 400 500 500 700 900

i £, =300,7, =100,7, =0,7,, =100.

| si, per motius ecologics, cal que pel tram 4-5 passin cada dia almenys O m®
d'aigua depurada?

4
S'ha d'afegir la restriccio ZX, >D. Amb D =2.150, la solucio optima té un
/=1

cost d'explotacio de 4.860 u. m./dia,

/ 1 2 3 4 5
X; 450 500 500 700 850

i £, =250,f, =100,£,, =0,f,, =50

TRO03.2. Depurar: estratégia

Ara suposem que en la mateixa conca de I'enunciat anterior no hi ha cap depu-
radora ni cap conducte per a les aigues residuals i que es tracta de determinar
la infraestructura optima del sistema de depuracio. Simplifiguem molt les dades
per centrar-nos en la modelitzacio i la resolucio.

A cada aglomeracio es pot instal-lar, 0 no, una depuradora. Les depuradores po-
den ser de tipus 1 o de tipus 2, amb una capacitat de 450 o de 1.000 m3/dia i
amb un cost fix diari de 1751 300 u. m., respectivament. Els respectius costos
de tractament de les aigues residuals son de 2,00 i 1,85 u. m./m®. L'equivalent
diari dels costos de la inversio &s de 1251200 u. m.

Les conduccions per a les aigues residuals poden ser de tipus 1 o de tipus 2,
amb una capacitat de 200 o de 400 m?/dia i amb un equivalent diari dels costos
de la inversio igual, respectivament, a 20 i 30 u. m. Els costos d'explotacio son
negligibles.

Sense perjudici de les diferencies significatives que els distingeixen, és clar, ja
d'entrada, que aquest problema té molts punts de contacte amb SEQ03.

Necessitem les mateixes variables de flux que en el problema anterior i, a més:
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Vi €{01}/=1..5 k=12 =1 siinomes sis'instal-la una depuradora de tipus
kari

r {0} V(/,/)eT; k =1,2 =1 siinomes si s'instal-la una conduccio de tipus &

en el tram (/, /)

Aleshores, a partir del model de TR03.1, tenim:

5
minimitzar Y[ (175+125)y;, +(300+200}y,, +2,0.x,, +185.x,, |+ Y. (207, +30;,)
/=1

(7,/)el
s.a X, +Xx,+h,=A
Xoy+Xpy +13 = A
X1+ X+l = A + 1
X41+X42+f45 :’44+7§4+f34

Xg1 + X5y 2/454'7515

Va+Vin < /=1..5

i+ 1 <1 v(/,j)eT

0< x;,, <450y, /=1..5

0<x;, <1.000y,, /=1..5

0<7, <2007, +400rs, v(/,j)eT

vy €{0.1} i=1..5 k=12
r, €{0.1} V(i,/)eT; k=12

La solucid optima té un cost diari de 7.490 u. m./dia,

/ 1 2 3 4 5
X; 400 600 0 1.000 1.000

i 7, =300,7, =0,1,, =400,7,, =200, amb les capacitats minimes de depurado-

res i conduccions compatibles amb els valors indicats, és a dir, una depuradora
de tipus 1 a 1, depuradores de tipus 2 a 2, 4 i 5, una conduccio de tipus 1 entre
4i5iconduccions de tipus 2 entre 1i4 ientre 3i4.

TRO4.1. Cremar benzina: volare

Unes linies aeries han assignat un avio per fer el circuit A-B-C-D-A. Les distan-
cies, en km, dels segments d’aquesta ruta son 1.500 (AB), 1.700 (BC), 1.300
(CD) i 2.700 (DA). A cada escala I'avio pot carregar un maxim de 40.000 litres de
combustible, amb uns costos per litre iguals a 88, 15, 105195 u. m. a A, B, Ci
D, respectivament. La capacitat del diposit de I'avio és de 48.000 litres. Al final
de cada tram, per raons de seguretat, el diposit ha de contenir un minim de
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2.400 litres de combustible. El consum de combustible per km és igual a 4+
(nivell mitja de combustible durant el vol)/2.000 litres.

Es tracta de determinar el pla optim d'aprovisionament de combustible, primer
en el suposit que el circuit només es fa una vegada i, després, en el suposit que
es fa diariament.

Aproximem el nivell mitja de combustible durant el vol amb la mitjana entre el
valor inicial i el valor final.

Comencem pel cas que el circuit només es fa una vegada i suposem que el
diposit conté inicialment 2.400 litres.

Variables (totes >0):

X4, Xg, Xpr X, litres de combustible carregats a cada escala.

S4. S5, S0, S, contingut del diposit en arribar a cada escala.

Model:

minimitzar 88-x, +15-x; +105-x, +95-x,
4 (2.400+ x , +55)/2}

s.a 55;=2400+x, -1 .500{

2.000

5= 5, +x, 1700 a4 18T Xe*50) /2
2.000

S, =5, +x.—-1.300 4+w
2.000

S, =S, +X,—2.700 44150+ Xp*84)/2
2.000

2.400+ x, < 48.000

S+ x. £48.000 (*=B,C.D)

Xx. £40.000 (*=AB,C,D)

s >2.400 (*=A,B,C,D)

On la 5% restriccio és superflua, ja que x, <40.000.

La solucio optima té un cost de 6.165.983 u. m., amb:

Xa Xpg Xc Xp Sp S Sp Sy

12.480 | 40.000 |6.359,45| 40.000 2400 [12.336,84| 5.600 2.400

Si el circuit es repeteix diariament, el contingut de combustible a A passa a ser
una variable (és a dir, s'ha de modificar la 1? restriccio del model, substituint-hi
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2.400 per s,). La solucio optima coincideix amb la corresponent al suposit que
el circuit es recorre una sola vegada.

La navegacio maritima &s una activitat amb un alt consum de combustible que
genera emissions importants de particules i de gasos d’efecte hivernacle. Com
que el consum i les emissions augmenten més que proporcionalment amb la
velocitat del vaixell, reduir-la tant com sigui possible afavoreix la reduccio de I'un
i de les altres. Tanmateix, s clar que la velocitat de navegacio esta condicionada
pels terminis i pels costos, que augmenten amb la durada dels trajectes.

TRO4.2. Cremar benzina: solcar els mars

Donada una ruta maritima que consisteix en una sequencia determinada de n
ports, amb una finestra temporal per a I'arribada del vaixell associada a cada port
(le,.1.], k=1,..,n,amb e =/ =0) i amb una distancia d, (k=1...,n-1 d'un
port al seguent en la sequéncia, es pot obtenir estalvis mitjangcant I'optimitzacio
de la velocitat a cada tram de la ruta.* Aquesta velocitat ha de pertanyer a l'in-
terval [, V,,1, dintre del qual el consum de combustible per unitat de temps és

una funcio clbica de la velocitat i, per tant, el consum per unitat de longitud és
una funcid quadratica (i convexa), f(x) .

S’hauria de tenir en compte un temps de servei a cada port, pero com gue a
I'article de Fagerholt et a/. en prescindeixen nosaltres tampoc no el tindrem en
compte, tot i que no costaria gaire.

Tal com s'ha descrit el problema, el més immediat és adoptar com a variables
les velocitats entre cada port i el seguent, v, (k =1,...,n=1), i els instants d'arri-

bada a cada port, #, (kK =1,...,n), amb ¢, =0:

Mvt

n-1
minimitzar " d,f(v,)

k=1

s.a t,,, 2t +d, /v, k=1..n-1
V. <v, <V, k=1...,n-1
e <t </, k=2,..,n

Es tracta, per tant, d'un programa no lineal (funcio objectiu i restriccions) convex.

4 Aquest problema es descriu i es tracta a Fagerholt, K., Laporte, G., Norstad, |. (2010), “Reducing
fuel emissions by optimizing speed on shipping routes”. Journal of the Operational Research So-
ciety, 61, 523-529. Les diferents formes de resoldre’l que s’exposen a continuacio son un resum de
les proposades en I'article, amb canvis lleugers en la notacio.
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Ara bé, en comptes de les v, podem fer Us de unes noves variables
7, (k =1,...,n=1, corresponents al temps de desplacament entre un port i el
que el segueix a la sequéncia:

Mzt

n=1
minimitzar » d,-g,(z,)

k=1

s.a G2t +7, k=1..,n-1
a VvV, <t <d IV, k=1..n-1
e <t </, k=2,..n

on les funcions g, , que també& son convexes, s'obtenen a partir de la funcio 7
mitjancant la relacio d, =v, 7, .

Agquest model també és no lineal, pero les restriccions son lineals.

Un enfocament alternatiu i completament diferent es basa a discretitzar el inter-
vals [e,,/,] i construir un graf polietapic en quée cada nivell correspon a un port i

en que els vertexs de cada nivell son els instants que, en nombre finit, repre-
senten la finestra temporal corresponent (a la primera etapa només hi ha un
vertex, corresponent a |'estat inicial). Els arcs van dels vertexs d'un nivell als del
seguent, pero nomeés en el cas que l'interval de velocitats disponibles permeti
anar des de I'instant / del port k£ a l'instant / del port & +1. Cada arc té associat
un cost que es calcula multiplicant la distancia entre els ports pel valor de la
funcio 7 corresponent a la velocitat requerida per anar de £ a £ +1 en un temps
J/ —17. Aleshores, es tracta de calcular el cami minim, en aquest graf polietapic,

entre I'Unic vertex del primer nivell i els de I'UlItim. Aquest calcul és facil i rapid,
i és valid amb independencia de les propietats de la funcio 7 La contrapartida de
tots aquests avantatges és que, en discretitzar, la solucio optima obtinguda no
sempre coincideix (de fet, &s molt poc probable que coincideixi) amb la solucio
optima del problema plantejat amb variables continues, i la diferencia tendeix a
ser més gran com meés gran és el valor dels intervals temporals adoptats en la
discretitzacio.

A l'article es descriu un experiment computacional del qual es desprenen les con-
clusions seguents: (i) el model Mzt es resol amb menys temps que el Mvt; (i)
pera n=16a Mrt varen caldre 430 ms; (i) amb una discretitzacio de 20 punts
per cada finestra, el temps de calcul fou d'uns 2 ms, amb una diferencia de
nomeés el 0,4 % entre el valor optim del model discretitzat i el del model de
programacio no lineal. Es clar que si només es tracta de resoldre aquest pro-
blema aquesta diferencia en el temps de calcul és irrellevant; pero no ho és si
aquest problema és un subproblema, que s’ha de resoldre un nombre elevat de
vegades, en el marc d'un problema més general: donats uns ports i unes fines-
tres temporals, determinar la ruta optima i les velocitats de navegacio en cada
tram de la ruta.
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Una possibilitat no explorada en I'article a que ens referim és linealitzar el model
Mzt mitjancant la tecnica de programacio separable convexa (vegeu VI06), que
consisteix essencialment a substituir la corba no lineal i convexa per una linia
poligonal. A costa d’augmentar el nombre de variables i d'obtenir un valor optim
possiblement no coincident amb el que proporciona Mrt, convertim el pro-
grama no lineal en un programa lineal. La discrepancia amb 'optim de Mzt es
pot reduir tant com convingui augmentant el nombre de trams de la linia poligo-
nal i, per tant, el nombre de variables.

Els dos problemes seguents tenen en comU que es refereixen a la localitzacio
d'un recurs en un espai unidimensional,® per la qual cosa la resolucio en resulta
particularment senzilla i, en consequencia, l'interes que puguin tenir es deriva
basicament de la situacio que s'hi planteja. Tanmateix, en el TR05.1 es pot apre-
ciar la diferencia entre optimitzar una decisio individual, en un context donat con-
siderat estable, i el resultat a que pot conduir un conjunt de decisions individuals
prou nombroses per modificar el context.

TRO05.1. Localitzacié: un lloc per viure

P ha aconseguit un lloc de treball que considera estable i en el qual pensa ro-
mandre fins que es jubili. Ara vol decidir la localitzacio del seu habitatge perma-
nent. El cost anual equivalent d'un habitatge depen de la distancia, x
quilometres, al quilometre 0 del pais, segons una funcio convexa, diferenciable,
positiva i decreixent, ¢, (x). D'una altra banda, el cost que P considera equiva-
lent al temps invertit anualment en els desplacaments d'anada i tornada des del
seu domicili al lloc de treball segueix una funcio, ¢,(x), convexa, diferenciable,
positiva i creixent. P fa sempre aquests desplacaments amb transport col-lectiu,
la qual cosa li suposa un cost anual ¢; si z,,<x<z (/=1..,n,amb z,=0,
on les z son els limits de les zones tarifaries 1 a 7 (P exclou la possibilitat d'anar
aviuremésenllade z,)ic >c,_, (i=2,..,n) .

P ha de trobar el valor optim de x, x , en l'interval [0, z,] de la funcio definida
per les expressions:

o,X)+o (X)+c (2, <x<z)i=1..n

Com que la suma de funcions convexes és convexa, |'optim de cada una
d'aquestes expressions s'obté en resoldre I'equacio ¢;,(x)+ ¢;(x) =0. Sigui x
el valor que anul-la aquesta suma de derivades i x; , el valor bptim en I'interval

Z.

L SX<2Z:

5 Com en el OPO05.
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X<Z =X =2,,2,,SX<2, =X =X, X>2, =X, =2,—¢

(on £ >0pera/=1,...,n evita que la residencia se situi en la zona tarifaria / +1
quan aixdo no conve).

Aleshores, només cal comparar els valors optims de les n zones tarifaries per
trobar la millor localitzacio residencial per a P.

Per exemple, amb ¢, (x) =", ¢, (x)=0,27€"%", ¢, =0,02/ i n=4 (amb
z,=15,2,=30, z, =45, z, =60, resulta que el minim de ¢, (x)+ ¢, (x) és per
a x =20,5395 i, per tant, x, =15—¢, x, = 20,5395, x; =30, x, =45 amb uns
costos anuals respectivament iguals a 1,2452, 1,2615, 1,2928 i 1,3817. Per tant,

la localitzacio optima de I’'habitatge de P és just abans del quilometre 15, en el
limit de la zona 1.

Mesures per reduir els costos associats als desplacaments (transports col-lec-
tius més rapids i comodes, reduccio de tarifes, promocio del teletreball) tindrien
I'efecte, si no canviés ¢, (x), d'allunyar del quilometre 0 I'emplacament optim

de la residencia de P.

Ara bg, si les persones que es troben en una situacio com la de P, o similar, i
determinen I'emplacament optim amb procediments semblants son prou nom-
broses, amb mesures com les indicades la demanda d'habitatge es desplacaria
del centre cap a la periferia, la corba de costos de |I'habitatge es reduiria prop de
I'origen i augmentaria a partir d'algun valor de la distancia al centre. Per tant, la
decisio que seria optima en el suposit que les dades inicials no es modifiquen
podria no ser-ho a la llarga.

TRO05.2. Localitzacié: i un lloc per consolidar els residus organics

S’ha de decidir la localitzacio optima d'un centre de consolidacio, C, per a la
recollida dels residus organics que es generen uniformement al llarg de la carre-
tera coneguda com a Eix Longitudinal.

Els residus es recullen amb furgonetes, les quals poden portar els continguts al
centre de tractament, T, situat a I'extrem occidental de I'Eix, o a C. Els residus
acumulats a C seran transportats en camions de gran tonatge a T. La relacio
entre el cost de transport per unitat de pes i unitat de longitud amb camions de
gran tonatge i el cost de transport amb furgonetes és iguala p (< 1.

La diferencia entre els costos de transport amb furgoneta i el costos amb ca-
mions de gran tonatge és el que justifica I'existencia del centre de consolidacio.

Considerem, sense perdua de generalitat, que la longitud de I'Eix és igual a 1.
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Les furgonetes han d’'anar a T o a C, segons el que sigui millor pel que fa al cost
de transport.

Si C se situa en el punt d'abscissa x s'hi han de descarregar tots els residus
generats a la seva dreta i una part dels generats a la seva esquerra (és a dir, els
generats entre x—90 1 x, on x—0 és el punt en qué é&s indiferent portar els
residusa Coa T. Els compresos entre 0 i x —¢& aniran directamenta T.

Enelpunt x —6 és indiferent dur els residus directamenta T o dur-los a C i des

deCaT: x-8=6+px,don 6:%-(1—,0)-)( [ X—§=%-(1+p)-x

Per tant, I'Eix es pot considerar dividit en tres trams:

De 0a x -0, els residus del qual aniran directament a T.
De x -6 a x, els residus del qual aniran a C, des de I'esquerra.

De x a 1, els residus del qual aniran a C des de la dreta.

o  —

X -

<1+ O

|

c)‘=1+—p»x 5:1_—"’-,\« 1-x
2 2

El cost total de transport sera la suma dels corresponents a aquests tres trams
més el de dur a T els residus acumulats a C.

Si la funcio de densitat de distribucio dels residus és Alu) (0 < <1), el cost de
portar els residus a un dels extrems d'un tram de longitud L (<1) és igual al

L
producte del cost unitari del transport per IO hlu)-uadu , que amb Alu) =1 ésigual

al-LZ.
2

Per tant, els cost total de transport (dividit pel cost unitari de transport amb fur-
goneta) és:

2 2
l. 1+_’0X +l. ’I__pX +l'(1—X)2+p'1—X+‘]_—p'X X =
2\ 2 2\ 2 2 2

311 ,), 1
Se—p——p? X = (1= p)x+—
[4 5P 4p) (1-p) >
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Aqguesta expressio correspon a una parabola convexa, el minim de la qual es
troba en el punt de derivada nul-la (en el suposit que hem exclos, p =1, aquesta
expressio es igual a 1/2 , independentment de la posicio de C, que, en aquest
cas, no resultaria de cap utilitat amb vistes a la reduccio dels costos de trans-
port):

La taula seguent mostra els valors de x" i dels costos corresponents (dividits
pel cost unitari de transport amb furgoneta):

P 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0,7 0.8 0.9 1,0
x" 0,667 0,645 |0,625|0,606|0,588|0,571|0,556 | 0,541 0,526 | 0,513 | [0, 1]
Cost |0,167(0,210{0,250| 0,288 | 0,324 | 0,357 | 0,389 | 0,419 | 0,447 | 0,474 | 0,500

Avaluada la repercussio en el cost del transport implicada per la instal-lacio de
C, se'n podria determinar la rendibilitat, sabuts els costos d'inversio i d'explota-
cio del centre.

TROG6. Piscicultura

La piscifactoria TRUFLUSA cria i ven truites de riu. L’'empresa disposa d'unes
instal-lacions amb 3 piscines. Els peixos romanen 7 dies a cada una, transcorre-
guts els quals es venen o, en el cas de les piscines 1 i 2, passen a la piscina
seguent per continuar creixent. La demanda de truites és suficient per absorbir
qualsevol quantitat que TRUFLUSA pugui posar a la venda als preus del mercat.

Les dades (pera /=1,...,3) son:

o preu dels alevins

capacitat de la piscina, en nombre de peixos
. taxa de mortalitat, per al periode de 7 dies

O preu de venda dels peixos que surten de la piscina

g quilo de pinso que consumeix un peix en el periode de 7 dies

C cost per a TRUFLUSA d’un quilo de pinso

/

TRUFLUSA desitja un model que li permeti determinar la politica optima en
regim permanent i aplicar-lo amb les dades seguents:

0, =0,10



/ 1 2 3

N, 10.000 9.000 8.500
m, 0,10 0,05 0,01
p; 0,5 15 4,0
g, 0,8 1,4 2,0
c, 04 03 0,2

Totum Revolutum %

Variables:

X, - entrada a la piscina / (nombre d'alevins o de peixos)
v, - vendes de peixos

Model:
3 3
maximitzar " 0,v, — Po-X, — D KX,
/=1 /=1
sa X, =(1-m)x,—v,
Xy =(1-m,)-x, -V,
vy =(1=my)-x,
x, <N, 71=1..3

On «;x; =c¢ —J. slx,,m;,t)dt; k; = ( I six;,m; fa’fj, amb s(x;,m,,t)

igual a I'estoc de peix a la piscina a l'instant 7 (0 <t < 7). Aquesta funcid t&é com
a parametres |'estoc inicial, x;, i la taxa de mortalitat en 7 dies, m,. La forma

de la funcio depen de la distribucio al llarg del temps de les morts dels peixos,
sobre la qual I'enunciat no dona cap indicacio. Si suposem que |'estoc decreix

linealment, tenim s(x,,m/.,r)=x,-(1—i-m,.j I K, =Cq, (1——} Si suposem
T 2
que la taxa de mortalitat al llarg del temps és constant, igual a x , tenim:

0’5=—,u-0’f;5=X,-e""’;X,-(1—m,)=X,-€7“'T;,u=l-|ﬂ ! K== ,G,L
7 1-m, In(1—=m,)

/

Amb aquest darrer suposit s'obté la solucio optima:

amb la funcio objectiu igual a 23.630,15 u. m. (cada 7 dies).

/ 1 2 3
X 10.000 9.000 8.500
Vi 0 50 8.415
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La planificacio de plantilles és d'una gran importancia en totes les organitzacions
que requereixen persones amb nivells d'expertesa alts i que sovint s'han de
formar, si més no en part, dins de I'organitzacio mateixa. Es el cas d'universitats,
centres de recerca, consultores estrategiques o clubs esportius, per exemple.
La manca de planificacio pot produir una crisi més o menys greu a |I'organitzacio,
perque es pot trobar mancada d'elements fonamentals en la seva estructura o
per la necessitat de contractar personal extern ja format, possiblement amb cos-
tos alts i amb alguna dificultat d’integracio en el sistema.

TRO7. Cicles de vida

El personal del centre de recerca Eureka esta classificat en 3 categories. Eureka
compta araamb n, (/ =1,...,3) persones de cada categoria i aquesta plantilla és

I'adequada per a l'activitat prevista per a |'exercici actual. La direccio del centre
ha establert unes fites minimes per a les esperances matematiques del nombre
de persones de cada categoria a la plantilla en els dos exercicis seguents
(r, t=2,3;/=1..,3). Els costos de contractar, mantenir en plantilla durant un

exercici i acomiadar son, respectivament, per a cada persona de la categoria /,
c,m,a (i=1..,3).

Al final de cada exercici, algunes persones abandonen voluntariament el centre.
Les altres son avaluades per la direccio d'Eureka, la qual determina, en el cas de
les categories 1 i 2, si tenen o no merits suficients per passar a la categoria
immediatament superior. Per experiencia, la direccio té una estimacio de les
probabilitats corresponents a les persones de la categoria / que es volen quedar
i no tenen merits suficients per passar a la categoria /+1 (z,,/=1,...,3; en el

i
cas de la categoria 3 son totes les que es volen quedar, ja que no hi ha una
categoria més alta) i a les que es volen quedar i tenen els merits per ser promo-
gudes (7 / =1,2). La direccio té la facultat d'acomiadar, al final de cada exer-

J+1r
cici, les persones que considera convenient; les que no son acomiadades i tenen
merits per ser promogudes passen, |'exercici seguent, a la categoria immedia-
tament superior a la que tenien.

Els valors numerics son els seguents:

/ 1 2 3
n, 400 100 30
T 300 120 40
Iy 350 200 70
fof 5 40 60
m; 15 50 70
a 0 200 300




Totum Revolutum %

7
iy jo 1 2 3
1 0,60 | 0,20 -

2 - 0,80 | 0,10

- - 0,95

Variables:

- x,€Z,, nombre de persones de categoria / contractades a l'inici de
I'exercici ¢ (¢ =1,...,3;/=1...,3)

- y,€Z,, nombre de persones de categoria / que no podrien ser promo-
gudes a la categoria /+1 acomiadades al final de l'exercici t (¢ =12;
- y,€Z, nombre de persones de categoria / que podrien ser promogu-

des a la categoria /+1 acomiadades al final de I'exercici t (t =1,2;/ =1,2)

- 5,20 esperanca matematica del nombre de persones de categoria /
en plantilla durant I'exercici ¢ (t =1,...,3; /7 =1,...,3)

3 3 3 3 2 3 2
minimitzar > "> ¢, -x, + . > .m;s, +Z( a-y,+ Za,--y,,)
t=1 /=1 t=1 /=1 t=1\/=1 /=1
s.a S, =N, + X, /=1..3
S = TSean T X = Vi =23
;
Sr/ = Z i .St—lk + X[/' - y[—1,/'—1 - yt—l/’ t= 2'3;/ = 2""’3
k=i-1
S, >, t=2,3/=1..3
Vi S8, t=1,2,/=1..3
Vi ST 1Sy t=12/=1..2

La solucio optima obtinguda té un cost de 50.848,25 u. m., i consisteix a aco-
miadar, al final del 1r exercici, 40 persones de la categoria 1 entre les que pas-
sarien a categoria 2, contractar-ne 60 i 2 de les categories 1 i 3, respectivament,
en el 2n exercici, i 170, 44 i 20 de les categories 1, 2 i 3, respectivament, en el
3r exercici.
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60 170

i 240 180
Categoria 1 | 400 = 300 = 350
80-40=40 60 44

30 26
Categoria 2| 100 = 120 = 200
10 i 12 Zf
Categoria 3| 30 265 = 40,5 6400 170,475

Aquest problema té una certa relacio amb REO3, en la mesura que tots dos es
refereixen a la planificacio de plantilles. Tanmateix, els sistemes i les regles de
gestio son ben diferents.

Hi ha empreses que, si més no per a alguns dels seus productes (maquinetes
d'afaitar de capcals renovables, per exemple), adopten una estrategia que con-
sisteix a vendre a un preu molt baix, fins i tot inferior al de cost, un producte que
implica unes despeses significatives al llarg de la seva vida Util. Un cas similar
es el de la venda de cafeteres de capsules o de col-leccions amb lliuraments
setmanals, en que és habitual oferir el primer lliurament a un preu molt baix
(pero en aquest cas, només una proporcio de les persones que adquireixin el
primer lliurament adquiriran els successius). Un cas en certa manera simetric es
el de negocis que es basen en el cobrament anticipat (o0 en el compromis de
compres futures) de productes o de serveis, dels quals potser la compradora no
n'arribara a fer Us.

TRO8. La fidelitzaci6 tenia un preu

IMPRICAR ven, sense intermediaries, impressores domestigues d'un sol model
i, a un preu de 25 u. m., els Unics cartutxos de tinta amb que funcionen. L'ex-
periencia d'IMPRICAR indica que la vida Util d'una impressora &€s de 3 anys i que
la venda d'una impressora origina la venda d'un cartutx al cap d'1, 7, 13, 19, 25
i 31 mesos.
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Els costos fixos son de 3 milions d'u. m./any; les vendes previstes per a la im-
pressora, 500.000 unitats/any; el cost variable unitari de la impressora, 50 u. m.,
i el dels cartutxos, 3 u. m.

A quin preu minim ha de vendre les impressores per assolir un VAN = 0, amb
un tipus d'interes anual del 4 %?

Suposem que les previsions de venda de cartutxos han de correspondre a valors
mitjans, ja que no &s versemblant que el ritme del consum de tinta sigui el ma-
teix per a totes les impressores.

Perque el VAN sigui nul, els ingressos actualitzats associats a una impressora
han de ser iguals als costos (imputacio de cost fix més cost variable; suposem
que es paguen un mes abans de la venda de la impressora i suposem també
que el cost variable dels cartutxos es paga un mes abans de vendre'ls). Si P és
el preu de venda de la impressora, amb els suposits indicats s'ha de complir:

P 1 1 1 1 1 1
-+ 25/ —+ =+ gt 20+ 26 T 132
14/ M+ (+/° 1+ 1+ /) 1+ /) 1+ /)
3.000.000 1 1 1 1 1 1
“TE00 000 =t 7T RN Nt 2t |31
500.000 M+, +,° O+° 0+)) 1+ /) 1+ /)

1
on / és el tipus d'interes mensual, igual a 1,042 —1.

Elresultat és £ =-69,11. Es a dir, IMPRICAR podria regalar la impressora o fins

i tot afegir-hi uns diners, pero aleshores no podria assegurar que la persona que
comprés la impressora la faria servir, per la qual cosa cal que la cobri a un preu
que no sigui insignificant, com ara 49,99 u. m.

TRO9. En una galaxia molt llunyana

En el numero de desembre de 1997 de la revista //E Solutions (precursora de
I'actual /SE Magazine) es va publicar |'article “Cutting queues reduces costs and
generates cash”, signat per un professor d'una universitat estatunidenca, un
fragment del qual traduim a continuacio, amb lleugeres adaptacions.®

La responsable d'una planta industrial es disposa a comprar una nova
maquina per produir unes plaques per a ordinadors. Considera dues
maquines. La maquina A costa 20.000 $ i pot produir 10 plaques per hora;
la maquina B costa 60.000 $ i pot produir 11 plaques per hora. El material

6 En un examen de 1998 es donava aquest fragment a |'estudiant i se li demanava que indiqués els
suposits implicits que feia I'autor del text, que digués la seva opinido sobre els suposits implicits i
explicits i, finalment, que enunciés uns suposits que li semblessin més raonables i digués, d'acord
amb aquests suposits, quina maquina consideraria més recomanable.
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per a cada placa arriba a una taxa de 8 h' i el cost per a I'empresa de
cada hora d'espera d'aquest material s igual a 20 $.

Moltes responsables, en aquesta situacio, optarien per la maquina A, te-
nint en compte que la maquina B és tres vegades més cara i malgrat aixo
produeix només un 10 % meés, o una placa per hora més. Mitjancant la
utilitzacio d'un model de cues la responsable es podria adonar que &s el
contrari: la maquina A &s molt més cara que la maquina B. Amb la
maquina A, una placa passa un total de 30 minuts en el sistema; amb la
maquina B, una placa hi passa Unicament 20 minuts. Si la planta opera
en tres torns, 360 dies I'any, el cost de la maquina A (costos d'espera
més el cost de la maquina) és de 711.200 $/any, mentre que el de la
maquina B és només de 520.800 $/any. Aixi doncs, la companyia pot
recuperar el cost de la maquina en el primer any i encara estalviara
190.400 $ en el mateix any. En els anys seguents, ja recuperat el cost
de la maquina, els estalvis amb la maquina B pujaran a 230.400 $/any.

Fins i tot si la maquina B pogués produir només 10,5 plaques per hora,
seguiria sent més economica que la maquina A.

La produccio no pot passar de les 8 unitats per hora, ja que per més capacitat
que tingui la maquina només pot treballar amb el material que li arriba.

Si el material arriba regularment (a intervals de 7,5 minuts) i el temps de procés
es constant (i no superior a 7,5 minuts), que és el que més raonablement es pot
suposar en un context industrial, les unitats només estaran en el sistema mentre
siguin processades (6 1 60/11 = 5,45 minuts en les maquines A i B, respectiva-
ment).

Per tant, els valors dels temps d'estada en el sistema que figuren a l'article han
de respondre a altres suposits. Si els temps entre arribades i els temps de pro-
cés segueixen lleis exponencials, I'esperanca matematica del temps d'estada
en el sistema de les unitats és:
w1
H—A

on u és la capacitat de produccio de la maquina (esperanga matematica del

nombre d'unitats que pot produir per unitat de temps, en el suposit que no li
manca el subministrament del material i que, per tant, treballa ininterrompuda-
ment) i A la taxa d'arribades (esperanca matematica del nombre de vegades
que arriba material en una unitat de temps). Amb aquests suposits tenim:

! =—1 =0,5h =30 minuts
u,—1 10-8

W, =



Totum Revolutum %

1 :—1 :lh:ZOminuts
u,—A 11-8 3

W, =

Per tant, sembla que I'autor va suposar, sense fer-ho explicit, que arribades i
procés tenien caracter exponencial. Fa uns anys, el butlleti de I' Operational Re-
search Society (la societat cientifica més antiga del mon en I'ambit de la inves-
tigacio operativa, del Regne Unit) va publicar un article segons el qual les
persones que arribaven a les caixes d'un supermercat seguien, sense saber-ho,
tant pel que fa a les arribades com al procés, lleis exponencials; lamentablement,
I'autor de l'article no sabia que una cosa i l'altra tenen molt poques possibilitats,
si en tenen alguna, de regir-se per una llei d'aquesta mena. Pero resulta que els
models basics de la teoria de cues assumeixen lleis exponencials i, per motius
que sens dubte mereixerien ser analitzats, hi ha qui acaba confonent els models
matematics basats en suposits molt especifics amb la realitat mateixa.

Aleshores, sota aquests suposits, si el cost d'estada d'una unitat en el sistema
és el que indica l'article, els calculs son correctes.

Cost corresponent a A el primer any:
20.000+ 360-24-8%-20 =20.000+691.200=711.200 $
Cost corresponent a B el primer any:

60.000 + 360-24-8-%-20 =60.000 +460.800 =520.800 $

En el cas d'una maquina, B’, amb una capacitat de 10,5 unitats hora tindriem:

1 1

= =0,4 h =24 minuts
H,—A 106-8

W, =

amb uns costos, el primer any, de:
60.000 + 360-24-8-0,4-20 = 60.000 + 552.960 =612.960 $ .

Amb altres suposits sobre les distribucions del temps entre arribades i del temps
de proceés, arribariem a altres resultats. Amb temps entre arribades i temps de
processos constants, cada una de les 360 - 24 - 8 = 69.120 plagues produides
en un any passarien, respectivament, 1/10, 1/11i 1/10,5 hores en el sistema (és
a dir, estrictament el temps de procés a cada maquina, amb la qual cosa els
costos corresponents serien, també respectivament, 138.240, 125.672 i
131.657,1 u. m., i per decidir quina maquina seria més recomanable caldria més
informacio (vida Util de les maquines i tipus d'interes).
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Tot aixd suposant que tenir una placa esperant durant 1 hora tingui un cost de
20 $. En aquest cas, el cost de tenir una placa les 24 hores dels 360 dies supo-
sats laborables de I'any seria de 172.800 $, amb els quals podriem comprar 8,64
maquines A o0 2,88 maquines B. Francament, no és raonable. L'afany per predi-
car a favor de la reduccio d'estocs i de treball en curs, molt intens en el darrer
quart del segle passat, de vegades incorria en la desmesura.









Jugar

Gairebé tots els mitjans de comunicacio escrits, tant si son en paper com si son
digitals, publiquen passatemps de tipus diversos, com ara jeroglifics, mots en-
creuats o sudokus. Tambeé, si més no de tant en tant, problemes logics de difi-
cultat diversa, que sovint estan emparentats amb els mateixos sudokus. No
solen ser extraordinariament dificils per a cap persona avesada a aquest tipus
d'entreteniments, pero resoldre’ls via modelitzacio matematica pot resultar una
mica ardu o, si més no, laborios. Per aixo, aquesta mena de passatemps, mes
enlla d’entretenir-nos, poden ser molt Utils com a instruments per a aprendre a
modelitzar.

En primer lloc en veurem un exemple senzill i un altre de gens trivial pel que fa a
la definicio de les variables i la formulacio de les restriccions. Després, considera-
rem els sudokusi d'aquests, que no son altra cosa que casos particulars dels qua-
drats llatins, passarem, per acabar, als quadrats grecollatins, que varen comencar
com un entreteniment i es revelaren, ja cap a finals del segle xvill, com una classe
de problemes combinatoris de gran dificultat i d’interes teoric i practic.

JUO1. Minimastermind: la combinacié del cadenat’

Es tracta de determinar la combinacio (estrictament: la variacio) de 3 nombres
que permet obrir un cadenat. En tenim la informacio seguent:

835: Dos nombres d'aquests tres formen part de la clau, pero estan mal col-locats.
604: Hi ha, mal col-locat, un sol nombre que forma part de la clau.

326: Hi ha un nombre que forma part de la clau i esta ben col-locat.

310: No hi ha res correcte.

425: Hi ha un nombre que forma part de la clau, pero esta mal col-locat.

Definim dos tipus de variables:

" Publicat a I'edicio digital del diari La Vanguardia (setembre de 2017).
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x; €{0,11/=123;/=0,..9 =1 siinomés sia la clau del cadenat el digit /
ocupa la posicio /.

y; €{01} j=0,..,9 = 1siinomés si el digit / forma part de la clau.

Aleshores, es tracta de trobar la solucio del sistema d’equacions i inequacions:

9
> ox; =1 /=123

/=0

3
y/§2x// S3-y/ /=0,..9
/=1

Xig + Xp3 + X35 =0
Xig + Xp0 + X34 =0
Xig + Xpp + Xg5 =1
Xig + Xp1 + X5 =0
Xig + Xpg + X35 =0

VatVstVs=2
YVot+Vat+Ve=1
Vot Vatye=1
Yo+tyi+y;=0
Vot Va+Vs=1

El resultat que s'obté en aplicar un algorisme d'optimitzacio amb una funcio ob-
jectiu qualsevol (fins i tot igual a 0) &s x;; =X, =x,=1 i, per tant,

Vs =V =Vg =1, amb totes les altres variables iguals a 0. Es a dir, la clau del
cadenat és: 586

| aguesta solucio és Unica, perque en afegir la restriccio X, + X, + X35 <2 el
conjunt de solucions factibles és buit.

JUO2. L'anomenat Enigma d’Einstein?

En un mateix costat d'un carrer hi ha 5 cases contigues (cases 1 a b, d'esquerra
a dreta). Les cases son de 5 colors diferents, a cada una hi ha un terminal, hi viu

2 Publicat a I'edicio digital del diari La Vanguardia (setembre de 2017). El cercador Google ofereix
(25/09/2017) 13.700.000 resultats a partir de “Einstein’s puzzle"”. L'atribucio al popular cientific no
sembla que estigui justificada. Se suposa que costa molt resoldre’l, pero realment no n'hi ha per
tant, no és gaire més dificil que un sudoku. En canvi, modelitzar-lo com un programa matematic és,
com es veura, una mica espinos.

L’enunciat no coincideix totalment amb els que es troben habitualment a la xarxa. Per una banda,
hem procurat que la interpretacio sigui univoca. Per una altra, 'hem modernitzat en dos sentis: no
s'hi especifica el genere de les persones que viuen a les cases i hem substituit les marques de tabac
per tipus de terminals (actualment és més versemblant suposar que a totes les cases hi ha un ter-
minal, que no pas que totes les persones que hi viuen son fumadores).



Jugar %

una persona que té un animal de companyia i pren una beguda determinada. Els
5 terminals, les 5 begudes i els 5 animals son diferents, i les 5 persones (cada
una de les quals té& una nacionalitat Unica) tenen nacionalitats diferents.

Es disposa de les dades seguents:

DO01. La britanica viu a la casa vermella.

D02. La sueca té un gos.

DO03. La danesa beu te.

D04. La noruega viu a la primera casa.

DO05. L'alemanya tée un PC.

DO06. La casa verda és la que hi ha immediatament a I’'esquerra de la blanca.
DQO7. La persona que viu a la casa verda beu cafe.

DO08. A la casa on hi ha una tauleta hi ha un ocell.

D09. A la casa groga hi ha un telefon intel-ligent.

D10. La persona que viu a la casa del mig beu llet.

D11. La casa que té un telefon fix és al costat de la que hi viu el gat.
D12. El cavall &s al costat de la casa on hi ha un telefon intel-ligent.
D13. La persona que viu a la casa on hi ha un mobil beu cervesa.

D14. La persona que viu a la casa que té un telefon fix viu al costat de la que
beu aigua.

D15. La noruega viu al costat de la casa blava.

| es tracta de dir de quina nacionalitat &s la persona que té un peix com a animal
de companyia.

Els valors que pot prendre cada una de les variables (color, nacionalitat, beguda,
terminal i animal) son els seguents:

Color Blanc Blau Groc Verd Vermell
Nacionalitat Alemanya Britanica Danesa Noruega Sueca
Beguda Aigua Cafe Cervesa Llet Te

. N . _ Telefon
Terminal Telefon fix Mobil . . Tauleta PC
intel-ligent
Mascota Cavall Gat Gos Ocell Peix
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Representem, per a cada variable, cada un d'aquests valors amb els numeros 1
a b, des del valor de I'esquerra fins al de la dreta.

Es tracta d’omplir, de manera coherent amb les dades, una taula com la seguent:

Casa 1 2 3 4 5

1. Color

2. Nacionalitat

3. Beguda

4. Terminal

5. Mascota

Per tant, s'ha de posar a cada casella, respectant les condicions indicades, un ni-
mero de I'1 al . Totes les caselles han d'estar plenes, perque a cada casa corres-
pon un color, una nacionalitat, una beguda, un terminal i una mascota. Com que
les condicions inclouen que tots els colors, etc. son diferents, a cada fila de la taula
hi ha d'haver, una vegada i una sola, cada un dels valors de I'1 al 5.

La taula plena defineix, per tant, per a cada casa, de quin color &s i que conteé.

Podriem fer servir variables enteres i propagacio de restriccions (vegeu JUQ3),
pero I'enfocament que hem adoptat, com en tants altres problemes, &s formular
un model de programacio lineal binaria amb la peculiaritat de no tenir funcio ob-
jectiu (com el de JUO1).

Per a cada casella definim 5 variables x,, {0,1} (/,/,k =1,...5) que son iguals a
1 siinomes sila casella (/,/) pren el valor k.

S'ha de complir:

Es a dir, a cada casella hi ha d'haver un valor i només un i cada valor ha d'aparei-
Xer una vegada i només una a cada fila.

Aquestes restriccions no tenen en compte les dades D01 a D015. Aquestes son
de 4 tipus diferents:

— D04 i D10 vinculen la posicio d'una casa amb una caracteristica; per tant,
permeten definir directament el valor de dues variables (x,,, =1, x5, =1 1|,
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de retruc, el de les altres variables de les restriccions en qué intervenen
aquestes dues (que han de ser iguals a 0, perqué la suma de les 5 de cada
restriccio és igual a 1).

— D01, D02, D03, D05, D07, D08, D09 i D13 vinculen dos atributs a una casa
(s a dir, a una posicid) que no sabem quina és; en aquests casos, és Util

5

expressar la posicio de la casa que té I'atribut amb |'expressio Z/'-X,]k , que
/=1

ens dona la posicio de la casa en que la variable / té el valor k. Per exemple,

5 5

la condicio D01 es formula aixi: Z/'-XV5 =Z/-Xz/2 (les altres, és clar, analo-
/=1 /=1

gament).

— D06 vincula inequivocament la posicio d'un atribut a la d'una altre; és a dir,
la posicio de la casa verda és igual a la posicio de la casa blanca menys 1:

5 5

Zj-xv4 :Zj-)q/1 -1 (aquesta condicio, per cert, implica que la casa verda
/=1 J=1
no pot ser la 5 i que la blanca no pot ser la 1).

— D11, D12, D14 i D15 vinculen la posicio d'un atribut a la d'un altre, perd no
univocament. Per exemple (D11), la casa on hi ha un telefon fix esta al costat
de la casa on viu un gat, pero no saben si esta immediatament a I'esquerra o
immediatament a la dreta. S'ha d’'imposar, doncs, que la posicio d'una casa
és igual a la d’'una altra menys 1 o bé igual a la d'aquesta darrera més 1; aixo
es pot fer mitjancant les expressions que ens donen la posicio, pero resulta
una mica complicat. Una formulacio més senzilla és la seguent (I'exemple
correspona D11):

X < X501 X4 j1 < Xs ;12 T X552 (/=2...4), Xy51 S Xogp

El model té 125 variables i, sense comptar les dues igualtats corresponents a
D04 i D10, 79 restriccions.

Com ja hem indicat, en aquest cas no hi ha funcio objectiu i es tracta Unicament
de trobar una solucio factible, que s'obté immediatament i és la seguent:

Casa 1 2 3 4 5
1. Color Groc Blau Vermell Verd Blanc
2. Nacionalitat Noruega Danesa Britanica Alemanya Sueca
3. Beguda Aigua Te Llet Cafe Cervesa
4. Terminal Telefon in- | roptonfix | Tauleta PC Mobil
tel-ligent
5. Mascota Gat Cavall Ocell Peix Gos

Jugar %
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Aquesta solucio és Unica, com es pot comprovar mitjangcant I'addicio al model
d'una restriccio que imposi que la suma de les 25 variables iguals a 1 en aquesta
solucio és igual o menor que 24.

Per tant, la persona que té el peix com a animal de companyia és alemanya.

El popular passatemps conegut com a sudoku és una aplicacio ludica del con-
cepte de quadrat llati, que es remunta a Leonhard Euler. Un quadrat llati &s una
matriu quadrada d'ordre n en que cada casella conté un, i només un, dels n
simbols d'un conjunt i de manera que, a cada fila i a cada columna, cada simbol
hi figura exactament una vegada. Aquests quadrats es diuen llatins perque Euler
va fer servir com a simbols lletres de I'alfabet llati. Ronald Fisher va incorporar
el concepte en el disseny d'experiments (en el qual també poden intervenir els
quadrats grecollatins, dels quals tracta el problema JU04).

Construir quadrats llatins &s molt facil i el seu nombre creix molt rapidament
amb n. Les dificultats apareixen en imposar condicions addicionals, com ara que
algunes caselles tinguin un contingut predeterminat o que els continguts d'al-
guns conjunts de caselles tinguin una propietat especificada. En el sudoku es
tracta de trobar un quadrat llati d'ordre 9 en que cada una de les 9 matrius de
3 x 3 en que es divideix, la de 9 x 9 contingui tots el digits de I'1 al 9 i que les
caselles especificades a I'enunciat tinguin el contingut que s’hi indica.

JUO3. Sudoku

Es tracta de formular models matematics per a la resolucio de sudokus.

Podem formular un model de programacio lineal amb variables binaries:

Model S1

X, €{0,1} =1 siinomeés si el contingut de la casella (/,/) &s k (/,/,k =1,...,9)

9

k=1

9

/=1

9

ZX///( = 1 V/,Vk
/=1

h+2 [+2

Xy =1 Yk h=14,71=14,7

Amb 9% =729 variables i 49° =324 restriccions. El primer bloc de restriccions
imposa que a cada casella hi va un digit i nomeés un; el segon i el tercer blocs



corresponen a les condicions que caracteritzen el quadrat llati; el quart, a les que
caracteritzen el sudoku com a cas particular del quadrat llati.

Per resoldre el sudokucal feriguals a 1 les variables corresponents a les caselles
plenes de I'enunciat i aleshores trobar una solucio factible (que, si el sudoku esta
ben plantejat, ha de ser Unica).

Ara bg, el sudoku es pot modelitzar també d'una manera molt compacta si fem
Us de la condicio “totes diferents” (dif en la versio d'Excel en catala; a//diff en
altres programaris), que, com el seu nom indica, imposa que totes les variables
enteres d'un conjunt determinat i amb rangs de valors especificats tinguin valors
diferents).

Aquesta condicio no &s lineal, pero es pot linealitzar (com en el model S1 i en
molts dels models d'altres problemes considerats en aquest text). També es pot
tractar directament amb algorismes de propagacio de restriccions (constraint
programming), alguns elements del quals segurament apliguen moltes de les
persones que resolen sudokus, de la mateixa manera que Monsieur Jourdain
parlava en prosa sense saber-ho.

Podem fer-nos una primera idea del funcionament dels algorismes de propaga-
cio de restriccions a partir de les consideracions seguents. D'entrada, les case-
lles buides d'un sudoku son susceptibles de contenir qualsevol nombre de I'1 al
9, pero les condicions caracteristiques del joc permeten anar eliminant possibi-
litats (tots els nombres que ja figuren a la mateixa fila o columna o en alguna
altra casella de la submatriu de 3 x 3 a qué pertany la casella considerada). Quan
nomeés en queda una, podem fixar el contingut de la casella i aixo permet elimi-
nar possibilitats d'altres caselles. O beg, si queden poques possibilitats, podem
explorar les consequencies d'adoptar cada una d'elles i descartar les que desem-
boquin en una impossibilitat.

Amb la condicio a/ldiff podem formular el model seguent:

Model S2

x; €{1,2,...,9} contingut de la casella (/,/) 7,/ =1,...,9

/

a//d/ff(x/]; /=1...,9 ¥/
a//d/ff(x/]; /=1..9 V/
alldiff(x; i =h,...h+2,j=1,..1+2) h=14,7, /=147

Vi

Com en el model S1, els dos primers blocs de restriccions son les condicions
que caracteritzen el quadrat llati; el tercer, les que caracteritzen el sudoku com
a cas particular del quadrat llati.

Jugar %
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Tant el model S1 com I'S2 es resolen rapidament amb un programari apropiat,
sense diferencies significatives entre els sudokus que a la premsa o a les col-lec-
cions de passatemps son presentats com a facils o com a dificils, com es pot
comprovar amb els dos sudokus seguents (“facil” i “dificil”, respectivament, de
La Vanguardia del 28/05/2018):

7 6|4 5
8|3 1 5|8 9
1 5 3 7 2
419 2 119
2 1 1 9|6 718 2
4 9|2 6 218
3 4 1 3 4
4 2 6 913
7 1 718
Les solucions dels quals son:
9142|116 |5[8|3]|7 614119527 |8]3
836|972 (1|4]5 712 (5|18|3[1[9|4]6
117(5|8|4[3[2]|6]9 3(9|8|7(6|4]|5]2]|1
3(6|7|5[14]9]8]|2 86211956 |4|3]7
51287 |3]|9|4|1]|6 113|964 |7]|8|5]|2
4111912 |8|6|b5|7]|3 51714132 |8|1|6]|9
2|8 6517|1394 211171583694
65413987 ]|2]1 4186|2793 1]5
719131421658 91531416278

Un quadrat grecollati d’ordre n resulta de la superposicio de dos quadrats llatins:
un amb simbols del conjunt G i un altre amb simbols del conjunt £ (amb
|G|=|L|=n) i ortogonals entre si (és a dir, tals que cada parella del producte

cartesia G x L figura una vegada i una sola en les n? caselles de la matriu).

L'origen dels quadrats grecollatins, com un mer passatemps, es remunta al-
menys a 1725, pero el nom procedeix del fet que Leonhard Euler, en estudiar-
los anys més tard, va fer servir com a elements dels conjunts G i L, respectiva-
ment, lletres dels alfabets grec i llati.

Euler va arribar a trobar procediments per construir-los per a valors de n senars
o multiples de 4. Pero, com que per a n=2 és immediat que no existeix cap

346



quadrat grecollati i Euler no en va poder obtenir d'ordre 6, va conjecturar, cap el
1780, que no n'existien peravalorsde n =4k +2 (k =0,1,...) . Euler tenia raod pel

que faa n =6, pero aixo no es va poder demostrar fins I'any 1901 (Gaston Tarry,
amb un procediment d'enumeracio molt laborios).® Més tard encara, el 1960, es
va poder demostrar que la conjectura d'Euler no era correcta per a
n=4k+2(k=2.3,..)ique, per tant, existeixen quadrats grecollatins per a qual-
sevol n diferent de 2 i de 6.

El que havia comencat com un passatemps va resultat ser un problema combi-
natori extremament dificil i que té aplicacio en el disseny d’experiments i |'orga-
nitzacio de competicions. No sempre és aixi, &s clar, pero moltes recerques que
comencen sense cap connexio aparent amb possibles aplicacions practiques
acaben resultant molt Gtils.

JUO4. Quadrats grecollatins

Es tracta de formular la construccio d’un quadrat grecollati d’ordre 7 com un pro-
blema de programacio lineal amb variables binaries o amb restriccions alldiff ,
analogament a com s'ha fet en el cas del sudoku.

Model QGL1

X, €{0,1} =1 siinomeés sia la casella (/,/) hiha el simbol “grec” 4 i el simbol

“llati” &

M- 1M

>

X =1 VIV)

=1 VhVk

SR
=
SN

>

=1 VIiVh

-
n
>~
n

3

M-

X =1 V/VA

n
~
>0

<M:
>

-
n
>
n

=1 Vivk

3
3

>

=1 V/Vk

i
>
L

3 Una carta de Heinrich Schumacher a Gauss, de 1842, permet suposar que Thomas Clausen, aju-
dant de Schumacher, va trobar una primera demostracio de la conjectura per a n = 6, pero no hi ha
prou documentacio per tenir-ne la certesa (vegeu Brutau, J. M. Euler: idees seminals en combi-
natoria, a https://upcommons.upc.edu/bitstream/handle/2099.2/342/342_Article.pdf?).
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Amb n* variables i 6:n% restriccions.

El primer bloc de restriccions imposa que a cada casella hi hagi una i una sola
parella grecollatina; el segon, que cada parella grecollatina figuri una vegada i
una sola en el quadrat; el tercer i el quart, son les condicions de quadrat llati per
als simbols “grecs” i el cinque i el sisg, les condicions de quadrat llati per als
simbols “llatins”.

Model QGL2

g; €{01,...,n=1} simbol “grec” ala casella (/,/) 7,/ =1,...n
r; €{0,1,...,n=1} simbol “llati" a la casella (/,/) /,/ =1,....n

p; € {0,1,...,/72 —1} parella “grecoromana” ala casella (/,/) 7,/ =1,....n

a//d/'ff(g,/; Jj="%...n ¥Yi
a//d/'ff(g,/; f=1...,n VYJ/
alldiff(r,; j =1,..n) ¥/

Vi

alldiff(r;, 7 =1,..n) Vj

p;=ng; +1 Yivy
a//o’/'ff(p,/; f="N..,n7=1..n

Tant en un model com en |'altre podem reduir variables i simetries si fixem una
fila, per exemple, la primera:

a A BB yC 6D =

i una columna d’'un dels dos quadrats llatins (per exemple, els simbols “grecs”
de la primera columna).

Els procediments de modelitzacio i de calcul que han resultat molt eficients per
resoldre la immensa majoria dels problemes presentats en aquest text, no ens
han donat sempre tan bon resultat en intentar trobar quadrats grecollatins (ob-
tenir-ne un d'ordre 10 requereix, amb qualsevol dels dos models proposats, molt
temps de calcul). | &s perque els algorismes d'optimitzacio, en aquest cas, aca-
ben funcionant com a procediments d’enumeracio. El balsam de Ferabras, remei
infal-lible i universal en qué creia el Quixot, encara no s’ha inventat. | tampoc el
seu equivalent en el camp dels algorismes.

De tota manera, es pot dedicar molt temps de calcul a trobar un quadrat greco-
llati d'un ordre determinat, perque una vegada el tenim es pot desar i ja no caldra
que repetim mai més els calculs.

Tot aixd no obstant, amb CPLEX 12.8 i un PC, amb el QGL1 (que ha funcionat
millor que el QGL2) hem trobat un quadrat grecollati d’ordre 8 amb 1 minut i 21



segons, iun d'ordre 9 amb 2 segons (aquests temps, obviament, seran diferents
amb un altre PC o amb un altre resolutori).

En tot aquest text hem procurat aplicar procediments de resolucio com més
generics millor, independents de les caracteristiques especifiques dels exem-
ples numerics tractats. Ara bé, en el cas dels quadrats grecollatins,* resulten
meés eficients procediments constructius basats en les seves propietats espe-
cifiques. Els més senzills son per als d'ordre senar, que podem obtenir, per
exemple, amb les expressions seglents:

g; =1/ =V+(/=0Imod n
r; =lln="1-(/ =) +(/ =lmod n

amb g,,r; €{0,...,n-1}, deles quals, pera n =9, resulta:

00 | M 22 | 33 | 44 | 55 | 66 | 77 | 88
18 | 20 | 31 | 42 | 63 | 64 | 75 | 86 | 07
7 38 | 40 | 51 62 | 73 | 84 | 05 | 16
36 | 47 | 58 | 60 | 71 82 | 03 | 14 | 25
45 | 56 | 67 | 78 | 80 | 01 12 | 23 | 34
54 | 65 | 76 | 87 | 08 | 10 | 21 32 | 43
63 | 74 | 85 | 06 | 17 | 28 | 30 | 41 52
72 | 83 | 04 | 15 | 26 | 37 | 48 | 50 | 61
81 02 | 13 | 24 | 35 | 46 | 67 | 68 | 70

Per descomptat, a partir d'aquest quadrat grecollati en podem generar molts
altres, per permutacio de files o columnes (o de files i columnes), fins i tot si
fixem la primera fila.

Pel que fa al quadrats grecollatins d'ordre 6, amb el model QGL1 i CPLEX 12.8 i
un PC, en 2 segons hem comprovat el que Euler va conjecturar cap el 1780 i
ningl no va poder demostrar fins que Tarry ho va fer el 1901, és a dir, que no
existeixen. Ja ho deia, i fa molts anys, aquell personatge de sarsuela: Aoy /as
clencias adelantan que es una barbaridad.

4 A Internet hi ha molta informacio al respecte, pero s'ha d'usar amb prudencia, perque no sempre
es fiable.
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