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PRESENTACION

“.. ha de saber matematicas,
porque a cada paso
se le ofrecerd tener necesidad dellas”.

Miguel de Cervantes, “Don Quijote de la Mancha”

En esta época de cambios, de aceleracién vertiginosa del ritmo de cambios segin se nos
hace observar, debe ser relajante recordar la inmutabilidad de algunos principios. En nuestro
caso, en los estudios técnicos, todos los planes de estudio viejos o nuevos, de ciclo corto o
largo, incluyen un curso de Célculo Infinitesimal, con un programa que incluye esencialmente
la diferenciacion e integraciéon de funciones de una variable real. Ademds conviene recordar que
las matematicas tienen un gran caracter formativo, que habitia a plantearse los problemas con
rigor v contribuye al desarrollo de un auténtico método cientifico de trabajo para el ingeniero.
El tratamiento concreto de una disciplina puede variar, y este texto elige un enfoque formal que,
si bien no tiene por qué seguirse al pie de la letra en la exposicién oral, permite al estudiante
disponer de un buen material docente con el que asentar su formacién.

Refrescando la memoria, recuerdo cuando durante el curso 1990-91, vy a fin de mejorar la
docencia, se inicié en la UPC la convocatoria de ayudas a la elaboracion de material docente.
El objetivo fundamental era mejorar la calidad del material de uso mads frecuente entre los
estudiantes. Se sabia que en la UPC habia materia prima suficiente para que surgieran una
buena coleccién de proyectos de elaboracién de textos docentes. A aquella primera convocatoria
se presentaron un gran numero de propuestas, por lo que el concurso fue especialmente selectivo.
La primera versién de este texto fue el resultado de uno de los pocos proyectos premiados en
ella.

Esta nueva version, ademas de incorporar las mejoras habituales que el paso del tiempo dejan
como poso, llega en un momento clave: en Cataluiia se ha completado la reforma educativa
consecuencia de la LOGSE y vya la totalidad de los alumnos que llegan a la universidad han
cursado el nuevo Bachillerato. Ellos serdn por tanto los principales usuarios de este texto. La
diversidad de itinerarios seguidos en la ensenanza secundaria hace previsible que los alumnos
accedan a la universidad con conocimientos de Calculo muy dispares. En el texto no sélo hay
materia suficiente para que cada centro docente pueda seleccionar la que mejor se adapta a
su programa y objetivos, sino también para que cada estudiante pueda recuperar el tiempo
perdido por los vericuetos de la LOGSE.

Barcelona, abril de 2000
J. Luis A. Yebra
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PROLOGO

La reforma en profundidad abordada recientemente en los planes de estudios de las carreras
universitarias ha producido, en lo que a las matemdticas se refiere, multiples efectos, entre los
cuales cabe destacar, por un lado, la compactacién de contenidos de asignaturas de estructura
anual a asignaturas de estructura cuatrimestral con objetivos similares y, por otro, una cierta
ruptura entre los contenidos de las materias en la ensenanza no universitaria respecto a las
materias de la ensenanza universitaria. Son miltiples y cotidianas las observaciones al respecto
que formula el profesorado, asi como las que, justificadas o no, se refieren a un cierto descenso
del nivel de los estudiantes que acceden a la universidad.

Lo que parece meridianamente claro es que la ensenanza de las matematicas en la universidad
se ha transformado sustancialmente, derivando desde las cldsicas “clases magistrales” a otro tipo
de sesiones m4s interactivas en las que se presentan y discuten los puntos basicos de cada tema,
dejando al trabajo personal del estudiante la posterior asimilacién de dichos conceptos y una
profundizacién hasta donde su tiempo y sus preferencias personales le permitan, consultando
para ello el material facilitado o referenciado por el profesorado de la asignatura. Pero esta
claro que esta nueva metodologia necesita de otro tipo de apoyos; hace falta un material docente
elaborado para que el estudiante pueda desarrollar satisfactoriamente esta actividad fuera de
las aulas; cada vez se le exige mas y, precisamente por ello, el objetivo de este texto es ser un
companero de viaje del estudiante en su aprendizaje del Andlisis Matematico de una Variable,
implementado en los contenidos de una asignatura del plan de estudios de su centro docente
universitario.

Con este objetivo y con las reflexiones sobre el tema que he podido llevar a cabo durante mi
experiencia de mas de veinte afios en la docencia de la materia en la Universitat Politécnica de
Catalunya, he escrito esta obra por encargo de Edicions UPC, aceptando el enorme reto que
ello supone por un doble motivo: en primer lugar por el nimero y la calidad de los textos ya
existentes sobre la materia, que hacen de la originalidad una utopia y del nivel de contenidos
un listén dificilmente igualable; en segundo lugar por el compromiso ante mis colegas en la
docencia de la materia, a los que en modo alguno pretendo dar lecciones sobre cémo debe
impartirse la asignatura vy a los que ofrezco este texto como fruto de mi propia experiencia
como docente, ddndome por enteramente satisfecho si les puede ser de alguna utilidad en su
actividad docente y siendo plenamente consciente de que su paciente y cuidada labor en las

o

aulas sera la responsable principal del aprendizaje de los estudiantes.
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Prélogo

Los contenidos que se desarrollan en este texto pueden considerarse divididos en cuatro

partes: Fundamentos, Funciones y limites, Célculo diferencial y Caélculo integral; se han
distribuido a lo largo de once capitulos, cuyo resumen se encontrard en la primera pagina de
cada uno de ellos. Cada una de las partes mencionadas abarca los contenidos que se describen
brevemente a continuacién.

Parte 1: Fundamentos.

Comprende los tres primeros capitulos. En el capitulo 1 se estudian los conjuntos R de los
numeros reales y C de los niimeros complejos; el conjunto R se introduce de forma axiomatica
como un cuerpo conmutativo totalmente ordenado y completo, estudidndose a continuacion
las propiedades mas relevantes de los numeros reales. Se justifica a continuacién la necesidad
de definir el conjunto C, se define en él una estructura de cuerpo conmutativo, se ve que no
puede ordenarse de manera andloga a los reales y se estudia C como espacio métrico.

El capitulo 2 estd dedicado a las sucesiones numéricas y sus propiedades en relacidén a un
concepto fundamental: el de limite de una sucesién. Asi, se estudian las propiedades de las
sucesiones convergentes, las sucesiones monétonas, las sucesiones parciales y su aplicacién
al estudio de la convergencia de una sucesion, y las sucesiones de Cauchy y su relacion con
la convergencia. Se ve asimismo la generalizacién del concepto de limite al caso infinito vy,
por ultimo, se trata la equivalencia de sucesiones, nocién que proporciona una metodologia
muy util para el cdlculo de limites.

El capitulo 3 trata de las series numéricas, esto es, las sucesiones obtenidas mediante
adicién ordenada de los términos de una sucesion; se estudian basicamente las propiedades
que caracterizan la convergencia de las series, las series de términos positivos, las series
alternadas, la convergencia absoluta, la convergencia condicional y, finalmente, las series de
numeros complejos.

Parte 2: Funciones y limites.

Consta de los capitulos 4, 5 y 6. El capitulo 4 inicia el estudio de un elemento basico del
Analisis Matematico: las funciones; asi, se define el concepto de funcién, los elementos que
la caracterizan y las operaciones con funciones. A continuacién se entra en otro concepto
esencial: el de limite de una funcién en un punto, sus propiedades y metodologia de célculo.
El capitulo se completa con la extension de la nocién de limite a valores de la recta real
ampliada, las formas indeterminadas, la equivalencia local de funciones y las sucesiones y
series de funciones, particularizando luego el caso de las series de potencias.

El capitulo 5 estd dedicado a otra nocién esencial: la de continuidad de una funcién en un
punto y su extension a un conjunto. Se define este concepto, se caracteriza adecuadamente
y se estudian las propiedades de las funciones continuas en un intervalo cerrado y acotado;
por ultimo se estudia la continuidad uniforme y la continuidad de las funciones limite de
sucesiones y series funcionales.

El capitulo 6 contiene un estudio exhaustivo de las denominadas funciones elementales
y sus propiedades més importantes. Se estudian con detalle la funcién exponencial real, el
logaritmo neperiano, las funciones exponenciales v logaritmicas generalizadas, las funciones
potenciales de exponente real, la funcién exponencial compleja, las funciones trigonométricas
y, por ultimo, las funciones hiperbdlicas.

Parte 3: Calculo diferencial.
El Céalculo diferencial se desarrolla en los capitulos 7 v 8. El capitulo 7 estd dedicado
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Prélogo 9

béasicamente a la nocién de derivada de una funcién en un punto, sus propiedades y al
cdlculo de derivadas. Asi, el capitulo se inicia con esta definicidn, las propiedades de la
derivada relacionadas con las operaciones entre funciones, relacién entre derivabilidad y
continuidad y criterios de derivabilidad y reglas de derivacién. Lo anterior se aplica a con-
tinuacién al estudio de la derivabilidad de las funciones elementales y se sigue con la nocién
de diferencial de una funcién y su aplicacién a calculos aproximados, terminando con un
breve estudio de las funciones definidas implicitamente y su derivacion.

En el capitulo 8 se desarrollan las propiedades més importantes de las funciones derivables
en un intervalo de R: determinacion de los extremos de una funcién a partir de la derivada,
teorema de Rolle, teorema del valor medio de Lagrange (o férmula del incremento finito) y
teorema del valor medio generalizado de Cauchy. Este teorema se aplica a la demostracién
de las conocidas reglas de L’Hopital para calcular limites de indeterminaciones en las que
intervienen funciones derivables. A continuacién se aborda la aproximaciéon local de una
funcion derivable mediante una funcién polindmica, aproximacidén que se conoce como
férmula de Taylor. Para terminar el capitulo se estudia la relacién entre convergencia
uniforme de una sucesion de funciones derivables y la derivabilidad de la funcién limite,
el desarollo de una funcién en serie de potencias y, finalmente, se dedica un apartado a
desarrollar algunas aplicaciones de interés de la derivada en los campos de la geometria,
cinematica, dindmica de fluidos y dindamica de poblaciones.

e Parte 4: Calculo integral.

Esta ultima parte comprende los capitulos 9, 10 y 11. En el capitulo 9 se introducen los
conceptos bésicos de la teoria de la integral de Riemann que hacen posible la definicién
rigurosa de integral de una funcién en un intervalo cerrado; a continuacién se estudian y se
caracterizan las funciones integrables y las propiedades bésicas de la integral de Riemann
respecto a las operaciones con funciones, el intervalo, el valor absoluto, culminando con los
teoremas del valor medio integral. Se estudia por ultimo la expresiéon de la integral como
limite de unas determinadas sumas (de Riemann) y la relacién entre convergencia uniforme
de una sucesién funcional e integrabilidad de la funcién limite.

El capitulo 10 tiene como objetivo basico el cdlculo de integrales mediante el concepto de
primitiva de una funcién y dos teoremas esenciales: la férmula de integracién por partes y el
teorema del cambio de variable; se ha procurado reducir al minimo indispensable el cdlculo de
primitivas, ya que es pura casuistica. Se estudian a continuacién las integrales dependientes
de un parametro o funciones definidas por integrales y, para terminar, se desarrollan
esquemadticamente algunos métodos de integracién aproximada y algunas aplicaciones de
la integral, centradas esencialmente en el calculo de dreas y volumenes.

En el capitulo 11 y dltimo se desarrolla la generalizacién del concepto de integral de
una funcién en un intervalo cerrado, en el sentido de ampliar alguna de les condiciones que
intervienen en la definicién de integral: cuando el intervalo no es acotado, o bien, cuando
la funcién no es acotada. Por ultimo, se estudian las funciones eulerianas y algunas de sus
aplicaciones.

En cuanto a la estructura de cada capitulo, se ha adoptado un modelo estdndar, subdivi-
diéndolo en apartados y éstos en secciones, indicadas mediante tres digitos que se utilizan como
referencia en el texto para ayudar a localizarlas; el primer nimero corresponde al capitulo, el
segundo al apartado y el tercero a la seccidn. Siguiendo las directrices de FEdicions UPC, en la
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6 Prélogo

parte superior de cada pagina par se indica el capitulo y en la de cada pdgina impar el apartado
correspondiente, lo cual facilita enormemente la rdpida localizacién del texto concreto que se
desee. Al final de cada capitulo se ha incluido una coleccién de ejercicios y problemas propues-
tos que complementan las cuestiones tratadas. Es imprescindible abordar la solucién de los
mismos para comprobar el grado de aprendizaje; en matemadticas es completamente utépico
esperar un aprendizaje completo de los temas sin “perder el tiempo” resolviendo ejercicios. Si,
ademads, se organizan debates para comparar soluciones y criticar su planteamiento, el grado
de aprendizaje se optimiza sin ningun género de dudas. También se ha incluido un conjunto de
referencias bibliogréficas comentadas, con el objetivo de facilitar una relacién de textos que, a
juicio de este autor, permiten ampliar conocimientos asi como contrastar otros planteamientos
alternativos de los diversos temas, lo cual recomendamos de forma especial. Por supuesto, asu-
mimos completamente que ninguna lectura que no se realice con interés proporciona provecho
alguno, asi como que los inicos conocimientos inttiles son aquellos que no se poseen. Al final
del texto se incluye la lista completa de referencias citadas en el mismo, asi como un indice
alfabético sobre los conceptos y resultados expuestos en el texto, con indicacién de la seccién
en la que se han introducido o desarrollado.

Quiero terminar estas lineas dejando constancia explicita de mi agradecimiento a algunas
personas que han intervenido directamente en la elaboracién de este texto, revisando paciente
v minuciosamente los originales v aportando valiosas sugerencias y comentarios sobre sus
contenidos, lo cual me ha permitido mejorarlo sustancialmente, asi como eliminar numerosas
imprecisiones y erratas que me habian pasado inadvertidas. A mi buen amigo Josep Ferrer
Llop, director del departamento de Matematica Aplicada I de la Universitat Politécnica de
Catalunya; a mi amigo y compafniero de departamento durante tantos anos Josep Gelonch Anyé,
profesor titular del departamento de Matemadtica de la Universitat de Lleida; a mi companera
Anna Maria Serra Tort, Catedrédtica del departamento de Matematica Aplicada III de la UPC
y, por ultimo, a mi companero Ernest Garriga Valle, profesor titular del departamento de
Matematica Aplicada y Telemaética de la UPC. También quiero agradecer muy especialmente
a mi amigo José Luis Andrés Yebra, director de I'Escola Universitaria Politécnica del Baix
Llobregat de la UPC, que haya aceptado escribir una presentacién a este texto y las palabras
amables e inmerecidas que me dedica. Por ultimo quiero dejar constancia de mi agradecimiento
a Edicions UPC por su esmerada labor en la edicién del texto y a la Universitat Politecnica de
Catalunya, por haberme encargado escribirlo.

Sant Joan Despi, mayo de 2000
Eusebi Jarauta
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CAPITULO 1
NUMEROS REALES Y NUMEROS COMPLEJOS

RESUMEN DEL CAPITULO

Este primer capitulo se dedica al estudio de los conjuntos R de los niimeros reales y C de los niimeros
complejos, como conjuntos de niimeros en los que se definen las nociones del Andlisis Matemdtico que
se desarrollan en los capitulos siguientes.

En el apartado 1.1 haremos un breve repaso de las nociones basicas relativas a otros conjuntos
numéricos importantes: los nimeros naturales, los nimeros enteros y los numeros racionales. En
el apartado 1.2 estudiaremos los axiomas de los niimeros reales, esto es, ciertas propiedades que
aceptaremos como ciertas y de las cuales obtendremos el conjunto de propiedades operativas de R
que desarrollaremos en el apartado 1.3, entre las cuales destacamos la arquimedianidad, la densidad de
Q en R, la representacion decimal y otras cuestiones topoldgicas basicas.

El apartado 1.4 se dedica al estudio de la representacion decimal de los nimeros reales, que es Ia
forma mds habitual de expresarlos; se justifica dicha representacion y se ilustra con algunos ejemplos.
En el apartado 1.5 se define una nocion esencial en Analisis Matematico: la de valor absoluto de un
numero real, que permite definir la distancia e introducir la topologia en R, las bolas o entornos y los
intervalos; en este apartado se estudian también otras nociones basicas como los puntos de acumulacion,
se demuestra el importante teorema de Bolzano-Weierstrass y se completa con la ampliacion de la recta
real mediante los “infinitos”.

Para terminar, en el apartado 1.6 se justifica la necesidad de definir los niumeros complejos, poniendo
de manifiesto las insuficiencias algebraicas de R; se define el conjunto C, se le dota de estructura de
cuerpo conmutativo y se estudian sus propiedades basicas. Se prueba que no puede ordenarse C de
manera analoga a R y se estudia C como espacio métrico.
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12 1. Numeros reales y nimeros complejos

1.1 PRELIMINARES

1.1.1 Para desarrollar los conceptos y los métodos del Anélisis Matematico, es preciso tener definido
con rigor el concepto de nimero. Se supone que el lector conoce los niimeros naturales, los niimeros
enteros y los nimeros racionales, su manejo y propiedades operativas. En este apartado, no obstante,
se recapitulan las propiedades bédsicas mas importantes relativas a dichos conjuntos de nimeros.

1.1.2 NUMEROS NATURALES. El conjunto N de los niimeros naturales, N = {1,2,3,...}, se supone
conocido de forma intuitiva, como aquel cuyos elementos “sirven para contar objetos o elementos”. Se
exponen a continuacién sus propiedades bésicas.

(N1) En el conjunto N estdn definidas dos operaciones internas: suma (4) y producto (-) que tienen
las propiedades:

1. Asociativa: (m+n)+p=m+ (n+p), (m-n)-p=m-(n-p);
2. Conmutativa: m+n=m-+n, m-n=n-m;
3. El producto tiene elemento neutro (elemento unidad): n-1=n;
4. El producto es distributivo respecto de la suma: m - (n+p) =m-n+m-p;
cualesquiera que sean m,n,p € N. Habitualmente se escribe mn para indicar el producto m - n.

(N2) N es un conjunto bien ordenado, con la relacién < (que se lee “menor o igual”), de modo que se
cumple: 1 <2<3<4<--- Es equivalente escribir n < m o bien m > n, cualesquiera que sean
m,n € N.

(N3) Las operaciones internas definidas en N son compatibles con dicha ordenacién, es decir, si m,n € N
son tales que m < n, entonces se cumplen: m+p <n+p y mp < np, cualquiera que sea p € N.

(N4) Todo subconjunto no vacio de N admite un primer elemento.
(N5) Todo mimero natural n tiene un siguiente, designado n + 1.
(N6) Todo nimero natural n # 1 tiene un anterior, designado n — 1.

(N7) (Principio de induccién completa). Si P es una propiedad relativa a los nimeros naturales tal
que P(1) es cierta y el hecho de ser ciertas P(1),P(2),---,P(n — 1) implica que P(n) también lo es,
entonces puede afirmarse que P(n) es cierta para todo niimero natural n.

(N8) En muchas ocasiones resulta cémodo considerar 0 como un nimero natural, esto es, definir los
numeros naturales como el conjunto N = {0,1,2,3,---}, en cuyo caso se modifican las propiedades
(N1), ya que entonces la suma tiene elemento neutro que es el 0, (N6) y (N7). En este contexto, se

escribe N* =N— {0} ={1,2,3,---}.

(N9) Hemos comentado que, intuitivamente, los nimeros naturales “sirven para contar elementos”;

veamos que, en efecto, es asi.

e Se dice que dos conjuntos son equipotentes cuando es posible establecer una biyeccion entre ellos.
Si los conjuntos son finitos, es claro que su equipotencia indica que contienen el mismo nimero de
elementos; en el caso de infinitud, la equipotencia generaliza esta idea.

e Un conjunto A se dice que es finito si existe una biyeccién entre A y el conjunto {1,2,...,n}, para
algiin n € N; el ntimero natural n se denomina entonces cardinal de A, notandose cardA. Cuando
un conjunto no es finito, se dice que es infinito.

e Un conjunto infinito A se dice que es numerable si es equipotente a N. Dicho de otro modo, un
conjunto es numerable cuando sus elementos se pueden numerar, esto es, el conjunto puede expresarse
de la forma A = {a1,a9,as,...,an,,...}. Son ejemplos de conjuntos numerables: N, el conjunto de
los naturales impares {2n—1,n € N}, el conjunto de los multiplos de 5, {5n,n € N}. Si un conjunto
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infinito no es numerable, se dice que es no numnerable.

1.1.3 EJEMPLO. Se trata de probar por induccién que la suma de los n primeros niimeros naturales
impares es n?, esto es, de probar la igualdad: 143454+ (2n — 1) = n?, cualquiera que sea n € N.
Para n = 1 la igualdad es evidente, asi como para n = 2. Supongdmosla cierta hasta n — 1, es decir, que
se cumple: 14+3+5+-+-+(2n —3) = (n — 1)2. Veamos que ello implica la igualdad para n. En efecto:

143454+ 2n—1)=1+3+5+-+(2n—3))+(2n—1) =
=(n-124+2n—-1)=n>-2n+1+2n—1=n?%

con lo que la igualdad queda probada.

1.1.4 OBSERVACION. El conjunto de los ntimeros naturales es insuficiente para ciertos propdésitos; por
ejemplo, para medir la longitud de un segmento s tomando como unidad la medida de cierto segmento
u. Ello sélo es posible y tiene sentido cuando s contiene un nimero “exacto” de veces la longitud de u
v 1no es posible en caso contrario. También resulta insuficiente para resolver ecuaciones algebraicas del
tipo ¢ +n = 0, siendo n € N.

1.1.5 NUMEROS ENTEROS. Para avanzar en la resolucién de la insuficiencia del conjunto de los
numeros naturales, se definen los nimeros enteros. El conjunto Z de los ntmeros enteros,

Z:{"'_37_27_1307172737"'}

se supone también conocido de forma intuitiva. Se detallan a continuacién sus propiedades béasicas.

(Z1) El conjunto Z tiene estructura de anillo conmutativo. Ello significa la existencia de dos operaciones
internas definidas en dicho conjunto: suma (+) y producto (-), que tienen las propiedades siguientes:

1. Asociativa: (a+b)+c=a+(b+c¢), (a-b)-c=a-(b-c);
2. Conmutativa: a +b=b+a,a-b="b-a;
3. Elemento neutro: a+0=a,a-1=a;
4. Elemento opuesto respecto a la suma: para cada a € Z existe un tinico elemento notado —a tal
que ¢+ (—a) = 0;
5. El producto es distributivo respecto de la suma: a-(b+¢)=a-b+a-¢
cualesquiera que sean a, b, ¢ € Z.

(Z2) Z es un conjunto bien ordenado, con la relacién <, de modo que se cumple:

S -3<-2<1<0<1<2<3< -+

(Z3) Las operaciones de Z son compatibles con dicha ordenacion, esto es, si a,b € Z son tales que a < b,
entonces a + ¢ < b+ ¢ cualquiera que sea ¢ € Z, y si ademas 0 < ¢, entonces a-¢ < b - c.

(Z4) Todo nimero entero a tiene un siguiente, designado a + 1.
(Z5) Todo nimero entero a tiene un anterior, designado a — 1.

(Z6) Puede incluirse N en Z, mediante la aplicacién inyectiva definida por: f(n) = n, para todo n € N;
con ello se cumple N C Z.

(Z7) El conjunto Z es numerable; para verlo basta considerar la aplicacién de Z en N definida por:

f(a) =2a, sia>0, y fla)=2(—a)—1, sia<0,
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14 1. Numeros reales y nimeros complejos

siendo inmediato comprobar que f es biyectiva.

1.1.6 OBSERVACION. Tampoco el conjunto Z de los niimeros enteros resulta suficiente para muchos
propositos. Por ejemplo, para resolver ecuaciones algebraicas de la forma ax = b, con a,b € Z,a # 0.

1.1.7 NUMEROS RACIONALES. El conjunto Q de los niimeros racionales,
a
Q= {Z/a,beZ,b#O}
se construye como el conjunto cociente de Z x Z* (Z* = Z — {0}) mediante la relacién de equivalencia:
(a,b) ~ (a',V) <= ab =a'b.

Recapitulemos las propiedades operativas mas importantes de Q.

(Q1) El conjunto de los racionales Q tiene estructura de cuerpo conmutativo. Ello significa que en Q
estan definidas dos operaciones internas:

d + be
= a_—l—(’; Producto :

bd

ac

a C
b d~ bd

Suma: — +

Ul

a
b
La suma cumple las propiedades: asociativa, conmutativa, tiene elemento neutro y cada nimero
racional tiene un unico elemento opuesto; el producto cumple las propiedades: asociativa, conmutativa,

distributiva respecto de la suma, tiene elemento neutro y todo racional no nulo tiene elemento simétrico
(inverso) respecto al producto. Reddctense como ejercicio los detalles de estas propiedades.

(Q2) El conjunto Q es totalmente ordenado; se define en @ una relacién de orden mediante:

< 5 <~ ad < be.

e

La ordenacion de Q con esta relacion es total, esto es, dados dos racionales cualesquiera x,y € Q siempre
es cierta una de las dos desigualdades: = < y o bien y < z.

(Q3) Compatibilidad entre el orden y las operaciones internas definidas en Q. Dados z,y € Q tales que
r <y, entonces para todo z € Q se cumple z + z <y + z y si 0 < z, entonces se cumple zz < yz.

., . . . . .2 . a

(Q4) Tnclusién de Z en Q. Puede incluirse Z en Q mediante la aplicacién definida por f(a) = —
1 3

para cada a € Z; con ello puede identificarse cada entero con su imagen mediante dicha aplicacién.
Estudiense como ejercicio las propiedades de la aplicacion f en relacién con las operaciones internas de

Zy Q.

1.2 AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES

1.2.1 Los nimeros reales aparecen de forma natural para dar respuesta a diversos problemas. Asi, por
ejemplo, para medir segmentos mediante nimeros racionales se toma un segmento v como unidad y
cada vez que se quiere medir un segmento s se procede asi: si se puede subdividir v en q partes iguales
de tal manera que sumando p veces una de estas partes se obtenga exactamente s, entonces la medida de
s utilizando v como unidad es el niimero racional p/q. Asi, por ejemplo, en la figura 1.1, si el segmento
unidad w se divide en tres partes iguales, la medida del segmento s es 7 de esas partes, con lo cual su
medida es 7/3.
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1.2 Axiomas de los ntimeros reales 15

1.2.2 Sin embargo, este proceso no siempre es posible llevarlo a cabo. Asi, por ejemplo, la hipotenusa
de un tridangulo rectangulo isdsceles no se puede medir tomando como unidad uno de los catetos. La
razén estriba en que, si se designa por z la medida de la hipotenusa, en virtud del teorema de Pitagoras,
x deberia verificar la ecuacién #2 = 12 + 12 = 2, y no hay ningiin nimero racional que la cumpla. En
efecto, para verlo, supéngase que un nimero racional x = p/q satisface dicha ecuacién, tomando los
enteros p y ¢ primos entre sf; entonces, deberfa cumplirse 22 = p?/¢? = 2, es decir, p? = 2¢% y por
lo tanto, p? es par y en conseccuencia p debe serlo también. Si se escribe p = 2a, entonces se cumple
202 = ¢? y, aplicando idéntico razonamiento, ¢ ha de ser par. Esto contradice la hipétesis adoptada
de que p y ¢ sean primos entre si. En definitiva, se ha probado que la ecnacién 22 = 2 no puede ser
satisfecha por ningin nimero racional (véase una demostracion diferente en el ejercicio 18) y con ello,
que los niimeros racionales resultan insuficientes para medir ciertas magnitudes.

Figura 1.1. Medida de un segmento con niimeros racionales

1.2.3 El problema de la inconmensurabilidad de segmentos puede expresarse de un modo alternativo:
fijado un segmento unidad, cualquier otro segmento puede representarse como un punto de una recta
con origen fijado (véase la figura 1.2). Desde este punto de vista, el problema anterior se expresaria
diciendo que los numeros racionales no “llenan” toda la recta; precisamente, los nimeros reales surgen
para dar respuesta a este problema. Tal como se verda mas adelante, esto puede formularse también en
términos de representacion decimal: los niimeros racionales tienen siempre una expresién decimal finita
o periddica, mientras que la de los niimeros reales puede ser infinita no periddica.

1.2.4 A continuacién se estudian las propiedades que caracterizan el conjunto de los nimeros reales
R, propiedades que se denominan axiomas y que pueden resumirse en la afirmacién siguiente: R es un
cuerpo conmutativo totalmente ordenado y completo. Estos axiomas pueden agruparse en tres grandes
bloques: el primero corresponde a la estructura algebraica de R, el segundo al orden en R y en el
tercero se encuentra una propiedad que ha de ser considerada como esencial en Anélisis Matemaético: la
completitud.

1.2.5 Axioma 1: R es un cuerpo conmutativo.
En el conjunto R se consideran definidas dos operaciones internas: la suma (+) y el producto (+), las
cuales satisfacen las propiedades siguientes:

(R1) La suma es asociativa: cualesquiera que sean x,y,z € R, se cumple =+ (y + z) = (x + y) + z.
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(R2) La suma tiene elemento neutro: existe un elemento de R, notado 0, tal que cualquiera que sea
z€R, secumple v+ 0=2=0+z.

(R3) Existencia de elemento opuesto: para cada z € R, existe un nimero real, notado —z y denominado
elemento opuesto de z, tal que x + (—z) = 0= (—z) + .

(R4) La suma es conmutativa: cualesquiera que sean x,y € R, se cumple z +y =y + .

(R5) El producto es distributivo respecto de la suma: cualesquiera que sean x,y,z € R, se tiene
x(y+ z) =y + x2.

(R6) El producto es asociativo: cualesquiera que sean x,y,z € R, se verifica z(yz) = (zy)z.

(R7) El producto tiene elemento neutro (denominado elemento unidad): existe un elemento de R,
notado 1, tal que cualquiera que sea x € R, se cumple z-1=x=1-x.

(R8) Existencia de elemento inverso: si x # 0, existe un nimero real, notado z !

y denominado
elemento inverso de x, tal que z(z™')=1= (2~ !)z.

(R9) El producto es conmutativo: cualesquiera que sean x,y € R, se cumple z -y =y - .

0 u a

Figura 1.2. Representacion de la inconmensurabilidad de segmentos

1.2.6 Axioma 2: R es un conjunto totalmente ordenado.

Vista la descripcién de R desde el punto de vista algebraico, se introducen ahora las propiedades de
orden. El enunciado de este segundo axioma significa la existencia en R de una relacién de orden, notada
< y leida “menor o igual que”, la cual satisface las propiedades que se detallan a continuacién.

(R10) Propiedad reflexiva: cualquiera que sea x € R, se cumple z < z.
(R11) Propiedad antisimétrica: dados x,y € R, si se cumplen z <y y y <z, entonces x = y.
(R12) Propiedad transitiva: si x,y,z € R son tales que =<y y y < z, entonces z < z.

(R13) La relacién de orden es total: dados dos numeros reales cualesquiera x,y, una de las dos
afirmaciones es siempre cierta: o bien z <y, o bien y < .

(R14) El orden es compatible con la suma: si z,y € R son tales que x < y, entonces para cualquier
z€ R secumple z + 2z <y + 2.
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(R15) El orden es compatible con el producto: si x,y € R son tales que x < y, entonces para cualquier
nimero real z tal que 0 < z, se cumple zz < yz.

1.2.7 OBSERVACION.

Es conveniente recordar que la notacion = < y significa que se cumplen dos propiedades: z <y y
x # y. Por otra parte, cabe indicar que se escribe x > y (“z es mayor o igual que y”) de forma
equivalente a y < x.

Teniendo en cuenta el orden definido en R, pueden considerarse los siguientes subconjuntos:
Niimeros reales positivos: R™ = {z €¢ R / 0 < z};
Ntimeros reales positivos estrictos: Ry =R — {0} ={r € R /0 < z};
Nimeros reales negativos: R™ = {z € R / 2 < 0},

cumpliéndose la llamada propiedad de tricotomia: dado z € R, una y sélo una de las siguientes
afirmaciones es cierta: 2 € R, o bien, 2 = 0, o bien, € R™. Fn ocasiones se utiliza la denominacién
“conjunto de ndmeros reales no negativos” para designar el conjunto R,

1.2.8 DEFINICION. (Cota superior, cota inferior, supremo ¢ infimo. Conjuntos acotados). Antes de
enunciar el Ultimo de los axiomas de R, hay que introducir algunos conceptos previos.

Si X es un subconjunto de R, un nimero real 3 se dice que es una cota superior de X si, para
cualquier elemento x € X, se cumple x < /3.

Anélogamente, un niimero real « se dice que es una cota inferior de X si, para cualquier elemento
r € X, se cumple a < z.

Un subconjunto X de R se denomina acotado superiormente (respectivamente, acotado
inferiormente), si X tiene alguna cota superior (respectivamente, inferior). Se dice que X es acotado
si lo es superior e inferiormente.

Si X es un subconjunto de R acotado superiormente, una cota superior s de X se denomina supremo
de X, escribiéndose s = sup X, si s es menor que cualquier otra cota superior de X, esto es, si
satisface las dos condiciones siguientes:

1) x < s paratodor € X,
2) six < b para todo x € X, entonces s < b.
Estas condiciones pueden enunciarse de forma equivalente,
1") = < s para todo = € X,
2’) cualquiera que sea ¢ < s existe algin z € X tal que ¢ < z.

De forma andloga, si X C R es un subconjunto de R acotado inferiormente, una cota superior 7 de
X se denomina infimo de X, escribiéndose ¢ = inf X, si i es mayor que cualquier otra cota inferior
de X, es decir, si verifica las dos condiciones siguientes:

1) i <z para todo = € X,
2) si b < x para todo x € X, entonces b < i.

Cuando el supremo s de un conjunto X cumple s € X, se dice que el supremo de X es accesible y se
denomina entonces médximo de X, escribiéndose max X. Si el infimo de un subconjunto X pertenece
a dicho conjunto, se denomina minimo de X y se escribe min X.

1.2.9 EJEMPLO.

1) El conjunto Rf = {x € R / 0 < 2}, no esté acotado superiormente ya que no existe ningin nimero
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real 3 tal que x < [ para todo = € Rg. No obstante, dicho conjunto esta acotado inferiormente, pues
todo niimero real negativo « es cota inferior de Rg‘, va que se cumple v < 0 < @ para todo x € Rg.

2) Elsubconjunto A= {r € R/0 <z <1} CR estd acotado superiormente, puesto que para cualquier
numero real 5 > 1 se cumple x < 3, para todo x € A; por otra parte, este subconjunto también
estd acotado inferiormente por cualquier niimero real negativo. Ademés, se cumple sup A = 1; en
efecto, se cumple la primera propiedad, pues z < 1 para todo x € A. Si b € R es otra cota superior
distinta de 1 del conjunto A, esto es, tal que x < b para todo x € A, inicamente puede ser b > 1, o
bien, b < 1; si b > 1, ya no es la menor de las cotas superiores, luego no puede ser el supremo y si
b < 1, existe z € A tal que b < 2 < 1, por ejemplo = = %, con lo que b no es cota superior de A.
En definitiva se ha probado que, efectivamente, se cumple sup A = 1. Pruébese como ejercicio que

se verifica inf A = 0.

1.2.10 PROPOSICION. (Unicidad del supremo y del infimo). El supremo y el infimo de un subconjunto
no vacio de R, si existen, son inicos.

Demostracion:
Se hara para el supremo; para el infimo es completamente andloga. En efecto, si se supone que
hay dos supremos distintos s, s’, necesariamente debe cumplirse s < s’ o bien s < s, lo cual es
contradictorio con la definicién de supremo, ya que entonces el mayor de ellos no puede cumplir ser
la menor de las cotas superiores. L]

1.2.11 Axioma 3: R es completo.

Vista la definicién de supremo y de infimo de un subconjunto de R, ilustrada con algunos ejemplos
v probada su unicidad cuando existen, podemos enunciar el tercer axioma de los mimeros reales,
denominado axioma del supremo o de completitud, con el cual se termina la descripcién axiomaética
del conjunto R de los niimeros reales. El enunciado de este tercer axioma se establece mediante la
propiedad siguiente:

(R16) Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

1.2.12 TEOREMA. (Existencia y unicidad del conjunto de los nimeros reales). Existe un cuerpo
ordenado y completo, que es tinico salvo isomorfismos. Dicho cuerpo se denomina cuerpo de los niimeros
reales.

Demostracion:
La demostracion de la existencia y la unicidad de tal cuerpo es una cuestién que no trataremos aqui,

dada su complejidad y extension. Pueden consultarse, por ejemplo, las referencias [Li], [Or] o bien
[Spv], detalladas al final del capitulo. n

1.2.13 OBSERVACION. Queremos destacar que todas las propiedades que se utilizan habitualmente
sobre los nimeros reales pueden deducirse facilmente de los axiomas anteriores; en los ejercicios 5 y 6
se propone la justificacién de algunas de ellas. Veamos, no obstante, una muestra de dicha justificacion.
Se trata de probar que para cualquier niimero € R se cumple z0 = 0; a partir de los axiomas, puede
razonarse como sigue:

(a) 0=0+40, por (R2);

(b) 0 = z(0 + 0), multiplicando por z en (a);
(c) (0 +0) = 20 + 20, por (R5);

(d) 20 = 20 + 20, por (b) y (c);

(e) 0 =20+ (—(x0)), por (R3);
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(f) 20 + (—(z0)) = (20 4+ 20) + (—(20)), sumando —(z0) a (d);
(g) (204 20) + (—(20)) = 20 + (20 + (—(x0))), por (R1);

(h) 20 + (20 + (—(z0))) = z0, por (e) y (R2);
(i) 0 = 20, por (e), (f), (g) y (h).

1.2.14 OBSERVACION. No es dificil ver que la axiomadtica de R lo distingue claramente de los otros
conjuntos numéricos estudiados brevemente en el apartado anterior: N, Z y Q. Asi, por ejemplo,
es sabido que la suma no dota a N de una estructura de grupo, ya que no se satisface la propiedad
(R3); también se sabe que Z tiene estructura de anillo, pero no de cuerpo, puesto que no satisface la
propiedad (R8); finalmente, Q es un cuerpo totalmente ordenado, pero no es completo, lo cual se justifica
inmediatamente: si se considera, por ejemplo, el subconjunto de Q definido por X = {z € Q / 2% < 2},
dicho conjunto no es vacio, estd acotado superiormente y, sin embargo, no tiene supremo en @, mientras
que su supremo en R es v/2 (véase el ejercicio 18).

1.3 PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

1.3.1 Hemos comentado ya en 1.2.13 que todas las propiedades del conjunto R se deducen facilmente
de los axiomas vistos en el apartado anterior. En este apartado se estudian algunas propiedades de los
numeros reales, haciendo especial énfasis en las més importantes y de mayor utilidad en los capitulos
posteriores; se destaca en ellas la importancia del axioma de completitud de R. En primer lugar, se
hace notar que la aparente asimetria del axioma de completitud no es tal, es decir, que R satisface una
propiedad andloga a (R16) para el infimo. A continuacién veremos una consecuencia importante del
axioma de completitud, denominada propiedad arquimediana de los niimeros reales, la cual, en sintesis,
afirma que los niimeros naturales no tienen ninguna cota superior en R. Para concluir, veremos la
propiedad de densidad de Q en R.

1.3.2 PROPOSICION. Todo subconjunto no vacio de ntimeros reales acotado inferiormente, tiene
infimo.

Demostracion:

Sea X un subconjunto no vacio de R y supongamos que es acotado inferiormente. Considerando el
conjunto Y = {—x / x € X}, es evidente que Y no es vacio y que los opuestos de las cotas inferiores
de X son cotas superiores de Y. Por la propiedad de completitud (R16), el conjunto ¥ tiene un
supremo, s = sup Y. Es inmediato comprobar que —s = inf X. ]

1.3.3 PROPOSICION. El conjunto N no estd acotado superiormente en R.
Demostracion:

Haremos la demostracién por reduccién al absurdo.  Supongamos que N estuviera acotado
superiormente; al ser un conjunto no vacio, en virtud del axioma de completitud existiria un nimero
real s tal que s = sup N. Consideremos el niimero real s — 1; este niimero no puede ser cota superior
de N, pues el supremo es la menor de ellas, con lo que existe algin nimero natural n tal que s—1 < n,
es decir, s <n-+1, yalser n+1 € N, el nimero real s no puede ser una cota superior de N, lo cual
contradice la condiciéon s = sup N. L]

1.3.4 TEOREMA. (Arquimedianidad de R.) Dados dos nimeros reales cualesquiera z,y € R con
x > 0, existe algiin niimero natural n tal que y < nz.
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Demostracion:

Dado que x # 0, puede considerarse el nimero real y/x; en virtud de la proposicién 1.3.3, y/z no
. . , Y

puede ser una cota superior de N, con lo que existe algun n € N tal que A < n. Puesto que x > 0,
T

n satisface la desigualdad enunciada, y < nz. L]

1.3.5 COROLARIO. Se cumple inf Rj = 0.

Demostracion:
Sea r > 0 un niimero real positivo estricto cualquiera; vamos a probar que no puede ser el infimo de
Ry. En efecto, tomando y = 1 en el teorema anterior, existe n € N tal que 1 < nz, es decir, — < =z,

con lo que = no es la menor de las cotas inferiores. Tampoco puede ser el infimo un nimero real
negativo, pues de modo analogo se prueba que hay cotas inferiores mayores. Puesto que el infimo
de Ry existe en virtud de (1.3.2) y no puede ser ni inf R§ > 0 ni inf Rj < 0, necesariamente debe
ser inf R§ = 0. u

Las propiedades que siguen afirman que los conjuntos Q de los ntumeros racionales y R — Q
de los ndmeros irracionales, son densos en R. La propiedad de densidad de Q (respectivamente,
R — Q) se enuncia diciendo que entre dos niimeros reales cualesquicera, siempre hay nimeros racionales
(respectivamente, irracionales). Este importante resultado serd muy utilizado en lo que sigue, puesto
que en esencia implica que se pueden encontrar niimeros racionales (respectivamente, irracionales) “tan
cerca como se quiera” de un nimero real arbitrario.

1.83.6 TEOREMA. (Densidad de Q en R.) Siz,y € R son tales que 2 < y, entonces existe un niimero
racional r tal que z < r < .

Demostracion:

Dado que = < y, se cumple y—x > 0; por la propiedad arquimediana (1.3.4), existe un niimeron € N
tal que 1 < n(y —x) = ny — nx. Si la diferencia entre los ntimeros reales ny y na es mayor que 1,
necesariamente existe algin nimero entero m entre ambos, esto es, nx < m < ny; en consecuencia,

m . m ) .
se cumple © < — < y vy, en definitiva, r = — es el nimero racional buscado. [
n n

1.3.7 COROLARIO. Si z,y € R son tales que z < ¥, entonces existe un nimero irracional z tal que
r<z<y.
Demostracion:
Aplicando la propiedad de densidad de Q en R a los niimeros E y ﬁ
, . x 1 )
un numero racional r # 0 tal que ﬁ <r< ﬁ En consecuencia, ¢ < /2 < y, de manera que
2z = rv/2 es el nimero irracional buscado (obsérvese que no se ha justificado que el nimero /2 sea
irracional, cuestién que se propone como ejercicio al final de capitulo; véase el ejercicio 9). L]

, se obtiene la existencia de

1.4 REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES

1.4.1 DEFINICION. (Representacion decimal de un nimero real).  Sea x € R un ndmero real
cualquiera; supondremos que x > 0, sin que esto suponga pérdida de generalidad en el razonamiento que
sigue. Es facil probar (véase el gjercicio 8) que existe un nimero natural @ € N tal que a <z < a+ 1.
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Si se divide el conjunto {t €R / a <t < a+ 1} en 10 partes iguales, existe un ntmero natural a; € N
con 0 <a; <9 tal que
a; +1

NS
+10 r<a+ ———— 0

a
Procediendo andlogamente con el conjunto {f ER/a+ E <t<a+ 11—(i)_ }, se obtiene la existencia
de az € N con 0 < ay <9 tal que
P <oty 2tl
2L 2 cr<cagt+ 2
10 02 - 10 102
Iterando el razonamiento se deduce que dado x € R, para cada n € N, existen n + 1 niimeros naturales
a,a1,a2,...,a, con 0 < a; <9 parai=1,2,...n, tales que se cumple
T R " <ot il ol
a+ —+ — —<r<a+—+— _
10 102 0” - 10 102 107
Con las notaciones anteriores, la expresion
T =a,a1as- -ap--- (obien = =a.aay - -ay- ")

se denomina representacion decimal de z. De manera un tanto informal, se acaba de probar que todo
nimero real tiene una representacion decimal.

e La representacion decimal de un ntumero real se dice que es finita, cuando existe un n € N tal que
am = 0 para todo m > n, es decir, cuando la representacién decimal es de la forma
T =a,a103- -y
La representacion decimal se denomina periddica cuando dicha representacion es de la forma
a’a1a2...anb1 bmblbmblbmy
siendo entonces habitual la notacién,

a,aias - apby - by

1.4.2 PROPOSICION. Todo ntimero racional tiene una representacién decimal finita o periddica.
Reciprocamente, toda expresién decimal finita o periédica representa un nitmero racional.

Demostracion:

Sea x = p/q un nimero racional escrito en forma de fraccién irreducible y supongamos que es
positivo. El algoritmo de la divisién de p por ¢ es el que produce su representacion decimal: es
sabido que, en cada paso, el resto ha de ser un entero entre 0 y ¢ — 1. Si en algun paso es igual
a 0, la representacién decimal es finita; si no es asi, el algoritmo continta y tras, a lo sumo, g
iteraciones, aparece un mismo resto por segunda vez: a partir de aqui, los nimeros naturales a,,
de la representacién decimal se van repitiendo indefinidamente y, en consecuencia, la representacion
decimal es periddica.

Reciprocamente, sea @ un nimero real con representaciéon decimal periddica (posiblemente finita)
T = a,a1a3 - - apbiby -+ - by,. Entonces, el nimero p = (10" — 10™)z es un entero, ya que

(10" —10™)x = 10" — 10"z =
=aa1a - Apbiba -+ by, bibo -+ by —aaraz - an, biby by =

=aaias - -ay,b1by---b,, —aajas---a,
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P Q. .

on lo cual r = —————
con lo cual 10n+m710n€

1.4.3 EJEMPLO.
1) La representaciéon decimal del mimero racional 5/2 es 2, 5.

2) La representaciéon decimal del niimero racional 5/3 es 1,6.
0234 —52 5182 2501
1000 —10 990 495

3) La representacion decimal 5,234 corresponde al niimero racional

1.4.4 OBSERVACION. En el apartado anterior se ha comentado que la completitud es la tnica
propiedad descrita en los axiomas de R que distingue Q de R; obsérvese que acabamos de expresar
esta diferencia en términos de representaciones decimales, esto es, que la representacion decimal de los
elementos de QQ es, o bien finita, o bien infinita periédica, mientras que en R hay también elementos con
representacion decimal infinita no periddica.

Otra caracteristica que distingue Q de R es el “ntimero de elementos” que contiene cada uno de estos
conjuntos: vamos a ver que Q es un conjunto infinito numerable, mientras que R es un conjunto infinito
no numerable.

1.4.5 PROPOSICION. El conjunto Q de los niimeros racionales, es numerable.

Demostracion:
Se demostrara que el conjunto de todas las fracciones positivas es numerable; se propone como
ejercicio ver que ello es suficiente para demostrar la propiedad enunciada.

Es conveniente disponer dichas fracciones en forma de “tabla infinita”,

1}4

2}4

3}4 4}4

1/3 2/3 3/3 4/3
1/2 2/2 3/2 4/2
1/1 2/1 3/1 4/1
y proceder a su numeracion siguiendo las “diagonales finitas” de dicha tabla, eliminando los valores
repetidos:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L e e
1/1 2/1 1/2 3/1 1/3 4/1 3/2 2/3 1/4 5/1
y asl sucesivamente. L]

1.4.6 PROPOSICION. El conjunto R de los ntimeros reales, es no numerable.
Demostracion:
Se demostrard que el intervalo [0, 1] es no numerable; se propone como ejercicio ver que es suficiente
para demostrar la propiedad. Si se supone que todas las expresiones decimales de la forma
0,aiasaz - - - forman un conjunto numerable, entonces se cumpliria
, 010203 ) )
1 =0,ana2a13- .
7o = 0,a21a22a23 - -.

3 = 0,a31a32a33 - - .
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Con ello, se podria formar un nuevo nimero x = 0, ajazas - - - con todos los a; # 9 del modo siguiente:
a1 # ai1, G2 # a2, a3 # aszs, vy asi sucesivamente. El resultado serfa un nimero z del intervalo en
cuestion, que sin embargo serfa distinto de todos los x,,, es decir, que la numeracién de [0, 1] no seria
biyectiva. [

1.4.7 OBSERVACION. Las dos proposiciones anteriores permiten afirmar que no es posible establecer
una biyeccion entre Q y R, esto es, que el conjunto de los racionales Q contiene “menos elementos” que
el de los reales R. Esta afirmacién no ha de resultar chocante con la propiedad de densidad de Q en R,
como a primera vista podria parecer; en efecto, la densidad se refiere a la “disposiciéon” de los nimeros
racionales sobre la recta y no a su “cantidad”.

1.5 VALOR ABSOLUTO. TOPOLOGIA DE R

1.5.1 Este apartado tiene como objetivo la definicién de una métrica en el conjunto R, esto es, de una
metodologia que permita medir distancias entre elementos del conjunto; para ello se utilizara el valor
absoluto de un nimero real. Se definiran a continuacion ciertas nociones topoldgicas: las bolas y los
intervalos en R, los puntos de acumulaciéon de un conjunto y su caracterizacién y, finalmente, se enuncia
vy demuestra el teorema de Bolzano-Weierstrass. Para terminar el apartado, se introduce la nocion de
recta real ampliada.

1.5.2 DEFINICION. (Valor absoluto de un mimero real). Sea z un ndmero real; se define el valor

. x, si x>0
absoluto de x, notado |z|, mediante: |z| = { oL T
—x, si x<O0.

1.5.3 PROPOSICION. (Propiedades del valor absoluto). Si x,y son niimeros reales cualesquiera, se
cumplen las propiedades siguientes:

1) |z =0;
2) |z| =0 si, y sélo si, = =0;
3) || = max{z, —z};
4) |zy| = |z|[yl.
5) |z +yl < x|+ |yl;
Demostracion:
Las propiedades 1) y 2) son evidentes.
3) Six >0, entonces —x < 2 = |x|, y si x <0, entonces < —x = |x|, y de ahi la propiedad.
4) Se pueden considerar los casos siguientes:
= si >0,y >0, entonces xy >0, con lo que |zy| = zy = |z||y|;
= si >0,y <0, entonces zy <0, conlo que |ry| = —zy = z(—y) = |z||y|;
= si 2<0,y<0, entonces zy >0, con lo que |zy| =zy = (—z)(—y) = |z||y|.
» El caso z < 0,y > 0 es andlogo al segundo.

5) Se tiene |z +y|? = (v +y)? =22 + 22y + 32 < 2> + 2|z||y| + |y|* = (J=| + |y])?, de donde resulta
inmediatamente la propiedad. [

1.5.4 OBSERVACION. Las propiedades 4) y 5) de la proposicién anterior pueden generalizarse a
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un numero finito de términos; asi, si x1,x2,---,T, son numeros reales cualesquiera, se tienen las
propiedades:
T R 2 I o1 [ S PP I S o M F
@122 - Tn| = [z1][@2] - [T,

Se propone como ejercicio su justificacién rigurosa por induccion.

1.5.5 COROLARIO. De las propiedades establecidas en la proposicion anterior, puede deducirse
facilmente que, si x,y, z son niimeros reales cualesquiera, se cumplen las siguientes propiedades:

1) |z =yl < ||+ [yl;

2) [z -y > |la| =yl

3) v —y| <l|r—z+]z—yl

4) —fa| <z < ol

Demostracion:

Se propone como ejercicio. [

1.5.6 DEFINICION. (Distancia en R). Si x,y € R, se denomina distancia de x a y, y se designa
d(x,y), el nimero real positivo:
d(z,y) = v —y|.

Obsérvese que d es una aplicacién de R x R en RT. La proposicién que sigue estudia las propiedades
mdas importantes de esta aplicacion.

1.5.7 PROPOSICION. La distancia entre dos niimeros reales definida en 1.5.6 cumple las propiedades
siguientes: si x,y, z son nimeros reales cualesquiera, entonces

1) d(z,y) = 0;

2) d(z,y) =0 si, ysolosi, = =uy;
3) d(z,y) = d(y,);

4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Demostracion:

Se propone como ejercicio. [

1.5.8 DEFINICION. (Métrica. Espacio métrico). Cuando en un conjunto X hay definida una aplicacién
con las propiedades de d, ésta se denomina una métrica, o bien, una distancia en X, y la pareja (X, d)
se denomina un espacio métrico. Asi pues, (R, d) es un espacio métrico; la distancia d definida en 1.5.6
se denomina distancia euclidea.

1.5.9 DEFINICION. (Bolas o entornos simétricos en R). En un espacio métrico, pueden definirse unos
conjuntos que, como se podré ver a lo largo del texto, resultan de gran utilidad en Andlisis Matemético;
dichos conjuntos se denominan bolas o entornos simétricos y se definen a continuacién.

e Sia es un nimero real cualquiera y r > 0 es un nimero real estrictamente positivo, se define la bola
abierta de centro a y radio r, notada B(a;r), o bien, B,(a), como el siguiente conjunto:

B(a;r) =Bpla)={z eR [/ |z —a|] <7}
Se define la bola cerrada de centro a y radio r, notada B(a;r), o bien, B,(a) como el conjunto,

B(a;r) =Byla)={r R/ |z —a| <r}.
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e Obsérvese que se cumple la igualdad,

Bl(a;r) = B(a;r) U{a—r,a+r}.

e FEn algunos casos interesa considerar las bolas sin el centro (que a menudo se denominan bolas
pinchadas), esto es, los conjuntos:

B*(air) = Blayr) — {a} ;B (a7) = Blaiv) — {a}.
e Obsérvese que las bolas, de cualquier tipo, son conjuntos acotados.

1.5.10 DEFINICION. (Intervalos en R). Otro tipo de subconjuntos notables de R son los denominados
Intervalos, que se definen a continuacién.

e Sia,b e R son tales que a < b, se denomina intervalo abierto de origen a y extremo b el conjunto
definido por
la,bpj={x €eR [ a <z < b}

e Sia,bé€ R son tales que a < b, se denomina intervalo cerrado de origen a y extremo b, el conjunto

[a,b] ={x e R/ a <z < b}

e Pueden definirse intervalos de tipo mixto [a,b] y ]a,b], de manera evidente.

e Obsérvese que si a = b, el intervalo abierto ]a, a[ es el conjunto vacio y el intervalo cerrado [a, a] es
el conjunto {a}.

e En cualquiera de las definiciones anteriores, el nimero real |a — b = b —a se denomina amplitud

del intervalo. Por otra parte, esta claro que los intervalos de cualquier tipo son conjuntos acotados.

e Para designar los extremos abiertos de un intervalo, en ocasiones se emplea el paréntesis en lugar
del corchete, esto es, se escribe (a,b) para indicar el intervalo abierto de origen a y extremo b. En
ese caso, debe prestarse atencién para no confundir un intervalo abierto (a,b) con un par ordenado.
Fn este texto se empleara la notacién mediante corchetes.

1.5.11 OBSERVACION. En R, pueden relacionarse facilmente las bolas y los intervalos. En efecto, si
se considera la bola abierta B(a;r) y se toma un elemento cualquiera 2 de la misma, en virtud de la
definicién de bola abierta, debe cumplirse |z —a| < r, es decir, —r < 2 — a < r, lo cual es equivalente a
afirmar que a — r < & < a +r, esto es, que x €la — r,a + r[. Se ha probado, pues, la igualdad:

B(a;r) =la—r,a +r].

De modo andlogo, es facil establecer las igualdades siguientes:

Blayr) = [a—rya +1]; }a,b[:B<“+b~b*“>; la, ] :E(”b-b*“).

2 72

Obsérvese que las dos ultimas igualdades tienen sentido inicamente si b—a > 0, en virtud de la definicion
de bola.

1.5.12 DEFINICION. (Entornos). Veamos a continuacién una definicién esencial en Andlisis: la de
entorno de un punto. Si a € R, se denomina entorno del punto a, cualquier conjunto U tal que exista
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una bola abierta B;(a) contenida en U. Asi, el intervalo cerrado [—0.2,0.2] es un entorno del punto
a = 0, ya que, por ejemplo, se cumple 0 €] — 0.1,0.1[C [-0.2,0.2]. En cambio, el intervalo [0,0.2] no
es un entorno de a = 0, ya que no existe ningtin » > 0 tal que | — r,7[C [0,0.2]. Es habitual designar
mediante U(a) un entorno de un punto a.

Nuestro préximo objectivo es enunciar y demostrar el teorema de Bolzano-Weierstrass. Sin embargo,
antes debemos ver algunos conceptos previos, relativos a intervalos encajados y puntos de acumulacion.

1.5.13 DEFINICION. (Intervalos encajados). Si (In), N es una sucesién de intervalos de R, dichos
intervalos se denominan encajados, si se cumple

113]23"'31713[114-13"'

Son ejemplos de sucesiones de intervalos encajados, las siguientes:

L,

11
{——,—} ,neN; J,=[n,+o0[, n €N;
n'n

1 1 1
Kn:}O,—},W,EN; Ln:{lf—,2+—},neN.
n n n

Una cuestion de gran interés es el estudio de la interseccién I = ﬂ I,,; concretamente, se trata de saber

neN
cuando se puede asegurar que esta interseccién no es vacia. Obsérvese que en los ejemplos anteriores

se cumple: m I, = {0}, m Jn =10, ﬂ K, =0, y, finalmente, m L, =[1,2]. La clave estd en el

neN neN nelN neN
caracter de los intervalos y en una propiedad de su amplitud, tal y como establece la proposicién que

sigue.

1.5.14 TEOREMA. (De los intervalos encajados.)

1) Si I, = [an,by], n € N es una sucesion de intervalos encajados en R, entonces su interseccién no
es vacia, esto es, existe al menos un elemento £ € R tal que & € I, para todo n € N.

2) Siademds se cumple la condicién: inf{b, —a, / n € N} =0, entonces el ntunero £ es tnico.

Demostracion:

1) Se tienen las inclusiones [a1,b1] D [a2,b2] D -+ D [an,bs] D -+, de las cuales se desprende que

ar<ay<--<ap < <by << by < by

En consecuencia, el conjunto {a, / n € N} estd acotado superiormente (cualquier b, es una
cota superior del mismo) y el conjunto {b, / n € N} estd acotado inferiormente (cualquier a,,
es una cota inferior del mismo). Por tanto, existen sus respectivos supremo e infimo (axioma 3):
E=sup{a, /n €N} y n=inf{b, / n € N} que satisfacen a, <& <n<b, paratodo n€N y
esto demuestra que NI, # 0.

2) Sisuponemos que se cumple la condicién inf{b, —a, / n € N} =0, entonces NI, contiene un tinico
elemento, ya que si se supone que t1,ty € NI, entonces t1,ts € [a,,b,] para todo n € N, de modo
que se cumple 0 < [t — ta2| < b, — a, para todo n € N, de donde 0 < |t — ta] < inf{b, —an} =0y
en consecuencia, t; = ta. n

1.5.15 OBSERVACION. El teorema que se acaba de exponer es, tal como se habrd podido comprobar,

la generalizacién de una metodologia que ya ha sido utilizada al estudiar la representacién decimal de
los niimeros reales, representacion que se encuentra mediante el encaje de intervalos de amplitud 107",
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1.5.16 DEFINICION. (Puntos de acumulacion. Conjunto derivado).

e Si X es un subconjunto no vacio de R, se dice que z € R es un punto de acumulacion o punto Iimite
del conjunto X, si se cumple B*(xz;r) N X # 0, para todo r > 0, esto es, si cualquier entorno
simétrico del punto x contiene por lo menos un punto de X diferente del propio x.

e El conjunto de los puntos de acumulacién de X se denomina conjunto derivado de X y se designa
X',

1
1.5.17 EJEMPLO. Si se considera el conjunto X = {— / né€ N}, el nimero real = 0 es un punto
n

1
de acumulacion de X, ya que cualquiera que sea r > 0, existe un niimero natural n tal que n > —y, por
r

1 1 1

tanto, 0 < — < r, es decir, — €] —r, r[. Dicho de otro modo, cualquiera que sear > 0, — € B*(0;r)NX,
n n n

y por tanto B*(0;7) N X # 0.

1.5.18 OBSERVACION.

e Notese que en la definicién no se requiere que x € X para que x pueda ser un punto de acumulacién
de X, tal como se desprende del e¢jemplo anterior, esto es, en general X’ no es un subconjunto de
X. Por otra parte, también puede darse el caso que un elemento de X no sea punto de acumulacion
de X: por ejemplo, considérese el conjunto X = [1,3] U {4}; el punto = = 4 pertenece a X y no
obstante no es de acumulaciéon de X, como es inmediato comprobar. Los elementos de un conjunto
que no son puntos de acumulacién del mismo se denominan puntos aislados.

e Un subconjunto no vacio X C R se dice que es cerrado si contiene todos sus puntos de acumulacion,
es decir, si se cumple X’ C X. Un subconjunto no vacio X se denomina abierto si su complementario
R — X es cerrado. Obsérvese que esto justifica la terminologia adoptada en relaciéon con las bolas y
los intervalos en R.

1.5.19 PROPOSICION. Un niimero real z es un punto de acumulacién de X si, y solamente si,
cualquiera que sea r > 0, la bola B*(x;r) contiene infinitos puntos de X.

Demostracion:

La condicién es necesaria: si x es un punto de acumulacién del conjunto X y para un cierto r > 0
se cumpliera que B*(z;r) N X es un conjunto finito, por e¢jemplo, B*(z;r) N X = {a1,...,am},
designando por ¢ el valor 6 = min{|jz — ;| / 1 <i <m} > 0, la bola B(z; ) no contendria ningin
punto de X, lo cual seria una contradiccion con el hecho de que = es un punto de acumulacion de X.

La condicién es suficiente: inmediato, en virtud de la propia definicién de punto de acumulacién. m

1.5.20 COROLARIO. Un subconjunto finito de R no tiene puntos de acumulacién, o dicho de otro
modo, si un subconjunto de R es finito, su conjunto derivado es vacio.

Demostracion:

Inmediata. ]

1.5.21 OBSERVACION. La afirmacion del corolario anterior no debe inducir a creer que si un conjunto
es infinito, entonces debe tener por lo menos un punto de acumulacién, lo cual no es cierto: hay
subconjuntos infinitos de R que no tienen ningtn punto de acumulacién, como, por ejemplo, cualquier
conjunto de puntos aislados como el conjunto de los ntimeros naturales N o el de los enteros Z. El
teorema que sigue proporciona una condicién suficiente para la existencia de puntos de acumulacién.
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1.5.22 TEOREMA. (De Bolzano-Weierstrass.) Todo subconjunto infinito y acotado de R tiene, al
menos, un punto de acumulacion.

Demostracion:

Sea X un subconjunto de R, acotado y con infinitos elementos. Por ser acotado, existe un intervalo
Iy = [a,b], de amplitud lp = b — a, tal que X C [a,b]. Se trata de construir una sucesién (I,,)
de intervalos encajados que cumpla las condiciones del teorema 1.5.14, y con un punto comun que,
como se vera, es de acumulacién de X.

Si se indica por ¢ el punto medio del intervalo Iy, entonces al menos uno de los dos intervalos [a, ¢] ¥
[¢, b] ha de contener infinitos puntos de X, ya que si no fuera asi, X no podria ser infinito; designemos

—a
por I; aquel que lo cumpla, cuya amplitud es l; = . Si se divide ahora I; andlogamente a como

se ha hecho con Iy, se obtiene otro intervalo Iz, de amplitud Iy = IH—Qa, tal que Is N X contiene
infinitos puntos de X. El proceso se va continuando de forma anédloga, obteniéndose asi una sucesién
de intervalos encajados I,, de amplitud respectiva [, = ;na’ vy cada uno de los cuales contiene
infinitos puntos de X. Esta sucesion cumple las condiciones del teorema 1.5.14 y, por lo tanto, existe
un unico nimero = tal que x € [, para todo n € N.

Se trata de ver finalmente que z es un punto de acumulacién de X. En efecto, cualquiera que sea
b—a

€ > 0, existe n € N tal que [, = <, con lo que se cumple I, Clr —e,x + €[, y puesto que

n
I, contiene infinitos puntos de X, la bola B*(z;¢) contiene también infinitos puntos de X, esto es,
x es un punto de acumulacién de X. L]

1.5.23 LA RECTA REAL AMPLIADA. Para finalizar, vamos a definir y estudiar brevemente la
llamada recta real ampliada. En determinados casos es conveniente considerar “los nimeros reales
mayores que un numero dado a”, o bien, “los nimeros reales menores que un numero dado a”, esto es,
considerar conjuntos como, por ¢jemplo, {z € R / z > a} obien {x € R/ x < a}. Para referirnos a estos
conjuntos, es 1itil definir el denominado conjunto ampliado de los niimeros reales o recta real ampliada,
que se define mediante: R =R U {—00,+00}, en el cual, —0o y +00 son dos simbolos, denominados
respectivamente menos infinito y mads infinito, tales que —oo < r < 400, para todo = € R,

1.5.24 DEFINICION. (Operaciones algebraicas en la recta real ampliada). Las operaciones algebraicas
con estos simbolos y los niimeros reales se definen como sigue: si x es un niimero real cualquiera, entonces,

T + (+00) = 400, — =0,

x+ (—00) = —00, +1?O

T — (400) = —o0, Q_O’

7 — (—00) = Fo0, (+00) + (+00) = +oo,
T - (+00) = +oo, si x>0, (—00) + (—00) = —o0,
z-(—0) = —0c0, si x>0, (+00) - (+00) = +o0,
2 (+00) = —00, si x<0, (=00) - (=00) = +0o0,
z-(—c0) = 400, si z<0, (+00) - (—00) = —o0.

1.5.25 OBSERVACION. Conviene insistir en que la manipulacién algebraica de +oco y —oco no es
trivial ni sigue las mismas reglas de juego que en R; concretamente, obsérvese que no se han definido
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00 —
expresiones tales como (+00) — (400), 0 - (+00), o bien, i— Obsérvese asimismo que el conjunto R
00

no tiene estructura de cuerpo.

1.5.26 Definidos los simbolos 400 y —o0, en la recta real pueden considerarse los intervalos no acotados:

l[a,4oc[={z €eR /z>a}, la,4o0] ={z€R/z>a};
|—oc,al={zeR /z<a}, |—occ,a[={reR/z<a}l.
Como puede verse, se trata de semirectas; si contienen al extremo real se suelen denominar cerradas y,

en caso contrario, abiertas. El intervalo |a, +oo[ se denomina habitualimente entorno de +oo asociado
al punto a y el intervalo | — 0o, a[, se denomina entorno de —oo

1.5.27 OBSERVACION. En R todo intervalo acotado |a,b] es equipotente al intervalo no acotado
b—
(b —a)

y veamos que es biyectiva. La inyectividad es inmediata, bastando considerar dos elementoa dlstmtos
x,2' €la,b] y deducir que f(z) # f(a’). Para la exhaustividad, basta tomar un elemento cualquiera

— (b—a) €la,b], lo cual

[b, 400[. En efecto, definamos la aplicacién f :la,b] — [b, +oco| mediante f(z) =

y € [b, +00[ y ver inmediatamente que su antiimagen es el elemento 2 = a +

completa el razonamiento.

1.6 LOS NUMEROS COMPLEJOS

1.6.1 Andlogamente a que, como se ha puesto de manifiesto, los niimeros racionales resultan insuficientes
para resolver algunas cuestiones, con los niimeros reales no basta para la formulacién de ciertos problemas
fisicos, geométricos o algebraicos. Asi, por ejemplo, la sencilla ecuacién 22 +1 =0 no tiene ninguna
solucién real, ya que el cuadrado de un nimero real no puede ser nunca negativo. Esto motiva que se
plantee la ampliacion del cuerpo de los nimeros reales, tal como se ve a continuacion.

1.6.2 DEFINICION. Se define el conjunto C de los niimeros complejos como el producto cartesiano:
C=RxR={z=(r,y) / v,y € R}

El nimero real = se denomina parte real de z y se escribe x = Rz; el ntimero real y se denomina parte
imaginaria de z, indicado mediante y = &z.

1.6.3 Para dotar de estructura algebraica al conjunto C, se definen en ¢él dos operaciones internas,
escritas + y -, denominadas respectivamente suma y producto, mediante:

242 = (z,y)+ (@) = (x+ 2" y+9),
2.2 = (2,y)- (@".y) = (22" —yy/, 2y + ya’),

cualesquiera que sean los elementos z, 2z’ € C. Como es habitual, se escribird simplemente z2’, en lugar
de z - 2/, para indicar el producto de dos elementos de C.

Fstas operaciones cumplen las propiedades que recoge la proposicién que sigue.

1.6.4 PROPOSICION. Con las operaciones definidas en 1.6.3, el conjunto C tiene estructura de cuerpo
conmutativo, esto es, se cumplen las propiedades:
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1) La suma es asociativa: z+ (2 +2") = (2 + 2/) + 2, cualesquiera que scan z,2/,2"” € C.

2) La suma tiene elemento neutro: si se escribe 0 = (0,0), entonces z + 0 = z = 0 + z, cualquiera que
sea z € C.

3) Existencia de elemento opuesto para la suma: para cada z = (x,y) € C, existe un inico elemento
—z=(—z,—y) tal que z+ (—=2) =0 = (—2) + 2.

4) La suma es conmutativa: z + 2’ = 2/ 4 z, cualesquiera que sean z, 2’ € C.

5) El producto es distributivo respecto de la suma: z(2" + 2”) = 22’ 4+ 22", cualesquiera que sean
z,2',2" € C.

v/

6) El producto es asociativo: z(z'2"”) = (22/)2"

, cualesquiera que sean z,2’, 2" € C.

7) El producto tiene elemento neutro: si se escribe 1 = (1,0), entonces 21 = z = 1z, cualquiera que
sea z € C.

8) Existencia de elemento inverso para el producto: si z = (z,y) # 0, existe un inico elemento

escrito 27! tal que zz ! =1 = 27!z, Compruébese que dicho elemento es el niimero complejo:

1 T —y
172 + y2 ! 1.2 + y2 ’
9) El producto es conmutativo: zz’ = 2’2z, cualesquiera que sean z, 2’ € C.
Demostracion:

Se propone como ejercicio; todas las propiedades se comprueban inmediatamente aplicando las
definiciones de las operaciones internas en C dadas en 1.6.3; veamos, no obstante, la demostracion
de la propiedad 1):

T+ (y+2) = (v1,72) + ((y1,92) + (21, 22)) =
= (z1,m2) + (y1 + 21,92 + 22) = (1 + (y1 + 21), T2 + (Y2 + 22)) =
= (71 +y1) + 21, (22 + y2) + 22) = ((¥1,72) + (Y1, ¥2)) + (21, 22) = (T +y) + 2,

y la propiedad queda probada. [

1.6.5 DEFINICION. Dados dos niimeros complejos z,2’ € C tales que 2’ # 0, el producto z(2')~!

se denomina cociente de z con 2/, y se escribe —, o bien, z/2.
z

1.6.6 Completada la caracteritzacion algebraica de C, es conveniente proceder a la inclusion de R en C,
lo cual permitiré la identificacién de cada niimero real con un determinado nimero complejo. Se define
una aplicacién f de R en C, mediante f(z) = (z,0), para todo z € R. Es inmediato comprobar que
f es inyectiva y que se cumplen las propiedades:

fle+y) = f(z)+ f(y),
[(zy) = f(2) f(y),

cualesquiera que sean x,y € R (se dice que f es un homomorfismo inyectivo de cuerpos). Ello permite
identificar cualquier elemento 2 € R con su imagen (x,0) € C y considerar que R es un subconjunto de

C.

1.6.7 DEFINICION. Se designa por 7 el niimero complejo i = (0, 1) (observacién: en Ingenieria Eléctrica
se escribe j = (0,1)). Si z = (x,y) € C, puede escribirse entonces:

z=(r,y) = (#,0) +(0,y) = (,0) + (3,0)(0,1) = = + yi = = + iy,
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que es una forma muy habitual de expresar los nimeros complejos, denominada forma bindmica.
1.6.8 OBSERVACION. Se cumple la igualdad:
i?=i-i=(0,1)(0,1) = (=1,0) = =1 € R,

es decir, i%2 + 1 = 0, con lo que el niimero complejo i = (0,1) es una solucién de la ecuacién algebraica
2241 = 0. Ello pone de manifiesto que los niimeros complejos permiten “hacer mas cosas” que los reales,
con lo cual nuestro objetivo de ampliar las propiedades del conjunto R parece que se va cumpliendo.

1.6.9 Sin embargo, algo se ha perdido: el conjunto de los niimeros complejos no puede ordenarse tal
como se ha hecho con los reales, esto es, no se puede definir en C una relacién de orden compatible con
las operaciones internas suma y producto de C y tal que cumpla propiedades andlogas a las vistas en el
axioma 2 de R.

En efecto: si se escribe < una relacion de orden en C y se supone que cumple las propiedades del
citado axioma y dado que i # 0, se deberfa cumplir, o bien, 0 < 4, o bien, i < 0. Si suponemos cierta
la primera, se tendrfa entonces 0 < i%2 = —1, es decir, 04+ 1 < —1 + 1 = 0; por otra parte, si 0 < —1,
entonces 0(—1) < (=1)(—1), es decir, 0 < 1. As{ pues, se cumplirfan simultdneamente las desigualdades
1<0 y 0<1,lo cual es una contradiccién con la propiedad (R11). Con ello se ha probado que no es
posible que se cumpla 0 < 7.

Se demuestra de forma totalmente andloga que tampoco es posible que se cumpla la desigualdad
i < 0. En resumen, se ha probado la imposibilidad de ordenar el conjunto C de forma andloga al
conjunto R.

1.6.10 DEFINICION. (Conjugado de un nimero complejo). Si z = (z,y) € C es un niimero complejo
cualquiera, se le puede asociar otro complejo denominado el conjugado de z y notado Z, definido por:
zZ = (z,—y) = = — yi. En la proposicién que sigue se estudian las propiedades més importantes del
conjugado de un complejo, asi como las que relacionan un nimero complejo con su conjugado.

1.6.11 PROPOSICION. (Propiedades del conjungado). Cualesquiera que sean los complejos z, 2" € C,
se cumplen las propiedades siguientes:

1) 24+Z=2Rz; 2z-—7Z= 2]z

2) 2Z € R ysiz#0, entonces 2Z > 0;

3) z+2 =Z+2; 22 =%7.

Demostracion:
Se propone como ejercicio. Todas las propiedades se deducen inmediatamente de la definicién de
conjugado y de las propiedades elementales de las operaciones internas definidas en C. [

1.6.12 DEFINICION. (Mddulo de un niimero complejo). Si z = x + yi € C es un nimero complejo
cualquiera, se le puede asociar un niimero real positivo denominado mddulo de z, y escrito |z|, definido

por:
|| = Va2 + 2.

Veamos a continuacién las propiedades mas importantes que cumple el médulo de un complejo.

1.6.13 PROPOSICION. (Propiedades del médulo). Si z,2" € C, se verifican las propiedades siguientes:

1) 2| >0; |z| =0 si, ysolosi, z=0;
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2) Fl=1lely 2Z= |2l

3) Rz <lzf; |92 < Jzf;

4) |2+ 2| <z + 2 |22 = |2]]];

5) siz’ # 0, entonces ‘i,‘ = ﬂ
AL

Dermostracion:

Vamos a probar la primera parte de 4); la demostracién del resto de propiedades resulta inmediata
de la definiciéon de moédulo de un complejo y se propone como ejercicio. Se tiene:

lz 4+ 22 =(z+2)z+2)=(2+2)Z+7) =224+ 27 + 22"+ 22 =
=22+ P2 + 22 = |22+ )P 4 2R(22) < |22+ |2 + 2027 =
= |22 + 22 + 2l2]]2'| = (2] + |2'])?,
lo que completa la demostracion. [
1.6.14 DEFINICION. (Distancia en C). La nocién de médulo de un nidmero complejo permite definir
una distancia en C de modo andlogo a como se ha hecho en R. Se denomina distancia euclidea en C, la
aplicacién d : C x C — R™ definida por
d(z,2') =|z— 2|, para todo z,2" € C.

Es un ejercicio sencillo comprobar que, en efecto, la aplicacion d asi definida cumple las propiedades de

una distancia (véase 1.5.7), con lo que la pareja (C,d) es un espacio métrico. Esta distancia generaliza
la topologia de R.

Pueden definirse otras distancias, como por ejemplo
61(272:,) = II]ELX{|I1 - Tll‘v ‘172 - 1,2‘}7 62(27 ZI) = “Tl - Tll| + “TZ - xIZ )
cualesquiera que sean z = (x1,x2), 2 = (2], 2%) € C; véase el ¢jercicio 40.
1.6.15 DEFINICION. (Entornos simétricos en C). TLos entornos simétricos en el espacio métrico (C, d)
se definen del modo siguiente: si zp € Cy r > 0 es un nimero real estrictamente positivo, se denominan

respectivamente bola abierta de centro zq y radio ry bola cerrada de centro zo y radio r, los subconjuntos
de C definidos por

B(zo;r) ={2€C/|z—2|<r} v Blzo;r)={2€C/|z— 2| <r}

En la figura 1.3 se ha representado una bola cerrada F(zg; r) en C, tomando como distancia d la euclidea
definida en 1.6.14.

Nuestro siguiente objetivo es definir el argumento de un nimero complejo, para lo cual debemos ver
previamente la nocién de exponencial de un complejo.

1.6.16 DEFINICION. (Exponencial de un niimero complejo). Siz = x+yi € C, se define la exponencial
de z, como el numero complejo dado por

exp(z) = e”(cosy + iseny).
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Obsérvese que en esta definicién intervienen la funcién exponencial real (exp) y las funciones
trigonométricas coseno (cos) y seno (sen), que se suponen conocidas y que, por otra parte, se definiran
rigurosamente en el capitulo 6. Obsérvese que si z es real, esto es, si zo = 0, entonces coincide la
exponencial de z como nimero complejo con su exponencial real, ya que cosO0 = 1 y sen0 = 0. Las
propiedades més importantes de la exponencial de un niimero complejo se recogen en la proposicion que
sigue.

Figura 1.3. Representacion de una bola cerrada en C

1.6.17 PROPOSICION. (Propiedades de la exponencial de un complejo). Si z,2" € C son niimeros
complejos cualesquiera, se cumplen las propiedades siguientes:

1) exp(z + 2’) = exp(2) exp(2');
2) exp(0) = 1.

3) exp(z)exp(—z) = 1;

4)

5) Siz=ux € R, entonces exp(iz) = cosz + isenx.

exp(z)| = €™

6) Siz=ux€R, entonces |exp(iz)| = 1.
7) exp(z + k(27i)) = exp(z), cualquiera que sea el entero k € Z.
Demostracion:

Se propone como ejercicio. Todas ellas resultan facilmente de la definiciéon dada en 1.6.16 y teniendo
en cuenta propiedades elementales de las funciones exponencial real y las trigonométricas sen y cos.
En cualquier caso, se verd con detalle en el capitulo 6. ]

1.6.18 DEFINICION. (Argumento de un nimero complejo). Si z = z + yi es un nimero complejo, se
define el argumento principal de z, escrito argz, como el tinico niimero real 0 tal que:

x =|zlcosb, y=|z|senf, —m <0 <.

(En la figura 1.4 se ha representado graficamente el argumento principal de un nimero complejo).
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Obsérvese que entonces se cumple:
z=x+yi=|z[(cosf +isen) = |z| exp(i(0 + 2km)),

cualquiera que sea el entero k € Z.

e Si z es un complejo de argumento principal €, se tiene,

exp(if) = |z]e’,

z=|z

expresion denominada forma exponencial de z.

e Se denomina argumento de z, cualquier elemento del conjunto {argz+2kn / k € Z}. En la proposicién
que sigue se establecen sus propiedades més importantes.

A

Z=Z1+Zzi

Figura 1.4. Representacion grafica del argumento de un complejo

1.6.19 PROPOSICION. (Propiedades del argumento). Si z, 2’ son dos niimeros complejos cualesquiera,
se tienen las siguientes igualdades:

1) arg(zz') = argz + arg?’;
2) si z # 0, entonces arg(z~!) = —argz;
z
3) si 2z’ # 0, entonces arg <?) = argz — argz’.
(En todos los casos, debe entenderse que el argumento pertenece al intervalo | — 7, 7).
Demostracion:

1) Por una parte se tiene que
22" = |22 | exp(iarg(z2')),

y por otra se cumple que

22" = (|z] exp(iargz))(|2'| exp(iargz’)) = |2||2'| exp(i(argz + argz’)).
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Igualando ambas expresiones, resulta la propiedad.
2) Inmediata, teniendo en cuenta que 2(z)"' =1 y que argl = 0.

3) Inmediata. ]

1.6.20 OBSERVACION. Si z € C es un ndmero complejo cualquiera, de médulo |z| y argumento
principal 0, suele escribirse también z = |z|g, denominada forma polar o médulo-argumental de z.
Teniendo en cuenta las proposiciones 1.6.13 y 1.6.19, el producto y el cociente de complejos z1, za (con
29 # 0) puede escribirse en forma polar, mediante:

z122 = (|21]0,) (|22]0,) = (|211|22]) 0, 0,
2 _ lzle <@)
z2 |22, |22] / g, o,

siendo el argumento un elemento del intervalo | — 7, 7].

1.6.21 DEFINICION. (Potencias y raices de niimeros complejos).

e Siz es un ndmero complejo y p es un nimero entero, se define inductivamente la potencia p-ésima
de z, mediante:

20 =1,
2P = (2P Nz, sip>0
2P = (2P sip<0yz#£0

e SizeCyp,q€Z, secumplen las siguientes propiedades:
1) 2PH9 = 2P29 (2P)4 = 2P,
2) [P] = |z, argzP =p argz €] — 7,7,

cuya demostracion se propone como ejercicio.

1.6.22 DEFINICION. (Raiz n-ésima de un nimero complejo). Siz € Cy n € N, se dice que el niimero
complejo u es una raiz n-ésima de z, si se cumple z = u™. Entonces, si § = argz y ¢ = argu, se debe
cumplir:
|2 exp(i(0 + 2km)) = |u|"™ exp(iny), para todo k € Z,
y, por tanto,
2| = [ul"

0 + 2km = np, paratodo k € Z

es decir,
ul = /2]
0 2m
@ =—+k—, paratodo k € Z.
n n
Las soluciones distintas de esta ecuacion se obtienen para k= 0,1,...,n— 1, con lo cual puede afirmarse

que todo niimero complejo tiene n raices n-ésimas distintas.
1.6.23 EJEMPLO. Las cuatro raices cuartas del niimero complejo

+1§ =1-exp (z%)

1
2
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son los complejos siguientes:

T NG
u1:1~exp(zﬁ), ug = 1-exp ZE ,

_ 137 _ 197
Uz = exXp | 2 12 y Ug = exXp 12 .

1.7 EJERCICIOS

1. Aplicando el método de induccion en el conjunto de los niimeros naturales N, pruébese que:
a) para todo n € N, se cumple: (14+24---+n)?2 =13 +23 4 ... 4 n3.
b) para todo n > 1, se verifica que n® + (n +1)% + (n +2)® es midltiplo de 9.
L + L R 1 __" .
1-3  3-5 2n—-1)2n+1) 2n+1
d) dado p € N fijo, para todo n > 1 se cumple: 1P 4+ 2P + -+ 4 (n — 1)P +nP < pPL,

¢) para todo n > 1, se cumple:

1 1
2. a) Por el método de induccién probar que, para todo n > 1, se cumple 3 + 1 4+ 4+ o1 < 1.
1 1 1 1 1 1 1 1 1
b)Apart1rd01a81gualdades 1+§:27§, 1+§+Z:271, y 1+§+Z+§:27§,

deducir si existe una “ley general” al respecto, para cualquier n > 1. En caso afirmativo, enunciarla y
demostrarla por induccién.

3. Sobre una mesa se tienen unas urnas y un recipiente que contiene unas bolas; si en cada urna se
introduce una bola, quedan tantas bolas en el recipiente como urnas quedarian vacias si en cada una de
ellas se introducen tantas bolas como quedaron antes en el recipiente. Calcular el nimero de urnas y
bolas que hay.

4. Ocho caballos han pastado durante siete semanas en una pradera de 400 m? y se han comido no sélo
la hierba que habia, sino también la que ha podido crecer en ese tiempo. En las mismas condiciones, 9
caballos hubieran encontrado alimento durante 8 semanas en una pradera de 500 m?. Calcular cuantos
caballos podran alimentarse, en las mismas condiciones, durante 12 semanas en una pradera de 600 m?.

5. A partir de los axiomas del conjunto R, demuéstrense las propiedades siguientes:

a) el elemento neutro de la suma es tnico;

b) el opuesto de cada z € R es tinico;

¢) para cada z € R, el opuesto del opuesto de = es x;

d) el elemento neutro del producto es iinico;

e) el inverso de cada z € R — {0} es tinico;

f) para cada x € R — {0}, el inverso del inverso de = es z;

g) cualesquiera que sean z,y € R, se cumple: xy = 0 si, y sélo si, = =0, o bien, y=0.

h) z(—y) = —(xy), cualesquiera que sean x,y € R,
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Demuéstrense, utilizando tan solo los axiomas de R, las siguientes propiedades:

a) si x,y € R son tales que x <y, entonces —y < —ux;

b) si z € R es positivo, entonces su opuesto es negativo y viceversa,

c)siz,y,z€ R, con z<0iz <y, entonces zz > yz;

. . 1
d) si # < y son numeros reales no nulos, encontrar qué relacién hay entre — y —.
T

e) «

1

Y
ualquiera que sea x € R, se tiene 22 > 0, y ademés 22 =0 <=z =0;

f) cualquiera que sea = € R, se verifican las implicaciones:

7.

tal

8.

9.

l<r<l=22<z y l<z=z <22

. 1 . , .
Dado x € R, x > 0, probar que existe ng € N tal que 0 < — < z; deducir de aqui que, si x € R es
o
1

que 0 <x < —, para todo n € N, entonces debe ser z = 0.
n

Demuéstrese que para todo ntmero real positivo x > 0 existe un n € N tal quen <z <n+ 1.

Sean a,b € Q dos nimeros racionales cualesquiera y sean z,y € R — Q dos nimeros irracionales

también arbitrarios; razénese como son los niimeros: a + b, x + y, a + x, ab, xy, az.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Si p es un niimero primo, pruébese que /p es irracional.
Razoénese que el ntunero real V2 ++/3 es irracional.

Si x es irracional y a, b, ¢, d son racionales, pruébese que a+ br = ¢+ dz si, y sélosi, a =cy b = d.

p o . Tr+y
Sean x,y dos ntimeros reales positivos cualesquiera; probar que se cumple: /Ty < 7

Sean ay,as,...,a, y by,ba, ..., b, niimeros reales; probar que se cumple:

(a1by + agbs + -+ -+ ayby,) < \/a%—l—a%—k---a% - \/b%—l—b%—l—---b%.

Determinar el supremo y el infimo, si existen, de los subconjuntos siguientes de R:
A={reR/2?2<1}, B={2zeR /2> +22+2< 0},
C={recR /322100 +3<0}, D={recR/az*>2}
E={zecR/(zr—a)(z—-b)(z—c)(r—d) <0, a<b<c<d},
1 1
F= {T ER/x= o + T oM € Z,n,m > 0},
G={recR/x=2"P4+3945", p,q,r € N}
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16. Sean Ay B dos subconjuntos no vacios de R; se definen:
A+B={zx+y/xzec A, yeB} v A-B={xy/x€ A, ye B}.

Pruébense las propiedades siguientes:
a) sup(A U B) = max{sup A,sup B}; sup(AN B) < min{sup A, sup B};
b) sup(A+ B) =sup A+ supB; sup(A-B) # sup A -sup B.

17. Sean A y B dos subconjuntos acotados de niimeros reales. Se dice que A < B cuando, para cada
elemento = € A, existe un y € B tal que x < y. Razéunense si son o no ciertas las afirmaciones siguientes,
dando un contracjemplo en caso de falsedad:

a) si A < B, entonces sup A < sup B;
b) si A < B, entonces inf A < inf B.

18. En el primer apartado de este ejercicio se demuestra que Q no es completo. El resto, conduce a la
demostracién que en R todo niimero positivo tiene raiz n-ésima, haciendo modificaciones sucesivas de
un mismo razonamiento.

a) Probar que el conjunto A = {z € Q /22 < 2} no tiene supremo en Q. Indicacién: se procede por
reduccion al absurdo; si existe a € Q tal que a = supQ A, entonces a® # 2, ya que a es racional.

Por tanto, o bien a? < 2, o bien a? > 2; suponiendo a? < 2, demitiestrese que existe n € N tal
1 2 —a? 1

que 0 < — < a1 y que entonces a + — € A. Se procede de forma andloga para descartar la
n a n

posibilidad a? > 2.

b) Adéptese la demostracién del apartado anterior para probar que el conjunto B = {z € R/2? < 2}
tiene por supremo en R un nimero a tal que a® = 2.

¢) Quiere obtenerse el resultado siguiente: cualquiera que sea b € R, tal que b > 0, existe un nimero
a € R tal que a? = b. Modificar adecuadamente la demostracién del apartado b).

d) La misma cuestién para probar la existencia de la raiz n-ésima de un real positivo cualquiera.

. . . 19 23 . . .
19. Determinar:  a) la representacién decimal de — y b) los nimeros racionales que tienen

g ¥ 29’

por representacién decimal 2,3292 y 0,917.

20. En un pueblo que inicialmente contaba con 4000 habitantes se ha producido una epidemia de una
enfermedad infecciosa mortal. Se realiza una encuesta entre las personas supervivivientes, resultando
que, de ellas, el 56,56 % no fuman y el 56,756 % no beben alcohol. Calcular el niimero de victimas de
la epidemia.

21. Demostrar las afirmaciones siguientes:

a) 7 es numerable;

b) si Ay B son conjuntos numerables entonces el producto cartesiano A x B, es numerable;
¢) la reunién de dos conjuntos numerables es numerable;

d) si A C B, siendo A numerable y B no, entonces B — A es no numerable;

¢) R — Q es no numerable.
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22. Demostrar las propiedades del valor absoluto de un nmimero real, que se enuncian en el corolario
1.5.5.

23. Demostrar les propiedades siguientes del valor absoluto de un nimero real:
T ||

a)siz,y € R con y#0,se cumple —‘_| K
Y

b) |z|* = 22, para todo = € R;
¢) |z| = V22, para todo z € R.

24. Demostrar las propiedades de la distancia que aparecen en la proposicién 1.5.7.

25. Si a,b son ntimeros reales cualesquiera, probar que se cumplen las igualdades:

L+ 1  — 1 b—la—1
max{a, b} — LEOEIO T ey - aEE e b
2 2
26. Determinar los niimeros reales x tales que:
a) |z —3|=2; e) |22 47| > 3;
b) |z — 1|+ |z + 3] =4 f) Je—1|+]z+1]=0;
c) |z+1] <4 g) |z — 1|z 42| = 3;

d) |2+ 1]+ |z +2] <2 h) jz+1ljlz —2| = —(z+ 1)(z — 2).

27.  Probar que, cualesquiera que sean los nimeros z,y € R, se cumple: z = y si, y sélo si,
|z — y| < ¢ para todo € > 0.

28. Demostrar las afirmaciones siguientes:
a) el conjunto derivado de un intervalo abierto Ja, b[ es el intervalo cerrado [a, bl;
b) el conjunto derivado de un intervalo ]a,+oo[ es el intervalo [a, 4o0];

¢) el conjunto derivado de la bola B*(a;r) es B(a;r);

1
d) el conjunto derivado del subconjunto A = {1 +—/nc¢€ N} es A'={1}.
n

. 9 94 3
29. a) Calcular z=§,+ ! - + +3Z,
7 241 142

b) Calcular a,b € R, sabiendo que (=5 + ai)(b+ 19i) = 3 + 2i.

¢) Calcular a € R para que z = esté en la bisectriz del primer cuadrante.

30. Efectuar las operaciones que se indican:

12
) 23 3+i 1+7:\/§>
a _— .

PR AT A A I ( 1
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31. Determinar una condicién necesaria y suficiente para que dos numeros complejos 21,20 € C
cumplan la igualdad: |21 + 22| = |z1| + |22].

32. Escribir los nimeros complejos siguientes:

i1 V3
—1.

320 2
b) en forma bindémica: 3., 8exp(Zi), V2exp(iZ), 5exp(EEi).

a) en forma polar: 1 — i, i — /3, —2.45,

ST 5 ; i
33. Calcular: a) V/1—/3i; b) (1 —i)3/4; c) 7"\}1 _
14++/3i

34. a) Determinar los complejos 21 y za, sabiendo que su cociente es 3, la suma de sus argumentos es

m/3 y la suma de sus médulos es 8.

b) Una de las raices ciibicas de un cierto niimero complejo z es 3i; calcular dicho complejo y el resto de
raices ctibicas de z.

35. Resolver en C las ecuaciones siguientes:
a) 22 +ir +1=0; b) 2% + 2% + 1= 0;
¢) 23 —iz+ (—1+1i)=0; d) 22 4+ (1 +4)22 + (—2 + i)z — 2i = 0.

36. Determinar los complejos z tales que:

1
- —|1— 2 b) = 21
S R LS
ONM—22<1-|s%  d)z—al =]z —f], (A €R).
37. Tres ntuneros complejos 21, 22,23 € C son tales que: |21 = |22] = |z3] = 1; 21 + 22 + 23 = 0.

Probar que estos complejos son vértices de un tridngulo equildtero inscrito en la circunferencia de radio
unidad con centro en el origen.

38. Un espacio métrico (M, d) se dice separado o separable si dos puntos distintos cualesquiera tienen
entornos disjuntos. Probar que los espacios métricos (R, d) y (C,d) son separados, siendo d la distancia
euclidea en cada caso.

39. Sea A un conjunto no vacio; se define el didmetro de A, mediante:
diamA = sup{d(z,y), para todo z,y € A},

donde d es la distancia en el espacio métrico que se considere. Probar que, tanto si A es subconjunto
de R como si lo es de C, se cumple la equivalencia: A es acotado si, y sélo si, su didmetro es finito.

40. Se definen las aplicaciones de C x C en R™ mediante:
61(z,y) = max{|r1 —y1l,[v2 — y2[},  ba(m,y) = |z1 —ya| + 22 — 10,

cualesquiera que sean = = (z1,22),y = (y1,¥2) € C. Probar que ambas aplicaciones cumplen las
propiedades de una distancia y calcular y dibujar para cada caso la bola abierta de centro el origen y
radio 1.
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1.8 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Ap] APOSTOL, T.M. Andlisis Matemadtico.

El capitulo 1 de este libro trata conjuntamente los niimeros reales y los nimeros complejos. Comienza
enunciando los axiomas de cuerpo y de orden en R, estudia después los nimeros racionales y los
irracionales, las cotas superiores e inferiores y el axioma de completitud; a continuacién, estudia las
aproximaciones decimales finita y infinita de los ntmeros reales y, para terminar, estudia la extension
del sistema de los nimeros reales. Las nociones topoldgicas en R se estudian en el capitulo 3.

[Ba] BARTLE, R.G. y D.R. SHERBERT. Introduccion al Andlisis Matemético de una variable.
Los numeros reales se estudian en el capitulo 2, que esta estructurado como sigue: comienza con las
propiedades algebraicas (cuerpo conmutativo), sigue con el orden en R y sus propiedades, el valor
absoluto y sus propiedades y el axioma del supremo. Se estudian a continuacién los intervalos acotados,
los intervalos no acotados y la representacion decimal de los niimeros reales. Finalmente, se estudian
cuestiones topoldgicas tales como los conjuntos abiertos, los conjuntos cerrados y su caracterizacién.

[Bu] de BURGOS, Juan. Calculo Infinitesimal de una variable.

Excelente texto con una edicién muy cuidada y de gran pedagogia visual y conceptual. Se recomienda
la lectura del capitulo 1, apartados 1.1, 1.2, 1.5 y 1.6, dedicados a los nimeros racionales y niimeros
reales, con un enfoque similar al presentado aqui, aun cuando introduce ya conceptos sobre sucesiones
de niimeros reales.

[Di] DIXMIER, J. Matemédticas Generales

Fl capitulo 13 esta dedicado a la construccién rigurosa de R a partir de los racionales Q. Consiste en
considerar el conjunto de las sucesiones de Cauchy (o regulares) de niimeros racionales y definir en él
una relacién de equivalencia mediante la cual se contruye R como el conjunto cociente. A continuacion,
se definen las operaciones algebraicas en R, se sumergen los racionales dentro de los reales y se introduce
un orden en R. Aun cuando esta metodologia es diferente de la que se ha utilizado aqui, se recomienda
su lectura para complementar nuestra exposicion.

[Li] LINES, E. Principios de Andlisis Matemdtico.

Esta es, sin duda, una de las referencias mas completas para estudiar la construccion detallada del
cuerpo de los nimeros reales. Comienza en el capitulo 2, el cual trata las sucesiones convergentes y
fundamentales en un cuerpo ordenado K, como por ejemplo los racionales Q, y muestra que Q no es
completo. El capitulo siguiente trata el método de Cantor para completar un cuerpo ordenado, a partir
del anillo de las sucesiones fundamentales. El capitulo 4 se dedica a la construccién del cuerpo de los
nameros reales, se ve su unicidad y se enuncian los axiomas. Los capitulos 5 y 6 estdn dedicados al
estudio de la recta real y los teoremas de topologia. Los complejos se estudian en el capitulo 8.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

Este excelente texto dedica el capitulo T al estudio de los nimeros reales. Comienza estudiando las
propiedades algebraicas de los niimeros racionales y las sucesiones de niimeros racionales. Pone de ma-
nifiesto la insuficiencia de los racionales para cuestiones tales como la medida de diversas magnitudes
fisicas, problemas algebraicos (resolver la ecuacién 22 — 2 = 0) y nociones adecuadas de proximidad
(funciones continuas). Ello motiva la introduccién de los niimeros reales, que se hace en dos apartados:
axiomatica de los reales y propiedades y representacion decimal de los reales. Al final del capitulo I, se
incluye un apéndice dedicado a la construccién y unicidad de R, también a partir de las sucesiones de
Cauchy en Q.
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[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

La originalidad es, ademas de su indudable calidad, una de les caracteristicas de esta obra. La parte [
se dedica a una introduccién de los niimeros reales, que se hace en dos capitulos: el primero recuerda las
propiedades operativas bésicas de los nimeros, basandose en los conocimientos previos que se suponen
conocidos. El segundo capitulo pone énfasis en las diferentes clases de ntimeros, segiin sus propiedades.
Los ejercicios que se proponen son sumamente interesantes. La parte V del texto recoge otra metodologia
de construccién del conjunto R, a partir de las denominadas cortaduras de Dedekind; después de la
construccion, se definen las operaciones algebraicas y el orden, estableciéndose sus propiedades.
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CAPITULO 2
SUCESIONES NUMERICAS

RESUMEN DEL CAPITULO

Este capitulo esta dedicado al estudio de las sucesiones numéricas, es decir, de aplicaciones del
conjunto N de los niimeros naturales en los conjuntos R o C.

En el apartado 2.1 se ve la definicion de sucesion numérica, ilustrada con algunos ejemplos, las
sucesiones definidas por recurrencia y las operaciones algebraicas con sucesiones. En el apartado 2.2
se define el concepto de limite de una sucesion numérica, las sucesiones convergentes y se prueba la
unicidad del limite de una sucesion, cuando éste existe; se completa el apartado con el estudio de unos
¢jemplos ilustrativos.

El apartado 2.3 tiene como objetivo el estudio de las propiedades generales de las sucesiones
convergentes: convergencia y acotacion, algebra de limites de sucesiones y relacion entre la convergencia
v el orden en R (signo del limite, criterio de compresion, etc.). En el apartado 2.4 se tratan las
sucesiones mondtonas y sus propiedades, en especial la caracterizacion de su convergencia: teorema de
la convergencia mondtona.

En el apartado 2.5 se estudian las sucesiones parciales o subsucesiones y su aplicacién al estudio de la
convergencia de una sucesién, destacando como resultado principal el teorema de Bolzano- Weierstrass;
se definen también los limites de oscilacién de una sucesién. El apartado 2.6 estd dedicado al estudio de
las sucesiones de Cauchy o regulares y su relacion con la convergencia, probandose la equivalencia entre
ambas; se acaba este apartado con el estudio de las sucesiones contractivas y la caracterizacion de su
convergencia.

En el apartado 2.7 se aborda la generalizacion del concepto de limite al caso infinito, en el cual se
estudian también unos criterios para establecer la convergencia de una sucesion. Por ultimo, el apartado
2.8 se dedica a la equivalencia de sucesiones, con el objeto de proporcionar una metodologia 1til para
el calculo de limites de sucesiones.
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2.1 SUCESIONES. OPERACIONES CON SUCESIONES.

2.1.1 DEFINICION. (Sucesion numérica). Se denomina sucesién infinita o simplemente sucesion de
niumeros reales, a cualquier aplicacién f de N en R, de modo que a cada niimero natural n se le hace
corresponder un nimero real f(n). Sila aplicacion f es de N en C, la sucesién se denomina compleja o
de numeros complejos.

2.1.2 Si f es una sucesion, el conjunto Imf = f(N) es, o bien finito, o bien infinito numerable; por
ello, es habitual notar cada imagen f(n) con una letra y un subindice que expresa el nimero natural
mediante el cual se calcula dicha imagen. Asi, por ejemplo, se escribe f(n) = z,,n € N. También es
habitual identificar la sucesion con la familia de imagenes y, en consecuencia, para indicar una sucesion
se escribe (T’n)neN o simplemente (), especificando el conjunto de pertenencia de las imdgenes, es
decir, indicando si x,, es real o complejo, cuando conviene hacerlo. El elemento x,, se denomina término
n-ésimo de la sucesion.

2.1.3 OBSERVACION. No debe confundirse la sucesién propiamente dicha (mn)neN, con el conjunto
de los términos de dicha sucesiéon X = {x,, / n € N}; obsérvese que una sucesién consta de infinitos
clementos presentados en un cierto orden, mientras que el conjunto X no tiene los elementos ordenados,
puede ser finito e, incluso, puede constar de un tdnico elemento: tal es el caso de las sucesiones
constantes, para las cuales f(n) = x, = A, para todo n € N; con ello, una de tales sucesiones es
(Tn),eN = (M A, A1), pero el conjunto de los términos de la misma es X = {A}.

2.1.4 EJEMPLO.
2n—1

:3n,+2

) 135 7 on —1

Tn = el e e L R
neN T\ 581114 3n +2

1) Counsidérese la aplicacién f de N en R, definida por f(n) ; designando f(n) = x,, resulta

la sucesion real:

2) Si f: N — R es la sucesion real definida por f(n) =z, = (—1)", se obtiene:
(@n)yeny = (=1, L, =1,1,=1,1,...,(=1)",...)

1+ 2

on

I A U A 1 1
(Zn)nENi 5+Z’Z+§Z7§+ZZ7.“7%+2”_7127”.

3) Si f:N— C es la sucesiéon compleja dada por f(n) = z, = resulta:

2.1.5 OBSERVACION. En los ejemplos anteriores se ha dado la sucesién expresando su término n-
ésimo como una funcién de n; es lo que se denomina expresar el término general de la sucesion y permite
conocer cada uno de los términos de la sucesién, substituyendo el valor de n que corresponda. Debe
observarse, no obstante, que el conocimiento de unos cuantos términos de una sucesién no permite
deducir el término general de la misma.

2.1.6 EJEMPLO. (Sucesiones definidas por recurrencia). Una sucesién se dice recurrente o definida
por recurrencia, si el término n-ésimo x,, de la misma se define mediante una expresién que permite
obtenerlo a partir de los anteriores x1,xa,...,2p—1. Un ejemplo clasico de sucesion recurrente es la
denominada sucesion de Fibonacci, que se define mediante:

r1=1, x9=1, x,=2n o+2x,_1, paran > 3.
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2.2 Limite de una sucesién. 45

Otro ejemplo de sucesion recurrente es la definida por:

r = \/57 Tn =/ 2+ Tn—1, paran > 27

que se verd de nuevo mads adelante.

2.1.7 DEFINICION. (Opcraciones algebraicas con sucesiones). Vistos los conceptos bésicos sobre
sucesiones numéricas, podemos entrar en otra cuestion importante: las operaciones algebraicas con
sucesiones. En efecto, pueden definirse operaciones algebraicas con sucesiones para obtener otras,
empleando para ello las operaciones definidas en R o C aplicadas entre sus términos n-ésimos respectivos;
el nombre de la operacién entre los términos generales da nombre al proceso de obtencién de la nueva
sucesion.

Asiy i (Tn),eN» (Un)peN son dos sucesiones numéricas y A € R (0 A € C en el caso de sucesiones
complejas), pueden obtenerse las sucesiones siguientes:

1) sucesién suma: término n-ésimo dado por z, + yn;

2) sucesion diferencia: término n-ésimo dado por x, — yn;

3) sucesion producto: término n-ésimo dado por z,Yn;

4) sucesion producto por escalar: término n-ésimo dado por Az,

., . . , . T,
5) sucesion cociente: término n-ésimo dado por —;
Yn

En el dltimo caso se requiere, evidentemente, que se cumpla ¥y, # 0 para todon € N o que, cuando
menos, la sucesién (y,,) tenga unicamente un nimero finito de términos nulos, que pueden sustituirse
por otros no nulos.

2.1.8 OBSERVACION. Si (zp), N es una sucesién de nimeros complejos, su término n-ésimo zy,
puede escribirse en forma bindmica mediante: z, = a, + ib, con a,,b, € R. Teniendo en cuenta
las operaciones definidas en 2.1.7, resulta que toda sucesiéon compleja puede expresarse mediante dos
sucesiones de niimeros reales: (z,) = (an) +i(b,) n € N.

2.2 LIMITE DE UNA SUCESION.

2.2.1 DEFINICION. (Limite de una sucesion. Sucesiones convergentes). Si (7,), N €s una sucesion
de nimeros reales, se dice que el niimero = € R es el limite de la sucesion (x,), si cualquiera que sea
€ > 0, existe un ndmero natural ng(e), tal que |z, — z| < e, si n > ng(e).

e Se ha definido el Iimite de una sucesién numérica; con ello anticipamos su unicidad que se probara
en 2.2.0.

e Se ha escrito no(e) para especificar que este niimero natural depende de e; habitualmente se escribe
simplemente ng, ya que dicha dependencia se sobreentiende y no es preciso indicarla.

e Si una sucesién tiene limite, se dice que es una sucesion convergente; en caso contrario, la sucesion
se denomina divergente.
e Siuna sucesién (z,) tiene por limite z € R, ello se indica con una de las notaciones siguientes:
r= lim (z,); = =lim(x,); z=Ilimx,; (r,) — .

n—-+o0o

2.2.2 OBSERVACION. Queremos destacar el hecho de que si una sucesién (x,,) tiene limite z, éste
depende tnicamente de la llamada cola de la sucesion, esto es, de los términos x,, con n “grande” y que
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los términos iniciales de la sucesion no tienen influencia alguna sobre el limite; dichos términos podrian
incluso ser reemplazados por otros, sin que ello implicara ninguna modificaciéon sobre el limite de la
sucesion, supuesto que éste exista. Dicho con todo rigor: el limite de una sucesién (x,,),>1, si existe, es
exactamente el mismo que el de la sucesion (x,,),>n,, sca cual sea ng € N.

2.2.3 OBSERVACION. Si (z,) es una sucesion de nimeros complejos, la definicién de lim(z,) se formula
andlogamente a la que se ha enunciado en 2.2.1, teniendo en cuenta que entonces | | significa el médulo
de un complejo. Si el término n-ésimo de la sucesién se escribe z, = a, + bpi, n € N, puede relacionarse
la convergencia de la sucesién compleja con la de las sucesiones reales (a,) v (b,), tal como se ve a
continuacién.

2.2.4 PROPOSICION. Una condicién necesaria y suficiente para que la sucesién compleja (z,) =
(an + bni) sea convergente es que lo sean las sucesiones reales (a,) y (bn). Ademads, se cumple

lim z, = lima, + (lim by, )i.

Demostracion:

Si suponemos que (z,) — 2z = a+ bi, por definicién de limite de una sucesion, para cada € > 0 existe
ng tal que, si n > ng, entonces |z, — z| < e, es decir, se cumple

|20 — 2| = |(an 4 bni) — (a + bi)| = |(an —a) + (by — b)i| = /(an —a)? + (b, — D)2 < &,

para todo n > ng. En consecuencia, se tendra que

lan —a| = \/(an — a)2 < \/(an —a)2 + (b, — )2 < &, para todo n > ng,

es decir lim a,, = a. Se prueba de forma andloga que lim b, = b, con lo que la condicién es necesaria.

Para ver que es suficiente, si lima, = a y limb,, = b, entonces dado ¢ > 0 existen nqi,n2 € N tales

que:
5

\/57

Por lo tanto, si n > max{nj,ns}, se tiene,

3

\/57

la, —al < sin>mny;  |b, —b| < sin > ny.

2 2
€ €
Ty — (a + bi)| = |(an — a) + (bn — b)i| = /(an —a)? + (b, — )2 < <—> +<—> =e,
(@ b0) = (o =) + (b = Dl = Vlan—aP = B =07 <[ (55 ) +( 55
lo cual prueba que la condicién es suficiente. L]

2.2.5 La proposicién anterior muestra que el estudio de la convergencia de una sucesién compleja se
reduce al estudio de la convergencia de dos sucesiones reales. Por tanto, en lo que resta de capitulo
trataremos tnicamente sucesiones de nimeros reales. En la proposicién que sigue se prueba un resultado
importante del limite de una sucesién: su unicidad; a continuacién se desarrollan tres ejemplos que
serviran, por un lado, para profundizar en la mecédnica e,ng y, por otro, para poner de manifiesto que
la definicién de limite de una sucesién numérica no es suficientemente ttil para el calculo efectivo del
limite de la misma.

2.2.6 PROPOSICION. (Unicidad del limite). Si una sucesién (z,) es convergente, entonces su limite
es lnico.
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2.2 Limite de una sucesién. 47

Demostracion:

Si se supone que la sucesién pudiera tener dos limites distintos x = lim (z,), 2’ = lim (z,),
n—-+4oo n—-+oo
cada uno de ellos cumpliria la definicién de limite de una sucesion, esto es, dado € > 0 arbitrario,

existirian dos nimeros naturales ni,ny tales que

|xn—m|<%, sin>ny y \mn—x'\<§, sin > ns.
Por lo tanto, para todo n > max{ny, na}, se cumpliria:
0< |z —2'| < |z — mp| + |70 — 2| <§—|—§:5.
La arbitrariedad de € > 0 implica la igualdad z = /. L]

2 1 2
2.2.7 EJEMPLO. Se trata de probar que lim .n + = —, aplicando la definicién de limite de
n—oo \ 3n + 2 3

una sucesion. Debe plantearse, pues:

‘2n+1 2‘ ‘ 1 ‘ 1
= = <e,

3n+2 3| |3Bn+2)| 3(Bn+2)

— 6¢e

. . . 1
lo cual es cierto si 1 < 9ne + 6¢, es decir, si se cumple n > . Por lo tanto, tomando ng como la

parte entera de esta ltima fraccién, queda probado que 3 es el limite de la sucesion, en virtud de su

unicidad.

2.2.8 EJEMPLO. La sucesién ((—1)"), .y no es convergente. Silo fuese, existirfa z = lim(—1)" y se
cumpliria la condicién que establece la definicién de limite: dado ¢ > 0 arbitrario, existe un niimero
natural no de tal manera que |(—1)" — x| < g, para todo n > ng. En particular, cualquicra que sea
e>0,

[z = 1] = [le] = [(=D)"[| < |(=1)" — =[] <,

esto es, ||z] — 1| = 0, o sea, |z| = 1. Por lo tanto, debe ser z = 1, o bien # = —1. Ahora bien, si
fuera x = 1, se observa que |(—1)" — 1| = 2, para todon = 2p+ 1 € N; si # = —1, se observa que
|(—=1)™ — (—1)| = 2, para todo n = 2p € N. As{ pues, para ningiin niimero real positivo e < 2 se puede
satisfacer la definicién de limite y, por tanto, la sucesion ((—1)") es divergente (es un tipo de sucesién
de las denominadas oscilantes).

2.2.9 EJEMPLO. Se quiere demostrar que, sean cuales sean los nimeros reales a,b,c con b # 0, se

a
cumple: lim (b > = 0. Si a = 0, la igualdad es cierta de forma trivial, con lo que se supone que
m

+c
a # (. Si se supone ahora que b > 0y que ¢ > 0, entonces, para € > 0 cualquiera, se cumplira

: _ _a <eg, si n>|a‘_CE
bn+c¢|  bn+c T be

al — ce . .
L v la igualdad es cierta.

Por tanto, puede tomarse ng como la parte entera del mimero real ;
he

Complétese el razonamiento segin el signo de by c.

. 1
Obsérvese que, en particular, se ha demostrado que lim — = 0.
n
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2.2.10 OBSERVACION. A partir de los ejemplos anteriores, se aprecia que la definicién de limite de
una sucesiéon presenta dos grandes inconvenientes a la hora del célculo efectivo de limites:

e cn primer lugar, dada una sucesién (), no hay ningin procedimiento que ayude a intuir, de un
modo general, el valor de su limite y ni siquiera a saber si éste existe o no;

e cn segundo lugar, incluso si se conoce de antemano el valor de x, no resulta facil demostrar la
igualdad x = lim x,, con la metodologia ¢, ng. Por ello, el cdlculo de limites se basard en propiedades
de la convergencia que se estudian en los apartados que siguen.

2.3 PROPIEDADES DE LA CONVERGENCIA.

2.3.1 En este apartado se estudian unas primeras propiedades de las sucesiones convergentes,
consistentes en relacionar la convergencia con acotacién, las operaciones con sucesiones y el orden en
R. Estas propiedades permitirdn, tal y como se vera mas adelante, desarrollar métodos de cdlculo del
limite de una sucesién convergente.

2.3.2 DEFINICION. (Sucesion acotada). Una sucesion numérica (,,), .y se denomina acotada si el
conjunto de los términos de la sucesibon X = {x,, / n € N} es un subconjunto acotado de R. Ello
significa la existencia de un niimero real k£ > 0 tal que |z,| < k, para todo n € N. Son ejemplos de
2n+1
. ; . _1\n s r- . . . 2 o
sucesiones acotadas: ((—1)"), N <3n =) En cambio, las sucesiones: (n°+1), NV (2n—5), .N
’ ne
no son acotadas. En la proposicion que sigue, se establece la relacion entre convergencia y acotacion de
una sucesion.

2.3.3 PROPOSICION. Si una sucesién numdrica es convergente, entonces es acotada.
Demostracion:
Sea (x,) una sucesién convergente de nimeros reales, de limite x € R; entonces dado ¢ > 0

arbitrario, existe un nimero natural ng(e) tal que, si n > ng(e), se cumple |z, — x| < . Si se
toma, por ejemplo, e = 1, entonces |z, — 2| < 1 para todo n > ng(1). Por lo tanto, se cumple

|zn| — 2| < |z — 2| < 1, es decir, |z,] < 1+ |z| para todo n > ng(1). Si se designa por
k = max{|zi|,|z2|,. ... [Tnonyls L + |2[} > 0, puede afirmarse que |z,| < k, para todo n € N, es
decir, la sucesién (x,) es acotada. [

2.3.4 OBSERVACION. El reciproco del enunciado anterior no tiene por qué ser cierto de un modo
general, esto es, una sucesiéon puede ser acotada y, sin embargo, no ser convergente. FEn efecto,
basta considerar por ejemplo la sucesion ((—1)"), ., que es acotada puesto que se cumple [7,| <
1 para todo n € N, y sin embargo no es convergente, segiin se ha probado en 2.2.8.

2.3.5 PROPOSICION. (Algebra de los limites de sucesiones.) — Si las sucesiones (z,), (yn) son
convergentes y de limites lim(z,) = 2 y lim(y,) = y, entonces se cumplen las propiedades siguientes:

1) lim(zp £yn) =zt y.
2) lim(2nyn) = Y.
3) lim(Az,) = Az, para todo A € R.

4) lim (T—"> = z, siy # 0.
Y

Yn
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2.3 Propiedades de la convergencia. 49

Demostracion:

1) Seae > 0, arbitrario; dada la convergencia de las sucesiones (2,,), (), existen dos niimeros naturales
ni,ny tales que

€ €
|z, — 2| < 5 bara todo n>mny; |y, —y| < 5 para todo n > ns.

Por tanto, para todo n > max{ni,ns}, se cumplird que

€ €
[(@n +yn) — (@ + )| = [(xn —2) + (Yn —Y)| < |20 — 2+ Y0 —y| < 9 + GO &,
con lo que lim(z, + y,) = = +y. La segunda igualdad se prueba andlogamente; redactese la

demostracién como ejercicio.

2) Puesto que la sucesion (y,) es convergente, en virtud de 2.3.3, es acotada, es decir, existe k > 0, tal
que |y,| < k para todo n € N. Por definicién de limite, para cada e > 0 existen nq,ng tales que:

=
2k

|z, — 2| < =, para todon > ny; |y, —y| < , para todo n > no.

€
2|z|
Por lo tanto, para todo n > max{n;,ns} se cumple:

€ €
TnYn — Y| < |TnYn — TYnl + [2Yn — 2yl = |20 — 2||Yn| + [2||yn — y| < % k |lz| = e.

+ —_—
k 2|z|
es decir, lim(2,y,) = xy. Obsérvese que se ha supuesto que = # 0; si # = 0, es inmediato ver que
limz,y, = 0.

3) Inmediato, a partir de 2).

4) Para probar esta afirmacién deben antes acotarse inferiormente los términos |y, |: puesto que y # 0,

7 1,
entonces |yl > 0y, si se toma € = |'—2/‘, existe un natural ny tal que |y, —y| < % para todo n > nq,

de modo que se cumple:

yl _ Il

- > (0 para todo n > nj.
) 5 p 1

Wl > 1yl = lyn —yl > lyl -
Por otro lado, como que y = lim y,,, para cualquier ¢ > 0 existe un natural ny tal que |y, —y| <

2
ey p
M para todo n > ny. Entonces, se tendra:

ely?|
1 1 —
— — == M <2 __. para todo n > max{ni, na},
Yoyl [Yllynl |y
vl =~
72
1 1
es decir, lim <—> = —. Aplicando finalmente 2), se completa la demostracion. L]
Yn

2.3.6 OBSERVACION. El limite de la suma y del producto de sucesiones convergentes puede extenderse
sin dificultad a un ntmero finito de sucesiones; de este modo, la proposion 2.3.5 permite establecer la
convergencia de una sucesion cuando ésta se obtiene como resultado de operaciones entre diversas
sucesiones convergentes y de limites conocidos, tal como se muestra a continuacion.
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n? +9n — 1
-, el cual puede

2.3.7 EJEMPLO. Considérese la sucesién de término general =z, = —————
6n +13n 4+ 6

expresarse también como sigue:

i i n

S 62+ 13n+6  6+13L4641°

n? +9n —1 7+91 - 11
o1 . .
Dado que lim — = 0, aplicando 2.3.5 se obtiene
n

T+9.0-0-0 7
6+13-0+6-0-0 6

limz,, =

2.3.8 PROPOSICION. Sea (z,,) una sucesién convergente tal que lim(z,,) = 0 y sea (y,) una sucesién
acotada; entonces, la sucesion producto (x,y,) es convergente y ademds se cumple lim(z,y,) = 0.

Demostracion:

Por ser (y,) acotada, existe un nimero real k > 0 tal que |y,| < k, para todo n € N. Puesto que

(xn) — 0, dado € > 0 arbitrario, existe ng € N tal que |z,| < 7 para todo n > ng. Por tanto, se

cumplird
€
[Tnyn| = |Tallyn| < T k=¢, paratodon > ng,
lo cual prueba que (z,¥,) es convergente y de limite 0. [
2.3.9 EJEMPLO. La sucesion | (—1)" i es convergente y de limite 0, puesto que es el producto
n

3
de las sucesiones <?>, que tiene limite 0, y ((—=1)"), que es acotada.
n

2.3.10 PROPOSICION. Si (z,) es una sucesién convergente de limite z, entonces la sucesién (|z,|)
también es convergente, y ademds se cumple: lim |z, | = |z].

Demostracion:

Dado ¢ > 0 arbitrario, existe ng € N tal que
(recuérdese 1.5.5):

xn — x| < & para todo n > ng. Entonces, se cumple

||zn| — |z|| < |2 — 2| < € para todo n > ng

es decir, lim |z, | = |x|. ]

2.3.11 OBSERVACION. El reciproco de la proposicién anterior no tiene por qué ser cierto, esto es,
puede que (|z,|) sea una sucesién convergente, en tanto que (z,) no lo sea; tal es el caso de la sucesién
((=1)"),eN- A continuacién se estudia la relacién entre la convergencia de sucesiones y el orden en R
(obsérvese que esto no tiene sentido en C).

2.3.12 PROPOSICION. Sea (,,) una sucesién convergente tal que z, > 0 para todo n € N; se cumple
entonces que limx, > 0.
Demostracion:
Sea pues (x,) — =, con z, > 0 para todo n € N. Supdngase que la conclusion fuese falsa, esto es,
que se cumpliese z < 0; tomando, por ejemplo, entonces € = ‘;—| > (0, existiria un ntmero natural

no tal que
r—e<z, <x+e<0 paratodon > ng,
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es decir, no todos los términos de la sucesion serian positivos, lo cual es contradictorio. L]

2.3.13 OBSERVACION. Notese que si los términos de la sucesién son niimeros reales estrictamente
positivos y la sucesion es convergente, la proposicién anterior inicamente afirma que el limite es positivo,
pero no debe pensarse que necesariamente deba ser también estrictamente positivo. Para verlo, basta

n
es 0. La proposicién anterior permite, no obstante, extraer conclusiones interesantes, que se estudian a
continuacion.

1
considerar la sucesién <— , cuyos términos son numeros reales estrictamente positivos y cuyo limite
nGN

2.3.14 COROLARIO. Sean (), (yn) dos sucesiones convergentes tales que z,, <y, para todon € N.
Se cumple entonces que limz,, < limy,.

Demostracion:

Si limz, =2 y limy, =y, considerando la sucesion (y, — 'T”)nEN’ ésta es de términos positivos
y, en virtud de la proposion 2.3.5, es convergente y de limite y — z. Aplicando ahora la proposién
2.3.12; se obtiene y — xz > 0 o, equivalentemente, z < y. [

2.3.15 COROLARIO. Sea (r,) una sucesién convergente, tal que a < z,, < b para todo n € N. Se
cumple entonces que a < limz, < b.

Demostracion:

Se propone como ejercicio. ]

2.3.16 PROPOSICION. (Criterio de compresion). Sean (xy),(yn) dos sucesiones convergentes de
niimeros reales tales que limxz, = limy, = = y sea (z,) una sucesién tal que =z, < z, <y, para todo
n € N; entonces, la sucesion (z,) es convergente y ademds se cumple lim z,, = z.

Demostracion:

Sea € > 0 arbitrario; existen ni,ne € N tales que
r—e <z, <T+e, para todo n > ng y r—e <y, <x+e, para todon > n,.
En consecuencia, para todo n > max{ni,ns} se cumple:
T—e<Ty < zp SYp <T+eg,
lo cual prueba que lim(z,) =  y que (z,) es una sucesién convergente. [

senn

2.3.17 EJEMPLO. La sucesion
2n+1

> es convergente y de limite 0, ya que se cumple:

-1 senn <
2n+1 " 2n+1 ~ 2n+1

para todo n € N,

—1 1
y se sabe (jemplo 2.2.9) que lim —— = lim 0.

2 + 1 M1
2.3.18 OBSERVACION. Es conveniente recordar ahora lo que se ha dicho en 2.2.2 respecto a las colas

de las sucesiones: la convergencia de una sucesién (x,) hacia su limite 2 depende del comportamiento
de la sucesién a partir de un ngp tan grande como se quiera. En particular, pues, para la validez de la
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proposion 2.3.16 no es necesario que se cumpla x, < z, < y, para todo n € N, sino que basta con
que ello sea cierto para todo n > ng € N. Compruébese que esto es cierto repasando la demostracion y
extiéndase también esta puntualizacion, si es posible, al resto de resultados de este apartado.

2.4 SUCESIONES MONOTONAS.

2.4.1 DEFINICION. (Sucesiones mondtonas. Tipos de monotonia). Sea (r,), N una sucesién de
nimeros reales;

e se dice que (x,) es una sucesién mondtona creciente si se cumple: z, < x,41 para todo n € N;
e se dice que (x,) es una sucesiéon mondtona decreciente si se cumple: 2, > x,41 para todo n € N.
e se habla en general de sucesiones mondtonas para indicar ambos tipos de monotonia.

e Sien las definiciones anteriores puede substituirse < por <, (respectivamente, > por >), entonces
la sucesién se denomina estrictamente creciente (respectivamente, estrictamente decreciente).

2.4.2 EJEMPLO. Considérese la sucesion (x,,) definida en 2.1.6, mediante:

T =V2, xn=\2+x, 1, sin>2

Los primeros términos de la sucesién cumplen que 27 = vV2 < V24 V2 = zo. Supongamos que
Tp_1 < Tn; entonces, puede afirmarse que 24z, 1 < 24 z,, de donde 2+ 1z, < /2+z,, y por
tanto x, < Tp+1. Asi pues, se cumple x,, < 7,41 para todo n € N; esto es, la sucesion considerada es

mondtona creciente.

2.4.3 EJEMPLO. Counsidérese la sucesion de nimeros reales de término general dado por =z, =
1\" . P PR

(1 + — para todo n € N. El primer término es 21 = 2, el segundo término es 9 = 9/4, y por tanto,
n

se cumple 7 < 9. Desarrollando por el binomio de Newton, se obtiene:

1\" 1 (n—1) 1 (n—1)(n—2) 1 n—1)n-2)---2-11
o (1) Syl D1 e DE o 1 e —2) a1
n n 2! n2 3! n3 n! nn
1 1 1 1 2 1 1 2 n—1
=141+ (=) (=)= St (1= )1 = =) (1= ——).

Anélogamente,

1 \""! 1 1 1 1 2
fn+1:<1+n+1> :2+5<1*n—+1>+3—!(1*n—+1><1*n+1)+
+...+i<1_ 1)(1_ 2)...(1_77'71)4_

n! n+1 n+1 n+1
) (-2t

(n+1)! n4+1 n4+1 n+1

La expresion de x, contiene n + 1 sumandos positivos y la de x,41 contiene n + 2; ademds, cada
término de z, es menor que el término correspondiente de z,+1. Asi pues, puede afirmarse que
Ty < Zn41 para todo n € N, esto es, que la sucesién considerada es estrictamente creciente.
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2.4.4 OBSERVACION. La convergencia de una sucesién depende, tal como ya se ha comentado, del
comportamiento de su cola; por lo tanto, si una sucesion no es monoétona pero existe un nimero
natural ng tal que z, < x,+; para todo n > ng, o bien, x, > x,+1 para todo n > ng, entonces
también son validas las propiedades que se establezcan para las sucesiones monétonas. De hecho,
es equivalente substituir los ng primeros términos de la sucesién, de modo que resulte una sucesiéon
mondétona. Vistas, pues, las definiciones, puede procederse a estudiar las propiedades de las sucesiones
mondtonas relacionadas con su convergencia.

2.4.5 TEOREMA. (De la convergencia mondtona.) Sea z, una sucesién mondtona de nimeros reales;
se cumplen entonces las propiedades:

1) sila monotonia es creciente, una condicién necesaria y suficiente para que la sucesién sea convergente
es que sea acotada superiormente, cumpliéndose entonces que lim(zy,) = sup{z, / n € N}.

2) si la monotonfa es decreciente, una condicién necesaria y suficiente para que la sucesién sea
convergente es que sea acotada inferiormente, cumpliéndose entonces lim(z,,) = inf{z,, / n € N}.
Demostracion:

1) Debe probarse tan solo que la condicién es suficiente, puesto que ya es sabido que toda sucesién
convergente es acotada. Supdngase, pues, que la sucesién (z,) es acotada superiormente; existe
entonces z = sup{x, / n € N}. La convergencia de la sucesién se probard viendo que = = lim(zy,).
En efecto, sea ¢ > 0 arbitrario; el mimero real x — ¢ no puede ser una cota superior del conjunto de
términos de la sucesién, con lo que existe un término z,, tal que r —e < z,,. Puesto que la sucesién
(2,,) es mondtona creciente, se cumple:

r—¢e <y, <zn <z, paratodon > ng,

es decir
r—e<z, <x4+e, paratodon > ng,

lo cual prueba que x = lim(zy,).

2) Se propone como ejercicio. ]

2.4.6 EJEMPLO. Considérese nuevamente la sucesion del ejemplo 2.4.2, de la cual se sabe que es
mondétona creciente; se vera a continuacién que esta acotada superiormente por cualquier niimero real
tal que k > 2. En efecto: el primer término cumple v2 < 2 < k v, si se supone que T, < k,
entonces resulta que x, = 2+ x,—1 < V2+k < k paratodon € N. As{ pues, la sucesién es
convergente en virtud del teorema anterior. Para determinar su limite, vemos que se puede escribir

r = lim x, = lim \/2 +Tpo1 = V2 + x, es decir, 2 =92+ x; las soluciones de esta ecuacién son
n—oo n—oo

2 v —1. Es evidente que —1 no puede ser el limite de una sucesién mondtona creciente y de nitimeros
positivos, con lo que debe cumplirse lim =z, = 2.
n—-+oo

1 n
2.4.7 EJEMPLO. Considemos ahora la sucesion del ejemplo 2.4.3, de término n-ésimo x,, = (1 + —) .
n

Para ver que es acotada superiormente y, por lo tanto, que es convergente, se observa que:

L4141l = o)+ (1 )= 2) oo (L= ) (1= 2) (1= 2

) <

Tn

141 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _
<l1l+ +5+3—!+"'+E< + +2—1+2—2+2—3+"'+2n_1 =

1 ) 1 )
:1+<2_2nT1>:3_2nT1<3'

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



54 2. Sucesiones numéricas.

1 n
Asi pues, se cumple <1 + —> < 3 para todon € N, lo que prueba que la sucesién es acotada y, en
n
n

definitiva, que es convergente. Se escribe lim <1 + — ) =e, yenvirtud de las propiedades del limite
n—oo n

de una sucesién, se cumple: 2 < e < 3, pudiendo probarse facilmente que e < 2,75 y que su expresion
decimal es e = 2,7182882846 + 10~%. Ma4s adelante se probard que e es un ntmero irracional (véase
3.3.20).

2.5 SUCESIONES PARCIALES O SUBSUCESIONES.

2.5.1 En este apartado se desarrolla la nocién de sucesiéon parcial o subsucesién de una sucesion dada;
el estudio de las sucesiones parciales es muy 1til para determinar el comportamiento de una sucesién,
especialmente si ésta no es convergente. Se trataran las propiedades de convergencia de las subsucesiones
v se vera finalmente la nocién de limites de oscilacién de una sucesion.

2.5.2 DEFINICION. (Sucesion parcial o subsucesion).  Sea (an), N una sucesién de mimeros

reales y sea (nk)keN una sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales, esto es, que cumple

ny < ng < -+ < ni < ---. Se denomina sucesion parcial o subsucesion de (an)nEN a la sucesion

(ank)keN'

e Obsérvese que una subsucesién de (a")neN no es mas que el resultado de componer la propia sucesion
(an), e con una aplicacién estrictamente creciente de N en N, es decir

N 2N “ R

k —n, — ap,

lo que justifica el uso frecuente de la notacién (ag(k))keN para indicar una sucesién parcial.

e El motivo de la denominacién sucesion parcial es evidente: (an, ), N 10 es mis que una sucesién
formada por una parte de los términos de (a")neN7 cuyo indice viene dado por la sucesion
estrictamente creciente de nimeros naturales (nk)keN' Obsérvese que se cumple n, > k para
todo k € N, en virtud del crecimiento estricto de la sucesién (ny), .N-

e Bs habitual decir simplemente que (a,,) es una parcial de (a,). Por otra parte, obsérvese que toda
sucesion (ay) tiene dos subsucesiones evidentes: la de los términos de indice par (agk), .y v la de
los términos de indice impar (a%—l)keN'

2.5.3 EJEMPLO.
("

1) Sea la sucesién real <
n

) ; son subsucesiones de la misma:
'nEN

1
<2—> , obtenida considerando los términos de indice par, 2 <4 <6 < ...;
n 'nEN

_1)n
u , obtenida considerando los términos n =k +4, k € N;
n+4 neN

-1
—_— , obtenida considerando los términos ny, = 28 +1, k € N,
2n +1 neN

,- -, ya que tan solo se

(S

1
747

W =

1
,--+ 1o es una parcial de la sucesién 1, ok

(=2 A=

I

0| —

1
721

e

2) La sucesién 1,
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2.5 Sucesiones parciales.

ha producido una alteracién en el orden de los términos.

2.5.4 PROPOSICION. Una condicién necesaria y suficiente para que una sucesién numérica sea
convergente es que todas sus parciales sean convergentes y tengan el mismo limite.

Demostracion:

La condicién es necesaria: sea (a,) una sucesiéon convergente, tal que lima, = a y sea (an,), N
una parcial de (an), .N. Dado & > 0 arbitrario, existe un No € N tal que |a, —a| <& para todo
n > Ng. En particular, si k > Ny entonces ng > k > Np 'y, por lo tanto, |a,, — a| < ¢, con lo que
a =limay,,.

La condicién es suficiente: evidente, ya que toda sucesion es parcial de ella misma. L]

2.5.5 OBSERVACION. Como es ficil intuir, la proposicién anterior tiene una aplicacién inmediata y
muy efectiva: la demostracion de la divergencia de una sucesion, en caso de poder encontrar dos parciales

.. . . . , . . )"
de limites diferentes, o bien, una parcial no convergente. Asi, por ejemplo, la sucesién (E(( n) )) N
ne

es divergente, ya que la parcial de sus términos pares tiene limite 0, mientras que la parcial de los
términos impares tiene limite —1. Pero esa no es la unica implicacién relevante de la proposicion
anterior: permite relacionar la acotacidon de una sucesion con la convergencia de, al menos, una sucesion
parcial de la misma, tal como establece el importante teorema que sigue.

2.5.6 TEOREMA. (De Bolzano-Weierstrass para sucesiones.) Toda sucesién acotada tiene, al menos,
una sucesion parcial convergente.
Demostracion:
Sea (an),cN una sucesién acotada; con ello, el conjunto X = {a, / n € N} es acotado. Se tienen
entonces dos posibilidades:
e si X es finito, la sucesion tiene alguna sucesion parcial constante, la cual serfa convergente;
e si X es infinito, X tiene un punto de acumulacién = (en virtud del teorema 1.5.22); por
tanto, para cada k € N, la bola B(z; +) contiene infinitos puntos de X (proposicién 1.5.19). Si

5 x
ne = min{n € N / z, € B(z; +)}, la sucesién (Tn,)peN €8 una parcial de (7)., ya que la
stcesion (”k)keN estd contruida de tal manera que n; < ng < ng < ---; ademas, (mnk‘)kEN tiene

limite x, ya que para todo k € N se tiene x,, € B(z; %) y, por tanto, dado € > 0 arbitrario,
existe ko(= L) tal que z,,, € B(z; %) C B(z; %) = B(z;¢), para todo k > kg, lo cual concluye la
demostracién del teorema. [

2.5.7 OBSERVACION. La demostracién del teorema anterior se ha desarrollado basdndonos en el
teorema 1.5.22; reciprocamente, el teorema 1.5.22 puede ser demostrado a partir del anterior. Es por
esto que ambos se conocen con el mismo nombre, ya que son dos versiones de una misma propiedad.
Obsérvese también que el teorema anterior no afirma nada en relacién con la coincidencia del limite de
las posibles parciales convergentes de una sucesion acotada; de hecho, la acotaciéon no basta para tal
coincidencia: en efecto, considérese la sucesion (an)n>1 = (1,2,3,1,2,3,1,2,3,...); dicha sucesién tiene
parciales convergentes hacia limites diferentes: limas, = 3, limaz,+; = 1, limag,+o = 2.

2.5.8 DEFINICION. (Limites de oscilacién). En ocasiones resulta conveniente conocer, si existen, el
supremo o el infimo de todos los limites de las sucesiones parciales de una sucesién dada, cuestién que
da lugar a la definicién de Iimites de oscilacién de una sucesién, que se definen a continuaciéon. Sea
(an),eN> una sucesién acotada:

e se denomina limite superior de (ay), notado limsup (a,) o bien lim(a,), al supremo, si existe, del
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56 2. Sucesiones numéricas.

conjunto de limites de todas las parciales de (ap);

e se¢ denomina Ilimite inferior de (ay), notado liminf (a,) o bien lim(a,), al infimo, si existe, del
conjunto de limites de todas las parciales de (ap).

e Si la sucesion (a")nEN no esta acotada, el supremo y/o el infimo del conjunto de limites de las
parciales de (a,) puede que no existan; sin embargo, es habitual considerar también este caso. Asi, si
el conjunto de limites parciales no estd acotado superiormente, se escribe limsup (a,) = 4oo, y si el
conjunto de limites parciales no estd acotado inferiormente, se escribe entonces liminf (a,) = —oo.

2.5.9 PROPOSICION. Sea (a), N una sucesién acotada de niimeros reales; una condicién necesaria
y suficiente para que la sucesion (a, ) sea convergente es que sus limites de oscilacién existan y coincidan:

lim sup a,, = liminf a,, = a,

cumpliéndose entonces que lima, = a.

Demostracion:
La condicién es necesaria: si lima,, = a, todas las parciales de la sucesion (a")neN tienen limite a,
y por tanto, limsup a, = liminf a, = a.
La condicién es suficiente: supdéngase que limsupa, = liminfa, = a; dado ¢ > 0 arbitrario, la
sucesion (a,) no puede tener méas que un nimero finito de términos a, > a+e¢, ya que a = lim sup a,,
pero tampoco puede tener més que un numero finito de términos a, < a — ¢, ya que a = liminf a,

(véase el ejercicio 26). Asi pues, para cada ¢ > 0 se cumple a,, €]a —¢,a + ¢[ para todon € N
excepto para un numero finito de términos, de donde puede afirmarse que lima, = a. [

2.6 SUCESIONES DE CAUCHY. SUCESIONES CONTRACTIVAS.

2.6.1 En este apartado se estudia una cuestién esencial en Andlisis Matemédtico: la regularidad o
condicién de Cauchy; se trata de una propiedad que permite caracterizar la convergencia de una sucesién
teniendo en cuenta tnicamente su término general, es decir, sin que aparezca referencia alguna al
limite de la sucesion. Se estudia también una caracterizacion equivalente del axioma 3 del conjunto R,
denominada completitud por sucesiones. Por 1iltimo, se definen las sucesiones contractivas, se caracteriza
su convergencia y se ve una metodologia para el cdlculo aproximado de su limite y una aplicacién a la
obtencion de algoritmos para el cdlculo aproximado de las raices de determinadas ecuaciones.

2.6.2 DEFINICION. (Sucesiones de Cauchy o sucesiones regulares). Sea (an), N una sucesién de
nimeros reales; se dice que dicha la sucesion es regular o de Cauchy si cualquiera que sea € > 0, existe
un natural ng € N, tal que:

|am — an| < e para todo m,n > ng.

De forma equivalente, la condicién anterior puede escribirse:
|am — an| < e para todo m > n > ny,
v también se puede expresar asi:
|@nt+k — an| < € para todo n > ng y para todo k > 0.

Dicho en términos coloquiales: una sucesién es de Cauchy siempre y cuando tenga una cola cuyos
términos estan tan cerca entre ellos como se quiera.
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2.6.3 EJEMPLO.

1 1
e La sucesion <—> es de Cauchy. En efecto, puesto que lim — = 0, para cada € > 0 existe un ng
1/ .eN n

1 e . .
tal que — < 3 siempre que n > ng; si tomamos m,n > ng, resulta entonces:
n

1

1 1
m n

m

<
- 2 2

1 1 1 e €
+|l—l=—F+—-—< -+ - =¢,
n m n

lo que prueba la afirmacion.

e La sucesién ((—1)"), .y no es de Cauchy, ya que siempre que m y n tienen paridad diferente, se
cumple [(—=1)"™ — (=1)"| = 2, con lo que estas diferencias no pueden hacerse tan pequefias como se
quiera.

2.6.4 A continuacién se verd que, tal como se puede intuir a través de los ejemplos anteriores, la
condicién de Cauchy caracteriza las sucesiones convergentes. En las proposiciones que siguen se estudia
la relacién entre regularidad, acotacion y convergencia de una sucesién en R.

2.6.5 PROPOSICION. Si una sucesiéon de niimeros reales es convergente, entonces también es de
Jauchy.

Demostracion:
Sea (a")neN una sucesién real convergente, y sea a = lim a,,; por definicién, dado ¢ > 0 arbitrario,

existe un ng € N tal que

€ .
ap — a\ < 3 para todo n > ng. Si tomamos m,n > ng, entonces:

€

5=

€
| — an| < lam —al +|a —a,| < §+
con lo que la sucesion es de Cauchy. L]

2.6.6 PROPOSICION. Si una sucesién de niimeros reales es de Cauchy, entonces también es acotada.
Demostracion:
Sea (a”)neN una sucesién regular en R. Por definicién, dado € > 0 arbitrario, existe un ny € N tal
que |an,, — a,| < e cualesquiera que sean m,n > ng. Si tomamos, por e¢jemplo, € = 1, se obtiene
|am| = |ang+1] < |am — ang+1] <1 para todo m > no,
es decir, que se cumple |am| < 1+ |any+1| para cualquier m > ng. Ahora, es suficiente considerar

M= IIl&X{|(lo|, |(l1‘, KR |a”ﬂ0|7 1+ ‘a’no+1‘} >0,

para obtener una cota de la sucesion, puesto que entonces se cumple |a,,| < M para todo m € N,
es decir, la sucesion es acotada. L]

2.6.7 PROPOSICION. (Completitud de R por sucesiones.) Si una sucesién de nimeros reales es de
Cauchy, entonces también es convergente.

Demostracion:

Sea (an)neN una sucesion de Cauchy de nimeros reales. En virtud de la proposicién anterior, la
sucesion ha de ser acotada y, por tanto, el teorema de Bolzano-Weierstrass (2.5.6), permite asegurar
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58 2. Sucesiones numéricas.

que la sucesion tiene una parcial convergente; sea ésta, (a’nk)keN' Si se designa a = lima,,, , puede
utilizarse la condicién de Cauchy para concluir que a = lima,,. En efecto, si € > 0 es arbitrario,
puesto que a = lima,,, , existe un natural ko tal que:

3
9

3 para todo k > ko;

‘a’ﬂk - a’| <
pero por otro lado, puesto que la sucesién (an)neN es de Cauchy, existe un ng € N tal que:

€
|am — an| < 5 DPara todo m,n > ng.

Fijando ahora k > max{ko,no} y recordando que por definicién de sucesién parcial se cumple
ni > k, para todo k € N, resulta finalmente que

€
lan —a| < |an — an,| + |an, —al < 25 =¢, para todon > ng,
lo cual prueba que lima, = a, esto es, que la sucesién es convergente. L]

2.6.8 OBSERVACION. Reuniendo los resultados de las proposiciones 2.6.5 y 2.6.7, resulta la
equivalencia entre convergencia y regularidad para sucesiones de niimeros reales. Esto permite estudiar
el comportamiento de algunas sucesiones, lo cual se muestra a continuacién en los ejemplos que siguen.

2.6.9 EJEMPLO. Se trata de probar que la sucesién de nimeros reales de término general dado por

1 1
anp =1+ 3 + 3 +---4 =, para todo n € N es convergente, demostrando que es de Cauchy. En efecto,
! n!
1
en primer lugar se observa que |ant1 —an| = m, de modo que, cualquiera que sea k > 0, se tiene:
n !
| < [+ 4] =
pak — G| < |Apsk — Gpap— et laper —ap|= ——+ - —— =
T o Akt i (n+k) (n+1)!
1 1 T 1 < 1 1 T 1 B
Sl \(n+k)--(n+1) n+1) = nl \(n+1)" n+1)
1 1 1
_In+1 (n+1)k+1< 1 p+1 1
nl 1_ 1 n!li 1 nln’
n+1 n+1

1
Puesto que lim = 0, dado £ > 0 arbitrario, existe un ng € N tal que
nln

1
|an+k—an\<T<5 para todon >ng y k>0.
nln

Asi pues, la sucesién considerada es de Cauchy y, por lo tanto, es convergente.

1 1
2.6.10 EJEMPLO. Se considera la sucesién real de término general b, =14+ -+ -+---4+—, n €N,

n
Se trata de probar que no es convergente, viendo que no satisface la condicién de Cauchy; en efecto,
basta observar que si £ > 0, se cumple:

b bl = (1424t — I I
ek e 2 n+k 2 n)|

71+1++1>1+1++1ik
Cn+k n+k—1 n+l1l " n+k nit+k n+k n+k’
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n

que, en el caso k = n, se convierte en  |ba, —by,| > 3
n

1
=3 lo cual nos dice que (by,), .y 1o cumple con

las condiciones de la definicién dada en 2.6.2.

2.6.11 OBSERVACION. Queremos comentar una cuestion importante: el ejemplo 2.6.9 podria inducir

a creer que la condicién de Cauchy para una sucesion (a,) puede simplificarse exigiendo tan solo que

las diferencias entre términos consecutivos de la sucesion sean tan pequeiflas com se quiera, esto es, que

la sucesién de diferencias |an+1 — a,|, tenga por limite 0. Esto no es cierto, como muestra el caso de
1

n+1

la sucesién (by,) considerada en el ejemplo anterior, cuya sucesién de diferencias |bp11 — by| =

tiene limite 0 y, no obstante, la sucesién (b,) no es de Cauchy tal como se acaba de probar.

2.6.12 OBSERVACION. La propiedad que se cumple en R, segtin la cual todas las sucesiones de Cauchy
son convergentes, se denomina completitud por sucesiones, por cuanto esta propiedad guarda cierta
relacién con la completitud que se introdujo en el capitulo anterior (véase el Axioma 3 de los niimeros
reales). No se entrard aqui en los detalles de la vinculacién entre estas dos nociones de completitud, pero
no puede dejarse de destacar que, del mismo modo que el axioma de completitud (“todo subconjunto no
vacio y acotado superiormente tiene supremo”) se satisface en R y no en Q, la propiedad de completitud
por sucesiones (“toda sucesién de Cauchy es convergente”) se satisface asimismo en R pero no en Q.
En efecto, considérese la sucesion recurrente de niimeros racionales definida por

1
ay =2, ap,=g <an71+

3 ) para todo n > 2.

Ap—1

Es facil ver que esta sucesion es de Cauchy en Q, pero no tiene limite racional, aunque si lo tiene
considerada como sucesién en R, y éste es /2, que es, como sabemos, un nimero irracional (véase el
ejercicio 9).

2.6.13 DEFINICION. (Sucesiones contractivas). Para terminar este apartado, se estudia un tipo
particular de sucesiones, denominadas contractivas, sobre las cuales se basan algunos métodos de
aproximacion de ceros de funciones, como se ve més adelante. En las dos proposiciones que siguen,
se estudia su convergencia y se realiza una acotacion del valor absoluto de la diferencia entre el limite
v el término n-ésimo de una sucesién contractiva.

Una sucesién numérica (an), . se denomina contractiva si existe una constante K € R con

0 < K < 1, denominada constante o coeficiente de contraccidn, tal que:

|an+1 — an| < Klan, —a,—1| para todon > 1.

2.6.14 PROPOSICION. Toda sucesién contractiva es convergente.
Demostracion:
De hecho, se prueba que toda sucesion contractiva es de Cauchy. Sea (a”)nEN una sucesion
contractiva con constante de contraccién K; por definicién, se tiene que,
n
|ans1 — an| < Klay — ap—a| < - < K"a1 — agl.

En consecuencia, si m > n puede escribirse,

‘anl"an‘g‘anLA'am—1‘+’”"+‘an+l"an‘S(J(mfl‘%'”‘%}(nﬂal"a0|:

1— Km—n 1
Kn(gm-n=1 4 .. .41 — K" g, — Kr——
( + -+ 1)|ay — ao 7 lap —ag| < T

la; — aq.
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n
Puesto que 0 < K < 1, se cumple entonces que lim ﬁml — ag| = 0, con lo que, aplicando un
razonamiento que ya ha sido utilizado anteriormente, se concluye que (an), <N es de Cauchy. L]

2.6.15 EJEMPLO. Se trata de ver como las sucesiones contractivas pueden aplicarse a la resolucion

aproximada de determinadas ecuaciones. Considérese la ecuaciéon z® — 5z +1 = 0, la cual puede
o 2?41 . iy
escribirse en la forma: 2 = ———. Definiendo ahora la sucesién recurrente,
5
3
1 a,_,+1
ag = 3 an = — para todo n > 1,

si ésta es convergente, su limite serd una de las raices de la ecuacién dada, ya que si a = lima,, ha

3
. a® +1 .
de cumplirse @ = ————. Vamos, pues, a comprobar que (“n)neN es una sucesion convergente, para

lo cual se probara qug es contractiva. En efecto, obsérvese en primer lugar que todos los términos de
la sucesion se encuentran dentro del intervalo ]0, 1], puesto que se ha tomado ag para que asi suceda y,
por induccién, un calculo sencillo permite establecer que 0 < a, < 1, para todo n € N. Por otro lado,
es sencillo probar que la sucesién (an)n>0 s decreciente, con lo cual puede afirmarse que

3
— <1, paratodo n>1.

\ai + anan,_1+ aifl\ < \a% + agag + a%\ =1

Dicho esto, puede pasarse ya a comprobar que (a,), N €s una sucesién contractiva (y, por tanto,
convergente); en efecto:

3 3
a,+1 a +1 1 1 1
_ n n—1 _ 3 3 _ 2 2
|ans1 —an| = 5T 5 = 3|“n, —an, 4| = 5100 T anln—1 +ap_qllan —an_1| < 5lan — 1],

que prueba que la sucesiéon (a,) cumple la definicion dada en 2.6.13 con constante de contraccién

K = 1/5. Con ello, un modo de aproximar el valor de una solucién de la ecuacién de partida,
2% — 5z +1 = 0, consiste en ir obteniendo términos de la sucesién (an); ast: ag = 0.5, a1 = 0.225, az =
0.202278, as = 0.201655, a4 = 0.201640, ... son aproximaciones de una solucion de la ecuacion dada.

2.6.16 OBSERVACION. Se plantea inmediatamente la cuestién de la precisién: todo célculo aproximado
lleva aparejado un error, esto es, una diferencia entre el valor “exacto” buscado y el “aproximado” que
se va obteniendo en cada iteracién. En una sucesion contractiva, no es dificil estimar el error cometido
en la aproximacion; en la proposicién que sigue se establecen dos acotaciones muy ttiles: la primera,
a partir de los dos primeros términos de la sucesion; la segunda, a partir de los dos tltimos términos
calculados en cada iteracion.

2.6.17 PROPOSICION. Sea (an), [y una sucesién contractiva con constante de contraccién K y
limite a; se cumplen:

n
1) la—a,| < lf—{—K‘al —aol;
2)\afa\<i\a — Qp1]
n| X 1-K n n—1|-
Demostracion:

1) Por la demostracién de la proposicién anterior, se sabe que:
n

| — an| < ﬁ\al —ap|, para todom > n.
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Kn
1-K
2) Fijado n, se considera la cola de la sucesion: (am )m>n—1; aplicandole ahora el resultado del apartado

Tomando ahora limite respecto de m, se obtiene |a — a,| < lay — ao.

‘an 70/11,—1‘- |

. . K
anterior, se obtiene finalmente |a — a,| < T

2.6.18 EJEMPLO. La precision de la aproximacion realizada en el ejemplo 2.6.15 con n = 4, es de
milésimas, ya que:
(0.2)*

1-0.2

Calctilese como ejercicio la precision de la aproximacién con n = 10 y con n = 50.

la —a4] < 10.225 — 0.5] = 0.00055 < 1073,

2.7 EXTENSION DEL CONCEPTO DE LIMITE. CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

2.7.1 DEFINICION. (Sucesiones de limite infinito). Hay sucesiones de nimeros reales que no son

convergentes, en el sentido que establece (2.2.1), pero que, no obstante, tienen la propiedad siguiente: el

valor absoluto de su término general es arbitrariamente grande. Son ejemplos de este tipo de sucesiones,
s . ¢ 2 . . n . . . .

las s1‘gu1cntcs. (B +5n+1), Ny (n),ens (27),cN- Tiene, pues, sentido definir formalmente esta

propiedad.

e Sea ('T’”)neN una sucesion de niimeros reales; se dice que esta sucesion tiene limite +oo si cualquiera
que sea « > 0, existe un ntmero natural ng, que evidentemente depende de «, tal que

T, > «, paratodon > ng.

Si (zn) cumple esta propiedad, se escribe entonces: nllrl-ﬁl-loo(,rn) = 400, 0 bien, (7,)— +oo.

e De forma andloga, se dice que una sucesion (z,) tiene limite —oo si cualquiera que sea a > 0, existe
un natural ng tal que
T, < —a, para todo n > no,

escribiéndose entonces  lim (x,) = —oo0 o bien (x,) — —oo.
n—-+oo

e Por tltimo, se dice que () tiene limite oo, escribiéndose entonces limx, = oo, si cualquiera que
sea a > 0, existe no(a) € N, tal que

|zn| > a, para todo n > ng(a).

e Es importante observar que, si se cumplen lim(z,) = 400, o bien, lim(z,) = —oo, entonces se
cumple lim(z,) = oo, pero el reciproco no es cierto. También es importante decir que las sucesiones
con limite infinito no son sucesiones convergentes.

2.7.2 PROPOSICION. (Algebra de los limites infinitos.) Sean (), (yn), (z,) sucesiones de niimeros
reales tales que: lim(z,) = = € R, lim(y,) = 400 y lim(z,) = 400. Se cumplen entonces las
propiedades siguientes:

1) lim(x, +yn) = +o00;  lim(z, — yn) = —00;

2) lim(zpyn) = 400, six >0; lm(zpy,) = —o00, siz < 0;

3) lim <T—n> = 0;
Yn

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



62 2. Sucesiones numéricas.

4) Um(yn + 25) = +00;  lim(yn2s) = +o0.

(Se tienen enunciados andlogos para sucesiones con limite —oo 0 00).

Demostracion:

1) Puesto que (x,) es convergente, es acotada; esto es, existe un ntmero real k > 0 tal que |z,| < k,
para todo n € N, es decir, se cumple —k < z, < k para todo n € N. Por otra parte, puesto que
limy, = 400, si a@ > 0, existe un ng tal que y, > o + k para todo n > ng. En consecuencia, se

verifica @, +y, > (—k)+ (o + k) = o, para todo n > ng, lo cual prueba que lim(z, + y,) = +oo.
Se demuestra de forma andloga que se cumple lim(x, — y,) = —o0.

2) Supongamos x > 0; existen entonces § € Ry n; € N tales que 0 < 6§ <, paratodo n >n;. Por

@

ser (yn) — 400, existe ng € N tal que y,, > 5 para todo n > ns. Finalmente, puede afirmarse que
«

TnYn > 53 =, para todon > max{ni,na}. esto es, lim(z,y,) = +oo. El caso x < 0 es andlogo.

La demostracion del resto de propiedades, se propone como ejercicio. L]

2.7.3 OBSERVACION. (Indeterminaciones). Debe prestarse atencion especial a la manipulacion
algebraica de términos generales de sucesiones, alguna de las cuales tenga limite 0 o infinito, esto es,
deben respetarse en todo momento las “reglas de juego” enunciadas en la proposicién anterior. Asi, debe
tenerse especial cuidado con las expresiones que se dan a continuacion, denominadas indeterminaciones,
v en las cuales no puede afirmarse nada de antemano sobre la sucesion que se obtiene mediante la
operacién que se indica en cada caso, en las condiciones especificadas.

e Estas indeterminaciones son las siguientes:
1) Indeterminacién “co — o0”:
si se quiere calcular lim(x, —y,) vy se cumple limz, = 4oco y limy, + oo;
2) Indeterminacién “0 - 0o”:
si se quiere calcular lim(z,y,) y se cumple lima, =0 y limy, = oc;

3) Indeterminacién “ 6” :

si se quiere calcular lim == y se cumple limz, =0 y limy, = 0;
Yn
4) Indeterminacién “—7:
00
si se quiere calcular lim — y se cumple limz, = +o0o0 y limy, = +oc;
Yn

5) Indeterminacién “1°°7:
si se quiere calcular lim(z,)Y" y se cumple lima, =1 y limy, = +oc.
a
6) Indeterminacién “0°”:
si se quiere calcular lim(x,)Y" y se cumple limz, =0 y limy, = 0.
a
7) Indeterminacién “oo®”:
si se quiere calcular lim(z,,)”" y se cumple lima, = +oco y limy, = 0.
a
e Vamos a comentar brevemente cémo puede abordarse el cdlculo del limite en cada caso.
1) En general, basta con multiplicar y dividir por la suma x,, + ¥,. Por ejemplo:
. . (Wn+2-yn)(Wn+2+n) 2
lim(v/n +2 — /n) = lim =lim ———
Vn+2+4/n Vn+2+4/n

2) Los casos 2), 3) y 4) son en realidad equivalentes y puede pasarse de uno a otro mediante
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transformaciones algebraicas sencillas; se estudiara una forma de resolverlos mediante sucesiones
equivalentes en el proximo apartado.

1 n
3) Se aborda recordando que lim <1 + —) = e. Por ejemplo:
n

n+2 an 1 2n 1 3 : weg2n .6
hm < i > = lim <1 + ﬁ) = hm <1 + ﬁ) = ehm "lll = 66.
n-1 E =

4) Se pueden reducir al tipo 2), aplicando logaritmos neperianos y recordando que In a® =blna.

2.7.4 PROPOSICION. Sean (z,), (yn) dos sucesiones de ntimeros reales; se cumplen las propiedades

siguientes:

1) siz, <y, para todo n > ng y lim(z,) = +o00, entonces lim(y,,) = +00;

2) sixp <y, para todo n > ng y lim(y,) = —oo, entonces lim(z,) = —o0;

3) si|zyn| < |yn| para todo n > ng y lim(x,) = oo, entonces lim(y,) = oco.

Demostracion:

1) Silimz, = 400, por definicién dado « > 0, existe ng € N tal que x,, > «, para todo n > ng; por lo
tanto, se cumplird y,, > ,, > «, para todo n > ng, es decir, lim(y,,) = +o0.

La demostracién de 2) y 3) se propone como ejercicio. [

2.7.5 OBSERVACION.

e En relacion con las sucesiones parciales, se cumple un resultado andlogo al de la proposicién 2.5.9:
una sucesion (a”)nEN tiene limite +o00 (respectivamente, —oo) si, y sélo si, toda sucesion parcial de
(ay) tiene limite 400 (respectivamente, —oo).

e También pueden extenderse al caso de limites infinitos las definiciones de limites de oscilacion: asi,
si A es el conjunto de los limites de todas las subsucesiones de una sucesién no acotada (a,,), se
definen

lim sup(a,) =sup A € R, liminf(a,) = inf A € R.

Asi pues, si (a,) es una sucesién no acotada de niimeros reales, se cumple lim(a,, ) = 0o si, y sélo si,
lim sup(a,,) = liminf(a,) = oo.

2.7.6 Lo que resta de este apartado se dedica a estudiar unos criterios cuya aplicacion permite decidir
sobre el caracter convergente o divergente de una determinada sucesion y, en algunos casos, establecer
su limite en caso de convergencia. Estos criterios completan los que se han visto en el apartado 2.4
relativos a las sucesiones mondétonas y se formulan partiendo de un resultado general, del cual se extraen
luego resultados particulares en forma de corolario.

2.7.7 PROPOSICION. Sean (a,), (b,) dos sucesiones de niimeros reales, tales que:
1) lim(a,) = a € R;
2) b, >0 paratodon €N, y lir}_l (b1 +ba+ -+ b,) = Foc.

En estas condiciones, se cumple que

. arby +azbs + - - + anby
lim =a
n—-+00 by +bs+---+ b,
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Demostracion:

Se trata de probar que, dado € > 0 arbitrario, existe un nimero natural ng tal que

b Do + - - - b
8101 + apdz + +annfa <&, paratodon > ng.
by +bs+---+ by,

Puesto que la sucesién (a,) es convergente y tal que lim(a,) = a, dado € > 0 arbitrario, existe un
ny € N tal que |a, —a| < %, para todo n > nj.
+

Puesto que liI_E (by +bg + -+ + bp) = +o0, dado € > 0 arbitrario, existe na € N tal que
n— oo

2
by +bo+ -+ b, > =((a1 —a)by + (a2 —a)by + -+ -+ (an, —a)b,,), para todon > ns.
<

En consecuencia, se tendra:

(a1 — a)by + (ag — a)ba + - -+ + (an — a)by
by +ba+ -+ by

a)bn1 + (an1+1 — a’)bﬂ1+1 +o (a’n — a)bn
b1 +ba+---+0bp
_l@ )byt + (an, )b
- by +ba+---+0by

by +ba+ -+ by

aiby +agby + -+ -+ anbn ‘ B
(a1 —a)by + -+ (an, —

<

‘(a”ﬂr‘rl — a)bnl-}—l + -+ (an — (l)bn‘
<
by +ba+---+ by

+ - =5

[N O
NI Q)

para todo n > ng = max{ni, na}, lo que completa la demostracién.

n
2.7.8 COROLARIO. (Criterio de la media aritmética.)

Sea (apn) una sucesién real convergente de
limite a € R; se cumple entonces que:

. ay+---+ay
lim

— = a
n— +4oco n

Demostracion:

Inmediata, tomando en la proposicién anterior b, = 1 para todo n € N. L]
2.7.9 COROLARIO. (Criterio de la media geométrica.) Sea (ay) una sucesién convergente de nimeros
reales, tal que lima, = a > 0y tal que a, > 0 para todo n € N. Se cumple entonces que

lim aj;---a, =a
n—-+oo

Demostracion:

Inmediata, aplicando 2.7.8 a la sucesién (Inay,) y teniendo en cuenta las propiedades elementales de
la funcién logaritmica.

n
2.7.10 COROLARIO. (Criterio de la raiz n-ésima.)

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales
estrictamente positivos tal que existe el limite lim = L > 0. Se cumple entonces que
n—00 (I,_1

lim /a, = L.

n— o0
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Demostracion:

Se cousidera la sucesién (by,) definida por

a
by =ay, b, =——, paratodon >2.
ap—1

Estd claro que la sucesién (b,,) cumple las hipétesis del corolario anterior, con lo cual se cumplird:

L= lim by bp= lim play22... 2% — fim  ay,

n—-+oo n—-+4oo ay o Ap_1 n—-+oo

como se queria probar. [

2.7.11 PROPOSICION. (Primer criterio de Stolz.) Sean (2,,), N (Yn),cN dos sucesiones de niimeros
reales tales que:
1) (yn) es estrictamente creciente y limy,, = +00;
Tp — T

2) existe el limite  lim ol LeR
n—-+oo yn — ynfl

En estas condiciones se cumple lim — = L.
n—oo yn

Demostracion:

Anadimos a las sucesiones (zp)n>1 ¥ (Yn)n>1 los términos zg = yo = 0. Se aplicard la proposicién
2.7.7, tomando
Tp — Tpn_1
ap=""""""v by, =Y, —Yn1, paratodon > 1.
Yn — Yn—1

Por hipétesis, se tiene  lim a, = L; por otra parte, obsérvese que también se cumple,
n— 400

lm (by +---+by) = hI_E Yn = +00,

n—-+oo
con lo que en definitiva resulta

a1b1 + agbs + -+ + anb,

L= 1 =

n—too by + byt + by
xrq To — I Tp — Tpn_1
—y+———y)+ -+ ————(Yn — Yn-1)
Y1 Yo — Yn — Yn—1 T Tn

= lim = lim —,
n—+oo yi+ W2 —vyi) + -+ (Yn — Yn—1) n—+00 IYp
tal como se queria probar. L]

2.7.12 PROPOSICION. (Scgundo criterio de Stolz).  Sean  (n),cN, (Un),eN dos sucesiones de
nimeros reales tales que:

1) (yn) es estrictamente decreciente y lim 2, = lim y, =0;
n—-+oo n—-+oo

. o R T —
2) existe el limite  lim ——==2 — L e R.
n—=+00 Yp — Yn—1

En estas condiciones se cumple lim — = L.
n—oo yn

Demostracion:
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Supondremos que L es finito; el caso en que L = oo se propone como ejercicio.

En virtud de la hipétesis 2), dado € > 0 arbitrario, existe ng € N tales que, cualquiera que sea n > ng
se cumple

Ty — Ty
Loe<2 "1 o 4o,
Yn — Yn-1
con lo que, para todo n > ng y todo p > 1 se verifica
x -
Loe< 22 "0 o] 4
Yn+p — Yn

Maunteniendo n fijo, pasando al limite cuando p — +o0 y teniendo en cuenta la hipdtesis 1), se
obtiene .
L —e< == < L+¢, para todo n > ng,

Yn

lo que prucha que lim —= = L. [
n—-+oo Yn,

2.7.13 EJEMPLO.

1)

2)

3)

4)

5)

)

o . o : 1434+ 4
Por aplicacién del criterio de la media aritmética se obtiene  lim —2———1 — (), puesto que
n—-+oo n
lim —=0.
n—-4+oco N
2n

Aplicando el criterio de la media geométrica a la sucesion (a,) con a, = , n > 1, se obtiene

que
- < 2.4.6---2n >1/”_2
no+oo \2:3-4---(n+1) ’
puesto que nEIj_IOO an = 2.

Por aplicacion del criterio de la raiz n-ésima a la sucesion (”’2+1)neN’ se obtiene lim V/n2+4+1=1,
g n—-+o0o

puesto que,
n2+1 . n? 41 . 1+ an
2

R — e —— =1
n=>+oo (n—1)2+1 n—l*rﬁr-loonQ—Qn—i—Q n—l}'{'lool— +%

n

Sea A € Rg’ un numero real positivo estricto; aplicando el criterio de la raiz n-ésima a la sucesion
(an) con a, = A > 0 para todo n > 1, se obtiene que liI_E A/m =1,
n— oo

1+5+5+++

Para calcular el limite L = lim E, puede aplicarse el primer criterio de Stolz
n—-o0 Inn
con r, =1+ % + % e %, Yn = Inn, obteniéndose
Ty — Ty 1/n 1
L= lim =2—""1 _ Jim —/ = lim ——s=
n—+oo Yy — Yp_1 n—toelnn —In(n—1) n—toonln Ly
1
= liI_E _ = hI}} 1—:1.
n—-+oo 1 n—-+0oo 11 €
In (1 + n,71)

Sea k € N un nimero natural, con k > 2; para calcular el limite

1 1 1 1
Lo gy mmT T mem Tt ta
n—-+oo In 2L

n

)
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puede aplicarse el segundo criterio de Stolz con z,, = %—%— L. ﬁ, Yn = 101 ”T'H, obteniéndose

n+1
T T Lo L 1
L= lim —2—"""1 _ iy —ntk n=l ({41 f) lim
n—teo Yy —Ypoy n—ee In 25— n Py ( )""+°°(ﬂJrk)(n*1)111"15'1
1
= —(1+k) Ii =—(1+k) L =1+k.
e )n_l)l_{}m In (n_zgl)(nﬁ_k)(n_l) 1+ )”—1’1'*1-100 lne—! +
n

2.8 EQUIVALENCIA DE SUCESIONES.

2.8.1 En este apartado se desarrolla un concepto de notable interés préactico, el de las sucesiones
equivalentes, que permite realizar ciertas manipulaciones en el término general y calcular el limite de
una sucesién a partir de otras sucesiones de limites conocidos. Se estudian y clasifican también los
infinitos (sucesiones de limite co) y los infinitésimos (sucesiones de limite 0).

2.8.2 DEFINICION. (Sucesiones equivalentes). Sean (an) y (bn) dos sucesiones de nimero reales; se
. .’ . T . . n .
dice que la sucesion (ay,,) es equivalente a la sucesion (by,), sise cumple lim  — = 1. Habitualmente, se
n—-+4o00o
indica mediante la notacién (a,) ~ (b,) que la sucesién (a,) es equivalente a la sucesién (b,,). Queremos
explicitar que ésta no es la definicién més general de sucesiones equivalentes, pero es suficiente para
cubrir los objetivos de este texto. No obstante, obsérvese que de la definicién se deduce que la sucesion

(bn) debe tener un mimero finito de términos nulos para poder plantearla.

2.8.3 EJEMPLO.

- n+1 . -
1) La sucesién (an), N con an o1 "€ N es equivalente a la sucesién (by), .y con b, =
N2, €N, puest 1
—.n uesto que se cumple
mr1l » P q p
. an g .2t 4+3n+1
lim — = lim 5= lim ———m———" =
n— -+o00 bn n—-+o0o 27';:1 n—-+oo 2n2 +3n—2

2) Lasucesion (an), N cona, =n—1, n € Nes equivalente a la sucesion (b,),, .y con b, = n+5, n € N,
puesto que se cumple
. a . n—1
lim — = lim =1
n—-+o00 bn n—+oco N + 15

Obsérvese que la equivalencia puede darse, por tanto, entre sucesiones convergentes y entre sucesiones
divergentes, aspecto en el que entraremos mas adelante.

2.8.4 PROPOSICION. La relacién ~ es de equivalencia en el conjunto de las sucesiones de nimeros
reales.

Demostracion:

Si (an) es una sucesién de nimeros reales, es trivial que se cumple (a,) ~ (ay), lo cual prueba que
la relacién ~ es reflexiva. Si (a,) y (by) son dos sucesiones de numeros reales, tales que (ay) ~ (by),

L . Ay by 1
por definicién se cumple que lim — = 1, con lo que lim — = lim
D an an/bn

= 1, lo cual prueba que se
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cumple (b,) ~ (an), esto es, que la relacién ~ es simétrica. Se propone como ejercicio razonar que

~ es transitiva, es decir, que si (a,) ~ (b,) v (bn) ~ (¢n), se cumple entonces que (a,) ~ (¢). =
2.8.5 Vista la definicién de equivalencia de sucesiones y establecido que, efectivamente, se trata de
una relacién de equivalencia, se estudian a continuacién las propiedades que relacionan la equivalencia
de sucesiones y la convergencia, viendo cémo puede deducirse la segunda a partir de la primera y a la
inversa.

2.8.6 PROPOSICION. Sean (a,) v (bn) dos sucesiones convergentes, tales que lim(ay) = lim(b,) =
L # 0; se cumple entonces que las sucesiones (a,,) y (b,) son equivalentes.
Demostracion:
) .G lima L
Evidente, puesto que lim — = —— = = = 1. L]
bn, lim b, L
2.8.7 OBSERVACION. Dos cuestiones importantes acerca de lo que acabamos de ver: en primer lugar,
el resultado de la proposicion anterior no es cierto si L = 0. En efecto, considérense, por ejemplo,

. 2 1 . . .
las sucesiones (— v , las cuales tienen el mismo limite 0 y, no obstante, no son
n>1 n>1

n3 3n2
2
equivalentes, puesto que se cumple lim ”13 = lim— = 0 # 1. En segundo lugar, el reciproco del
n
3n2

enunciado de la proposicién anterior no tiene por qué ser cierto, es decir, puede que dos sucesiones sean
equivalentes y, no obstante, no tengan el mismo limite y que ni siquiera sean convergentes. En efecto,
considérense por ejemplo las sucesiones (ap) y (by) definidas por:

1
Aop—1 = -~ vy as, =1, para todo n > 1;

1
n+1

bop—1 = v bo, =1, para todon > 1.

Es inmediato comprobar que ambas sucesiones son equivalentes y, sin embargo, ninguna de ellas es
convergente. No obstante, es suficiente la existencia de uno de los limites para poder afirmar que,
entonces, si que es cierto el reciproco, tal como se ve en la proposicién que sigue.

2.8.8 PROPOSICION. Si dos sucesiones (a,) y (b,) son equivalentes, sélo caben dos alternativas: o
bien ambas son convergentes al mismo limite, o bien ambas son divergentes.
Demostracion:
. . . . Qn
Supongamos que lim(a,) = L € R; por ser ambas sucesiones equivalentes, se cumple hml— =

n,

an, n,
y del mismo limite.

by, . . by,
lim - — 1, con lo que limb, = lim <an . )—> = L-1= L, lo cual prueba que (b,) es convergente

Si (an) es divergente y (a,) ~ (byn), la sucesion (b,) no puede ser convergente, ya que si lo fuera,
entonces (a,) deberfa serlo también por el razonamiento anterior, lo cual es contradictorio. [

2.8.9 PROPOSICION. Sean (a,) y (by,) dos sucesiones tales que lim a,,b, = L € R; si la sucesién (al,)
es tal que (al,) ~ (ap), se cumple entonces que lima’,b,, = L.
(En otras palabras: si (al,) ~ (a,), entonces debe cumplirse (alb,) ~ (a,by), cualquicera que sea la

sucesion (by,)).

Demostracion:
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/

. . . .a
Si las sucesiones (a,,) v (al,) son equivalentes, se cumple lim —= = 1, con lo que
G

’
lim(a’,by) = lim (“—” : anbn> —1.L=1L,

an

lo que completa la demostracion. L]

2.8.10 OBSERVACION. La proposicién anterior puede ser muy 1til para el cdlculo efectivo de limites,
por cuanto permite la sustitucion de los términos de una sucesion por otras equivalentes, en productos y
cocientes, tal como se mostrara en los ejemplos 2.8.15 y 2.8.16. No se cumple una proposicion similar a
2.8.9 para la suma o diferencia de sucesiones; asi, si lim(a, +b,) = L'y (an) ~ (a},), no puede afirmarse
nada acerca del limite de (a), + b,). En efecto, considérense las sucesiones a, = ny b, = 5 —n; es
evidente que lim(an + by) = lim(n + 5 —n) = 5, se cumple la equivalencia (inmediata de justificar)
(n) ~ (n+2) y, sin embargo, la sucesién (al, + b,) = ((n+ 2) + (5 —n)) = (7) no tiene limite 5.

2.8.11 DEFINICION. (Infinitos. Equivalencia de infinitos). A continuacién, vamos a proceder al
estudio y clasificacién de las sucesiones de limite infinito; a partir de esta clasificaciéon se veran unos
ejemplos de sucesiones equivalentes de gran interés practico.

e Una sucesién (a,) se dice que es un infinito si se cumple lim(a,) = 400, —00 o0 bien oo.

e Si(an)y (by) son dos infinitos de la misma naturaleza, esto es, ambos tienen limite 400, —0o ©
00, pueden relacionarse de la forma siguiente:

1) Si se cumple (a,) ~ (bn), esto es, lim Z—" =1, se dice que los dos infinitos son equivalentes.
)’n

2) Si se cumple lim — = L € Rq, L # 1, se dice entonces que los infinitos son del mismo orden.
n

. . Gn . . by ‘ o

3) Sise cumple lim = 00 0, equivalentemente, lim — = 0, se dice entonces que (a,, ) es un infinito
n n

de orden superior a (by,), escribiéndose entonces (a,) > (by).

2.8.12 EJEMPLO.

1) De acuerdo con lo visto en el ejemplo 2.7.13 (epigrafe 5)), los infinitos (1+ 2 + 1 +---+ 1) v (Inn),
son equivalentes, pues el limite de su cociente es 1.

2) Sean p + 1 numeros reales ag, a1, az,...,a, € R, con a, # 0; se cumple entonces la equivalencia de
infinitos (a,n? + ap_lnp*1 + -+ ain+ag) ~ (apn?), ya que se verifica

p Y 7Yt SR ~-11 1
lim L s U +(L1n+a0: lim (1+ap —+--'+@_>:1.

n—-+00 apnP n— 400 ap n ap nP

3) Sip,q € Nson tales que p > ¢, ag,a1,...,a, € Rcona, # 0y bg,by,...,0y € R con b, # 0, entonces
se cumple (apn® +---+ain+ag) > (bgn? +---+bin+bp). En efecto, basta observar que se verifica
apnP + -+ an+ag . apn? . ap

lim = lim = lim —=nP 7=+
n—-+00 bqnq + -+ bin+ by n—-+o00 l)q’nq n—+oo by ’

teniendo en cuenta 2.8.9 y que p — ¢ > 0.
4) Teniendo en cuenta 3), resulta inmediatamente que, si p < g, se cumple

. apn? +---+an + ag
lim

=0.
n—+oo hgnd 4 - -+ bin + bg
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5)

6)

7)

2. Sucesiones numéricas.

Sip =g, los infinitos (apn® +---+ain+ag) y (bpn? +---+bin+bg), son del mismo orden, puesto
que se cumple

apn? +---+ain+ao  ap

im ==

n—+oo bpnP 4 -- -+ bin + by by

£ 0.

Si nEIfoo ap =400, b,c>1y0<p<1,secumple (ay)® > b > al > a, >l > lna,.

(Equivalencia de Stirling). Se cumple (n!) ~ (n"e™™y/2mn), equivalencia que enunciamos sin
demostracion.

2.8.13 DEFINICION. (Infinitésimos. Equivalencia de infinitésimos). En esta seccin se ve la definicién y
la clasificacion de las sucesiones de limite nulo, estudiando a continuacion algunos ejemplos de sucesiones
equivalentes de gran interés practico.

Una sucesién (x,) se dice que es un infinitésimo, si se cumple lim(x,) = 0.

Si (zn), (yn) son dos infinitésimos, pueden relacionarse de la forma siguiente:

1) Sise cumple (z,,) ~ (yn), esto es, si lim — = 1, se dice que los dos infinitésimos son equivalentes.

Yn
. . I’l’l . . + . . .
2) Si se cumple lim — = L € Ry, L # 1, se dice entonces que los infinitésimos son del mismo orden.
Jgn
. . Tp . . Yn .
3) Si se cumple lim — = 0, o, equivalentemente, lim =— = oo, se dice entonces que (z,) es un
Yn Tn

infinitésimo de orden superior a (y»), escribiéndose en ese caso () < (Yn)-

2.8.14 EJEMPLO.

1)

2)

Si (xy,) es un infinitésimo, entonces (senxy,) y (x,) son dos infinitésimos equivalentes. En efecto, si

se supone que x, # 0 para todo n € N, debemos ver que la sucesién (A,) de término n-ésimo dado
sen 'T’n. . s . .7 7 .
por A, = —— tiene limite 1. Para verlo nos ayudaremos de la representacion grafica de la figura

“n
2.1; en ella se observa que area(OAC) < area(OBC') < area(OBD), siempre que z, # . Por otra
parte, se tienen las relaciones geométricas siguientes

sen
OC=0B=1; AC =senr,; OA=cosz,; DB=tanz,=—=",
COS Ty,
1 Ty 1 1senx, . 1 sen T,
con lo que =—senx,cosz, < T— = —x, < ——, es decir, —— —— = A\, > COSTy.
2 2 2 2 cosx, COS T, Tn
Pasando al limite cuando n — +o0, resulta lim —— > lim A, > lim cosz,, con lo que
n—+0o00 COS Tp n—-+oo n—-+o0o
. . . S5€N T, . . . , .
finalmente se obtiene lim A, = lim = 1. Si la sucesién (z,) tiene un nimero finito de
n—-+oo n—-+0oo Tn

términos nulos, se pueden eliminar y sigue siendo valida la misma demostracién. Si (25,) tiene un
nimero infinito de términos nulos, basta considerar la subsucesion (z7,) de términos no nulos, que
evidentemente es también un infinitésimo y para la cual es entonces valido el resultado establecido,
con lo que también lo es para (z,,) (complétense los detalles del razonamiento).
22
Si (zy,) es un infinitésimo, se tiene la equivalencia <—n> ~ (1 — cosxy,). En efecto, considerando el
2
infinitésimo (%), teniendo en cuenta la equivalencia anterior y aplicando férmulas de trigonometria
clemental, puede escribirse:
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. . 1—coszy, . .
y por tanto se tiene lim — =1 lo cual prueba la equivalencia formulada.
n—-4oo LThn
2

3) Si (z,) es un infinitésimo, se cumple la equivalencia (x,,) ~ (tanzy,), que se justifica ficilmente ya
. tan z,, . senz, 1
que lim = lim =1
n—+oo I, n—+oco T, COST,

4) De las equivalencias anteriores, se deducen inmediatamente las siguientes:
(15) ~ (arcsenaz,) v (xn) ~ (arctanax,).
5) Si (x,) es un infinitésimo, se tienen las equivalencias:
(2y) ~ (In(1 + ) v (e™) ~ (14 ).

En efecto, veamos la primera:

. In(1+z,) . 1 .
lim ——— = lim In(1+a,)"/" =In( lim (1+2,)"/™ ) =Ie=1.
lim o Jm n(1l+ ) n n_l)llloo( + ) ne

La segunda se deduce inmediatamente de ésta.

Xn
0 A B

Figura 2.1. Ilustracién de la equivalencia (x,) ~ (senxy,).

n
2.8.15 EJEMPLO. Para calcular el limite hIE " —, pueden aplicarse la proposicién 2.8.9 y la
n—-+oo Nle’”
equivalencia de Stirling, obteniéndose
7 n" 1
lim = lim ————— = lim = 0.

n—+oonlen  n—+oo (pne—ny/2rn)en  n—+oo \/2mn

3ndsen? L
2.8.16 EJEMPLO. El limite lim -————"— puede calcularse aplicando la proposicién 2.8.9
n—+oo (n + 2) cos iy
v las equivalencias de los ejemplos 2.8.12 v 2.8.14. En efecto:
3n3 sen? L 3n3(L)2 3 3
lim —"ﬂn = lim #)wn = lim —_—= — = 3\/5
n—-+oo (N + 2) cos i (n) cos T note sty cos g
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2.9 EJERCICIOS.

1. Sea (z,) una sucesién numérica (real o compleja). Probar la equivalencia entre las dos afirmaciones
siguientes:

a) lim m, = ;
n—-+0o0

b) cualquier entorno U(z) del punto x contiene todos los términos de la sucesién exceptuando, acaso,
un numero finito de ellos.

2. Sea (z,) una sucesién convergente de nimeros complejos. Probar que, entonces, la sucesién real
(|zn]), también es convergente y calcular su limite. Estudiar si el reciproco también es cierto, dando un
contraejemplo que justifique la respuesta.

3. Dadas dos sucesiones (a,) v (b,), estudiar su convergencia, sabiendo que:
a) (an+0bn) v (a, — by) son convergentes.

b) (anbn) y (an/bn) son convergentes.

4. Si F indica la “parte entera”, estudiar en qué condiciones es cierta la siguiente afirmacion:
lim (an) =a si,ysélosi lim (E(a,)) = E(a).
n—-+4oo n—-+oo
5. Suponiendo que (a,) es una sucesién convergente, tal que  lim (a,) = a # 0, probar que la
n—-+oo

sucesion (by,) de término n-ésimo dado por b, = an, + (—1)"a,, no es convergente.

6. Probar que si (a,) es una sucesién convergente de niimeros reales positivos (a, > 0 para todo
n € N), con lim a, = a, entonces se cumple: lim +/a, = Va.
n—-+4o0o

n—-4oo
7. Sean (an)y (bn) sucesiones de nimeros reales, tales que an, > 0, by, >0 y hIE Uy = hIE b, = 0.
n-—-+0o0 n-—-+0o0
Probar que:

anbn__ ),

a) lim ——— =
n—+oco @, + b,

b) Discutir si, en a), la hipdtesis a, > 0, b, > 0 es imprescindible; en tal caso, justifiquese y detéllese
en qué paso de a) se ha utilizado.

1 .
8. Demostrar que la sucesién <— + es convergente y dar un intervalo de

n4+1 ”’+2+”.+%>neN
longitud menor o igual a 1/2 dentro del cual se encuentre su limite.

9. Demostrar que las siguientes sucesiones definidas por recurrencia, son convergentes y calcular el
limite en cada caso:

nt+5 1 2
a) a1 =vV2, api1 =+2a,; D) a1 =3, api1 = a,2$; €) a1 =2, apy1 = 3 <an + —>

n

10. Sea (ay) la sucesién real definida por: a; € Rg V ap = an_1+ si n > 2; se pide:

(an-1)?’
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a) probar que (a,) es estrictamente creciente y no es acotada superiormente;

1
b) probar que <—> es convergente;  ¢) calcular  lim  —.
Ap n—+00 dn

11. Si 23 = V2 vy Zpe1 = 2+ /20, paratodon > 1, demostrar que la sucesion (x,) es
convergente y calcular su limite con un error menor que 1/2.

12. Probar que si a es un nimero real tal que 0 < a < 2, entonces se cumple: a < v/2a < 2. Teniendo

en cuenta este resultado, probar que la sucesién recurrente dada por  v2, V2v2,\/2V2v2, ... es

convergente y calcular su limite.

13. Sea () la sucesién definida por x; €]0,1[; Zp+1 =1 — /1 —x,, si n > 1. Demostrar que:
a) x, €]0,1], para todon € N;  b) la sucesién es mondtona decreciente;

Ny P . Tn+1 1
¢) la sucesion es convergente y calcular su limite;  d)  lim kg
n—+oo Ty 2

14. Se considera la sucesion recurrente definida por: zy =1, z, = /3%,_1, para todo n > 2.
a) Probar que (z,,)n>1 es mondtona creciente.
b) Probar que (2,),>1 estd acotada superiormente.

¢) Deducir que (2,,),>1 es convergente y calcular su limite.

1 4
15. Se define la sucesién recurrente (a,)p>1 mediante aq = > ap = (1%71 + TR para todo n > 2.

1 4
a) Probar que 5 < anp < 3 para todo n € N.

b) Probar que (a,) es una sucesién mondtona.

¢) Deducir que (a,) es convergente y calcular su limite.

16. Sean dos nimeros reales a,b > 0; se define la sucesién recurrente (z,), mediante:

b

= —— para todo n > 2.
1 +Tp

Ty =a; T,
a) Probar que (xap)p>1 s mondtona creciente y estd acotada.
b) Probar que (x9,_1),>1 es mondtona decreciente y estd acotada.

¢) Justificar la convergencia de ambas sucesiones y demostrar que tienen el mismo limite. Calcular
dicho limite.

ap—2 + Qp—1
2
a) Probar que a, €]0,1[, para todon € N;  b) Probar que (a,) es una sucesién de Cauchy;

17. Sea (an), N la sucesién recurrente definida por ag =0, a1 =1, a, = ,sin > 2.

¢) Calcular lim (a,). (Indicacién: considérese la subsucesion de los términos impares y demuéstrese
n—-+4o0o
1

1
que aanp+1 = § (2 + 4_n> )
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18. Se counsidera una sucesién de Fibonacci genérica, esto es, si a,b € R tales que a # 0,0 # 0, una
sucesion (F,) definida por:

Fy =a; Fo=0b; F, =F, 2+ F,_1, para todon > 3.

Probar que la sucesion (z,,) con z, = n € N es convergente y calcular su limite A. Obsérvese
n n ) o

n+1
que se ha probado que para todas las sucesiones de Fibonacci, calculando el cociente de términos

consecutivos se tiene el mismo limite A; dicho nimero A se conoce como mimero dureo o razén aurea.

19. Sean a,b € R tales que 0 < a < b; se define la sucesién (z,) mediante:
ry=a+b, x,= Va™+b", para todon > 2.

Estudiar la convergencia de esta sucesién y, en su caso, hallar su limite.

20. Sean dos niimeros reales a,b > 0. Discutir la convergencia de la sucesién (z,) dada por

a” —b" - . )
para todon € N, en funcién de los valores de a y b. Calcular lim =z, cuando éste

Ty — ———
" an_+bn’ n—-+oo

exista.

21. Sea (z,) una sucesién de nimeros reales, tal que lim (z, —x,_1) = XA € R. Probar que entonces
n——+0o0

. Tn
se cumple:  lim — = A.
n—4+o00 N

22. Demostrar que toda sucesién mondtona creciente (respectivamente, decreciente) y no acotada,
tiene limite 400 (respectivamente, —oo).

23. Demostrar que si una sucesién monétona tiene una sucesion parcial convergente, entonces es
convergente.

24. Dar ejemplos de sucesiones numéricas que tengan subsucesiones convergentes hacia los siguientes
limites:

a) 0y 1; b) me v2y17; <) n, paratodon € N;
e) a, para todoa € Q, tal que 0<a < 1.

25. El teorema de Bolzano-Weierstrass afirma que toda sucesion acotada tiene una parcial convergente
(teorema 2.5.6). Demostrar que si una sucesién no es acotada, entonces existe una subsucesién de la
misma con limite +00 o bien —oo.

26. Sea (a,) una sucesién real. Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que
lim (an) = a, es que las dos sucesiones parciales (azn), N V (@2n+1),cN, sean convergentes y

n—-+oo
tengan el mismo limite a.

27. Se considera la sucesién de nimeros reales (zp)n>1, definida por:

T =2; ®Tp =2+

, para todo n > 2.
Tn—1
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(a) Calcular los términos xa, 23,24, 75 de esta sucesion.

(b) Probar por induccién que la sucesién parcial (z2,) es mondtona decreciente; probar andlogamente

que la sucesién parcial (22p+1) es mondtona creciente.

(¢) Probar por induccién que z; < xap, p = 1,

inferiormente. Deducir que esta sucesién es convergente.

(d) Probar por induccién que xopyq < 22, p=0,1,2,...,

2,...

superiormente. Deducir que esta sucesion es convergente.

(e) Si se designan por a =limaa, y b=Ilimxs,.1, probar que a = b, teniendo en cuenta que:

1
Top = 2+ 5
T2p—1

Topy1 =2+ E
7

1

(f) Razonar finalmente la convergencia de la sucesién (x,,) v calcular su limite.

28. Demostrar las propiedades siguientes:

1) a>0 = lim {a=1;

n—-+4oo

2) |laj <1 = lim a" =0 (discutir qué sucede si |a| > 1 o bien |a|=1);

n—+00

3) lim =1

n—-+oo

29. Discutir la existencia y calcular, en su caso, el valor del limite, segin los valores de la constante

n
. n
n—-+oo <(m,+1> ’

<\/n2+n+2—an).

acR:
3n3 +n2\"
a) lim | ———= ,
n—+oo \ a(n3 — 1)
2 ) 1 an
b) lim <%> ,
n—+o0 n

30. Calcular los limites:

a 1 sen — COS — 5
n—>I-+I-loo " 4 4/’

31. Sea P(r)= apr® + ap_ 121+ -+ a1z + ag un polinomio de grado k > 0 y de coeficientes
reales positivos, esto es, ap >0y a; >0, 0 < j <k — 1; calcular el limite de las sucesiones siguientes:

a) P(n), EELZ

b) P(1/n), "?——
Pn+1)

<) P ) P(n41) —

) mii) b) <P$£;)

b)

(%

¢) lim

d) lim

n—-+0oo

lim
n— -+oo

(

27T 27T n
sen Z+COS — .

i
)

k)
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, es decir, que la sucesién (x,) estd acotada

es decir, que la sucesién (zo,41) estd acotada

)

P(n+1) — P(n)

P)+ P(2)+---+ P(n)
nk+1

P(1)+P(2)+---+ P(n)
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32. Calcular el limite de las siguientes sucesiones de numeros reales, cuyo término n-ésimo se da en
cada caso:

senn
a) ;
" n!
b) 6n3+4n+1_ n) n_”;
2n ’ 1 9 n
) n? —6n—2 o) g s A RERE o ¢
3’!7,2—977, ’ an -
d) 1 — 1 . P) Inn!’
2 4 ’ Vo n
1/n?2+1/n  1/n*4+1/n Q) (1+ s _\/ﬁ)‘/_;
9) ’I’l\/ﬁ*\/’ﬁ, ) <n+2)sen(1/n)
r .
1 2n ’
f n+1—vn)\/n+ =,
)(2v 3‘ Vi)\n+ 5 g YOF T2 ),
n_'_‘n S - :
8) o’ ,
2n — 3n ) ) t) <lnna>lnn
n- ;
ro— Innb
-1 \dn—1
b) < 2777711) ; u) ! + ! 4 1 :
/ Vn2 +1 vnZ +2 Vn2+n
i) ln<n+(l> : <n3+1>"~+1
n—a i ——
./2n ne +n
5(n 4 1)+ v |2t ,
i) - 3n+4

(3n2 + 1)nn—1 ;

3 e
n24+an+1\" v) V3nd +2n+1—3n% —2n 1;
k) n2 ; \/n3+n2+3n—\/’n3+n2—3n
ln(e"+e—n) V) 1+2\/§+3\/§+...+n\/ﬁ;
n2+2 Z) \/T/2+\/§/3+\/§/4+...+\/ﬁ/(n+1)
<n2—|—n—|—1>n—+1 NES] .
D ;
n* —n+1

33. Calcular en cada caso los valores de las constantes a, b, ¢ € R para que se cumplan las igualdades:

L an? 1—bn? / / an+b ) 2n+a
a) nEI—}I—loo <3nZ—”—nQ> - \/E; b) nli»I-EOO <:7 _‘:: ;> - ”li’g'loo <:Z _—:: 2)> ;

nlnn
¢) lim <M> = 2.

n—-+oo Inn

34. Sean (r,), (y.) dos sucesiones reales tales que:

T+ Yn
0<x <yi; Tp+l = /TnlYn, Ynt1 = z 3 /n, para todo n > 1.

Probar que

1) 0 <z, <y, para todo n > 1;

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



2. Guia de referencias bibliograficas. 7

[\

) la sucesién (zy,)n>1 es mondtona creciente;

w

) la sucesion (yn)n>1 es mondtona decreciente;

o~

) para todo n > 1 se cumple: 71 < 2 < Tpi1 < Ynt1 < Yn < Y1;
5) las sucesiones (z,), (y,) son convergentes;

Yy — T
<J1 1

6) se cumple y, —z, < o para todo n > 1; deducir de aqui que ambas sucesiones tienen el

mismo limite.

1
35. Demostrar la siguiente equivalencia entre infinitésimos +/1+4mn — \/_ ~ T
n
36. Teniendo en cuenta las equivalencias establecidas en el apartado 2.8, calcular los limites siguientes:
3n3In(1+ 2)

(2n3 —5)(1 —cos )’

n

b) lim

37. Sean dos sucesiones (z,,), (y,) tales que lim 2, = lim y, = +oo. Se pide:
n—-+oc n—-+oo
x
1) Probar que si (7,,) y () son infinitos equivalentes, esto es, que lim — = 1, entonces los infinitos

n—-+4o00 Yn,

(Inxy,) v (Iny,) son también equivalentes.

2) Probar que el reciproco no es cierto, esto es, que si (Inx,,) y (Iny,) son infinitos equivalentes, ello no
implica que (z,) v (yn) deban serlo también. (Sugerencia. Estudiar el siguiente contraejemplo:
Inn™

ver que lim = 1, aplicando por ejemplo el criterio de Stolz y ver que, no obstante,

n—+oo Inn!
#1).

n“n
3) Deducir del apartado anterior que si (x,,) v (¥, ) son infinitos equivalentes, tampoco puede afirmarse
que (e™) y (e¥n) deben ser necesariamente infinitos equivalentes.

lim
n—-+oo n!

38. Calcular los limites superior e inferior de las sucesiones que tienen como término n-ésimo:

(=", (i (=)™ + %, sen n.

39. Demostrar que si L = limsup a,, entonces se tiene que: dado € > 0 arbitrario, unicamente puede
haber un ntmero finito de términos de la sucesién tales que a, > L + ¢. Enunciar y demostrar la
propiedad andloga para el limite inferior.

40. Generalicese el corolario 2.7.10, en el sentido siguiente: demostrar que si a,, > 0 para todo n € N,
entonces se cumple:

. . Ap 1 .. .. an41
limsup {/a, < limsup —==, y liminf /a, > liminf —£L.
(2} QAn

ant+1

Para ello, debe demostrarse que, para todo a > limsup , se tiene limsup {/a, < a: véase en

n

An+1 . %
para todo n > ng, y a continuacién que a, < QnyQ

primer lugar que existe un ng tal que a > n—no,

n
finalmente, calciilese la raiz n-ésima y témense limites.
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2.10 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Ba] BARTLE, R.G. y D.R. SHERBERT. Introduccién al Anélisis Matemdtico de una variable.
La estructura del capitulo Sucesiones, es semejante a la del presente capitulo. Empieza definiendo las
sucesiones numéricas, las operaciones con sucesiones, el limite de una sucesion y la cola de una sucesion.
El apartado siguiente trata los teoremas sobre limites, algunos de los cuales se presentan en forma de
ejercicios. Se estudian a continuacién las sucesiones monotonas, las sucesiones parciales y el criterio de
Cauchy; para terminar, se estudian las sucesiones propiamente divergentes, de forma muy esquemdética.
Contiene una coleccién de ejercicios, interesante y variada.

[Bu] BURGOS, Juan de. Cdlculo Infinitesimal de una variable.

De esta obra excelente se recomienda especialmente la lectura del capitulo 1, apartados 1.3, 1.4, y
1.6 (dltima parte), dedicados a las sucesiones de nimeros reales, aun cuando el enfoque adoptado es
ligeramente distinto al que hemos presentado aqui. Se recomiendan asimismo los interesantes ejercicios
resueltos y propuestos.

[Di] DIXMIER, J. Matematicas Generales.

Si bien el capitulo 14 de esta obra estd dedicado bésicamente a los limites de funciones, los primeros
apartados del mismo se dedican a las sucesiones numéricas. El tratamiento es esquemaético, pero bastante
completo y muy interesante.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

FEl capitulo 1T de este texto, Limits de successions, se corresponde béasicamente con el contenido de
nuestro capitulo 2, aun cuando en el capitulo I ya se han tratado las sucesiones de niimeros racionales,
el concepto de limite y algunas propiedades elementales de la convergencia. El capitulo esta estructurado
en cuatro apartados: sucesiones convergentes, potencias de base real positiva; infinitos e infinitésimos,
sucesiones parciales y teorema de Bolzano-Weierstrass. Hay que destacar asimismo la nota historica al
final del capitulo y los interesantes ejercicios que contiene.

[Ru] RUDIN, W. Principios de Andlisis Matemédtico.

Del capitulo 3 de esta obra, Sucesiones numéricas y series, los tres primeros apartados se desarrollan en el
marco general de un espacio métrico X; ello comprende los conceptos basicos de sucesiones (convergencia,
unicidad del limite, convergencia y acotacidn, etc.), las subsucesiones y sus propiedades y, por ultimo,
las sucesiones de Cauchy. Se estudian en R los limites de oscilacién y algunas sucesiones especiales.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

La estructura de esta obra es bastante diferente a la habitual y, asi, las sucesiones se tratan en el
capitulo 21, Sucesiones infinitas; también el tratamiento es diferente, puesto que previamente ya se han
tratado muchas de las cuestiones relacionadas con el tema. Comienza, pues, el capitulo definiendo las
sucesiones convergentes, se relaciona con las funciones y luego se definen las sucesiones monétonas y se
establece el teorema de la convergencia mondtona. A continuacién, trata las sucesiones parciales y el
teorema de Bolzano-Weierstrass. Se estudian otros aspectos relacionados en la coleccién, muy completa,
de interesantes ejercicios que acompanan el texto.
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CAPITULO 3
SERIES NUMERICAS

RESUMEN DEL CAPITULO

Este capitulo esta dedicado al estudio de las series numéricas, es decir, las sucesiones obtenidas
mediante adicion ordenada de los términos de una sucesion dada. El capitulo se centra en el estudio de
las series de nimeros reales y, en el ultimo apartado, se estudian las series de nimeros complejos.

En el apartado 3.1 se definen los conceptos basicos y la terminologia mas utilizada habitualmente;
se establece el teorema de Cauchy y se estudia la serie geométrica. En el apartado 3.2 se estudian las
propiedades que resultan de la convergencia de una serie: condicion necesaria, suma y producto por un
escalar y las asociaciones de términos.

El apartado 3.3 esta dedicado al estudio de las series de términos positivos y los criterios de
convergencia especificos de dichas series. A continuacion, se estudian las series alternadas, se discute su
convergencia y se trata la metodologia general para aproximar la suma de una serie alternada.

En el partado 3.5 se trata la convergencia absoluta y su relacion con la convergencia ordinaria, la

convergencia condicional y el producto de series. Por ultimo, el apartado 3.6 trata brevemente de las
series de niimeros complejos.
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80 3. Series numéricas.

3.1 CONCEPTO DE SERIE NUMERICA. CONVERGENCIA.

3.1.1 Las series surgen para dar respuesta al siguiente problema: generalizar el concepto de suma a un
nimero infinito de términos. Para empezar, se intuye que esta cuestion no es trivial, ya que con sélo
las palabras anteriores se incurre en un sinsentido matematico e, incluso, filoséfico, puesto que no puede
definirse una operacion que requiera un nimero infinito de procesos intermedios. Por otra parte, habré
que ver qué propiedades tiene el concepto que se quiere definir, concretamente en qué condiciones puede
aplicarse la conmutatividad, la asociatividad, etc. que se aplica con facilidad en la suma ordinaria. Para
ir entrando en materia, nada mejor que unos ejemplos que nos permitan ilustrar la situacion.

3.1.2 EJEMPLO.

1) Counsidérese la “suma infinita”: (—1)+14+(—1)+14+(=1)+14+(=1)+1+ - -, que en primera instancia
y suponiendo que pueden aplicarse las propiedades de la suma ordinaria, podria afirmarse que vale 0,
vaque ((=1) 4+ 1)+((—1) 4+ 1)+((—1) + 1)+ - -- = 0. Pero si se aplica la propiedad asociativa de otro
modo, el resultado que se obtiene es diferente: (—1)+(1 + (—=1))+(1 + (=1))+(1 + (—=1))+--- = —1.
Empieza a vislumbrarse la necesidad de definir con rigor esta idea intuitiva de “suma infinita”.

, 1 1 1 1 . .

‘suma infinita” 1— = + 371 + 5% + -+ si se designa por A el valor de la suma

v se considera que se pueden aplicar todas las manipulaciones habituales en la suma de ntmeros

reales, tales como asociar o conmutar términos, entonces se cumpliria,

2) Considérese la

A1 1+1 1+1 1+ 1 1 1+1 1 1+1 1 1 _
a 2 3 4 5 6 a 2 4 3 6 8 5 10 12 a

_a 1) 1+(1 1) 1+(1 1) 1+ 1 1+1 1+1 1+ -
- 27 4 '3 67 8 ‘5 10 12 2 4 6 8 10 12
71(1 1+1 1+1 1+ )—1,4

) 2 3 4 5 6 T2

con lo cual deberia ser A = 0. Pero, por otro lado, si asociamos los términos dos a dos, observamos
que se debe cumplir,

T 1 1 1 1
A=1—--4+=-—-4—-—=-4+...=(1- = —
2+3 4+5 6+ ( )+ G

Estos ejemplos ponen de manifiesto claramente la necesidad y la importancia de formalizar de
manera rigurosa y precisa el concepto de “suma infinita”, asi como el indudable interés de estudiar
sus propiedades. Este es nuestro objetivo en este capitulo, para lo cual contaremos con una ayuda muy
valiosa como es la teoria de sucesiones desarrollada en el capitulo anterior.

3.1.3 DEFINICION. (Series de niimeros reales. Series convergentes). Sea (an), N una sucesién de

ntmeros reales; por adicién ordenada de sus términos, puede definirse una nueva sucesién, notada (A,,),
de la siguiente forma:

Ap=aq, Ay=ag+ay, -- An.:a0+a1+"'+anzzaka
k=0

La parcja de sucesiones (ay,), (4,) se denomina serie asociada a la sucesion (a,). Para cada n € N,
el nimero real a, se denomina término n-ésimo de la serie (lo cual no deja de ser un tanto chocante)
y, entonces, A, se denomina suma parcial n-ésima de la serie. La notacién habitual para designar una
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3.1 Concepto de serie. Convergencia. 81

serie es Z ay, o simplemente »_ a,. En otros casos se escribe Z an si el conjunto de indices empieza
n>0 n>k
por ese valor.
Si la sucesién de sumas parciales (A,,) es convergente, entonces se dice que la sucesion (a,, ) es sumable
y que la serie Y a, es convergente. En caso contrario, se dice que la serie es divergente. Si Y a, es una
serie convergente, el limite de la sucesién (A,) de sumas parciales se denomina suma de la serie y se

+oo L
escribe  lim A, = E an. La diferencia R, = lim A, — E an, se denomina resto de orden p de la
n—-+oo 0 n—-+oo 0
n= n=

serie. Resulta evidente que una serie es convergente si, y sélo si, se cumple lim R, = 0.
p——+oo

3.1.4 EJEMPLO.

1) La sucesién ((—1)")n>1 no es sumable, puesto que la sucesién de sumas parciales (Ay) es:

Azp =10 y Agpiy = —1 paratodo p € N,

que no es convergente; dicho de otro modo, la “suma infinita” : (—1) + 1+ (—1)+ 14 ---, no existe.
1
2) La sucesion (a,) = <—> es sumable, puesto que puede escribirse
1 1 1
ap=———=—— —— paratodon >1

n(n+1) n n+1

y, por lo tanto, la suma parcial n-ésima de la serie es:

A711+11++11+11_117n
n 2 2 3 n—1 n n n+1) n+1 n+1

+oo
. . . . 1
cumpliéndose  lim A, = 1, es decir, se verifica —_— =1
L, TR
n—

3.1.5 EJEMPLO. (La serie geométrica.) Vamos a estudiar a continuacién una serie numérica muy
importante, denominada serie geométrica, que se utilitzara en algunas demostraciones posteriores. Sea
2 un nimero real cualquiera; la sucesién de potencias naturales de z es: (1,2,22,2%,...,2",...). Se

denomina serie geométrica a la serie asociada a dicha sucesion, esto es, >~ 2™, cuya suma parcial n-ésima
n

es Xp=1+a+22+ - 2" = E x¥. Se trata ahora de estudiar la convergencia de esta serie, en

k=0
funcién del niimero real x considerado. Para ello, escribamos:

Xp=1+a+22+ - 42"
e Xp, =x 422+ + 2"

1—gntl
de donde se obtiene X, —zX, = 1 — 2"l es decir, X, = T siz # 1. Con ello, puede
—x

estudiarse el cardcter de la sucesion (X, ), segin el valor absoluto de z. En efecto:

e sir| <1, entonces lim 2!

n—oo

y, por tanto, la serie geométrica

= 0, de manera que lim X,, = T

es convergente;

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



82 3. Series numéricas.

e si

> 1, la sucesién (X,) no es convergente, puesto que nlin;o |z = oo;

T

e six =1, entonces X,, = n, para cualquier n € N, y su limite es 400;

o siz=—1,secumple Xopm =1 y Xoms+1 =1, para todom € N, con lo que la sucesién (X,) no
es convergente.
En resumen, se ha probado que dado 2 € R, su serie geométrica asociada Y z™ es convergente si, y
+oo 1
solamente si, |z| < 1, cumpliéndose entonces que la suma de dicha serie es E " = 1 .
—x

n=0

3.1.6 OBSERVACION. Vistas las definiciones bdsicas respecto a las series numéricas y estudiados
algunos ejemplos, surge de modo natural un objetivo inmediato: investigar qué condiciones deben
cumplirse para que una serie sea convergente mediante criterios que afecten a la sucesién de partida,
sin necesidad de calcular (lo cual puede ser dificil en no pocas ocasiones) la suma parcial n-ésima
de la serie. Empezaremos por una caracterizacion muy importante de la convergencia de una serie,
importancia de indole mds bien tedrica (esto es, muy ttil para la demostracién de teoremas), ain
cuando su utilidad practica para establecer el cardcter de una determinada serie es un tanto escasa: se
trata de la denominada condicién de Cauchy.

3.1.7 PROPOSICION. (Condicién de Cauchy.) Una condicién necesaria y suficiente para que una serie
numérica »  a, sea convergente es que, cualquiera que sea £ > 0, exista un nimero ng € N, tal que:

|@nt1 + Gpia + -+ anip| < €, para todo n > ng y para todo p > 1.

Demostracion:
La convergencia de una serie es, por definicion, la convergencia de la sucesiéon de las sumas parciales,
(A). Recuérdese que, en R, la convergencia de una sucesion equivale a su regularidad o condicién
de Cauchy, definida en 2.6.2. Asi, el hecho de que (A,,) sea convergente equivale a que, dado € > 0
arbitrario, existe ng € N, tal que |A4,,—A,| < ¢, para todo m > n > ng. Escribiendom = n+p,p > 1,
se tendra:
A = Al = |(a0 + a1+ + @y +apis + -+ +anip) = (a0 + ar+-- +ay)| =
= ‘an-#—l +apyo+ -+ an-}—p‘-

Reescribiendo la regularidad de (A,) resulta la condicién enunciada. L]

3.1.8 EJEMPLO. (La serie armdnica). Vamos a aplicar la proposicién anterior al estudio de la

denominada serie armdnica, g —, cuya divergencia ya se ha probado en 2.6.10, aun cuando no se
n

n>1
habia mencionado que se trataba de una serie. Escribiendo la condicién de Cauchy para p = n, resulta:
1 1 1 1 1 1 n 1
_+_J’_.J’_ 2 + +...+_:—:—’
n+1 n-+2 n+n n+n n4+n n+n 2n 2

con lo que la serie es divergente, por cuanto para 0 < &€ < 1/2, no se cumple la condicién de Cauchy,
1
+ + -+
n+1 n4+2 n-+p

esto es, si 0 < & < 1/2, no es posible encontrar un ng € N tal que <

g, para todon >ngyp> 1.

3.1.9 OBSERVACION. Cabe destacar por tltimo una consecuencia importante que resulta inmediata-
mente de la proposicién 3.1.7 y es la siguiente: si (a,) y (by) son dos sucesiones que difieren inicamente
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3.2 Propiedades de la convergencia. 83

en un numero finito de términos, entonces las series > a, y Y. b, tienen el mismo caracter, es decir,
son ambas convergentes o ambas divergentes.

3.2 PROPIEDADES DE LA CONVERGENCIA.

3.2.1 En el apartado anterior se ha visto la definicién de serie numérica y se ha caracterizado
su convergencia con la condicién de Cauchy (proposicién 3.1.6). En este apartado se estudian las
consecuencias mas importantes que pueden deducirse de la convergencia de una serie: en primer lugar,
la condicién necesaria de convergencia, que hace referencia al limite de la sucesion de partida; le sigue
el criterio de comparacién, que establece un criterio de convergencia de una serie a partir del caracter
conocido (convergente o divergente) de otra serie; a continuacién se estudia la relacién entre operaciones
algebraicas con series y convergencia y, para terminar, se ve el concepto de asociacién de series.

3.2.2 PROPOSICION. (Condicidn necesaria de convergencia.) Sea Y a, una serie numérica; una
condicién necesaria para que dicha serie sea convergente es que se cumpla  lim a, = 0, esto es, que

n— —+00
la sucesién (a,) sea un infinitésimo.
Demostracion:
Inmediata: basta tomar p = 1 en la condicién de Cauchy. También puede verse directamente
a partir del hecho siguiente: puesto que a, = A, — Ap_1, se cumple entonces que lima, =
lim A, —limA,_; = 0. n

3.2.3 OBSERVACION.

e La condicién necesaria de convergencia que se acaba de establecer no es suficiente; en efecto, basta
considerar la serie armonica Y %, cuya divergencia ya ha sido establecida en 2.6.10 y, no obstante,
dicha serie cumple la condicién necesaria de convergencia, puesto que se verifica lim % = 0.

e La condicién necesaria establecida en 3.2.2 se utiliza a menudo para demostrar la divergencia de
una serie; asi, por ejemplo, la divergencia de la serie » (—1)" vista en el ejemplo 3.1.4, puede
establecerse ahora sin més que ver que que la sucesién ((—1)") no tiene limite 0. Otro tanto puede
decirse de la serie geométrica Y 2™, cuya divergencia en el caso en que |z| > 1 resulta al no cumplirse
la condicién necesaria de convergencia establecida en la proposicién anterior.

3.2.4 PROPOSICION. (Criterio general de comparacién). Sea Y a, una serie numérica; se cumplen
entonces las propiedades siguientes:

1) Si Y ¢, es una serie convergente y existe ng € N tal que
serie Y a, también es convergente.

an| < ¢, para todo n > ng, entonces la

2) Si ) d, es una serie divergente y existe ng € N tal que a, > d,, > 0 para todo n > ng, entonces la
serie Y a, también es divergente,

Demostracion:
1) La haremos aplicando la condicién de Cauchy. Como que Y ¢, es una serie convergente, dado un

€ > 0 arbitrario, existe ny > ng tal que
|ens1 + Cnao + -+ Cngp|l = Cng1 + Cnpa+ -+ epgp < g, paratodon >mng,p> 1.

Teniendo en cuenta ahora la hipdtesis, se obtiene

|ant1 + ansa + -+ anapl < lapt1| + |ans| + -+ |anap| < cnt1 + Cnra + -+ Cprp < &,

para todo n > nq,p > 1. Asi, pues, la serie Y a, cumple la condicién de Cauchy y, por tanto, es
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convergente.

2) Obsérvese ante todo que el enunciado puede aplicarse tnicamente si a, > 0. Para efectuar la
demostracién, se procederd por reduccién al absurdo: si Y a, fuera convergente, aplicando 1) lo
serfa también Y d,, lo cual es una contradiccién con la hipGtesis sobre el cardcter de dicha serie. m

3.2.5 EJEMPLO.

senn senn| _ 1 1" 1"
1) La serie Z(—l)” segr;n es convergente, puesto que ‘(—1)"qenn <= <3> , v laserie ) <§>

es una serie geométrica convergente.

1
— >
Vi~

| —

1
> (), para todon > 1, y la serie Z — es divergente
n

3

1
2) La serie Z T es divergente, ya que
n

(serie armoénica).

3.2.6 DEFINICION. (Operaciones algebraicas con series). Sean Y a, v ». b, dos series numéricas, de

sumas parciales n-ésimas respectivas A, =ag+ a1+ -+ an, y B, =bg + b1 + -+ + b,. Se definen las

operaciones siguientes:

1) Suma. Se denomina serie suma de ambas a la asociada a la sucesién suma (a, + by,), esto es, la que
tiene por suma parcial n-ésima: S, = A, + B,, n € N.

2) Producto por un escalar. Dado A € R, es la serie asociada a la sucesién (Aa,,), es decir, la que tiene
como suma parcial n-ésima: A, = AA,, n € N.

3) Producto. Se denomina serie producto de las dos series dadas a la serie asociada a la sucesién (py,)
definida por:

Pn = aobp + arbp_y + -+ -+ anby = Zakbn—lw n €N,

k=0
esto es, la serie que tiene por suma parcial n-ésima:
n J
Pn:An'Bn:p0+p1+"'+pn:§ akbj—k
j=0 \k=0

Obsérvese que el procedimiento mediante el cual se ha definido el término p, recuerda el mecanismo
de multiplicaciéon de polinomios.

3.2.7 PROPOSICION. Sean ».a, y b, dos series convergentes de sumas respectivas Ay B,y sea
A € R; entonces, las series Y (an +bn) v Y. (Aa,) son convergentes y de sumas respectivas A+ By

AA.
Demostracion:

Inmediata, sin mas que aplicar las propiedades correspondientes vistas en el capitulo anterior a las
sucesiones de sumas parciales. L]

3.2.8 OBSERVACION. No se ha establecido nada en la proposicién anterior en relacién a la serie
producto, precisamente porque esta cuestion no es tan immediata por lo que respecta a este caso y se
vera mas adelante. Por otra parte, se hace notar que podria interesar conocer la convergencia de la serie
> (anby), pero su estudio no resulta tan sencillo como el visto para la serie suma, puesto que la suma
parcial n-ésima de esta serie no es igual al producto de las respectivas sumas parciales n-ésimas de las
series Y an vy Y. bn, ya que agbp +a1by + - -+ anby # (ap+ a1 +---+an)(bo + b1 + - - - + by). Este tipo
de series se estudian en el apartado 3.5.
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3.2.9 DEFINICION. (Asociacién de series). Sea ) a, una serie numérica y sea (n;), Ny una
sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales; puede considerarse entonces la sucesiéon definida
mediante

bO =ap+a; +"'+an07 bl = Qngy+1 +ano+2+"'+an17 bj :a’”_jfl-i-l +anj—1+2+"'+anja

En estas condiciones, la serie ) b; se dice que es una asociacion de la serie ) a,. En la proposicién que
sigue se estudia la relacién entre la convergencia de ambas series.

3.2.10 PROPOSICION. Sea Y a, una serie convergente de suma A y sea ) b; una asociacién de
>~ an; se cumple entonces que Y b; es una serie convergente y de la misma suma.

Demostracion:

Las sumas parciales B; cumplen:
Bij=bo+---+bj=(ao+ar+--+an,)+--+(an,_ 11+ an,_ 42+ Fan;) = Ay,

con lo que la sucesién (B;) es una sucesién parcial de (A,). Puesto que (A,) es convergente, todas
sus parciales lo son también y al mismo limite, esto es, la serie ) b; es convergente y de suma A. m

3.2.11 OBSERVACION.

e La proposicion anterior es una generalizacion de la propiedad asociativa de la suma para las series.
No obstante, debe tenerse muy presente que no se puede afirmar un enunciado reciproco para disociar
una serie, es decir (manteniendo notaciones de antes): si ) b; es una asociacién convergente de > ap,
no se puede afirmar nada sobre la convergencia de Y a,. La razén es conocida: una sucesién no
convergente puede tener una parcial convergente. Asi, por ejemplo, la serie Z an = Z 3-(=1)"

n>0 n>0
puede asociarse tomando la sucesién de naturales impares n; = (25 + 1)7,€N; con ello resulta b; =0
para todo j € N; la serie ) b; es convergente y, sin embargo, Y a, no lo es (no cumple la condicién
necesaria).

e Debe hacerse notar que no existe un resultado analogo para la propiedad conmutativa, el cual sélo
se obtiene bajo ciertas restricciones; esto serd estudiado en el apartado 3.5.

3.3 SERIES DE TERMINOS POSITIVOS.

3.3.1 DEFINICION. (Serie de términos positivos). En este apartado se estudia un tipo particular y

muy importante de series numéricas denominadas de términos positivos; cabe destacar que, para estas

series numéricas, existe un gran nimero de criterios de convergencia especificos para las mismas.

e Una serie numérica . a, se dice que es una serie de términos positivos si los términos de la sucesiéon
(an), e cumplen la condicién: a, > 0  para todo n € N. Por otra parte, la sucesién (A4,) de las
sumas parciales n-ésimas también cumple A4,, > 0 para todo n € N.

e Obsérvese que, en este caso, la sucesion de sumas parciales (A,) es mondtona creciente, ya que se
cumple A, — A, _1 = a, > 0, es decir, A, > A, _1 para todo n € N.

3.3.2 EJEMPLO. (Series de Riemann o series armdnicas generalizadas).  Sea « un nimero real
positivo estricto, esto es, a > 0; se denominan series armonicas generalizadas o de Riemann, las series
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1
numéricas asociadas a la sucesion <—a . El estudio de la convergencia de estas series debe hacerse,
n>1

l6gicamente, en funcion de los valores de a.. Asf pues:

e sia =1, este caso ya se ha estudiado pues no es mas que la serie armonica, de la cual se sabe que
es divergente.

1
e il < a<1,elcriterio de comparacién permite concluir que la serie Z — es divergente, puesto
n
1 1
que: — < — para todo n > 1.
n ne

e sia > 1, veamos que la serie es convergente. En efecto, las sumas parciales de esta serie son:

11 1
Hy=1+ gzt o+ +—, n>1,
na

20 3o

de modo que (H,) es una sucesién creciente, con lo cual serd suficiente demostrar que tiene una
parcial convergente para poder asegurar que es convergente. Considérese, pues, la parcial dada por:

11 1111 1 1
Hroa=ltG+@)H gretete)t Hae T oo =
It (b ) 4 (e o b et ) b (e o ) =

9 9c Jo Jo Qo e (271.)04 (2n)a -
n k n
1 1 1 1
=1 —_ [ - _ — 21—ock'
+ 20471 + 40471 + + (271)0(71 kzzo <2a71> kZ:O( )

Al ser a > 1, se tiene 0 < 2'7% < 1, con lo que (Hayn+1_1) estd mayorada por la suma parcial n-ésima
de una serie geométrica convergente y, en consecuencia, (Hant1_1) es convergente.

A continuacién se aborda el estudio de las propiedades de las series de términos positivos y se
caracteriza su convergencia.

3.3.3 PROPOSICION. Una condicién necesaria y suficiente para que una serie de términos positivos
sea convergente es que la sucesién de sumas parciales sea acotada superiormente.

Demostracion:

Que la condicién es necesaria es evidente, puesto que toda sucesiéon convergente es acotada
(proposicién 2.3.3). Que la condicién es suficiente también es inmediato, por cuanto si la sucesién
de sumas parciales es acotada superiormente, al ser mondtona creciente, sera convergente, en virtud
del teorema de la convergencia mondtona (2.4.5); ademés, se cumple que la suma de la serie es el
supremo del conjunto de sumas parciales. L]

3.3.4 PROPOSICION. (Criterio de comparacién por paso al limite.) Sean Y. a, y Y. b, dos series
numéricas de términos positivos, tales que existe el limite . lir_{_loo = = L € R; se cumplen entonces las
=
propiedades siguientes: "
1) si 0 < L < 400, las dos series tienen el mismo caracter, esto es, son ambas convergentes o ambas
divergentes;
2) si L=0y la serie Y b, es convergente, entonces la serie y  a, es también convergente;
3) si L = +oo y la serie Y b, es divergente, entonces la serie Y a,, es también divergente.

Demostracion:
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3L
2

o |~

L a L a
1) Seac= 3 > (); existe un ng € N tal que ‘b—n — L‘ < 3 para todo n > ny, es decir: < b—“ <
n 3

para todo n > ng, o lo que es lo mismo

b, < Ean y an < 7bn para todo n > ng.

Aplicando finalmente el criterio general de comparacién 3.2.4, se completa el razonamiento.

2) Si L = 0, entonces dado ¢ = 1, existe ng € N tal que

< 1 para todon > ng, es decir:

n
an < b, para todo n > ng. Aplicando el criterio general de comparacién resulta inmediatamente la

conclusion.

b
3) Si L =400, dado e = 1, existe ng € N tal que: ‘—" < 1 para todo n > ng, es decir: b, < a, para
an

todo n > ng, y se acaba como antes. [

3.3.5 COROLARIO. Sean (a,) y (b,) dos infinitésimos tales que a,,b, > 0 para todon € N; se
cumplen entonces las propiedades siguientes:

1) si (ap) y (by) son infinitésimos equivalentes o del mismo orden (véase 2.8.13), las series numéricas
S a, y Y. b, tienen el mismo caracter;

2) sia, < by, es decir, (a,) es un infinitésimo de orden superior a (by,) y la serie Y b, es convergente,
entonces la serie Y a, también es convergente;

3) sib, < ay, ylaserie Y b, es divergente, entonces la serie Y a, es también divergente.
Demostracion:

Evidente. ]

2y/3n + 1
Vond +3n3 +1

el criterio de comparacion por paso al limite con una serie cuya convergencia es conocida: la serie Y =i
n

2V/3n+1
) 3 203 ) \/3n> 4
L — lim Moo 43n°+1 Jim e 2van® +n 7&0
nco0 T Ve 1308 1 1
2

3.3.6 EJEMPLO. Vamos a probar la convergencia de la serie numérica Z aplicando

se obtiene

con lo que la serie dada tiene el mismo cardcter que la del denominador y, por tanto, es convergente.
La aplicacién que se acaba de hacer de la proposicién 3.3.4, en la cual se compara una serie dada con
una serie armonica conveniente, es muy habitual; es mds, dicha comparacion da lugar a un importante
criterio de convergencia que se estudia a continuacion.

3.3.7 PROPOSICION. (Criterio de Pringsheim.) Sea ) a, una serie de términos positivos; si existe
un niimero real 8 > 0 tal que existe el limite lin,_ o nPa, = Lp € R, se cumplen las propiedades
siguientes:

1) si Lp e Ry Lp # 0, entonces
si 0 < 3 <1,laserie Y a, es divergente;
si 3> 1, la serie Y a, es convergente;

2) siLp =0y > 1, laserie ) a, es convergente.
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3) siLp=+00y0<3<1,laserie ) a, es divergente.

Demostracion:
. . . Qnp, . o .
Es inmediata, teniendo en cuenta que nfa, = 1/_nﬁ y aplicando entonces el criterio de comparacion
n
por paso al lfmite (proposicién 3.3.5) con series de Riemann, vistas en el ejemplo 3.3.2. L]

3.3.8 EJEMPLO.

1) La convergencia de la serie vista en el ejemplo 3.3.6 es ahora inmediata aplicando el criterio de
Prinsgheim con 3 = 2.

3v3n — 5

2) Considérese la serie: E ; sl se calcula el limite,

VTnE —9n +6’
s 3V 5 . 3V3 n3th

Lp = lim n = lim ————,

n—oo  \/Tn3 —9n +6
3V3

se observa que si 3 = 1, entonces Lp = W # 0, con lo que la serie considerada es divergente.

Noétese que 3 =1 es el tnico valor tal que el limite anterior es finito y no nulo.

3.3.9 PROPOSICION. (Criterio de la raiz o de Cauchy.) Sea Y a, una serie de términos positivos; si

existe el limite 111}_1 Ya, = L € R, entonces se cumple:
n—-+0oo

1) si Lr > 1, la serie Y a,, es divergente;

2) si Li < 1, la serie Y a, es convergente;

3) si Lg = 1, el criterio no permite afirmar nada sobre el cardcter de la serie Y ay,.

Demostracion:

1) Supongamos que Lr > 1; por definicién de limite de una sucesién, existe entonces un nimero natural

ng tal que a, > 1, para todo n > ng; en consecuencia, debe cumplirse a,, > 1 para todo n > ny,
de modo que lima, # 0y no se cumple la condicién necesaria de convergencia.

2) Si Lg < 1 existe un ndmero real r tal que Lg < r < 1, con lo que existe un natural n; tal que
{a, < r paratodo n > ny, es decir, a, < r" para todo n > n;. Aplicando ahora el criterio general
de comparacion, la serie Y a, debe ser convergente, pues, al ser r < 1, dicha serie estd mayorada
por una serie geométrica convergente.

1
3) Para ver que, en este caso, el criterio no decide, basta observar que, siendo la serie " — divergente
n

. 1 .
y la serie Y — convergente, en ambos casos se obtiene Lg = 1. [
n n
3.3.10 EJEMPLO. La serie Y. <m> es convergente, ya que, aplicando el criterio de la raiz,
n

n m\ 1/n n 1
resulta Lg = lim e — = lim —— =—-<1.
n—-+oo 2n + 1 n—+oo 2n + 1 2

3.3.11 PROPOSICION. (Criterio del cociente o de D’Alembert.) Sea Yy ap, una serie de términos
Anp+1

positivos; si existe el limite  lim = L¢ € R, se cumple entonces:

n—-+oo Qn

1) si Lo > 1, la serie Y a, es divergente;
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2) si Lo < 1, la serie Y a, es convergente;

3) si Lo = 1, el criterio no permite afirmar nada sobre el cardcter de la serie Y ay,.

Demostracion:
Inmediata, teniendo en cuenta la proposiciéon anterior y el corolario 2.7.10, segun el cual, si
. An+1 < s .
Lo = lim —2=F , entonces se cumple también que Lo = lim  /a,. L]
n—+oo  ap n—-4o0o

n

. 2 . . e .
3.3.12 EJEMPLO. La serie Y, — es divergente, puesto que, en virtud del criterio del cociente, resulta
n

2n+1
_ o mELl n_
Lc—nEIJIrloo Pl _ngrfoon+1_2>1'
n

Cuando el criterio del cociente no permite decidir sobre el cardacter de una determinada serie y, por
lo tanto, tampoco lo permite la aplicacion del criterio de la raiz, puede ser util aplicar el denominado
criterio de Raabe, que se establece en la proposicién que sigue.

3.3.13 PROPOSICION. (Criterio de Raabe.) Sea Y an una serie de términos positivos tal que existe
ap 41

) € R; entonces se cumple:
QAn

el limite L, = lim, o n (1 -

1) si L, > 1, la serie Y _ a, es convergente;
2) si L, <1, la serie Y a,, es divergente.
3) si L, =1, el criterio no permite decidir.
Demostracion:

1) Supongamos que existe L, y que L, > 1; dado k > 0 arbitrario, existe un natural ng € N tal que

n(l_%—"'l) > 14k para todo n > nog,

Qnp

es decir,
(n —1)a, —nay+1 > ka, para todo n > ng.

FEscribamos unas cuantas de estas desigualdades:

nolng+1 — (no + 1)a”no+2 > kano-H
(no + Vang+2 — (no + 2)ang+3 > kang+2
(no +2)ang+3 — (o + 3)ang+2 > kang+3

(o +p— Dangtp — (M0 + p)ang+p+1 > kangtp,
donde p € N; suméndolas, se obtiene
0041 > M0Gno+1 = (M0 + P)angt+p+1 > K(angr1 + -+ + angtp)
para todo p € N es decir,

no
Opg+1 + + apgap < ?Gn0+1 para todo p € N.
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Jon ello, se ha probado que la sucesion de sumas parciales es acotada superiormente y, por lo tanto,
en virtud de la proposicién 3.3.3, la serie es convergente.

An41

) <1 paratodon > nq, es decir
an

2) Si L, < 1, existe un natural ny tal que n <1 —

(n—1)a, —nap+1 <0 paratodon >n; <= (n—1)a, < na,s1 para todo n > ny,

esto es, la sucesion ((n—1)a,,) es estrictamente creciente y, en consecuencia, se tiene  lim (n—1)a,, =
n—-+oo

x € R, con x # 0. Aplicando finalmente el criterio de Pringsheim, resulta la divergencia de la serie

S an,. n

1
3.3.14 EJEMPLO. Es sabido que la serie Z — es convergente; no obstante, si se aplica a dicha serie el
n

1
L . . . (n+1)2 n? . L .
criterio del cociente, se tiene lim = lim =1, con lo cual dicho criterio no permite
1 n2+2n+1
2
decidir. No obstante, si aplicamos ahora el criterio de Raabe, se obtiene
2 2
n . . 2 )
limn 17(1'i =limn 1in— zhmn——i_n=2>17
an n2+2n+1 n2+2n+1
con lo que la serie es, efectivamente, convergente.
s . o - (2n)! . o
3.3.15 EJEMPLO. Considérese la serie de términos positivos: Z YEREOE CoEk Aplicando el criterio del
™ (n!
cociente, se obtiene,
(2(n+ 1))
4n+1 ((n 4+ 1)1H)2 2 2)(2 1
Lo =lim ((n+ DY = lim (2n+2)@n + ):1,
(2n)! 4(n+1)2

con lo que no se puede afirmar nada sobre el caracter de la serie, por aplicacién del criterio del cociente
ni por el criterio de la raiz. Calculemos ahora el limite,
2n+2)(2n+1 n(2n + 2 1
Ly—lim o (1 &2t Dy nCr+2) 1
4(n +1)2 4n+1)2 2
por lo tanto, puede afirmarse que la serie considerada es divergente, en virtud del criterio de Raabe.

3.3.16 OBSERVACION. Vale la pena destacar que se dispone ya de una buena cantidad de criterios para
establecer el cardcter de una serie de términos positivos y que no ha sido dificil hacerlo. No obstante, no
es tan sencillo establecer una metodologia para calcular la suma de una serie, aun cuando en el apartado
3.1 se ha visto una serie de la cual puede calcularse la suma cuando ésta existe: la serie geométrica. A
continuacién se muestran algunas técnicas para calcular la suma de series, mediante algunos ejemplos;
queremos insistir, no obstante, en que obtener el valor de la suma de una serie no es, en general, una
tarea facil, y en muchas ocasiones se opta por buscar valores aproximados; concretamente, se aproxima
la suma de la serie por el valor de una de sus sumas parciales.
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3.3.17 EJEMPLO. Sea z un numero real tal que —1 < x < 1. Se considera la serie numérica:

E nz™; se propone como ejercicio probar que esta serie es convergente. Nuestro objetivo es calcular
n>1

+o00
su suma: Zn:ﬂ". La suma parcial n-ésima es A, = x + 222 + 322 + --- + nz", con lo que
n=1
rA, = 22 + 22% + 32% + -+ + na"Tl. Restando miembro a miembro, se obtiene (1 — z)A4, =
xn+1
r+a?+ 2+ + 2" — na"tl de donde, A, = - (x4 2%+ 2" — n— Finalmente,
se obtiene el resultado que buscabamos: /
oo oo
1 pntl 1 x x
nz" =lim A, = —— " —lim [ n = = si |z <1
HZ:_I " lfmnz_:l < 17x> l—2zl-2 (1-2)% ] ’

Tn+1

puesto que si |7] < 1, se cumple lim = =0
n—+oco | — T

3.3.18 EJEMPLO. Es inmediato ver que cualquier serie de la forma,
1 i
Z% con P(n)=ap+an+---+apyn?, ap #0, p>2,

es convergente sin mas que aplicar el criterio de Pringsheim. Un método posible a aplicar para calcular

P(n)

la suma de series de este tipo es la descomposicién de la fraccién racional en suma de fracciones

simples. Veamos un caso concreto: si P(n) =n(n+ 1)(n + 2), entonces:

1 a b c 1/2 -1 1/2

n(n+1)(n+2) E—'_n—&—l n+2 n  nd+l n+2

Puesto que a+ b+ ¢ =0, al calcular las sumas parciales se van eliminando las fracciones

& b a
(k—2)+2+(k,1)+1+g, para todo n > 3,

con lo cual, se cumple

Y2 -1 12 12 12 1 12, 1)
1 2 2 n+l n+1 n+2 4 n+1 n+2

Finalmente, resulta

> 1 1
— — lim A, ==,
> n(n+ 1)(n+2)  nooo 1

n=1

1 n
3.3.19 EJEMPLO. En el ¢jemplo 2.4.8 se ha probado que la sucesién <1 + —> es convergente y su
n

limite se ha designado por e. Se trata ahora de probar la igualdad

1\ =1
> = i 14+ — = —.
e=Jm (14+3) =3 =

n=0
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La convergencia de la serie Z — es inmediata de establecer aplicando, por ejemplo, el criterio del

cociente. Para calcular su suma, utlluarcmos el desarrollo siguiente:

" 1 nn-1) 1 nan-Hn-2) 1 CDn-2)-2-1 1
1+ — :1—|—n-——|—n(n ).__’_w.__’_“._’_n(n )(n ) L
n 2! n? 3! n3 o -
1 1 1 1 2 n—1
=1Hl+ - =)+t (=)= =) (1= ——),

Asi, se obtiene la desigualdad,
\" 11 1
<1+;> STtltgtgt o t—=> —
que permite establecer,
1 n n 1 +0o0 1
= i —) <l — = —
) o=t (147) < Jm S5 =30

Por otra parte, del desarrollo anterior se obtiene también la desigualdad

<1+%>nz1+1+%(1—%)+--~+%(1——)(1—3)--~(1—

para todo m fijado, con m < n. De ella resulta

1\" 1 1 1 1 2 m—1
= lim (1+=] > lim (1+1 I— )4 —(1— )1 =2y (1= =
e=Jim (1+2) >t (1414 g0 D s 2o Do B a - 22

1 1 1 U
=1+1 - _\V =z
] +3l+ +m! ;p!’

para cualquier m € N, de modo que se cumple:

m 1 +o0o 1
(+%) e> lm > =) o
0 0
Las dos desigualdades (*) y (**) obtenidas para e permiten concluir la igualdad que se querfa probar.

3.3.20 EJEMPLO. (e esirracional ). Podemos abordar ahora una cuestién que habia quedado pendiente
“+o0
en 2.4.7: la irracionalidad del ntimero e. En efecto, puesto que e = Z E puede calcularse el resto de

n=0
orden n para un cierto n € N, obteniéndose:

n 1 +o00 1 “+0o0o 1 1 “+0oo 1 1 1 1
0<e— — = — = —_— =< = —:—-—H_H = —.
¢ Z k! Z k! Z n! k nl Z (n+1)kF nl 1-2 nln
k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1 n+1

Vamos a probar que e es irracional por reduccién al absurdo, esto es, viendo que no puede ser racional.

. . a . . .
Si suponemos que fuera posible e = R con a,b € N, teniendo en cuenta la desigualdad anterior para
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n
a 1 1
cada n € N, se cumpliria 0 < — — Z — < ——; en particular, tomando n = b en esta desigualdad, se
b = k! " nln

b
1 1
tiene que 0 < % — kX;O i < T vy multiplicando ahora por b!, resulta
1
O0<ab—1)!—(14b+0bb—1)+---42b) < 7
Pero el nimero a(b—1)!— (1 + b+ b(b — 1) + - -+ + 2b!) debe ser natural y no existe ninguno que cumpla

esta desigualdad. Esta contradiccion implica que e no puede ser racional, esto es, se trata de un nimero
irracional.

3.4 SERIES ALTERNADAS.

3.4.1 En este apartado se estudia un tipo de series numéricas denominadas alternadas y se establecen
criterios de convergencia que pueden aplicarse de manera especifica en este caso; cabe destacar que
la condicién necesaria de convergencia, unida a una nueva condicién, se convierte en suficiente para la
misma y que puede calcularse de manera aproximada la suma de la serie a partir de la sucesion de sumas
parciales. Mas adelante, al estudiar las series de potencias, se vera el interés de las series alternadas.

3.4.2 DEFINICION. (Series alternadas). Sea (ap), N una sucesién de niimeros reales positivos; se
denominan series alternadas, las series numdéricas dadas por

Svta oy Y1),

Obsérvese que los términos de una y otra series son opuestos. Son ejemplos de series alternadas

—1)n gn L 1.2
Z( n) DT 55T el

3.4.3 PROPOSICION. (Criterio de Leibniz.) Sea (a,) una sucesién mondtona decreciente y tal que
lim (a,) = 0; en estas condiciones, las series alternadas definidas en 3.4.2; son convergentes.

n— oo

Demostracion:

Supongamos que la serie alternada es y (—1)"a,; entonces, la suma parcial n-ésima de la misma es
A, =ap—ay+ag—as+---+(—1)"a,, neN

Pueden considerarse las sucesiones parciales de indice par, esto es, (Azp)peN, v de indice impar,
(A2p+1),,eN; de esta consideracién y teniendo en cuenta la monotonia de la sucesién (a,), puede
deducirse lo siguiente:

Aoy — Agpyn = agp — agp—1 <0, = Agp < App_o;
Aopi1 — Aop1 = —aop+1 +agp >0, = Agpr1 > Aoy,

esto es, la sucesién (As,) es mondtona decreciente y la sucesién (Aspy1) es mondtona creciente; la
situacién serfa, pues, la que se ilustra en la figura 3.1. En consecuencia, debe cumplirse:

lim (Agp) =L; e RU{—00} y lim (Agpt1) =Ly € RU{+00}.
p—o0

p—0o0
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Pero, por hipétesis, se tiene que lima, = 0, con lo que lim(Agpr1 — Agp) = lim (agp+1) = 0, es
p—0Q

decir Iy = Ly € R, de modo que la serie Y (—1)"a,, es convergente, al serlo las parciales de indices
par e impar y al mismo limite.

Se obtiene el mismo resultado para la serie > (—1)"*1a,,, ya que es la opuesta de la serie anterior. m

(A2p+]) (AZp)
— —
*—e ® } ® ® ®
A Ay A A Ay Ay A

Figura 3.1. Ilustracion de la convergencia de una serie alternada

3.4.4 OBSERVACION. Tal como se ha dicho en el apartado 3.3, es muy frecuente aproximar el valor
de la suma de una serie convergente por una suma parcial adecuada; como es sabido, el problema en
estos casos es obtener una cota del error cometido al hacer una tal aproximacion. En el caso de las
series alternadas, es posible obtener una acotacién muy sencilla, en funcién del término general de la
serie, tal como se expone en la proposicion que sigue.

3.4.5 PROPOSICION. Sea (a,) una sucesién que cumple las condiciones del criterio de Leibniz; se
cumple entonces,

—+00 n
Z(—l)kak — Z(—l)kak < apy1 paratodon € N.
k=0 k=0

Demostracion:

Al cumplir las hipétesis del criterio de Leibniz, las series alternadas definidas en 3.4.2 son
convergentes; asimismo, la demostracién de dicho criterio muestra que la suma de la serie alternada
>>(—=1)"a, es mayor o igual que cualquier suma parcial de {ndice impar y, también, que dicha suma
es menor o igual que cualquier suma parcial de indice par. KEn consecuencia, la suma de la serie
> (=1)"a, se encuentra siempre entre dos sumas parciales consecutivas cualesquiera, con lo que,
empleando la misma notacién de antes, se obtiene

+o0 n
Z(fl)kak — Z(fl)kak <|Ap+1 — An| = apt1, paratodon € N.
k=0 k=0
como se queria probar. [

3.4.6 EJEMPLO. La acotacion establecida en 3.4.5 puede ser 1til para saber, dada una cierta tolerancia,
qué suma parcial debe determinarse para obtener el valor de la suma de la serie con un error no
superior a una cota dada. En concreto, si € es la tolerancia o error méximo admitido, es suficiente
imponer ani1 < € para garantizar que se cumplird |A — A4,| < e. Veamos una muestra de ello:
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. . 1 . -
consideremos la serie alternada ) (—1)™—; esta serie es convergente, puesto que cumple las condiciones
n

del criterio de Leibniz. Si se quiere aproximar su suma con un error, por ejemplo, menor que € = 0.05,
debera averiguarse qué suma parcial hay que calcular para tener dicha aproximacion, para lo cual, debe

plantearse ap+1 = —— < 0.05 lo cual sera cierto si n+ 1 > = 20, es decir, debe calcularse
n+1 . 0.(1)5
la suma parcial Agp. En definitiva, se obtiene Agg = —1 + 373 + -+ 4+ — = —0.668, que es el

valor aproximado de la suma de la serie, con un error menor que € = 0.05. Hagase como ejercicio la
aproximacion de la suma de esta serie con un error menor que € = 0.01.

3.5 CONVERGENCIA ABSOLUTA.

3.5.1 Con lo visto en los apartados anteriores, se dispone ya de una buena coleccién de criterios para
estudiar el cardcter de una serie numeérica; en particular, el tipo de series para las que hay un mayor
niimero de opciones es el de las series de términos positivos. Pues bien, si Y a, es una serie numérica,
hay una serie de términos positivos directamente relacionada con la misma de un modo natural: la serie
de valores absolutos Y |a,|. En este apartado trataremos de las interrelaciones entre la convergencia de
ambas series, asi como algunas consecuencias que se pueden deducir de dicho estudio.

3.5.2 DEFINICION. (Convergencia absoluta de una serie numérica). Sea ) a, una serie numérica;

se dice que dicha serie converge absolutamente, o bien, que es absolutamente convergente, si la serie
s i ) . . . =

de términos positivos > |a,| es convergente. Asi, por ejemplo, la serie numérica )} —=—— converge

absolutamente, ya que la serie de valores absolutos es una serie geométrica convergente. En cambio, la

(="

serie Y ——— no converge absolutamente, ya que la serie de valores absolutos es la serie armoénica, la

cual es divergente.

3.5.3 PROPOSICION. Si una serie numérica converge absolutamente, entonces dicha serie es
convergente (en otras palabras: la convergencia es condicién necesaria para la convergencia absoluta).

Demostracion:

Se vera aplicando la condicién de Cauchy (3.1.7). Sea ) a, una serie absolutamente convergente;
teniendo en cuenta que entonces la serie Y |a,,| es convergente, dado € > 0 arbitrario, existird ng € N
tal que:

lant1 + -+ angp| <lanpa| 4+ -+ anap| = l|anga| + -+ |angpl| < e

para todo n > ng y para todo p > 1, con lo que la serie dada cumple la condiciéon de Cauchy y, por
tanto, es convergente. ]

3.5.4 OBSERVACION. (Convergencia condicional de una serie numérica).  El reciproco de la
proposicién anterior no es cierto, esto es, puede que una serie sea convergente, pero no lo sea
n

absolutamente. En efecto, ya se ha visto en 3.5.2 que la serie Y (_— es convergente (puesto que
n

es una serie alternada y cumple las condiciones del criterio de Leibniz) y, no obstante, no converge
absolutamente. Una serie que cumpla estas condiciones se denomina condicionalmente convergente,
esto es, una serie Y a, es condicionalmente convergente, cuando la serie Y a, es convergente pero la
serie Y |a,| es divergente.
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3.5.5 OBSERVACION. Ademds de la serie de valores absolutos Y |a,|, hay otras dos series de
términos positivos relacionadas de modo natural con una serie numérica y que permiten caracterizar su
convergencia absoluta: son las series notadas > a} vy > a, y definidas mediante,

ot — G,y 81 an > 0, —an, si ap <0,

n

0, en otro caso; 0, en otro caso.

Es habitual denominar a Y a;} “la serie de los términos positivos” asociada a - a, v a Y. a,, “la serie
de los términos negativos” de Y a,. La relacién entre la convergencia de estas series y la de > a, se
establece en la proposicién que sigue.

3.5.6 PROPOSICION. Una condicién necesaria y suficiente para que una serie Y a, converja
absolutamente es que las series Y a v Y a, sean convergentes, cumpliéndose entonces que:

oo oo oo
dan=) an =) a
n=0 n=0 n=0

Demostracion:

Supongamos que | a, converge absolutamente, esto es, las series Y |a,| v D a, son convergentes.
En virtud de la definicién de a; y a;;, se tienen las igualdades,

+ ‘an“"an - ‘an|_an

R ] S b

a

a 2 . n 2 k)

de donde resulta inmediatamente la convergencia de las series Y a y > a;, en virtud de 3.2.8.

Reciprocamente, supongamos que las series > a7 y > a, son convergentes. Puesto que también
puede escribirse |a,| = a;} + a,,;, la convergencia de dichas series implica la de la serie Y |a,|, esto
es, la convergencia absoluta de Y a,.

Por tltimo, es evidente que a, = a;) —a;, para cadan € N, de modo que se cumple A4, = A} — A,
y de aqui resulta inmediatamente la igualdad entre las sumas respectivas de dichas series. [

3.5.7 OBSERVACION. Lo visto hasta ahora sobre convergencia absoluta de series numéricas ha puesto
claramente de manifiesto el interés del estudio de dicha propiedad, dada la diversidad de criterios
para analizar el cardcter de las series de términos positivos. Ademés, la convergencia absoluta, al ser
una condiciéon méas fuerte de convergencia, resulta muy potente, tal como se pondra de manifiesto en
los resultados que siguen. No obstante, antes de abordarlos veremos un tema que habiamos dejado
pendiente: el de la reordenacion de los términos de una serie.

3.5.8 DEFINICION. (Reordenacién de series numdricas). Sea Y a, una serie numérica y sea 0 una
biyeccién de N en N; se denomina reordenacion de la serie dada a la serie 3 ag(pny. La proposicién que
sigue muestra una propiedad importante de las reordenaciones.

3.5.9 PROPOSICION. (Propiedad conmutativa de las series de términos positivos.) Seay . a, una serie
de términos positivos convergente; entonces cualquier reordenacion y g (ny de dicha serie es convergente
v, ademds, tiene la misma suma.

Demostracion:

Designemos por A la suma de la serie Y a,; es evidente que las sumas parciales de cualquier
reordenacién ) aq(ny estdn acotadas superiormente por A, puesto que todos los términos son
positivos. En consecuencia, toda reordenacion ag(n) €s convergente y su suma 3 satisface B < A.
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Por otra parte, tomando la aplicacién inversa de o, 0=}, puede considerarse la serie Y a, como una
reordenacién de ) ay(y), y mediante un razonamiento andlogo al anterior, se concluye que A < B,
lo que completa la demostracion. L]

3.5.10 COROLARIO. Si una serie es absolutamente convergente, entonces todas sus reordenaciones
son convergentes y tienen la misma suma.

Demostracion:

Inmediata, considerando las series Y a; v > a, v aplicando la proposicién anterior. [

3.5.11 OBSERVACION. Vamos a poner de manifiesto mds atin la fuerza de la convergencia absoluta
de una serie. Recuérdese que en 3.5.4 se han definido las series condicionalmente convergentes, como
aquellas que son convergentes pero no lo son absolutamente; pues bien, es importante saber que en este
tipo de series no sélo no se cumple la propiedad establecida en el corolario anterior, sino que es posible
reordenarla con el objeto de obtener una suma cualquiera, tal como se prueba a continuacion.

3.5.12 PROPOSICION. (Teorema de Riemann sobre reordenaciones.) Sea Y a, una serie
condicionalmente convergente; dado un niimero real cualquiera A, es posible encontrar una reordenaciéon

+oo
> o) de la serie dada, tal que Z o) = A.
n=0
Demostracion:
Hay que observar en primer lugar que por el hecho de ser Y a, convergente y 3 |a,| divergente,
las series Y af v Y a, son divergentes. En consecuencia, si se supone A > 0, existe un ng € N

no no—1
tal que al > A, mientras que E al < A. A continuacién, es posible encontrar un mg € N
n=0 n=0
no mo no mo—1
tal que g al — g a, < A, mientras que g ay — E a, > A. Procediendo de este modo
n=0 n=0 n=0 n=0
reiteradamente, se obtiene una serie
+ + - - + + g —
a0+...+an0_a0_..._am0+an0+1+...+anl_am0+1_..._am1+...

que 1o es mas que una reordenacion de Y a,. La serie asi obtenida es convergente y su suma es A,
va que estd construida de manera que, si designamos por

no NE4+1 mo Mp41
+ + + - + — _ At - - gt -
Ay =Y ab, AL =AD+ Y arn, AT =AT =) a,, AL =ALL - ) ag,
n=0 n=ng+1 n=0 n=mjg+1
se cumple entonces |47 — Al < ay y |A; — Al < a,,, . Puesto que la serie ) a, es
convergente, la sucesién (a,) tiene limite 0, y lo mismo las sucesiones (a;; ) v (a,,, ), con lo que
la nueva serie tiene, efectivamente, suma A. ]

3.5.13 Vamos a abordar a continuacién una cuestion que quedd pendiente en 3.2.6 cuando se definié
el producto de dos series numéricas y, sin embargo, no se establecid criterio alguno para estudiar el
cardcter del producto de series; esto se trata a continuacion y, como se verd, la convergencia absoluta
juega un papel esencial.

3.5.14 PROPOSICION. (Teorema de Mertens.) Sean Y a, y ». b, dos series numéricas y sea Y p,
la serie producto de las anteriores, de acuerdo con la definicién dada en 3.2.6. Entonces:
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1) Si las dos series dadas son convergentes y de sumas respectivas A y By por lo menos una de ellas
converge absolutamente, entonces la serie producto es convergente y de suma AB.

2) Si, ademés, las dos series dadas son absolutamente convergentes, la serie producto también lo es.

Demostracion:

1) Supondremos que la serie Yy a, es absolutamente convergente. Si se designan por (4,), (B,) v (P, )
n) =

las respectivas sucesiones de sumas parciales, se tiene por hipétesis: lim(A,) = A y lim(
FEl término general P, de la sucesién producto, puede escribirse:

P,=p1+p2+-+pn=aib + (arba + azby) + -+ (a1b, + - + anby) =
=ay(by+---4+0b,) tas(by++byp_1)+-+aby =a1B, +asBp_1+---+a,B; =
=a1(B+B,—B)+ax(B+Bn1—B)+---+a,(B+ By —B) =
=(ar+as+---+an)B+ (a1(Bn — B)+aa(Bp_1—B)+---+a,(B1 — B)) =
=A,B+(a1(B, —B)+ay(Bn_1—B)+ -+ an(B1 — B)) = A, B+ 1,

Se trata de probar ahora que se cumple limr, = 0. En efecto: sea A la suma de la serie Y |an,],
que es convergente por serlo absolutamente » . a,; puesto que la sucesion (B, — B) tiene limite 0,

dado & > 0 arbitrario, existe un natural ng tal que |B, — B| < m para todo n > ng; por otra

parte, para ng fijo, existe un ny tal que

(B —B)ay + -+ (Bny — B)an—ng+1] < % para todo n > nq,

va que, por la condicién necesaria de convergencia, se cumple lim(a,) = 0 y hay un ntmero finito
de términos. Ahora, se puede afirmar que, para todo n > max{ng,n}, se tiene

Irn] < |(Bl — B)ay, + -+ (Bny, — B)an—ngs1| + [(Bngs1 — B)an—n, + -+ (Bn — B)ay| <

<< + S (Janng| + ) < S+ S =
(A+1) n—ng 1 9 9 3

lo cual prueba que, en efecto, limr, = 0y, por lo tanto, que se cumple lim P,, = lim(A,, B) = AB.

2) Vamos a ver que, si las series Y a, v Y b, son ambas absolutamente convergentes, entonces la serie
producto Y p, es también absolutamente convergente. En efecto, es suficiente establecer que la
sucesién de sumas parciales ([p1] + -+ + [pnl), oy es acotada, lo cual es inmediato:

pal 4+ [pnl <laal[ba] + (laa|[b2] + laz|[br]) + - - + (Jaa[|bn| + - - - + [an[br]) <
< (laal+ -+ lan)([br] + -+ [bnl),
quedando probada la convergencia absoluta de la serie Y py,. [
3.5.15 EJEMPLO. Sean «,/3 € R, dos ntimeros reales cualesquiera. Es inmediato ver que la serie
.} n
numérica » ¢, con ¢, = Z w es absolutamente convergente, aplicando por ejemplo el criterio de

la raiz. Veamos que esta serie puede escribirse como la serie producto de otras dos series absolutamente
convergentes. En efecto, se tiene:

. (a+/_})n _ 1 n n—1 n n—k gk n\ __ 1 - n! n—k gk __
Cp=—"—=—a"+na"""F4+---+ i a"TtRt e+ 8 —E;ma [ =

n! n!
a™™ k 3k n n—1 3 n—2 32 .371,71 3n
m—k'E — nl (n=1!'1" (n—2)20 1 (n—-1)!
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} n n 37’1
Hemos probado, pues, que Z M = (Z @ ) <Z /—'> v hemos expresado la serie dada
n!

n!

n!
como producto de dos series absolutamente convergentes. En particular, tomando o« = 3 = 1 hemos
190 on
establecido que Z — = e2.
n!
n=0

3.5.16 EJEMPLO. (Fdérmula de sumacion parcial de Abel). En ocasiones, para estudiar la convergencia

de una serie numérica » | a, es itil expresar su término general como un producto de dos factores a,

v by, esto es, escribir:  ay, = apb,, n € N. Obsérvese que no se trata de un producto de series, tal y

como se ha definido en 3.2.6. Para que la serie Y a,b, sea convergente, debe cumplirse la condicién de
Jauchy, es decir, dado € > 0 arbitrario, debe existir ng € N tal que:

|anbn + @pt1bpir + - - + apipbpip| < e, paratodo n > ng, para todo p > 1.

Para ver que se cumple esta condicién, tiene interés escribir la expresion apb, + -+ + Gpipbpip de
manera conveniente: concretamente, si se escribe B, = by + by 4+ --- + b, v, teniendo en cuenta que
bn = By — B, _1, resulta

anbn + an+1bn+1 st an+pbn+p =
= an(Bn - Bn—l) + (I'n+1(Bn+1 - Bn) + -+ an+p(Bn+p - Bn+p—1) =
=—a,Bn1+ (an —ans1) B+ + (Antp—1 = nip) Buip—1 + GnspBnsp,

es decir,

p—1

anbn + any+1bn+1 + et an—f—pbn—f—p = an-&-an—f—p —apBp-1+ Z Bn+7‘(an+r - an+7“+1)
r=0

para todo n > ng y p > 1. Esta expresién se conoce como la férmula de sumacion parcial de Abel.

3.5.17 OBSERVACION. En el ejemplo anterior se constata que falta establecer condiciones que
permitan garantizar que la suma |anb, + apt1bps1 + -+ + @napbpsp| puede ser tan pequeia como
se quiera y, por lo tanto, permita establecer la convergencia de la serie Y a,b,, mediante la férmula
de Abel. Estas condiciones (criterios de Dirichlet y de Abel) se estudian en las dos proposiciones que
siguen.

3.5.18 PROPOSICION. (Criterio de Dirichlet.) Sean (ay) y (by) dos sucesiones numdéricas tales que
se cumplen las tres condiciones siguientes:

1) las sumas parciales B,, de la serie Y b, estdn acotadas;
2) la sucesion (a,) es mondtona decreciente;
3) lim (a,)=0.
n—oo
En estas condiciones, la serie Y a,b, es convergente.
Demostracion:
En virtud de 1), existe K > 0 tal que se cumple |B,| < K para todo n € N. En virtud de 3), dado

. . . €
€ > 0 arbitrario, existe un natural ng € N tal que a, < K para todo n > ng. Ahora puede ya
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aplicarse la féormula de sumacién parcial de Abel para acotar la suma; en efecto:

p—1
‘anbn + an+1bn+1 + o+ an+pbn+p| < |an+an+p - aan—l + Z Bn+r(an+'r - an+r+1)| <
r=0
p—1
S‘"'n-&-pHBn-&-M + ‘"‘nHanﬂ + Z |Bn+TH”‘n+r - "’n+r+1‘ <
r=0
p—1
g
<K Oniyp + an + ;(an+r - (ln+r+1) = K(Qan) < QKﬁ =g,

para todo n > mg y para todo p > 0. Obsérvese que se ha utilizado que a,, > 0y que (a,) es
mondétona decreciente. (]

3.5.19 PROPOSICION. (Criterio de Abel.) Sean (a”)neN y (bn)neN dos sucesiones numéricas tales
que cumplen las siguientes propiedades:

1) la serie Y b, es convergente;
2) la sucesion (a,) es mondtona y acotada.
En estas condiciones, la serie Y anb, es convergente.
Demostracion:
Que la sucesion (a,) es acotada significa que existe K > 0 tal que |a,| < K para todo n € N.

Supondremos que, ademés, esta sucesién es decreciente. Por ser la serie Y b, convergente, cumple
la condicién de Cauchy, esto es, dado € > 0 arbitrario, existe un ng € N tal que

|brs1 + bpra+ -+ bppp| < %, para todo n > ng y para todo p > 1.

Considérese la serie E by+p, de sumas parciales (By+p)p>0. FEn virtud de la férinula de sumacién
p20
parcial de Abel, para todo n > ng y todo p > 1 se cumple:

p—1
|anbn + an+1bn+1 + -+ an+pbn+p| S |an+an+p - aan,1 + Z Bn+r(an+7‘ - an—}—r-}—l)‘ S
r=0
p—1
< Janspl Buepl + lanl | Baa| 4 3 1Buollan r — | <
r=0
€ pl c p—1
< 1K lan+p| + lan| + TZ:;) |@ptr — Qpaysa]| | = 1K |@ntp| + lan| + ;}(ar&r —Qpiri1) | =
€ € £
UK (|an+p| + |an| + an — ansp) < 1K (|an+p| + |an| + lan| + [an+p|) < _K4K =&,

con lo cual, se prueba que la serie ) a,b, cumple la condiciéon de Cauchy y, por lo tanto, es
convergente. L]

3.5.20 EJEMPLO. Se trata de ilustrar la aplicacién del criterio de Dirichlet para estudiar la
sen 2n

convergencia de la serie numérica: » Para ello, escribamos el término general de la serie
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sen 2n 1 - s .
como: = (= ) (sen2n) = anb,. En estas condiciones, la sucesion (a,) = | — | es mondtona
n n n

decreciente y de limite 0 y la sucesién (b,) = (sen2n), cumple:

(senn)(sen(n + 1))

B, =sen2+send +---+sen2n =
sen 1

, para todon € N.

Esta tltima afirmacion, puede probarse por induccién; en efecto: el caso n = 1 es trivial; supuesto cierto
b b) b)
para un n cualquiera, se ha de comprobar para n + 1:
2sen(n + 1) cos(n + 1) sen 1

sen(2n 4 2) = 2sen(n + 1) cos(n + 1) = sen 1 N

_ 2sen(n+ 1)s(sen(n +2) —senn)  sen(n+ 1)sen(n + 2) — sen(n + 1) senn

sen 1 sen 1 '

de modo que,

sen2+send + --- 4+ sen2n +sen(2n + 2) =
~ (senn)(sen(n + 1)) . sen(n + 1)sen(n +2) —sen(n + 1)senn  sen(n + 1) sen(n + 2)

sen 1 sen 1 sen 1

Por lo tanto, puede afirmarse que |B,| =

sen2 4+ --- 4+ sen2n| <

para todo n € N, es decir,
. ’ oy . S(\/Il 1 . 7’ .
las sumas parciales B, estdn acotadas. En definitiva, se ha visto que se cumplen las tres hipitesis
del criterio de Dirichlet (3.5.18), con lo cual, en virtud de dicho criterio, puede afirmarse que la serie
numérica considerada es convergente.

3.5.21 EJEMPLO. Para ver una aplicacién del criterio de Abel, vamos a probar que la serie )

n 3"

n

. . 1 1/1 ., 1 .

es convergente. En efecto, si se escribe 3 = — 3 = a, by, la sucesion (a,) = | — ) es mondtona
n 3" n n

n
y convergente (y por tanto, acotada) y la serie Y b, = 3 <3> , es una serie geométrica convergente.

Asi pues, la serie considerada es convergente.

3.6 SERIES DE NUMEROS COMPLEJOS.

3.6.1 DEFINICION. (Series complejas). Sea (zn), [y una sucesion de nimeros complejos; de forma
andloga al caso en que la sucesién es real, puede definirse una nueva sucesién (Zn)nEN de término
n-ésimo definido por,

Zpn=2+21+ -+ 25, n€N.

El par de sucesiones (z,), (Z,) se denomina serie asociada a la sucesién (z,) y se designa por g Zn O

n>0
bien Y z,; el ntumero complejo z, se denomina término n-ésimo de la serie y Z,, suma parcial n-ésima.
“+o0
El limite de la sucesién (Z,), si existe, se denomina suma de la serie y se escribe E Zn. De forma similar

n=0
al caso e las sucesiones complejas, puede relacionarse facilmente una serie compleja con dos series reales,
puesto que si z, = a, + byi,n € N, entonces la suma parcial n-ésima Z,, vale,

In=(z0+z1+ - +zn)=(a0+ar+---+a,)+(bo+by+-+by)i=A, + Byi
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y, en virtud de 2.2.4, la serie compleja Y z, es convergente si, y solamente si, lo son las series reales
S an ¥ Y. by, cumpliéndose ademds la igualdad:

“+o0 “+o0 400
S e=Y ot (Sh)i
n=0 n=0 n=0

3.6.2 El concepto de convergencia absoluta es asimismo valido en el caso de las series de ntumeros
complejos: se dice que la serie Y z, converge absolutamente o que es absolutamente convergente, si la
serie de médulos Y |z,|, que es real y de términos positivos, es convergente. La convergencia absoluta
de la serie compleja Y z, puede relacionarse facilmente con la de las series reales Y a, v > b,, tal y
como se ve a continuacion.

3.6.3 PROPOSICION. Una condicién necesaria y suficiente para que una serie compleja Y z, =
> (an + bpi) sea absolutamente convergente es que las series reales Y a, v Y b, sean absolutamente
convergentes.

Demostracion:

La condicién es necesaria, puesto que a, = Rz, v b, = Sz, v por 1.6.13 se sabe que se cumplen
las desigualdades: |a,| < |zy| ¥ |bn] < |2n] para todo n € N; en consecuencia, si la serie Y |2, es

convergente, aplicando el criterio de comparacién 3.2.4, resulta la convergencia de les series Y |a,]|
Yy 22 [bal.

El reciproco es inmediato, sin mas que tener en cuenta la acotacion |zp| = |an + bpi| < |an| + [bn| ¥
aplicando nuevamente el criterio de comparacion. L]

3.6.4 COROLARIO. Si una serie de nimeros complejos converge absolutamente, entonces es
convergente.

Demostracion:

Inmediata. u

3.6.5 EJEMPLO. Teniendo en cuenta 3.6.3 y 3.6.4, el estudio de la convergencia de una serie compleja
puede abordarse de dos formas diferentes: la primera, a partir de las series reales correspondientes a las
partes real e imaginaria del término n-ésimo de la serie; la segunda, a partir de la convergencia absoluta,
que resulta especialmente indicada si es dificil obtener las partes real e imaginaria del término n-ésimo
de la serie, tal como se ilustra en los ejemplos que siguen.

142
1) Considérese la serie compleja Y _2'_—“ El término n-ésimo de la serie es:
1 2 1 1
Zpn =0p +bpi=—+—i=—+——=i, neN.

on on - on on—17"
Ello permite afirmar que la serie considerada es convergente, ya que las series reales asociadas son
dos series geométricas convergentes. También puede obtenerse en este caso la suma de la serie:

+00 . +00 n +oo n

142 <1> ) (1) 1 1 .. )
E _— = - +2 E - = T+ T2 =2+ 4i
n=0 2n n=0 2 n=0 2 1= 2 1= 2

(1+4)"

convergencia absoluta que aplicar el método anterior; en efecto, se cumple

2) Para estudiar la convergencia de la serie compleja dada por ) , es mucho mejor probar su

‘(1+7z)" vt (Ve
on | m | T2 )
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con lo que aplicando ahora el criterio de la raiz a esta serie de términos positivos, se obtiene

ny 1/n
Le— i <<£>> _
n—-+oo 2 2

lo cual permite concluir que la serie compleja es absolutamente convergente y, por lo tanto, que es
convergente.

3.7 EJERCICIOS.

1. Aplicando la condicién necesaria de convergencia, o bien, el criterio de comparacion, estudiar el
caracter de las series numéricas siguientes:

1 1 1
-1 n—1, b . - d .
) 2(UH D Y et 9 gy 9 L
n>1 n>1 n>1 n>1
n+1 2n Inn 1
/ — f — 0 - .1 .
) Do 0 D ®) —; b)Y o
n>1 n>1 n>1 n>1
. . . P(r) Lo .
2. Sea R(z) una funcién racional, es decir, R(z) = m, donde P(x) y Q(x) son polinomios. Estudiar
x
el caracter de la serie Z R(n) segun los grados de los polinomios Py @, utilizando los resultados
n>1
conocidos sobre la serie arménica.
. . , . . . a™n!
3. Discutir, segin el valor de a € R, la convergencia de la serie numérica: Z —

n>1

4. Sea E a, una serie numérica; se dice que dicha serie es telescdpica si existe una sucesion (z,)n>1
n>1

tal que a,, = x,, — x,+1 para todo n € N. Entonces,

a) demostrar que la serie g an converge si, y solamente si, la sucesién (x,,) converge;

n>1
o
b) demostrar que si Y a, es convergente, se cumple: E anp = x1 — lim x,;
n—oo

n=1

¢) utilizando los apartados anteriores, probar que se cumple:

Em((l+L(1+n 1
3 (145" ( )

T :
= n(lnn) In(n+1)m* 2In2

5. HKstudiar la convergencia y calcular la suma, en su caso, de las series numéricas:

1 1 1
D Toomerr Sl v

n>1 n>1
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6. Discutir el cardcter de las siguientes series numéricas:

1
8 Y= b) Z—in_l; ) Zin_n; d) Yo
n>1 n>1 n>1 n>0
) f /7"’2; : n+1; I n_,;
0) %:2 —n_l ) glne 8) Z;,l o ) %:12”

) n ) 24 (-1 (n!)? e
DD CERE D T o D2
n>1 n>1 n>1 n>1
7. Discutir el caracter de las siguientes series numéricas:
nl o 1 1
a) —y D) —; c) ;
7122:1 (n+2)! 772::2 Inn = (Inn)m
1 1 2n — 1
d) —— = ) ;
3™n! (1000)™ . 3-5-7----(2n41)
. . } .
B) D o ) Yo ) g (2n+2)
n>1 n>2 n>1

8. Demostrar la convergencia de las series siguientes, y calcular su suma:
n

1 1 1
2) Zn(nfl); b) ;(2%1)(277,“);0) DT d) (it D(n+2)(n+3)

>2 >2 Z
. : U6+

O ¥t YL g Yy 2

= (n+1) = VnZ+n = n(n+1)’ = 2n2(n —1)(n+1)’
2 2" 43" 2" +n?+n e+
i) T J) —; k) s U —
7%:15 1 7122:1 6 7%:12 Tln(n+1) nzz:l(e—i-w)
: — 1
9. Encontrar una cota del error que se comete al aproximar Z — por la suma de los N
n!

primeros términos. Calciilese, en particular, esta cota cuando N = 10 De‘r(‘rmmar cuantos términos
deben sumarse para obtener una aproximacién con un error menor que 10710,

10. Determinar el valor de a,b, ¢ € R, de modo que para todo n > 3, se cumpla:
3 B a b c

R O T R e

3 T
. n . 1
y calcular la suma de la serie E — sabiendo que e = E —-
n! n!
n>1 n=0
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+oo 2 too
1
11. Sabiendo que: Z == % v que Z o= e , calcular la suma de las series siguientes:
n=1 n=0
1 1 n+2 n?+n+1
2) %n(n—i—l)’ ) T;n(n—i—l)?’ ¢) ;nQ(nQ—l)’ ) T; n!

12. Sea Y a, una serie numérica tal que la sucesién (a,) es mondtona decreciente. Probar que, si
la serie Y a, es convergente, entonces se cumple limna, = 0. Dar un contraejemplo que ponga de
manifiesto que el reciproco no es cierto.

Un

—— s
1+ un,

13. Sea Y u, una serie de términos positivos divergente. Demostrar que la serie Y

también divergente.
14. Dada una serie de niimeros reales positivos, g Tn, se define una nueva serie, E Yn, mediante:
n>1 n>1

T
:E1+:172+---+17n-

Yn =
Pruébese que ambas series tienen el mismo carédcter.

15. Sea (z,) una sucesién decreciente de niimeros reales positivos. Probar que una condicién necesaria
v suficiente para que la serie Z T, sea convergente es que la serie Z 2" x9n  sea convergente. Esta
n>1 n>1
propiedad se conoce como criterio de condensacion de Cauchy. Apliquese dicha propiedad para estudiar

el comportamiento de las series que tienen por término general:

1 1

A= e Y ()

donde a es un ntimero real arbitrario.

16. Sea Y a, una serie de términos positivos y supéngase que existe el limite,

Inl/ay, =

L= lim (L €R).

n—oo Inn

Probar que:
a) si L > 1, la serie Y a, es convergente;
b) si L < 1, la serie Y a, es divergente;

¢) estudiar el caso L = 1.

17. Sea Y a, una serie de términos positivos y sea (A, ) la sucesién de sumas parciales correspondiente.
Entonces,

. an
a) probar que la serie E ——— es convergente y calcular su sumay
n>1 AnAn—l
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“+oo

1
b) aplicarlo al cdlculo de la suma: Z

n(n—1)

n=2

18. Sea E a, una serie de términos positivos convergente. Se pide:
n>1
ai + 2as + -+ - + na,

a) probar que se cumple:  lim =0
n—oo n

ai +2az + --- + nay,

b) si up = n > 1, probar que la serie Y u, es convergente;
) sty n D) ,m>1,p q > Un gente;
“+o0 “+oo
¢) se cumple la igualdad: Z an = Z Up,.
n=1 n=1

»
. . . n

19. Para cada nimero natural p, se define el niimero real ag,?) mediante ag,l,’) =— n= 0,1,2,....
n!

Entonces,

1) probar que la serie Z a%p ) es convergente, cualquicra que sea p € N;

n>1
+00
2) si se designa mediante S, = Z agf’), p € N, encontrar una relacién de recurrencia que permita el
n=0
+o00 1
calculo de S),, para cualquier p > 1, sabiendo que Sp = Z _= e.
n=0

20. Razonar si son ciertas o no cada una de las implicaciones que siguen, dando un contraejemplo en
el caso en que sea falsa la afirmacion:
. . . 1 .
a) si una serie Y a, es convergente, entonces la serie Y, — es divergente;
"N

b) si una serie Y a, es tal que 3. a2 es convergente, entonces la serie Y |a,| es convergente;

NG

¢) si una serie de términos positivos Y a, es convergente, entonces la serie Y es convergente.

21. Discutir el cardcter (convergente o divergente) de las series siguientes; en caso de convergencia,
establézcase si dicha convergencia es absoluta o condicional:

—1)" —1)n+1 0
0 YL 0 S5 o e

22. Demostrar que la serie g (—1)”ﬁ
" —
n>0

ximar la suma de la serie por la suma parcial Sg. Determinar qué suma parcial debe calcularse con el
objetivo de asegurar un error menor que 1073,

es convergente. Estimar el error que se comete al apro-
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23. Dadas las series que siguen, determinar en cada caso cuantos términos deben sumarse con el objeto
de obtener el valor de su suma con un error menor que 107¢:

A Y0 b)Y o Y s A Y

n>0 n>1 n>1 n>0

24. Calcular, con un error menor que una milésima, la suma de las series siguientes:

=" (="
Y L Eern Y LD

n>0 n>1
25. Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de las series siguientes:

sen(1/n) (1/2) + (=1)"**(3/2) (—nm _ (="
2) Z n b) Z E((n+1)/2) i ©) ;n(lnn)(lnlnn)’ 4) gn(lnn)(lnlnn)Q'

n>1 n>1

(En b), F indica la “parte entera”).

26. a) Demostrar que si las series E ai y g bi son convergentes, entonces la serie E anby, es
n>1 n>1 n>1
absolutamente convergente.
b) Haciendo uso del apartado anterior, demostrar que si la serie E ai converge, entonces la serie
n>1
G, .
E — también es convergente.
n>1

27. Si(ap)n>0 es una progresiéon aritmética de diferencia d (esto es, a, = ap +nd,n € N) vy (by)n>0

una progresién geométrica de razén r < 1 (es decir, b, = bor™,n € N), pruébese que la serie E afl,bn
n>0
es convergente para cualquier entero positivo k.

28. Demostrar que si la serie E ap es absolutamente convergente y (b,) es una sucesion acotada,
n>1

entonces la serie E an by converge absolutamente.

n>1
a2
29. Demostrar que si E a, es absolutamente convergente, entonces la serie E 1—”2 es también
a
n>1 n>1 + n
sen’n

absolutamente convergente. Apliquese dicho resultado para demostrar que la serie E

4 2
n* +sen?n
et +

convergente.

30. Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de las series complejas siguientes:

0 ¥y S Gy i) 0 (SR em)

n>1 n>1 n>1
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108 3. Series numéricas.

31. De las series que se dan a continuacion estudiar su convergencia y, en caso afirmativo, calcular su
sima con un error menor que 1073:

3 n -+ 2 1
E n+1 . E n+1 . . E n+1 —n, E n+1
a) (=1) n!’ b) (=1) nt4+1’ ¢) (=1) 2ne"; d) (=1) n(lnn)t
n>1 n>1 n>1 n>2

32. Se considera la gréifica de la funcién f(z) = 2!7%, 2 € R. Tomando como base las ordenadas de
dicha gréfica en los puntos de abscisa x = 0,1,2,3,...,n,...se construyen cuadrados. Calcular la suma
de las areas de dichos cuadrados, probando que es finita.

33. Calcular la suma de las areas de los rectangulos Ry, R1, Ra, ..., donde Ry es el rectangulo de lados

1445
1y —¥2

menor de dicho rectangulo.

, v R, es el rectangulo que se obtiene al suprimir del rectangulo R, _; el cuadrado de lado

34. Sea un cuadrado de lado L; uniendo los puntos medios de dos lados consecutivos, se obtiene otro
cuadrado. Si se repite indefinidamente el proceso, discutir si es finita o no la suma de las areas de los
cuadrados asi obtenidos y calcularla, caso de ser finita.

35. Sea un tridngulo equildtero de lado L; uniendo los puntos medios de sus lados, se obtiene otro
triangulo equilatero. Si se repite indefinidamente el proceso, discutir si es finita o no la suma de las
dreas de los tridngulos asi obtenidos y calcular dicha suma, caso de ser finita.

36. Se considera una circunferencia de radio R; en ella se inscribe un cuadrado, en éste una circunfe-
rencia, en ésta un cuadrado, y asi sucesivamente. Estudiar si es finita la suma de las dreas de los circulos
v de los cuadrados, respectivamente, asi construidos. Caso de serlo, calcular dicha suma.

37. Se lanza una bola elastica desde el nivel del suelo, con un angulo de tiro de 60° respecto a la
vertical y con una velocidad inicial de 10 m/s. Las condiciones de su movimiento son tales que, en cada
contacto con el suelo, la bola pierde el 10% de su velocidad. Calcular la distancia que recorrera la bola.
(Nota: témese el valor de la aceleraciéon de la gravedad, g = 10 m/s?).

3.8 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Ap] APOSTOL, T.M. Andlisis Matemético.

Aun cuando el orden en la presentacion del tema no es exactamente el mismo que se ha seguido en este
capitulo, se trata de un excelente texto para consulta y/o ampliacién de conocimientos. El capitulo 8 de
la obra (“Series infinitas y productos infinitos”) incluye, ademds de lo que se ha expuesto aqui, nuevos
aspectos referidos a series de ntmeros complejos, un breve tratamiento de las series parciales, el estudio
de la convergencia de las series dobles y las reiteradas, y también una introduccion a la teoria de los
productos infinitos.

[Di] DIXMIER, J. Matemadticas Generales.

Este texto trata conjuntamente las series numéricas y las series de funciones en el capitulo 39. Comienza
por los conceptos generales y las operaciones elementales con series; a continuacion se tratan las series
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de términos positivos y la convergencia absoluta, la cual se estudia con cierta extension. Se dedica un
apartado al estudio del producto de series y, finalmente, se estudian las series alternadas. Los ejercicios
que propone son interesantes y de nivel alto.

[Gu] GUZMAN, M. DE y B. RUBIO Aunadlisis Matemadtico.

Esta obra esta estructurada de una forma un tanto atipica, pero, no obstante, su lectura es sin duda
una actividad que puede resultar muy util al estudiante. El capitulo 2 trata las series numeéricas, junto
con las sucesiones; se establecen las definiciones bésicas y algunos ejemplos interesantes. El capitulo
3 dedica un apartado a las series convergentes, especialmente las de términos positivos. El capitulo 4
trata algunos métodos de sumacién y la formula de sumacién de Abel. Los ejercicios propuestos estan
muy cuidadosamente seleccionados.

[Li] LINES, E. Principios de Analisis Matemético.

Las series de ntimeros reales se abordan en los capitulos 9 (“Series numéricas”) y 10 (“Convergencia
absoluta y producto de series”). Como es norma en este autor, el tratamiento es riguroso, detallado y
completo. La presentacion estd estructurada de forma semejante a la que hemos llevado a cabo en este
capitulo y, ademas, la situacién relativa del tema dentro del conjunto de la obra es la misma.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

El capitulo IX ( “Series numéricas”) tiene un esquema parecido al que se ha desarrollado en este capitulo.
Sin embargo, su insercién dentro del conjunto del texto es distinto y, en consecuencia, presenta ciertas
diferencias. Asi, por ejemplo, expone el criterio que relaciona la convergencia de ciertas series con la
convergencia de integrales impropias, que aqui no veremos hasta el capitulo 11. Son muy interesantes
los apéndices relativos a métodos de sumacién y de productos infinitos. Destacan asimismo los ejercicios
propuestos, muy bien seleccionados y que complementan perfectamente el desarrollo de la exposicion.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

Tal como es habitual en este autor, el tratamiento de las series numéricas, que se lleva a cabo en el
capitulo 22, es muy claro, ain cuando no es exhaustivo en relacion a lo visto aqui. Se recomienda su
lectura al estudiante, ya que constituye un buen complemento a lo que se ha visto en este capitulo,
respecto del cual presenta algunas diferencias, debidas esencialmente a las relaciones que establece entre
las series numéricas y las funciones, las cuales han sido estudiadas con anterioridad.
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CAPITULO 4
FUNCIONES. LIMITES DE FUNCIONES

RESUMEN DEL CAPITULO

Este capitulo trata diversos conceptos que son elementos fundamentales de trabajo para el Calculo
diferencial y el Célculo integral, que se veran posteriormente; se trata concretamente de las funciones y
de los limites de funciones.

En el apartado 4.1 se definen las funciones, los elementos que las caracterizan y las operaciones
elementales entre funciones. El apartado 4.2 trata del limite de una funcion en un punto, las propiedades
v la metodologia de su calculo; también se definen los limites laterales en un punto y se estudian sus
propiedades.

En el apartado 4.3 se desarrolla la extension del concepto de limite de una funcion en un punto
en dos sentidos: el Ilimite infinito y el limite en el infinito, y se estudian las formas indeterminadas o
indeterminaciones. El apartado 4.4 trata de la equivalencia local de dos funciones, las propiedades de
la equivalencia local y su aplicacion al cdlculo de limites; se estudian también los infinitésimos y los
infinitos.

El apartado 4.5 se dedica a las sucesiones y las series de funciones, la convergencia y las propiedades
de esta convergencia. Ello permitird (apartado 4.6) el estudio de las series de potencias o series enteras
funcionales, de gran importancia en Anélisis Matemaético; se estudia especialmente la convergencia y la
caracterizacion del dominio de convergencia de estas series.
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112 4. Funciones. Limites de funciones.

4.1 CONCEPTO DE FUNCION. EJEMPLOS.

4.1.1 DEFINICION.

e Se denomina funcién o aplicacion a cualquier terna (A, B, f) formada por dos conjuntos no vacios
Ay By una correspondencia f entre ambos, tal que para cada elemento z € A existe un tdnico
elemento asignado f(x) € B. El conjunto A se denomina dominio o campo de existencia de la
funcién, notdndose A = Domf; B se denomina conjunto de llegada de la funcién. Si (A, B, f) es
una funcién, se dice habitualmente que f es una funcién de A en B, notéandose f: A — B o bien
A g, B, notacién que presenta algunas ventajas que se veran mas adelante.

e Si A C R, la funcién se dice que es de variable real o de una variable; si A C C, la funcién se
denomina de variable compleja, o bien, de dos variables (reales). Si B C R, la funcién se dice que
es real, y si B C C, se denomina compleja. Nuestro objetivo bésico en este texto es estudiar las
funciones reales de variable real, esto es, f: A C R — R y, en particular, el caso A = [a, b]; cuando
una funcién no sea de este tipo lo indicaremos expresamente.

e Otros elementos destacables en una funcién f: A — B son los siguientes:

— El subconjunto f(A) = {y € B/ y = f(z),x € A}, denominado recorrido o imagen de f,
designado también mediante Imf.

Para funciones reales de una variable, resulta de interés el subconjunto Gy = {(t, f(t)) /t € A} C
A x B, denominado grafica de f; dibujando este conjunto, pueden ilustrarse algunas propiedades
de la funcién.

— Si y € B, se denomina antiimagen o imagen inversa de y el subconjunto de A dado por
[Yy) = {x €¢ A/ f(x) = y}; dicho conjunto puede ser vacio (si y ¢ f(A)), o bien constar
de uno o varios elementos. Nétese que si en un solo caso, dado y € f(A), el conjunto f~1(y)
consta mas de un elemento, la correspondencia f~1: f(A) — A no es entonces una funcion.

— Si B’ C B, se denomina antiimagen o imagen inversa de B’ el subconjunto de A dado por
[YB)={xc A/ f(x) € B'}; dicho conjunto puede ser vacio.

— SiX C A, se denomina restriccion de f a X la aplicacién f|x: X — B definida por f|x(t) = f(t).

e Se designardan F(A;R) y F(A;C), respectivamente, los conjuntos de todas las funciones reales y las
funciones complejas tales que su dominio es o contiene al conjunto A.

4.1.2 OBSERVACION.

o Sif:ACR — C, entonces para cada z € A el elemento f(2) es un nimero complejo que puede
escribirse f(x) = (f1(x), f2(x)), es decir, toda funcién compleja de variable real puede definirse con
un par ordenado de funciones reales de una variable.

o Sif:ACC— R,entonces para cada z = (r,y) € A suimagen f(z) = f(z,y) € f(A) depende de la
parte real y de la parte imaginaria de z. Para cada (a,b) € A, se pueden definir dos funciones reales
de una variable notadas f(a, )y f(,b), cuyo interés se verd posteriormente, del modo siguiente:

fla, )(y) = fla,y), ye{yeR [/ (a,y) € A} v f(,0)(x)= f(z,b), z € {r €R/ (2,b) € A}.

Asi, por ejemplo, si f es la funcién definida por f(z,y) = /1 — (22 + y?), de dominio el subconjunto
A={(z,y) € C/ |(z,y)| <1}, vy se toma el punto (0,1/2) € A, se pueden considerar las funciones
fQ0, )y f(,1/2) que estardn definidas mediante

JOW=VI=F yelFLUCE y  f(1/2)@) = /52 xe{—ﬁ“—g

CR.
272
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e Conviene recordar que, a partir de ahora, se tratardn basicamente funciones reales de una variable
v que todas las definiciones que tengan sentido con operaciones en C pueden extenderse de modo
natural.

4.1.3 OBSERVACION. El modo més habitual de dar una funcién es mediante una expresién analitica
de las operaciones con el elemento del dominio que permiten obtener el elemento del conjunto imagen,
asl como una especificaciéon acerca del dominio de la funcién. Concretamente:

<t>:2’“ A={teR /[t £1}
g(r9) = VI @), A={(z,y) €C / |(z.) < 1}
() = ( ), A= [ 2,2]

P(z)=22+i, A={2€C [ |z| <1},
son ejemplos de funciones definidas en la forma en que se hace habitualmente.

Por otra parte, cuando se habla de determinar el dominio de una funcién dada mediante una cierta
expresion analitica, se trata de encontrar el mayor conjunto para el cual dicha expresién tiene sentido;
si se limita ese conjunto, se obtiene entonces una restriccion de la funcién dada inicialmente.

4.1.4 EJEMPLO. Vamos a estudiar a continuacién unas cuantas funciones, que apareceran a menudo
a lo largo del texto y que, de paso, nos van a permitir recapitular los conceptos expuestos hasta ahora.
Concretamente, se tratarda de definirlas, caracterizar su dominio y recorrido y en algunos casos, su
grafica.

1) La funcién coordenada de R. Se denomina funcién coordenada de R a la aplicacién idéntica en R,
es decir, la funcién real de variable real notada Ip y definida en R mediante,

Ip(a) = a para todo a € R.

El recorrido de esta funcién es también R; su gréfica es una recta que forma un dngulo de /4 con
el semieje positivo de abscisas (véase la figura 4.1(a)). Las notaciones habituales para designar esta
funcién son x, t.

2) Las funciones coordenadas de C. Se denominan funciones coordenadas de C, las funciones reales de
variable compleja notadas z1, zs v definidas en C por:

r1(z) =Rz, w3(2) =2z, para todo z € C.

El recorrido de estas funciones es R. Habitualmente, se indican también por x,y, respectivamente.

3) Funciones constantes. Si A es un nimero real cualquiera, puede considerarse la funcién real de
variable real, que se designa igualmente por A, definida en R mediante,

A(t) = A, paratodoteR.

El recorrido de una funcién constante es el conjunto unitario {A\} y su gréafica es una recta horizontal,
como la de la figura 4.1(b). Se definen andlogamente las funciones constantes en el caso en el que A € C,
que en este caso son complejas y de variable compleja

4) La funcion signo. Se define la funcién signo, notada sgn, como la funcién real de variable real dada
por:

sgn(t) =1, si t>0,

segn(t) =—1, si t<0,

sgn(0) = 0.
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y cuyo dominio es R; su recorrido es el conjunto {0, —1,1}. La gréfica de esta funcién esta formada por
dos semirectas horizontales y un punto aislado (véase la figura 4.1(c)).

5) La funcién salto unitario en un punto. Si a es un nimero real cualquiera, se define la funcién salto
unitario en el punto a, notada wu,, como la funcién real de variable real, definida en R mediante,

1, si r>a,
ug(z) =0, si z<a.

El recorrido de esta funcién es el conjunto {0,1} y su gréifica estd formada por dos semirectas
horizontales (véase la figura 4.1(d)).

6) La funcién parte entera. Se denomina parte entera y se designa F, la funcién real de una variable
de dominio R y definida por

E(x)=m, si z€[m,m+ 1] para todo m € Z.

El recorrido de esta funcién es Z; su grafica es la representada en la figura 4.1(e).

7) Funcién caracteristica de un conjunto. Sea A un subconjunto no vacio de R o C; se define la funcién
caracteristica de A, notada 4, mediante,

() = 1, siz € A
XAlt) = 0, sizégA.

El campo de existencia de esta funcién es R o C, segiin el caso, y su recorrido es el conjunto {0,1}. En
la figura 4.1(f) se ha representado la funcién caracteristica de un intervalo cerrado [a,b] C R.

4.1.5 DEFINICION. (Operaciones algebraicas con funciones). Dado que las funciones operan con
elementos de conjuntos (dominio e imagen), resulta natural plantear que, teniendo en cuenta las
operaciones definidas en dichos conjuntos, puedan definirse operaciones con funciones, es decir, la
construccién de nuevas funciones a partir de unas funciones iniciales. En el caso de R y de C se
tienen definidas una suma y un producto, con lo cual esas serdn las operaciones que intervendréan en las
operaciones entre funciones.

Sean A y B dos subconjuntos no vacios y no disjuntos de R o de C; sean f y g dos funciones definidas,
respectivamente, en los conjuntos A y B. Pueden definirse las siguientes operaciones algebraicas con
funciones.

e Suma. Se denomina funcién suma de f y g, la funcién definida en el conjunto A N B mediante,
(f +9)(=) = f(x) + g(x), =e€ANB.
Obsérvese que esta definicion puede extenderse a un niimero finito de funciones:
(fi+fot-+p)x)=filz)+ falx)+ -+ fp(z), z€ A NAN...NAp,

donde A; =Domf;, j=1,2,...,p.

e Producto por escalar. Si A es un escalar (real o complejo segiin el caso), se denomina funcién
producto por escalar a la funcién definida en A mediante:

(Af)(@) = Af(a), €A
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Figura 4.1. Graficas de las funciones del ejemplo 4.1.4
e Producto. Se denomina producto de f y g a la funcién definida en A N B mediante:

(f9)(x) = [(x)g(x), =€ ANDB;

Obsérvese que, andlogamente al caso de la suma, esta definicién es generalizable a un niimero finito
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de funciones.

e (ociente. Se denomina funcién cociente de f y g a la funcién notada f/g y definida en el conjunto
{r € AN B / g(x) # 0}, mediante:

<§> @=L2 " acanB, g #0.

e Se propone como ejercicio establecer las propiedades de que gozan las operaciones con funciones
(asociativa, conmutativa, elemento neutro,. ..). Con ellas se obtiene una estructura para los conjuntos
de funciones como F(A4;R).

4.1.6 EJEMPLO. Funciones polinémicas y funciones racionales.
e Se denomina funcién polindmica de grado n, la funcién P,:R — R definida mediante

Pn(I):a0+a11+a212+--~+anz", r €R, ag,ay,...,an € R, a, # 0.

e Si se considera el cociente de dos funciones polindémicas, resulta lo que se denomina una funcién
racional, esto es, la funcién definida por:

(x) P(x)  ao+aix+asx®+ - + a2
r\r)= — )
Q(I) bo 4+ bix + bex? + -+ + b, x™

cuyo dominio es el conjunto R — {x / Q(x) = 0}, es decir, R exceptuando las raices de la funcién
polinémica denominador.

4.1.7 DEFINICION. (Composicién de funciones). Vamos a definir a continuacién una nueva operacion
con funciones, que juega un papel esencial en Andlisis: la composicién. Sean dos funciones f: A — R
v g: B — R tales que se cumple f(A4) C B; se define la funcién compuesta de f y g, notada g o f,
mediante:

(9o f)(x) =g(f(z)), =e&A=Domf.

Cuando no se cumple la condiciéon f(A) C B, se considera la restriccién de f al subconjunto de su
dominio dado por A/ = AN f~1(B), si este conjunto no es el vacfo, siendo entonces dicho conjunto
el campo de existencia de la funcién compuesta go f. Si A’ = 0, carece de sentido definir la funcién
compuesta go f. Como es facil ver, la composicién de funciones no es conmutativa, es asociativa y tiene
elemento neutro, que es la aplicacion idéntica en el conjunto correspondiente.

4.1.8 EJEMPLO.

e Se consideran las funciones f y g definidas por:
fx)y=222 -5, 2 A=R y glx)=vx—1, x € B=[1,+o0[;

el recorrido de f es el conjunto f(A) = [—5,+o00], el cual no es subconjunto del dominio de g; por
lo tanto, debe determinarse el conjunto A’ = AN f~1(B), esto es, el conjunto de elementos = € A
tales que f(z) € B. Los elementos de dicho conjunto deben cumplir f(z) = 222 — 5 > 1, es decir,
22 >3, con lo cual se tiene que la funcién compuesta g o f esta definida mediante:

(g0 1)) = g(f(x)) = g(2* —5) = \/(Z? —5) 1= /227 G,

y su dominio es el conjunto A’ =] — oo, —/3| U [V/3, 4-00].
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e Obsérvese que, por otra parte, se cumple g(B) = [0, +00[C A, con lo que tiene sentido considerar la
funcién compuesta de g y f, f o g, cuyo dominio es el conjunto B = [1,4o00[ y estd definida en él
mediante:

(fog)(x) = fg(x) =2(g(x)? =5 =2z —1)> =5 =22 —T.

Noétese también que, en este caso, no seria correcto afirmar, a partir de la expresion analitica de la
funcion f o g, que su campo de existencia es R, aun cuando dicha expresion analitica tiene sentido
para cualquier niimero real.

4.1.9 DEFINICION. (Inversa de una funcidn). Cuando una funcién f: A C R — R tiene la propiedad
de que la aplicacién de A en f(A) es biyectiva, entonces puede definirse la denominada funcién inversa
de f respecto de la composicion, designada por f~1, y definida en f(A) mediante:

[ Hy) =z si, y solamente si,  f(x) =y.
Resulta evidente que, en virtud de su definicién, se cumplen las igualdades:
fTrof=14 y o fof ' =1Iua.

Puesto que la grafica de la funcién f es el conjunto dado por Gy = {(z, f(z)) / = € A} C R?, la gréfica
de la funcién inversa f=1 serd el conjunto: Ga = {(y, [T1(y)) / y € f(A)} = {(f(x),x) /| v € A}, es
decir, G5 es el “conjunto simétrico” de (1 respecto a la recta y = x, bisectriz de los cuadrantes primero
y tercero (véase la figura 4.2).

4.1.10 DEFINICION. (Funciones mondtonas). Vamos a ver a continuacién una propiedad que pueden
cumplir algunas funciones y que, aparte su importancia por s{ misma, puede relacionarse con la existencia
de la funcién inversa.

e Se dice que una funcién f:A € R — R es mondtona creciente en un intervalo I C A si,
cualesquiera que sean los elementos x1,xs de I tales que x7 < 9, sus imagenes cumplen la condicién
f(z1) < f(z2). Si esta tltima desigualdad es estricta, la funcién se denomina estrictamente
creciente. Invirtiendo en cada caso las segundas desigualdades, se obtienen las definiciones de
funciones mondtonas decrecientes y estrictamente decrecientes, respectivamente.

e En algunos casos puede no ser facil establecer el crecimiento o decrecimiento de una funcién aplicando
unicamente la definicién dada; més adelante se verd una caracterizacién muy cémoda para las
funciones derivables. En el caso de funciones estrictamente crecientes o decrecientes, puede afirmarse
la existencia de la funcién inversa, tal como se demuestra a continuacién.

4.1.11 PROPOSICION. Sea f: A C R — R una funcién estrictamente creciente (respectivamente,
decreciente) en un intervalo I C A; entonces existe su funcién inversa =1, la cual, ademés, también es
estrictamente creciente (respectivamente, decreciente) en f(7).

Demostracion:

Es evidente que la aplicacion f: T — f(I) es exhaustiva. Para ver que es también inyectiva, se
consideran dos elementos cualesquiera a,b € I tales que a < b; por ser f estrictamente creciente, se
debe cumplir f(a) < f(b) y, por tanto, f(a) # f(b), lo que prueba que f es inyectiva. En definitiva,
f es biyectiva y tiene inversa f—1.

Para establecer el crecimiento estricto de la funcién inversa, considérense dos elementos u, v de f(I)
tales que, por ejemplo, v < v. En virtud de la biyectividad de f, existen dos tinicos elementos a y
£ de I, de tal modo que u = f(a) y v = f(3), con lo que se tiene f(a) < f(3). Pero, teniendo en
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cuenta que f es estrictamente creciente, resulta que debe ser o < 3, es decir f~H(u) < f71(v), lo
cual establece el crecimiento estricto de la funcién inversa de f, f~1. L]

vA

G P
3
G,
Y
X

Figura 4.2. Relacion entre las grdficas de una funcién y su inversa

4.1.12 EJEMPLO. Funciones potenciales y funciones raices n-ésimas.

Sea n > 1 un numero natural; se denomina funcion potencial de exponente natural, la funcién f
definida por:
flx)=2---x=2a", paratodoz € R.

Sin es impar, la funciéon 2™ es estrictamente creciente en R; si n es par, la funcién 2™ es estrictamente
decreciente en R™ y estrictamente creciente en R™.

Para las funciones x™, en virtud de la proposiciéon anterior, existe la correspondiente funcién inversa
en uno de los intervalos de crecimiento o decrecimiento estricto; dicha funcién inversa se denomina
funcién raiz n-ésima, notada z1/™ o bien /Ty que, en el caso de [0, +00], estd definida por:
2" =t s, y solamente si, " =z, € [0,4o0].

El campo de existencia de la funcién raiz n-ésima es el conjunto imagen por la funcién potencial
correspondiente del intervalo [0, +oo], que es el mismo intervalo [0, +o0].
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e Visto lo anterior, pueden definirse facilmente las denominadas funciones potenciales de exponente

. . ) m
racional. Si m,n € N,n > 1, se tiene que — = p € Q y entonces se define:
n

P = g™/ = (ml/n)m, x € [0,+00];

TP = g™/ = @iy x €]0, +oo[.
e Con ello, es inmediato definir la funcién potencial P, si p es un niimero racional cualquiera de la
formap = %, conm,n € Z,n # 0. Esta funcién cumple las siguientes propiedades, cuya justificacién
Se propone como ejercicio:
1) 2Pz? =27t pqgeQ, = > 0.
2) (2P)? = 2Pl = (z9)P; p,q € Q, = > 0.

4.1.13 DEFINICION. Para terminar este primer apartado, vamos a ver la definicién de algunas
propiedades que pueden cumplir las funciones reales de una variable, que son de utilidad en su estudio
v que tienen numerosas e interesantes aplicaciones.

Sea f: A C R — R; se dice que f es una funcién par, si se cumple:
f(=x) = f(x), para todo z € A,
v se dice que f es una funcion impar, si

f(=z) = —f(x), para todo = € A.

e Una funcién f: A — R se denomina periddica si existe un ntmero real T' > 0 tal que
fx+T) = f(x), para todo z € A.

El ntimero real T recibe el nombre de periodo de la funcion. Obsérvese que, si T es el periodo de
una funcién f, entonces 7" = nT' también lo es para cualquier ndmero natural n; el menor nimero
T que cumple la definicién se denomina periodo propio o fundamental de la funcion.

e Se dice que una funcién f: A — R es acotada, si su recorrido Imf es un conjunto acotado; en
particular, pues, puede hablarse del supremo y del infimo de f, notados sup f y inf f, que no son
mas que el supremo y el infimo, respectivamente, del conjunto Imf.

e (Cuando el supremo y el infimo de una funcién en un cierto dominio pertenecen a Imf, entonces se
denominan extremos absolutos de la funcion. Asi, si f: A — R es una funcién acotada, se dice que
f tiene un mdximo absoluto en el punto a € A, si se cumple:

f(a) > f(x), para todo x € A.
De modo anélogo, se dice que f tiene un minimo absoluto en el punto a € A, si se verifica:

f(a) < f(x), para todo x € A.

e También tiene interés considerar extremos en subconjuntos del dominio de una funcién, denominados
extremos locales o relativos. Se dice que la funcion f: A — R tiene un mdximo local o relativo en
el punto a € A, si existe un entorno U(a) de dicho punto, tal que se cumple

f(a) > f(x), para todo x € U(a) N A.
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De modo andlogo, se definen los minimos locales o relativos. En la figura 4.3, se ha representado una
funcién de dominio [0, +o0[ la cual tiene dos méximos locales en los puntos z;7 y 23 y dos minimos
locales en los puntos 0 y xo; ademas, f alcanza un méximo absoluto en x; y no alcanza ningin
minimo absoluto.

Sea f: A C R — R; dados dos puntos de su grafica (a, f(a)) v (b, f(b)), se denomina secante la
recta que pasa por dichos puntos y cuya ecuacion es

y— = 1O

El segmento de una recta secante que une los dos puntos de la grafica de f se denomina cuerda.

Figura 4.3. Ilustracion de los extremos locales de una funcion

Sea f: A — R; se dice que f es convexa en I C A si cualesquiera que sean z,y € I se cumple:
fltz+ (A =t)y) <tf(z)+ (A -1)f(y), 0<t<1,
esto es, si dados dos puntos cualesquiera de la gréafica de f cuya abscisa sea de I, el segmento que

une los dos puntos estd por encima de la grafica de la funcién (vdse la figura 4.4). Una funcién
f: A — R se dice que es concava en I C A si cualesquiera que sean z,y € I se cumple:

Jlta+(1—t)y) > t7(@) + (L-)f(y), 0<t<1,

es decir, si dados dos puntos cualesquiera de la grafica de f cuya abscisa sea de I, el segmento que
une los dos puntos estd por debajo de la grafica de la funcién (vése la figura 4.5). Si las desigualdades
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anteriores son estrictas, la funcién se dice que es estrictamente convexa o bien estrictamente céncava,
respectivamente. Se verd la importancia de esta propiedad al estudiar la unicidad de extremos de
una funcién en un intervalo.

Cualesquiera de las propiedades definidas anteriormente (monotonia, concavidad, ...) que involucren
un subconjunto del dominio, se dice que se cumplen en un punto si existe un entorno de dicho punto
en el que se cumple la propiedad.

A

tt0) s (1-)1(y)
f(txe(1-t)y)

-

| |

| |

i i |

a X tx+(1-t)y y b

Figura 4.4. Funcion convexa en un intervalo

A

f(tX*(]‘t)Y)
tf(X)o(Ft)f(Y)

1
! L
X txe(1-t)y y

(S
|
I
|
|
I
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|
|
|
|
|
|
|
|
I

corr———-——————————————20

O
|
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|
|
|
[
|
|
|
!
a

Figura 4.5. Funcion concava en un intervalo
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4.1.14 EJEMPLO. Tlustremos estas propiedades con algunas funciones sencillas.

e Las funciones f:R — R definidas por f(z) = 2?2, p = 1,2,3,...,2 € R, son pares, no son
periddicas, no estan acotadas superiormente y tienen un minimo absoluto en el origen.

e Las funciones f:R — R definidas por f(z) = 2271, p =0,1,2,...,2 € R, son impares, no son
periddicas, no estan acotadas y no tienen extremos absolutos.

e Lafuncién f:R — R (denominada “diente de sierra”) definida por f(z) = x— F(x), = € R no tiene
simetria par ni impar, es periédica y su periodo fundamental es T'= 1, es acotada cumpliéndose que
Imf = [0, 1], alcanza un minimo absoluto en los naturales y, por tltimo, no tiene méximo absoluto.

e Las funciones potenciales de exponente natural z: R — R son estrictamente convexas si n es par.
Si n es impar, son estrictamente céncavas en R™ y estrictamente convexas en R,

e La funcién f:[—2,2] — R, definida por
flx)=2%si —2<2< -1, flx)y=1,s —1<2<1, flx)y=a si1<x<2,

es convexa en su dominio pero no es estrictamente convexa; si lo es, en cambio, en los intervalos
[—2,—1] ¥ [1, 2] contenidos en su dominio.

4.2 LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. PROPIEDADES.

4.2.1 El concepto de limite de una funcién en un punto es, sin duda, uno de los conceptos clave del
Anadlisis Matemadtico. Tiene como objectivo caracterizar la variacién de las imédgenes de los puntos
“proximos” a un punto dado, sin importar, no obstante, lo que haga la funcién en dicho punto, en el
cual es posible que ni tan siquiera esté definida.

4.2.2 DEFINICION. (Limite de una funcidn en un punto). Sea f: A C R — R una funcién real y sca
a un punto de acumulacién de A (que, recordémoslo, es un punto que puede pertenecer o no pertenecer
al conjunto A). Se dice que la funcién f tiene limite L € R en el punto a, si dado un £ > 0 arbitrario,
existe un 4 > 0 de tal modo que cualquiera que sea t € A tal que 0 < |t — al < §, entonces se cumple
|f(t) — L] < e. En la figura 4.6 se ha ilustrado graficamente el concepto de limite de una funcién en un
punto.

e La condicién anterior puede escribirse también asi:
sit € B*(a;6) N A, entonces f(t) € B.(L)
o bien, de forma equivalente:

sit € (Ja—é6,a+ 6[NA) — {a}, entonces f(t) €L —e, L +¢l.

e En muchos casos resulta 1til la “versién incremental” de la definicién anterior, en la cual los puntos
t se caracterizan por su diferencia respecto del punto a. Asi pues, se dice que la funcién f tiene
limite L € R en el punto a, si dado € > 0 arbitrario, existe un § > 0 de tal modo que, cualquiera que
sea t=a+he A tal que 0 < |h| <6, se cumple |f(a+h)—L|<e.

e Para indicar que L € R es el limite de la funcién f en el punto a, se utilizan indistintamente las
notaciones siguientes:

L =1lim f; L:}imf(t); f(t) =L si t—a.
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En este texto utilizaremos preferentemente las dos primeras que, por otra parte, son las mé&s
habituales.

Be(L)4 L

7//?//

Figura 4.6. Iustracion grafica del limite de una funcién en un punto

4.2.3 OBSERVACION.

El ndmero real § de la definiciéon de limite de una funcién en un punto depende, evidentemente,
del nimero ¢ elegido, asi como del punto a en que se estudie la existencia el limite de f; con ello,
cuando sea preciso explicitar esta dependencia, se escribird §(¢;a). Se verd un caso concreto en el
ejemplo 4.2.6. Esto significa que, para diferentes puntos, puede conseguirse una misma aproximacion
al limite, si éste existe, con entornos de radio diferente. Mas adelante se estudiara un caso en el cual
6 depende tnicamente de e, pero no del punto a (funciones uniformemente continuas).

La negacion de la condicién de limite de una funcién en un punto se enuncia asi: si f:4A — Ry
a € A’, f no tiene por limite L € R en el punto a si existe € > 0 tal que cualquiera que sea § > 0 se

cumple |f(x) — L] > € para algiin 2 € A tal que 0 < |z — a| < 6.
La definicién de limite de una funcién en un punto se extiende de modo natural al caso de funciones
complejas o de variable compleja; estd claro que, entonces, | | indicard, segin el caso, el valor

absoluto de un ndmero real, o bien, el médulo de un nimero complejo. Por otra parte, si f: A C
R — C, se ha comentado ya que, para cada x € A C R, entonces f(z) = (fi(z), f2(z)) € C; en este
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caso, es facil ver que si a es un punto de acumulacién de A, se cumple lim f = L = (L1, L) € C si,
a
y solo si, lim fy = L1 € R y lim fo = Ly € R. Los detalles de la justificacién de esta propiedad se
a a

proponen como ejercicio.

4.2.4 PROPOSICION. El limite de una funcién en un punto, si existe, es inico.
Demostracion:

Sea una funcién f: A € R — R, a un punto de acumulaciéon de A y supongamos que pudieran
existir dos nimeros reales distintos L, L’ tales que: L = lim f y L’ = lim f. Entonces, por definicién,
a a

dado € > 0 arbitrario, existirian dos niimeros reales 67 > 0 y 62 > 0 tales que;

|f(m)—L\<% si 1€Ay0<|z—al<b;

|f(m)fL'|<§ si zeAy0<|z—al<bs.

Si designamos por 6 = min{é1, 02}, entonces se cumple

g

L=< IL—J@)]+ @) - L] < 5+ 3

=¢, sizeAyO0<|z—al<é.

En consecuencia, dada la arbitrariedad de € > 0, se cumple |L — L'| < € para todo € > 0, lo cual
implica L = L. [

4.2.5 EJEMPLO.

e Sea :R — R una funcién constante real de variable real y sea a un nimero real; dado ¢ > 0
arbitrario, se cumple

[A(z) —A(a)| =|A— A =0<e paratodo z € R,

lo cual prueba que lim A = A para cualquier a € R.
a

e Seca r:R — R la funcién coordenada de R y sea a € R un punto cualquiera; dado € > 0 arbitrario,
para todo t € R tal que 0 < |t —a| < é§ con 6 < g, se cumple

|z(t) — z(a)] = |t —a|] <&,
con lo cual puede afirmarse que limx = a, para cualquier a € R.
a

9 L 0, si z€Q, .
e Sea f:R — R la funcién definida por f(z) = . El ntimero real L = 0 no es
1, si xeR—-Q.
limite de f en el punto a = 0 puesto que cualquiera que sea 0 < ¢ < 1, para todo § > 0 existen
nimeros reales tales que 0 < |z| < § que cumplen |f(z) — 0] = |1 — 0] = 1 > . Compruébese que
ningin otro nimero real cumple la definicién de limite de esta funcién en el origen, esto es, pruébese

que li(l)n f no existe.

1
4.2.6 EJEMPLO. Se considera la funcién f: A — R, definida por f(z) = en el subconjunto
T

+1
1
A={zx e R /x+#—1}. Vamos a probar que se cumple: li{n o =5 Para ello, utilizaremos la versiéon
T
incremental de la definicién 4.2.2 y, asi, pondremos de manifiesto su utilidad; en este caso, obsérvese
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. 1 _ . . .
que si z = 1+ h, entonces f(1+h) = T Con el objetivo de ilustrar el mecanismo ¢, § inherente a la
definicién de limite de una funcién en un punto, comenzaremos haciendo algunas tentativas con valores

concretos de €.

e Si, por ejemplo, se toma inicialmente € = 0.5, en virtud de la definicién, debemos plantear:
1 1 —h
o) —1/=| |

LT e (I Y3
51h 2 2(2+h,)‘< 0

Si h > 0, entonces debe cumplirse < 0.5, es decir, h < 2 4 h, lo cual es cierto siempre.

h
2(2+ h)

Si h < 0, debe cumplirse < 0.5, esto es, —h < 2+ h, 0 sea h > —1; en definitiva, puede

_—h
22+ h)
tomarse 6(0.5;1) = 1.

e Si se procede andlogamente, tomando ¢ = 0.1, resulta:

1 1
para h > 0, se cumple ‘f(l +h)— 3 <01, si h< 3

1 1
para h <0, se cumple ‘f(l +h)— 3| < 0.1, si h> -3
es decir, puede tomarse 6(0.1;1) = %
e Generalizando para € > 0 arbitrario, resulta:
h>0 lo |fO4h) =2 <e si h<—2
ara se ¢ e ) — = si h < ——;
par , ump 5 <€ T o0
h<0 lo |fO4h) =% <c si h>—2
ara se ¢ e ) — = si h
par , ump 5 <& s 5o

4 4 4
se obtiene finalmente: 6(¢;1) = min { 1 _826, 1 _:26} =1 +€26. Con ello queda probado que
L = 1/2 cumple la definicién (4.2.2) en el punto a = 1 para la funcién dada, con lo que puede
1
afirmarse que lim —— = —.
1T x+1 2

e Se propone como ejercicio repetir los calculos anteriores con el objetivo de comprobar que h§n 1 =
x
16¢
1+4e”

e La diferencia entre 6(g;1) y 6(g;3) pone de manifiesto la dependencia de é respecto del punto a,
ademas de la obvia respecto de e.

1
T obteniéndose en este caso §(e;3) =

4.2.7 OBSERVACION. La definicién de limite de una funcién en un punto, andlogamente al caso de las
sucesiones, no proporciona un método préactico para el calculo de dicho limite, por cuanto el valor del
propio limite interviene en la definicién. Ello aconseja establecer métodos alternativos de célculo que
estén basados en propiedades del limite de una funcién en un punto, objetivo al que nos dedicaremos lo
que resta de este apartado.

4.2.8 PROPOSICION. Sea f:A C R — R y sea a un punto de acumulacién del conjunto A. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:
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1) L =Ilimf;
a

2) para cualquier sucesién (u")neN de elementos de A que cumpla las condiciones siguientes:
s limu, = a;
® U, # a, para todon € N;
se verifica que lim f(uy) = L.
n—-+4oo

Demostracion:
1) = 2). Por definicién de limite de una funcién en un punto, dado & > 0 arbitrario existe un § > 0 de
tal modo que siz € Ay 0 < |xr—a| < 6, entonces |f(x) — L| <e. Si (un) es una sucesién que cumple
las condiciones de 2), existird un ny € N tal que para todo n > ny se cumple 0 < |u, —a| < §, con
lo que, en virtud de lo anterior, se tendréd |f(u,) — L| < € para todo n > ny, es decir, lim f(u,,) = L.

2) = 1). Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que L no fuera el limite de f en el
punto a. Por definicion, esto significa que existe un € > 0 tal que, cualquiera que sea § > 0, existe
algtin @ € B*(a;6) N A tal que |f(z) — L| > . Tomando § = £, n € N, se obtiene una sucesion (z,)
de puntos tales que z, € B*(a;0) N Ay |f(zn) — L| > ¢, esto es, una sucesién (z,) que cumple las
propiedades de 2) y, no obstante, la sucesién (f(z,)) no tiene limite L. Esta contradiccién con la
hipétesis sobre una tal sucesion nos dice que 1) no puede dejar de cumplirse y, en consecuencia, que
la implicacién 2) = 1) es cierta. ]

4.2.9 OBSERVACION. La proposicién que acabamos de ver permite resolver la dificultad, ya
comentada, del desconocimiento inicial del valor del limite de una funcién f: A — R en un punto
a € A, para ser sometido al cumplimiento de la condicién que se establece en la definicion. En efecto:

— Si () es una sucesion que cumple las condiciones de la proposicién 4.2.8, entonces lim(f(ay)) es

el tnico valor posible de lim f, si éste existe; si lim f(a,) = L existe, la definicién de limite de una
a

funcién en un punto lo confirmard o bien negara que ello es cierto.

— Si el limite de la sucesién (f(ay)) no existe, ya se ha terminado: no existe el limite de f en el

punto a.

— Si se encuentran dos sucesiones (o) — a 'y (8,) — a tales que lim f(ay) # lim f(8,), puede

concluirse entonces que lim f no existe.
a

Debemos insistir, pues, en que 4.2.8 tiene dos utilidades fundamentales: por un lado, encontrar un
posible valor del limite; por otro, probar que el limite de una funcién en un punto no existe. En ningun
caso, sin embargo, puede emplearse 4.2.8 para demostrar que lim f = L.

a

4.2.10 EJEMPLO.

e (Consideremos de nuevo la funcion f del ejemplo 4.2.6. Para calcular el limite lim f, considérese la
1

1
sucesion <1 + — ) — 1, que cumple las condiciones de 4.2.8; con ello, se tendra,
n

1 1 n 1

lim <f(1 + —)> = lim = lim ==
1

n (1 ﬁ) 1 2n+1 2

Asi pues, el tinico valor posible del limite buscado es 1/2, lo cual ya se ha probado que es cierto en
4.2.4.

.y i . 1 .
e Considérese la funcién definida por:  f(z) = sen—, z € Rg. Es claro que el origen es un
%

punto de acumulacién de Rg, con lo que tiene sentido plantear el cédlculo de héll f. Aplicando
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la proposicién 4.2.8, se considera en primer lugar la sucesiéon () = 50 ) 0, que cumple

an > 0,para todon € N; la sucesién de imdgenes es  (f(an)) = (sen(2wn)) = (0) — 0. Por

tanto, L = 0 es el tnico posible valor de li(I)Ilf, si éste existe. Considérese ahora la sucesién
1

T

—+2mn

2

verifica: (f(fn)) = (sen(§ + 27n)) = (1) — 1. Con ello, puede concluirse que li(I)Ilf no existe.

— 0, que cumple 3, > 0,para todon € N y cuya sucesiéon de imagenes

(ﬂn) =

4.2.11 PROPOSICION. Sea una funcién f: A C R — R, tal que lim f = L # 0; existe entonces un
a

entorno reducido del punto a en el cual f conserva el signo (esto es, todas las imdgenes de los puntos
de dicho entorno tienen el mismo signo).

Demostracion:
Supéngase que se cumple L > 0; que f conserva el signo en algtin entorno de a, significa que existe
un r > 0, tal que para todo = € B*(a;r) N A, se cumple f(x) > 0.

Por definicién de limite de una funcién en un punto, dado € > 0 arbitrario, existe un 6 > 0 tal que si
re Ay 0<|r—al <, entonces se cumple |f(z) — L| < e. Si se toma, por ejemplo, e = L/2 >0y
se designa por 7 = §(L/2;a), entonces si x € A es tal que 0 < |z —al < r, se tiene |f(z) —L| < L/2,
es decir, —L/2 < f(xz) — L < L/2, o equivalentemente, 0 < L/2 < f(z) < 3L/2. ]

4.2.12 PROPOSICION. Si una funcién tiene limite en un punto, entonces existe un entorno de dicho
punto en el cual la funcién es acotada.

Demostracion:
Sea f:A C R — R y a un punto de acumulacién de A tal que L = lim f; si ¢ > 0 es arbitrario,
a

por definicién existe un § > 0 tal que six € Ay 0 < |z — a| < § entonces |f(x) — L| < e. Pero,
por las propiedades del valor absoluto, se tiene que |f(z)| — |L| < |f(z) — L] < &, de modo que
|f(z)] < |L| + e, para todo z € B*(a;6) N A, es decir, f es acotada en dicho entorno. n

4.2.13 PROPOSICION. (Algebra de Iimites de funciones). Sean f: A — Ry g: A — R dos funciones
reales y sea a un punto de acumulacién de A. Si dichas funciones son tales que lim f = Ly y limg = Lo,
a a

entonces se cumplen las siguientes igualdades:

1) lim(f +g) = L1+ Lo;

2) lim(Af) = ALy, cualquiera que sea A € R;
a

3) hgn(fg) = Ly Lo;

A R
4) lim—=— si L 0.
) o 7 I 2 #
Demostracion:

Todas son consecuencia inmediata de la relacién entre el limite de una funcién y los limites de
sucesiones y las propiedades de éstas en relacién a las operaciones definidas en R.

También pueden probarse estas igualdades aplicando directamente la definicién de limite de una
funcién en un punto, cuestién que se propone como ejercicio. L]

4.2.14 OBSERVACION. No puede hacerse una afirmacién andloga para la composicién de funciones,
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estoes, si f: A— Ry g: B — R son tales que lim f = b, lilr)ng = L y la funcién g o f tiene sentido,
a
entonces no se puede afirmar que lim(go f) = L.
a

En efecto, considérense las funciones f:R — R y g: R — R definidas por

L _JLysiz#N,
f(t)_Aa g(T)_{Ll,SIT:/\, col L17éL
Sia € R, se cumple lim f = Ay liing = L; por otra parte, la funcién compuesta g o f existe y esta
definida por:
(go f)(x) =g(f(z)) = g(A) = L1, para todo z € R,
con lo que se cumple: lim(g o f) = Ly # L, cualquiera que sea a € R.
a

En el capitulo siguiente se verda qué hipdtesis adicional debe introducirse para que la afirmacién
lim(g o f) = L sea cierta.
a

4.2.15 DEFINICION. (Funcién valor absoluto). Sea f:A C R — R; se define la funcién valor
absoluto de f, escrita |f], mediante

[f1(z) = |f(z)], = € A.

A continuacién, se estudian propiedades que relacionan el valor absoluto y el orden en R, con el limite
de una funcién en un punto.

4.2,.16 PROPOSICION. Sea f:A CR — Ry a € A’ un punto de acumulacién de A; si lim f = L,
entonces se cumple lim [f| = |L|. (Nétese que el reciproco no es cierto; puede verse fécihnclfto con la
funcién sgn definida :n 4.1.4, en el origen).
Demostracion:

Por definicién de limite de una funciéon en un punto, dado £ > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal que si

z€ Ay 0 < |z—al<$é, entonces se cumple |f(z) — L| < e. Aplicando ahora la definicién de limite
de una funcién en un punto y teniendo en cuenta las propiedades del valor absoluto, se cumpliré:

1f1@) = 1Ll = [|f@)] = L < @) =L <, si 2€Ay 0<|r—a| <8,

lo cual prueba que lim | f| = |L]. [
a

4.2.17 PROPOSICION. Sean f,g: A C R — R dos funciones reales tales que
1) existe r >0 tal que f(z) < g(z), para todo x € B*(a;r) N A4;
2) lim f = Ly, limg= L.
a a
Se cumple entonces que Li < Lo.
Demostracion:

Inmediata; basta tener en cuenta que la funcién g — f es > 0 en B*(a;r) N A, que en virtud de 4.2.13
se cumple lim(g — f) = La — Ly y que, por 4.2.11, debe ser La — L1 > 0. [
a

4.2.18 PROPOSICION. (Criterio de compresion.) Sean f,g: A C R — R dos funciones reales de

variable real tales que:

1) existe >0 tal que f(x)<g(z), paratodo z € B*(a;r)N A4;
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2) lim f =limg = L.
a a

En estas condiciones, si ¢:4 — R es una funcién tal que f(r) < ¢(r) < g(z) para todo
x € B*(a;r) N A, se cumple entonces que limg = L.
a

Demostracion:

Por definicién de limite de una funcién en un punto, dado ¢ > 0 arbitrario, existen 1,02 > 0 tales
que
|f(x) =Ll <e st z€Ay0<|z—al<by,

lg(x) =L <e si z€Ay0<|z—al<bs.

No es restrictivo considerar los casos en que § = min{é;, 62} < r, con lo que entonces puede afirmarse
que

L-e<f(r)<L+e si z€Ay0<|z—al<sé,

L—e<g(z)<L+e si z€Ay0<|z—al<é,

con lo que se tendra
L—e< f(z)<p(r)<g(r)<L+e, paratodoxre Ay0<|z—al<S§,
esto es, limp = L. (]
4.2.19 PROPOSICION. Sean f,g: A C R — R tales que:
1) lim f = 0;

2) g es acotada en un entorno reducido de a.

En estas condiciones, se cumple que: lim fg = 0.
a

Demostracion:

FEl hecho de ser g acotada en un entorno reducido del punto a, significa que existen k£ > 0y r > 0
tales que,
lg(z)| < k, paratodo z€ Ay 0<|z—a| <r

Si se cumple lim f = 0, entonces dado € > 0 arbitrario, existe § > 0 tal que
a

|f(z)] < %, paratodo x € Ay 0 < |z —a| <é.

Planteemos para la funciéon producto fg la condicién de limite de una funcién en un punto; si
designamos por 7 = min{r, 6}, se tendra:

(£9)(@)] = | ()]|g(x)] < =

%Jc:s, para todo x € Ay0 < |z —a| <71/,

esto es, lim fg = 0. u
a

L . . . 1
4.2.20 EJEMPLO. Como aplicacién del resultado anterior, puede afirmarse que lu%m sen — = 0, ya
. , . 1
que, en primer lugar se cumple hgnx =0 vy, por otro lado, la funcién sen — es acotada en un entorno
x

del origen, ya que

1
sen —‘ < 1, para todo = € Rg.
x
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4.2.21 DEFINICION. (Limites laterales de una funcién en un punto). Sea fiAC R — Ry sea a
un punto de acumulaciéon de A; se dice que LT € R es el Ifmite por la derecha de la funcién f en el
punto a, si dado € > 0 arbitrario, existe un § > 0 de tal modo que siz € Ay a < x < a + §, entonces
|f(2) - L7 <.

e Se define de modo andlogo el limite por la izquierda de f en el punto a, escrito L.

e El limite por la izquierda y el limite por la derecha, reciben conjuntamente la denominacién de
Iimites laterales. Su interpretacion grafica se ha representado esquematicamente en la figura 4.7.

e La notacién utilizada habitualmente para designar los limites laterales es la siguiente:

L+:hr+nf: lim f(z); L~ =limf= lim f(z).

r—at r—a~

Gy

0 4———

Figura 4.7. Ilustracion de los Iimites laterales de una funcién en un punto

4.2.22 PROPOSICION. Sca f: A C R — R y sea a un punto de acumulacién de A; las propiedades
siguientes son equivalentes:

1) limf=1limf=1L;
at a~
2) lim f = L.
Demostracion:

Es inmediata aplicando las definiciones respectivas y se propone como ejercicio. [

4.2.23 EJEMPLO. Si E es la funciéon “parte entera” y m € Z es un entero cualquiera, se cumple

IimE =m y limE = m — 1. Asi pues, en virtud de la proposicién anterior la funcién parte entera no
mt -

m
tiene limite en los puntos enteros de su dominio.
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Por otro lado, si a € R con m < a <m+1,m € Z, se cample lim F =m y lim E = m, con lo que
at [

en estas condiciones lim F = m para todo a € R — Z.
a

4.2.24 PROPOSICION. (Propiedades de los limites laterales). Los limites laterales de una funcién en
un punto cumplen las propiedades que se detallan a continuacién, las cuales se enuncian para el limite
por la derecha y que, naturalmente, tienen una formulacién equivalente con el limite por la izquierda.

1) Sea f: A C R — Ry sea a un punto de acumulacién de A; son equivalentes las dos afirmaciones
siguientes:
(1.1) LT =lim f;
at

(1.2) Toda sucesién (uy) que verifique: lim(u,) = a con u, €]a,+00[NA para todo n > ng, para un
cierto ng € N, cumple entonces lim(f(u,,)) = LT.

2) Si f:A C R — R es tal que existe el limite 1(1lr+nf = LT y dicho limite es estrictamente positivo
o estrictamente negativo, entonces existe un intervalo Ja,a + 6] en el cual la funcién f conserva el
signo.

3) Sea f: A CR — R tal que existe el limite por la derecha de f en un punto a € A’, LT = l(i#l feR;
entonces, existe un intervalo Ja,a + 6] en el cual la funcién f es acotada.

4) Sean f,g: A C R — R tales que 1‘111+nf = LT y 1‘111+ng = L; Se tienen entonces las siguientes
igualdades:

(4.1) lim(f + ) = L{ + L3
(4.2) 1(11111()\]”) = AL], cualquiera que sea A € R;
(43) lin(fg) = LT L

mdl _Li
(4.4) lim = = —,
Ly

siempre que se cumpla L;’ # 0.
at @

5) Si f: ACR — Ry aes un punto de acumulacién de A tal que hlllf = LT, entonces li1+n Ifl = |LT.
a a

6) Sean f,g: A C R — R tales que li1+nf =L}, li1+ng = L3 y existe un § > 0 tal que f(x) < g(z)
a a
para todo = €]a,a + §[NA; en estas condiciones, se cumple: LT < L.
Demostracion:

Se propone como ejercicio. ]

4.3 EXTENSION DEL CONCEPTO DE LiMITE. INDETERMINACIONES.

4.3.1 En los apartados precedentes de este capitulo se ha estudiado el concepto de limite de una funcién
en un punto y se han establecido sus propiedades maés importantes. Hay situaciones que no encajan
exactamente con los términos precisos de la definicién dada de limite de una funcién en un punto tal
y como se ha visto, pero que, no obstante, resulta muy conveniente definirlas, estudiarlas y desarrollar
sus propiedades. Se trata, en concreto, de la generalizacién del limite de una funcién en un punto
cuando o bien éste o bien el valor del limite, no son nimeros reales. Aclaremos ideas con unos ejemplos
introductorios.

o Considérese la funcién real f: A — R definida por f(z) = x € A =R—{1}; tiene sentido

ot
(x—1)*
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estudiar la existencia de su limite en el punto a = 1, por cuanto éste es un punto de acumulacion de

. o (n+1 . . . .
Domf. Sise toma la sucesién < > de limite 1 y se estudia la convergencia de la correspondiente
n

sucesion de imégenes, se obtiene:

n

(1) = () = )~ e

es decir, que esta sucesién no tiene limite real y, por lo tanto, no existe el limite lim f, de acuerdo
1
con la definicién conocida hasta ahora.

e Veamos otra situacién posible a considerar; sea la funcién real g: A — R definida por g(z) =

3z +1
Ey— x € A = R — {1}; nos podemos preguntar qué ocurre cuando el punto x “se mueve
r

indefinidamente” en uno de los dos sentidos de la recta real, esto es, cuando x aumenta o disminuye
indefinidamente; esto puede analizarse tomando sucesiones de limite +0o0 0 —oo, respectivamente.
En el caso de la funcién g considerada, puede verse facilmente que cualquier sucesién de limite 400
tiene una sucesion de imégenes convergente de limite 3/2.

e Asi pues, estas consideraciones justifican el objetivo de extender la nocién de limite de una funcién
en un punto en dos sentidos: el primero, corresponde al caso en que el limite pertenece a la recta
real ampliada (Iimite infinito) y el segundo, al caso en que el punto en el que se estudia el limite es
de la recta real ampliada (Iimite en el infinito).

4.3.2 DEFINICION. (Limites infinitos de una funcién en un punto). Sea f: A C R — R una funcién
real y sea a un punto de acumulacién de A.

e Se dice que f tiene limite +00 en el punto a, si dado k > 0 arbitrario, existe § > 0 de tal modo que,
cualquiera que sea x € A tal que 0 < |x—al <6, se cumple f(x) > k. Si f cumple esta propiedad,
se escribe lim f = 4o0.
a

e Se define de modo analogo el Iimite —oco en el punto a de f, escribiéndose lim f = —oo.
a

e Debe observarse que, andlogamente al caso del limite de una funcién en un punto, el valor de §
depende de k y del punto a, lo cual se especifica, cuando conviene, escribiendo 6(k;a).

e En la figura 4.8(a) se ha representado una funcién de limite 400 en un punto; en la figura 4.8(b) lo
mismo con —oo.

4.3.3 EJEMPLO. La funcién f: A C R — R considerada en (4.3.1) definida por,

1
r)=——=, € A=R—{1
f( ) (ZZ' — 1)2) { }a
cumple la definicién anterior en a = 1, esto es, tiene limite 400 en el punto a = 1, puesto que si
1 1
0<|zr—1] <1/Vk=268(k;1), se cumple f(z) = ———= > — = k.

(x_12° 52

Las propiedades del limite infinito de una funcién en un punto, se corresponden de modo natural
con las propiedades del limite de una funcién en un punto, con las modificaciones oportunas. Estas
propiedades, para el caso 400, se enuncian en las dos proposiciones que siguen. Obviamente existen
enunciados andlogos para el caso —oo, cuya redaccidén concreta se propone como ejercicio.
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Z

Gy

a) limfz+ o0 b) limfz-co
Q a

e L O

Figura 4.8. Iustracion de limite +00 y —oo de una funcién en un punto

4.3.4 PROPOSICION. Sea f: A C R — R y sea a un punto de acumulacién del conjunto A. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1) lim f = 4o0;

2) para cualquicr sucesion (up),, <N de elementos de A que cumpla las condiciones siguientes:
» limu, = a;
= u, # a, para todon € N;
se verifica:  lim (f(u,)) = 4o0.
n—-+oo

Demostracion:

Se propone como ejercicio. [
4.3.5 PROPOSICION. (Propiedades algebraicas de los limites infinitos). Sean f,g,h: A C R — R,
sea a un punto de acumulacién de A y supongamos que se cumplen:

limf=LeR, limg=+4o0, limh=4oc0.
a a a

Entonces pueden afirmarse las propiedades siguientes:
1) lim(f +g) = £oo;

a
2) lim(Ag) = +o0, si A >0;

a
3) lim(Ag) = —o0, si A<

a
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4) lim(fg) = 400, si L>0;
a
5) lim(fg) = —oc0, si L <0;
6) lim I 0;
a g
7) lim(g + h) = +oo;
8) lim(gh) = +oc.

Demostracion:

Todas ellas resultan inmediatamente y se proponen como ejercicio. L]

4.3.6 DEFINICION. (Limites laterales infinitos de una funcidn en un punto). De forma andloga a
los limites laterales de una funcién en un punto, pueden definirse los Iimites laterales infinitos de una
funcién en un punto. En efecto, sea f una funcién real definida en el subconjunto A C R y sea a un
punto de acumulacién de A.

e Se dice que f tiene limite 400 (respectivamente, —oco) por la derecha en el punto a si dado k& > 0
arbitrario, existe un § > 0 tal que para todo = €]a,a+6[NA, se cumple f(x) > k (respectivamente,

flz) < k).
e De modo analogo se define el limite infinito por la izquierda en un punto.
e Obviamente, si f cumple 1iIE1f = lim f = 400, entonces se tiene lim f = +oo, (y lo mismo para
a [ a

—00). También resulta evidente ser diferentes los limites laterales en un punto (ya sean finitos o
infinitos) implica la no existencia de limite de la funcién en dicho punto.

4.3.7 EJEMPLO. Se tienen las igualdades siguientes:

1
lim — = 400, lim—=—o00, lim— no existe
ot T - x 0 T
li ! + li + li L +
im ———= =400, lim——= =400, lim——= = +0c0
ot (z—2)2 T2 (x - 2)2 T2 (x - 2)2 ’

4.3.8 DEFINICION. (Limite de una funcién en el infinito). Se define a continuacién la extensién del
concepto de limite de una funcién en un punto a de la recta real ampliada, esto es, cuando a = +00 o
bien cuando a = —o0.

e Sea f una funcién real definida en un intervalo [xg, +oo[ de R; se dice que esta funcién tiene limite
L € R en a = +oo, notéandose lim f = L o bien lim f(x) = L, si dado ¢ > 0 arbitrario, existe un
“+o0 r——+00

nimero real A € R tal que, para todo & > max{\, zo}, se cumple |f(z)— L| <e.
e De manera andloga se define el limite de f en a = —oo, que se designa ligolf = L o bien
lim f(x)=L.
=00
e Ambos limites de denominan Ilimites en el infinito; la redaccién concreta de las propiedades del limite

en el infinito en relacién con las sucesiones y las operaciones con funciones, se propone como ejercicio.

3r+1
4.3.9 EJEMPLO. Considérese la funcién g: [0, +00o[— R definida por g(z) = ;—1—7; vamos a estudiar
T

la existencia del limite lim g. Para ello, consideremos la sucesién (n) de limite +oo, cuya sucesion de
+0o0
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imégenes tiene limite L = 3/2. En consecuencia, aplicando ahora la definicién correspondiente con este
valor, se tendra

3zr+1 3| 19 .
w+7 2| 202x+7) O
C L 19 — 14e
esto se cumplird si 19 < 4ex + 14e, es decir, si x > - A(g). Con ello se ha probado, pues, la
C
. . 3z+1 3
igualdad &g w72

‘ /

AN

AN

7 8

—————

/.

/

T
l
|
|
}
I
!
{
|
|
|
|
|
|
1
|
|
I
|
|
|
|
|
|

N

Figura 4.9. Ilustracién de lim | f| = oo

4.3.10 OBSERVACION.

e Como dltima extension del limite de una funcién en un punto, parece natural plantearse la
coincidencia de las dos extensiones de la definicién vistas en este apartado, esto es, extender la
nocién de limite de una funcién en un punto al caso en que ambos (punto y limite) sean de la
recta real ampliada. Se propone como ejercicio definir rigurosamente y enunciar las propiedades de
expresiones tales como: Li_m f =400, lim f = +00 y otras que pueden surgir en dicha extension.

oo — 00

e Se escribe lim f = oo, con a € R, para indicar que se cumple lim |f| = 4o00; obsérvese que puede
a a
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cumplirse lim f = oo, sin que se cumplan ni lim f = 400 ni lim f = —o00, de modo andlogo al caso
a a a

de limites de sucesiones. Por ejemplo, la funcién f: R — R definida por,

x, si x€[2n,2n+1],
flx) =

—x, si x€[2n+1,2n+2]

cumple que limf = 00, pero Emf # 400y Emf # —oo (véase la figura 4.9). A partir de ahora,
oo oo [e)
pues, la expresion lim f = L se entenderd en sentido amplio, es decir, que tanto a como L pueden
a

ser de la recta real ampliada, siempre y cuando la expresion tenga sentido para la funcién f.

4.3.11 DEFINICION. (Formas indeterminadas o indeterminaciones.) Hay situaciones en las cuales no
es facil intuir el valor del limite de una funcién, ya que no es posible aplicar las propiedades del limite
en relacién con las operaciones con funciones de manera automaética. Asi, por ejemplo, si se considera

la funcién f definida por,
f(T):VT+ 7\/57 IE[O,+OO[,
puede plantearse el calculo del limite Em f, limite que no es posible conocer aplicando de forma directa
o0
los teoremas sobre limites y operaciones con funciones que se han visto hasta ahora.

e Los casos como el anterior, en los cuales no puede determinarse el limite de una funcién en
un punto aplicando los teoremas al respecto, se denominan formas indeterminadas o también
indeterminaciones. En algunos casos, basta una sencilla manipulacién algebraica en la expresiéon
analitica de la funcién para resolver el problema; en efecto, en el caso de antes, la expresion de f(x)
puede transformarse mediante:

2

_VERI-VE, s o
VITT Vi= (VEFE+VA) = s

N I

lo cual permite concluir que:

. : 2
(Ve 2= =lm s =Y

En otros casos, el cédlculo de limites de formas indeterminadas no puede resolverse de una manera
tan facil, tal y como tendremos ocasién de ver; sin embargo, es 1til tener presente que las
indeterminaciones se pueden clasificar en los tipos que se detallan a continuacién.

e Las formas indeterminadas se clasifican en los tipos siguientes:
1) Indeterminacién “co — o0”:

si se quiere calcular lim(f — g) vy se cumple lim f = 400 y lim g = +o0;
a a a

2) Indeterminacién “0 - 0o”:
si se quiere calcular lim(fg) v se cumple lim f =0 y limg= oo;
a a a

o 0
3) Indeterminacién "6”:

si se quiere calcular lim ) y se cumple limf =0 y limg=0;
a a a

. s (9,
4) Indeterminacién “—7:
00

si se quiere calcular lim
a

Q |~

y se cumple lim f =00 y limg = ooc;
a a
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5) Indeterminacién “1°°7:

si se quiere calcular lim(f?) y se cumple limf =1 y limg = oco.
a a a

6) Indeterminacién “0%”:
si se quiere calcular lim(f?) y se cumple lim f =0 y limg= 0.
a a a

7) Indeterminacién “oo®”:

si se quiere calcular lim(fY) y se cumple lim f=oc0 y limg=0.
a a a

4.3.12 OBSERVACION. En relacion a la clasificacién de indeterminaciones, vale la pena destacar que

los tipos 2), 3) ¥ 4) son, en realidad, expresiones diferentes de una misma forma indeterminada y puede

pasarse de un caso a otro facilmente. Asi, por ejemplo, en el caso 3) si lim f = limg = 0, entonces se
a a

1 . f . . 1 .
cumple lim — = oo, con lo cual, calcular lim = es lo mismo que calcular lim f - —, expresion que es una
a a g a

forma indeterminada del tipo 2). Razdénese como ejercicio la equivalencia entre las indeterminaciones
de los tipos 3) y 4).

4.4 EQUIVALENCIA LOCAL DE FUNCIONES.

4.4.1 En este apartado se trata la equivalencia local de dos funciones; es esta una propiedad que
caracteriza las funciones cuyo comportamiento en el entorno de un punto (que puede ser de R), es
idéntico desde el punto de vista del limite. Como se verd, dicha propiedad tiene aplicaciones interesantes
y practicas para el calculo del limite de una funcién en un punto.

4.4.2 DEFINICION. (Equivalencia local de funciones). Sea A un subconjunto no vacio de R, sean

fy9:ACR — R yseaa € R un punto de acumulacién de A. Se dice que las funciones f y g son

localmente equivalentes en el punto a, o simplemente equivalentes en el punto a, si se cumple lim = = 1.
a

Para indicar que dos funciones f y g son localmente equivalentes en el punto a, se escribe: (f ~ g)(a),
o simplemente, f ~ g si el punto a se sobreentiende. Queremos decir también que la definicién dada no
es la més general de equivalencia local de funciones, aun cuando es suficiente para los objetivos de este
texto.

4.4.3 EJEMPLO.

1) Las funciones f,g: R — R definidas por f(x) =senz y g(z) = z, son localmente equivalentes en
senz

el origen (punto de acumulacién de su dominio comiin), puesto que se cumple li(r)n =1.
2) Las funciones f: A — Ry ¢: B — R dadas por:
1 . 1
f(I):m71€A:R*{*1/5}7 9(1):m+17I€B:R*{*1}7
son localmente equivalentes en el origen, ya que estan definidas en un entorno de dicho punto y se
1
X . 3r4+1
cumple hgn = 1.

r+1
3) Las funciones f:] — 1, +o00[— R y ¢: R — R definidas por:

flx)=In(1+=x), € —1,+00], glx)=x, v €R,
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5) Indeterminacién “1°°7:

si se quiere calcular lim(f?) y se cumple limf =1 y limg = oco.
a a a

6) Indeterminacién “0%”:
si se quiere calcular lim(f?) y se cumple lim f =0 y limg= 0.
a a a

7) Indeterminacién “oo®”:

si se quiere calcular lim(fY) y se cumple lim f=oc0 y limg=0.
a a a

4.3.12 OBSERVACION. En relacion a la clasificacién de indeterminaciones, vale la pena destacar que

los tipos 2), 3) ¥ 4) son, en realidad, expresiones diferentes de una misma forma indeterminada y puede

pasarse de un caso a otro facilmente. Asi, por ejemplo, en el caso 3) si lim f = limg = 0, entonces se
a a

1 . f . . 1 .
cumple lim — = oo, con lo cual, calcular lim = es lo mismo que calcular lim f - —, expresion que es una
a a g a

forma indeterminada del tipo 2). Razdénese como ejercicio la equivalencia entre las indeterminaciones
de los tipos 3) y 4).

4.4 EQUIVALENCIA LOCAL DE FUNCIONES.

4.4.1 En este apartado se trata la equivalencia local de dos funciones; es esta una propiedad que
caracteriza las funciones cuyo comportamiento en el entorno de un punto (que puede ser de R), es
idéntico desde el punto de vista del limite. Como se verd, dicha propiedad tiene aplicaciones interesantes
y practicas para el calculo del limite de una funcién en un punto.

4.4.2 DEFINICION. (Equivalencia local de funciones). Sea A un subconjunto no vacio de R, sean

fy9:ACR — R yseaa € R un punto de acumulacién de A. Se dice que las funciones f y g son

localmente equivalentes en el punto a, o simplemente equivalentes en el punto a, si se cumple lim = = 1.
a

Para indicar que dos funciones f y g son localmente equivalentes en el punto a, se escribe: (f ~ g)(a),
o simplemente, f ~ g si el punto a se sobreentiende. Queremos decir también que la definicién dada no
es la més general de equivalencia local de funciones, aun cuando es suficiente para los objetivos de este
texto.

4.4.3 EJEMPLO.

1) Las funciones f,g: R — R definidas por f(x) =senz y g(z) = z, son localmente equivalentes en
senz

el origen (punto de acumulacién de su dominio comiin), puesto que se cumple li(r)n =1.
2) Las funciones f: A — Ry ¢: B — R dadas por:
1 . 1
f(I):m71€A:R*{*1/5}7 9(1):m+17I€B:R*{*1}7
son localmente equivalentes en el origen, ya que estan definidas en un entorno de dicho punto y se
1
X . 3r4+1
cumple hgn = 1.

r+1
3) Las funciones f:] — 1, +o00[— R y ¢: R — R definidas por:

flx)=In(1+=x), € —1,+00], glx)=x, v €R,
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. . . In(1+x)
son localmente equivalentes en el origen, puesto que: lim ———=

= lim In(1 + m)l/”” =lne=1.
x—0 xr r—0

4.4.4 OBSERVACION.

Es facil ver que, dado un subconjunto A € R y un punto a € A’, la relacién ~ definida en
el conjunto F(A;R) es, efectivamente, una relacién de equivalencia, esto es, que se cumplen las
propiedades siguientes:

1) (f ~ f)(a);

2) si (f ~ g)(a), entonces (g ~ f)(a);

3)si (f ~g)(a) v (g~ h)(a), entonces (f ~ h)(a),
cualesquiera que sean las funciones f, g, h € F(A;R).

Teniendo presente que la relacién ~ es de equivalencia en el conjunto F(A;R) y en virtud de la
definicién dada en 4.4.2; se pueden establecer las propiedades de la equivalencia local de funciones
que posibilitan sus interesantes aplicaciones.

4.4.5 PROPOSICION. Sean dos funciones f,g: A C R — R, sea a un punto de acumulacién de A
y supongamos que se cumple: lim f = limg = L # 0; en estas condiciones, las funciones f y g son
a a

localmente equivalentes en a.

Demostracion:

lim f I
Inmediata, pues entonces se cumple:  lim = = < = —=1. -
a g limg L
a

4.4.6 OBSERVACION.

El resultado de la proposicién anterior no es cierto si L = 0; asi, por ejemplo, si se consideran las
funciones f:R — R definida por f(z) = 223,2 € R y ¢:R — R dada por g(z) = 32%,7 € R,
se cumple que lién f=0y ligng =0 y no obstante no son localmente equivalentes en ese punto, ya

que lim i = 0.
0 g

El reciproco de la proposicién anterior no tiene por qué ser cierto de un modo general, es decir,
es posible que dos funciones f y g sean localmente equivalentes en el punto a y sin embargo, sus
limites respectivos en dicho punto no existan. Considérense, por ejemplo, las funciones f: A — R
v g: B — R definidas, respectivamente, en A =Ry B =] — 1, +o0] por,

1,812 <0, 1, stz <0,

f(@) = g(x) =

x, 8tz > 0; In(1+z), si z > 0.

Estas dos funciones son localmente equivalentes en el origen y, no obstante, ninguna de ellas tiene
limite en este punto. Sin embargo, tal como se prueba en la proposicién que sigue, es suficiente la
existencia de uno de los dos limites, para poder afirmar que entonces si es cierto el reciproco de

(4.4.5).

4.4.7 PROPOSICION. Si dos funciones f,g: A C R — R son localmente equivalentes en el punto a,
solo caben dos alternativas: o bien ambas tienen el mismo limite en dicho punto o bien ninguna de ellas
lo tiene.

Demostracion:
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Supongamos que existe el limite lim f = L € R; si las funciones son localmente equivalentes en el
a

punto a, se cumple litlln 9 _ 1, con lo que limg, g = lign <f - %) = 1i(Ilnf . li(rln% = L, esto es, ambas
funciones tienen el mismo limite en el punto a.

Si, por el contrario, h;llf no existe, tampoco puede existir el limite de g en el punto a, ya que si
se cumpliera ligng = L € R, por un razonamiento similar al anterior se concluiria que h;nf =1L, 1o

cual es contradictorio. ]

4.4.8 OBSERVACION. La importancia de este resultado es evidente: permite afirmar la existencia y
el valor del limite en un punto de una funcién si se conoce el limite en dicho punto de una funcién
equivalente.

La proposicién que sigue es también muy 1til para la aplicacién practica de la equivalencia local al
calculo de limites de funciones, puesto que permite la sustituciéon de unas funciones por otras equivalentes
en productos y cocientes, con el objetivo de facilitar el cdlculo de limites. Conviene insistir en que, no
obstante, no se cumple una propiedad andloga para sumas o diferencias de funciones.

4.4.9 PROPOSICION. Sea f,g: A C R — R dos funciones equivalentes en el punto a; si h: A — R
es una funcion tal que lim fh = L, se cumple entonces que lim gh = L.
a a

(Dicho de otro modo: si dos funciones f,g: A — R son localmente equivalentes en a se cumple
lim fh = lim gh, cualquiera que sea la funciéon h: A — R).
a a

Demostracion:

Por ser (f ~ ¢)(a) se cumple lim S =1, con lo que
a g

lim(gh) = lim L lim gh = lim <i -gh) = lim fh,
a a g a a g a
como se queria probar. L]

4.4.10 EJEMPLO. Para calcular el limite en el origen de la funcién F: A — R definida por:

21— cosz)? R ~
F(z) = —1114(1 e x € A=]—1,0[U]0, +o0],

puede aplicarse la proposicién anterior, teniendo en cuenta que se cumplen las siguientes equivalencias
2

locales en el punto a =0 ((1 —cosx) ~ %) (0) v (In(1+z)~ z)(0). Con ello se obtiene

9 22\ ° 5 22\ *
(1 —cosx)? . 2 . 2 1

2
lim F = lim T = lim —; = lim T
0 0 In"(1+2) 0 In*(1+2) 0 x 2

4.4.11 DEFINICION. (Equivalencia de funciones en el infinito). El concepto de equivalencia local de
funciones en un punto a € R, puede extenderse de modo natural a puntos de la recta real ampliada;
esta extension da lugar a las funciones equivalentes en el infinito. Sean f,g: [xo, +oo[— R; se dice

que dichas funciones son equivalentes en 400, si se cumple lim = = 1. Se define de modo analogo la
+oo g
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equivalencia de funciones en —oo. Para designar que las funciones f, g son equivalentes en 400 y —oo,
respectivamente, se escribe:

(f ~9)(+00),  (f~g)(=00).

La equivalencia en el infinito es, efectivamente, una relacion de equivalencia en el correspondiente
conjunto de funciones. Razdnense los detalles como ejercicio.

4.4.12 PROPOSICION. (Propiedades de la equivalencia en el infinito). La equivalencia de funciones en
el infinito cumple propiedades andlogas a la equivalencia local en a € R. Se enuncian con la equivalencia
en +o0, existiendo propiedades analogas para la equivalencia en —oo.

1) Si dos funciones reales f,g: A — R son tales que Emf = Li_mg = L # 0, entonces se cumple la
equivalencia (f ~ g)(+00).

2) Si dos funciones f,g: A — R son tales que (f ~ g)(+00) y existe el limite Emf = L, entonces se

[e.e]

cumple Emg = L.

3) Si las funciones f,g,h: A — R son tales que (f ~ g)(+00) ¥ Em(fh) = [, entonces se cumple
lim(gh) = L.
lim(gh)

Demostracion:

Se propone como ejercicio. ]

4.4.13 EJEMPLO.

2
: 1
1) Las funciones f:Ry — R definida por f(z) = s , ¥ € Ry y g:R — R definida por
T

g(x) =, r € R, son equivalentes en +o0o, puesto que

2241 2
T T 1 1
lim I(@) = lim L — lim a —; = lim <1 + —> =1.

r—+oo g(x @—+oo T w—otoo T—+00 x?
2) Sea P una funcién polinémica de coeficientes reales:
P(®) = apa" + ap12" P+t ayxr +ag, a; €R(0<5<n), a, #0, v €R.

Esta claro que si los coeficientes de dicha funcién polinémica a;,1 < § < n, no tienen todos el
7 k)

mismo signo, el limite lim P es una forma indeterminada. Observemos, no obstante, que la funcién
+o0

polinémica P es equivalente en el infinito a la funcién polinémica Py () = apz™,a, # 0,2 € R,
puesto que se cumple

lim b(x) =lim|(1+ Mrfl 4+ @177" =1.
oo Pi(z) 400 an an

Por otra parte, es evidente que el limite en 400 de la funcién P; vale:

lim Pj(z) =400, sia, >0 y lim Pi(z) =—o0, sia, <0,
r—+00 r—+00

con lo que, en virtud de 4.4.12 puede afirmarse que:

lim (apz™+---+a1x+ag) =—+o0, sia, >0 y lim (apz™+---+ayr+ag) = —o0, sia, <0.
r——+00 r— 400
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3) El limite en el infinito de una funcién racional:

P(x) anx™ +---+a1x + ag
) = = e R— ) =0
p(x) 00 bt thaty C {Q(z) =0},
donde: a; € R (0 <j<mn), b €RO<L i< m), ap # 0, by # 0, puede calcularse
aplicando el resultado (3) de la proposicién 4.4.12. En efecto, teniendo en cuenta las equivalencias:
(P(x) ~ apz™)(+00) v (Q(x) ~ bpa™)(+00), resulta:

+o0, sin>m,
n

n
an® + -4 a,xr + ap . an® . Qnp _ i n ),
= lim —— = lim —z2" "= 0, sin<m,

im
=400 by ™ + -+ b1z + by T—+o0 by ™ T—+00 by

(I’n .
—, sin=m.
b’

4.4.14 DEFINICION. (Infinitésimos. Equivalencia de infinitésimos).

Sea f: A CR — R yseaa€ R un punto de acumulacién de A; se dice que f es un infinitésimo en
el punto a, si se cumple lim f = 0. Como ejemplos sencillos de infinitésimos en el origen, se tienen
a

las funciones zP, p € N y también las funciones Az?, con A # 0. Hay que notar que, de hecho, basta
considerar infinitésimos en el origen, por cuanto si una funcién f es un infinitésimo en el punto a, la
funcién ¢(t) = f(z — a) es un infinitésimo en el origen ¢ = 0 y viceversa, con lo cual las propiedades
respectivas se trasladan de una funcién a otra.

Se dice que dos infinitésimos f y g son equivalentes en un punto a si son localmente equivalentes
en dicho punto, esto es, si (f ~ g)(a). Por ejemplo, las funciones senz y = son dos infinitésimos
equivalentes en el origen.

4.4.15 DEFINICION. (Parte principal y Orden de un infinitésimo). Sea f un infinitésimo en el
origen tal que (f ~ AxP); se dice entonces que AzP es la parte principal del infinitésimo f y que f es un
infinitésimo de orden p. Asi, por ejemplo, sen x es un infinitésimo de orden 1, 1 —cos z es un infinitésimo
de orden 2 y AzP, (X # 0) es un infinitésimo de orden p.

El interés de estas definiciones reside en la propiedad siguiente: si f es un infinitésimo de orden p,

esto es, tal que (f ~ AzP), entonces A y p son los tinicos que satisfacen esta condicion. En efecto, si
pudiera ser cierto que (f ~ pa?), por ser ~ una relacién de equivalencia, se cumpliria (Az? ~ pz?)(0),
P

es decir, h(r)n — = 1, lo cual es cierto tinicamente si se cumple p=qy A = p.
1%

4.4.16 DEFINICION. (Infinitos. Infinitos equivalentes).

Sea f: A C R — R y sea a un punto de acumulacién de A. Si se cumple lim f = oo, entonces se
a

1
dice que f es un infinito en el punto a. Asi, por ejemplo, la funcién f(z) = m, es un infinito
r—a

en el punto a, cualquiera que sea p=1,2,3,....

Si f y g son dos infinitos en el punto a, se dice que son equivalentes si se cumple lim= = 1.
a
Asi, por ejemplo, las funciones f:Ry — Ry ¢: Ry — R definidas por f(z) = W, re€Ry vy
x
1
g(x) = ﬁ, x € Ry, son dos infinitos equivalentes en el origen.
sen

Se prueba de forma andloga al caso de los infinitésimos, que si f es un infinito equivalente a uno de
la forma AzP, (X # 0), entonces A y p son tinicos.
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4.5 SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES.

4.5.1 Este apartado tiene como objetivo el estudio de las cuestiones basicas relacionadas con sucesiones
y series cuyos términos son funciones. Este estudio tiene mucho interés, por cuanto permite ver una
forma nueva de definir una funcién: por paso al limite en una sucesién de funciones. Tiene asimismo
interés estudiar las condiciones mediante las cuales las propiedades de las funciones de la sucesién “se
trasladan” a la funcién limite. El estudio se hace con funciones reales de una variable y se indica
finalmente qué resultados son vélidos para funciones complejas definidas en C.

4.5.2 DEFINICION. (Sucesiones funcionales). Sea A un subconjunto no vacio de R; una sucesion
funcional o sucesion de funciones definidas en A es cualquier aplicacién ® del conjunto N de los niimeros
naturales en F(A;R), de modo que, para cada n € N, su imagen ®(n) = f,, es una funcién real de
dominio A. Como es habitual, se identifica la sucesién con la familia de imagenes (fn), ., la cual
también se indica abreviadamente por (f,). La funcién f,, se denomina término n-ésimo o general de
la sucesion.

————————— el N
Nt ———

Figura 4.10. Graficas de algunas funciones de la sucesion del ejemplo 4.5.3

4.5.3 EJEMPLO. Para cada n € N, se consideran las funciones fp:[—2,2] — R, definidas por:

1
folz) =41, si —<x<2;
n
1 1
fa(@) =nz, si ——<2<—;
n n

1
folz)==1, si —-2<z<—-—.
n

Con ello, (fn),cN ©s una sucesion de funciones definidas en el intervalo [-2,2]. En la figura 4.10 se
han representado algunos elementos de esta sucesion.
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4.5.4 DEFINICION. (Convergencia puntual de una sucesién funcional. Funcién limite). Si (fn),cN
es una sucesion de funciones definidas en A C Ry # € A, entonces (fn(7)), Ny es una sucesion de
numeros reales; si esta sucesién numérica es convergente, se dice entonces que la sucesion de funciones
(fn) converge en el punto x € A.

Si la sucesiéon numérica (f, (‘T’))neN converge para todo punto z € D C A, se dice entonces que la
sucesién de funciones (fn),, cN converge puntualmente en el conjunto D, el cual recibe el nombre
de dominio de convergencia puntual de la sucesién funcional (f»), .N-

FEn virtud de la definiciéon de dominio de convergencia puntual de una sucesién de funciones (f")neN’
puede definirse una funciéon f: D — R de la forma siguiente:

flz)= lim (fn(x)), z € D.

n—-+4oo

La funcién f asi definida, se denomina funcién limite (puntual) de la sucesién funcional (f")neN y
se designa mediante las notaciones,

Obsérvese que, en virtud de la definicién de limite de una sucesion numérica, si f = lim f,, y x € D
(manteniendo significado y notaciones), dado e > 0 arbitrario, existe un niimero natural no(e; x) tal
que

|fn(z) — f(z)| < € para todo n > ng(e;z).

Nétese que se ha escrito detalladamente ng(s;x), para poner de manifiesto la dependencia del
numero natural ng respecto de € y del punto x € D.

I B

Figura 4.11. Grafica de la funcion limite del ejemplo 4.5.5

4.5.5 EJEMPLO. Se trata de estudiar la convergencia puntual de la sucesiéon funcional definida en
el ejemplo 4.5.3; para cllo, si ¥ € A = [-2,2], debe considerarse la sucesion numérica (f, (7)), cN
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y estudiar su cardcter. Visto el dominio de f,,n € N y su definicién, dividiremos el estudio en los
apartados siguientes:

Sil<ax <2, entonces fp(r) =1 para todo n > 1, es decir, la sucesién de imdgenes es convergente
(sucesién constante) y tiene limite 1.

= Si—2 <z < —1, se cumple f,(z) = —1 para todo n > 1, con lo que, en este caso, el limite de la
sucesién de imagenes es —1.

. . , 1 .
s 5i0 <z <1, existe un niimero natural p de tal manera que < x < —, y entonces se tiene,
P

+1

nr, si n<p,

fn(T) =

1, si n>p,

es decir, lim f,(2) = 1. Se prueba andlogamente que si —1 < 2 < 0, la sucesién de imagenes tiene
n—-+oo

limite —1.

= Finalmente, en el origen se cumple f,(0) =0 para todo n € N, es decir, 11141_1 fa(0) = 0.
n—-—+oo

= Asi pues, la sucesién funcional considerada es puntualmente convergente en el conjunto D = A =
[—2,2] v la funcién limite de dicha sucesion funcional, es la funcién f definida por:

1, si O0<x<2;
f(x) = 0, si x=0;
-1, si —2<z<0.

(Véase la figura 4.11).

= Para constatar la dependencia de ng(g; ) respecto al punto z, tomemos, por ejemplo, ¢ = 0.1 y

consideremos los puntos 2y = 0.5 y 29 = 0.1. Por un lado se cumple:  f1(0.5) = 0.5, f,(0.5) =
1, paratodon > 2, es decir, ng(0.1;0.5) = 1. Por lo que respecta al punto xs, se cumple:
f1(0.1) = 0.1, f2(0.1) = 0.2, ... ,fo(0.1) = 0.9, f,(0.1) = 1 paratodon > 10, con lo que
no(0.1;0.1) = 9.

El estudio de la convergencia de una sucesion funcional hacia su funcién limite puede profundizarse
en el siguiente sentido: viendo si es posible eliminar la dependencia del nimero natural ng respecto al
punto x del dominio de convergencia puntual, es decir, estudiando si para cada ¢ > 0 existe un tnico
numero natural ng(e) que cumpla dicha condicién para todo punto del dominio de convergencia. Més
adelante se verd que esta independencia de ng respecto al punto z, reporta grandes ventajas.

=

4.5.6 DEFINICION. (Convergencia uniforme de una sucesion funcional). Sea (fn), N una sucesién
de funciones definidas en el conjunto A C R, tal que es puntualmente convergente a la funcién f en
D C A. Se dice que esta sucesion es uniformemente convergente a f en el subconjunto D’ de A si,
cualquiera que sea € > 0, existe un nimero natural ng(e) tal que:

|fn(x) — f(z)] < &, para todo n > ng(¢) y para todo xz € D'.

El conjunto D’ se denomina dominio de convergencia uniforme de la sucesién funcional.

e La condicién que establece la definicién anterior, equivale a decir que, cualquiera que sea € > 0,
existe un numero natural ng tal que:

f(x) —e < fu(z) < f(z) + &, para todo n > ng(e) y para todo x € D',
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que se puede interpretar geométricamente como se muestra en la figura 4.12:  si la sucesién (f,)
converge uniformemente a f en D', entonces la gréafica de las funciones f, estd entre las graficas de
f—ey [f+e, cualquiera que sea n > ng.

7%
SN
/

Figura 4.12. Interpretacion geométrica de la convergencia uniforme de una sucesion funcional

4.5.7 EJEMPLO. Vamos a completar el estudio de 4.5.5 viendo que la convergencia de la sucesion
funcional (fn) a la funcién limite f no es uniforme. Para ello, veremos que la definicién no puede
cumplirse para todo z del dominio de convergencia puntual; en efecto, si se considera por ejemplo

1 .
e=1/3y se toma x = o > 0, entonces cualquiera que sea n € N, se cumple,
n

1 1 1 1 11
(=) (=) =ln-= 1=z 1=c>:=c
f’<2n> f<2n> " o 2 573 °

Ello nos dice que no puede desvincularse ng del punto x o, en otras palabras, no puede encontrarse ng tal
b )

que se cumpla la condicién de la definicién dada en 4.5.6. En la figura 4.13 puede verse la interpretacion

geométrica de este ejemplo.

En las proposiciones que se estudian a continuacion se estudian las propiedades més importantes de
la convergencia uniforme de una sucesién de funciones.

4.5.8 PROPOSICION. Toda sucesién funcional uniformemente convergente es; en particular,

puntualmente convergente; el reciproco no es cierto (esto es, la convergencia puntual es condicién
necesaria para la convergencia uniforme, pero no es condicién suficiente).
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Demostracion:
Sea (fn), N una sucesién de funciones definidas en A C R y tal que es uniformemente convergente
ne. ’ / . + . e ) . . . .
a una funcién f en D’ C A. La propia definicién de convergencia uniforme vista en (4.5.6) dice que,
en particular, dicha sucesién converge puntualmente a f en D’, por cuanto se cumple la definicién
4.5.4. Dicho de otro modo: la convergencia puntual de una sucesion funcional es condicién necesaria
para su convergencia uniforme.

Lo visto en el ejemplo 4.5.7 pone de manifiesto que el reciproco no es cierto, esto es, que la
convergencia puntual no garantiza la convergencia uniforme. L]

A

g
L0

sy

N
S
3=
—_
~N 4

i
Y,

Figura 4.13. Interpretacion geométrica del ejemplo 4.5.7

4.5.9 PROPOSICION. (Criterio de Cauchy para sucesiones funcionales.)

Sea (f) una sucesion de funciones definidas en el conjunto A C R; una condicién necesaria y suficiente
para que dicha sucesion sea uniformemente convergente en D' C A, es que dado € > () arbitrario, exista,
un numero natural ng tal que:

[fnsp(x) — fu(z)| < €, para todo n > ng, para todo p> (0 y para todo z € D'.
Demostracion:

= La condicién es necesaria. Si se designa por f la funcién limite uniforme de la sucesién (f,) y en
virtud de la definicién de convergencia uniforme, dado € > 0 arbitrario, existe un ng € N tal que

|fu(x) — f(z)| < %, para todo n > ng y para todo z € D'.
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Por tanto, cualesquiera que sean p > 0, x € D y n > ng, se cumplira:

3

Futpl@) = Fal@)] < [fusp(@) = f@)] + 17 (@) = ful@)] < 5+

:67

lo cual prueba que la condicién es cierta.

= La condicién es suficiente. Cualquiera que sea x € D, la sucesién numérica (f,,(z)) es una sucesién
de Cauchy y, por tanto, convergente. Si se define la funcion f mediante,

f@) =l (fo(x)), @€ D,

n—+00

entonces, por definicidén, la sucesion (f,,) converge puntualmente a la funcién f; hay que ver ahora que
la convergencia es, ademéds, uniforme. Sea ¢ > 0 arbitrario; puesto que suponemos que la condicién
de Cauchy es cierta, existird un natural ng tal que,

|[frsp(x) = fu(z)] < &, para todo n > ng, para todop >0 y para todo z € D'.
Pasando al limite cuando p — +o00 y dejando n fijo, resulta finalmente:
|f(x) — fu(z)] < &, para todo n > ng y para todo z € D',
es decir, f = lim(f,), uniformemente. [

4.5.10 OBSERVACION. Nétese la importancia de la proposicién anterior, puesto que permite probar
la convergencia uniforme de una sucesion funcional sin conocer explicitamente su funcién limite. En la
proposicién que sigue, se establece la relacion entre la convergencia uniforme y la acotacion de funciones;
este es un primer resultado que nos indica una cuestién muy importante: que la convergencia uniforme
preserva las “buenas propiedades” de las funciones, en el sentido que las transmite de las funciones de la
sucesion a la funcién limite, tal como se verd en capitulos posteriores con las propiedades de continuidad,
derivabilidad e integrabilidad.

4.5.11 PROPOSICION. Sea (f,) una sucesién de funciones definidas en A C R y uniformemente
convergente hacia una funcién f en D’ C A. Si las funciones f,, son acotadas en D', entonces f también
es una funcién acotada en D’.

Demostracion:

Por definicién de convergencia uniforme, dado € > 0 arbitrario, existe un nimero natural ng(e) tal
que:
|fn(z) — f(z)] < &, para todo n > ng(e) y para todo z € D'.

Si se toma, por ejemplo, € = 1, existe entonces un nimero natural ny; = ng(1) tal que
|fn(x) — f(z)] < 1, para todon >mn; y para todo x € D',
Puesto que las funciones f,, son acotadas, existe un nimero real k, > 0 tal que,
|fo(2)| < kn, para todon € N y para todo z € D',
Fijando ahora n > nj, resulta

@) < (@) ~ ful@)] + 1 ful@)] < 1+ k. para todo x € I,
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que prueba que la funcién f es acotada en D’. L]
4.5.12 OBSERVACION. La proposicién anterior no es valida si tinicamente se asume la hipdtesis de

convergencia puntual, tal como puede verse a continuacién. Para cada n € N, sea f,:[0,1] — R la
funcién definida mediante

1
fn(0) =0 y fn(z) = min {n, —} si 0<z<1.
x
Es fécil comprobar que (f,,) tiene por limite puntual la funcién f:[0,1] — R, definida por,
1
f0)=0 v f(m):; si 0<az<l1.

Como resulta inmediatamente de su propia definicién, todas las funciones f, son acotadas en su dominio,
mientras que la funcién f no lo es. La causa de este hecho reside en la no uniformidad de la convergencia
de la sucesién (f,,) hacia la funcién f (Véase la figura 4.14).

A A

Figura 4.14. Ilustracion de la observacion 4.5.12

4.5.13 DEFINICION. (Serie funcional). Sea (fn),.y una sucesién de funciones definidas en el
conjunto A C R; a partir de ella, puede construirse una nueva sucesién de funciones, de forma analoga
al caso de las series numéricas, mediante adicién ordenada de sus términos. Si se designa por (/,), N
la nueva sucesién, sus términos, denominados sumas parciales n-ésimas, se definen mediante:

n

Fo=fo, Fi=fo+f1, ---ees Fo=fotfit-dfa=D fer -ooee

k=0

Resulta evidente, dada su propia definicién, que el campo de existencia de las funciones Fj,, n € N, es
el mismo conjunto A de la sucesion (f,,) a partir de la cual ha sido construida. La pareja de sucesiones
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(fn)peNs (Fn),eN 8¢ denomina serie de funciones o serie funcional asociada a la sucesion (f,), N ¥ se

designa por Z fn, 0 abreviadamente, Y fp.

n>0

4.5.14 EJEMPLO. Sea (a’n)nGN una sucesion de mimeros reales y sea xg € R; puede considerarse la
sucesion (fy,) de funciones polinémicas definidas por:

fu(x) =an(r —20)", nEN, z€R.

La serie funcional asociada a esta sucesion de funciones, Y a,(x —x0)™, se denomina serie de potencias o
serie entera centrada en xg. Obsérvese que las sumas parciales de esta serie funcional, son polinomios de
la forma Pp(x) = ag+ai(x—x0) + az(x — x0)% + - - - +a, (. — 29)"; con ello se justifica la denominacién
cldsica de una serie de potencias como un “polinomio de grado infinito”.

Los conceptos de convergencia puntual y de convergencia uniforme definidos para sucesiones de
funciones pueden aplicarse de forma evidente a las series de funciones. Asimismo, resulta 1til
estudiar criterios de convergencia uniforme para las series de funciones, cuestién que se aborda en
las proposiciones que siguen.

4.5.15 DEFINICION. (Convergencia puntual y convergencia uniforme de una serie de funciones).

e Sea Y fp una serie de funciones definidas en A C R; se dice que dicha serie es simplemente
o puntualmente convergente en D C A, si la serie numérica y fn(z) es convergente para todo
xeDCA

e Se denomina funcién suma de la serie funcional Y f,, a la funcién limite F' definida por,

+00
F(r)= lim Fo(z)=Y_ fa(2),

n—-+oo

En virtud de su definicién, la funcién suma F' de la serie funcional ) f,, cumple la condicién
siguiente: si z € D, dado € > 0 arbitrario, existe un nimero natural ng(e;x), tal que:

n +o0
ka(”r) - Z fu(z)] = |Fp(z) — F(x)| < ¢ para todo n > ng(e; ).
k=0 n=0

e Sila condicién anterior se cumple para todo x € D’ con ng dependiente sélo de &, la convergencia
se dice que es uniforme en D’ y entonces se cumple:

n “+oo
Z fr(x) — Z fn(2)| = |Fo(x) — F(x)] < € para todo n > ng(e) y para todo z € D’.
k=0 n=0

4.5.16 PROPOSICION. (Criterio de Cauchy para series de funciones). Sea ) f, una serie de funciones
definidas en el subconjunto A de R; una condicién necesaria y suficiente para que dicha serie sea
uniformemente convergente en D C A, es que dado € > 0 arbitrario, exista un natural ng € N tal que,
para todo p > 0, se cumpla:

|fn(z) + fos1(z) + - + fosp(x)| < € para todo n > ng y para todo = € D.
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Demostracion:

Se propone como ejercicio. L]

4.5.17 PROPOSICION. (Criterio de Weierstrass). Sea Y. f, una serie de funciones definidas en el
subconjunto A de R. Si existe una serie numérica convergente Y M,, que cumpla la condicién:

|fu(x)] < M, paratodon €N y paratodoxz € D C A,

entonces la serie funcional ) f,, es uniformemente convergente en D,
Demostracion:

El criterio de Cauchy para series numéricas permite afirmar que, dado € > 0 arbitrario, existe un
no € N tal que

|Mp + Mpiq + -+ Myip| <e paratodon >ng y para todo p > 0.

Se trata ahora de aplicar la proposicién anterior, teniendo en cuenta la acotacién de f,, por la sucesion
M, para todo n € N. En efecto, cualquiera que sea = € D, se cumple:

[fn(@) + fnr (@) 4 -+ fagp(@)] < |fu(0)| + [fora (@) 4 -+ [fogp(2)] <
S ]\/[n + A/[n+1 +---+ ]\'In+p = ‘]\In + ]\'In+1 + -+ ]\/[n+p| <e

para todo n > ng y para todo p > 0, con lo que, en virtud del criterio de Cauchy, la serie funcional
> [n es uniformemente convergente en D. L]

4.5.18 OBSERVACION. (Sucesiones y series funcionales complejas).  Si se consideran funciones
fniACC — C, n €N, se definen de forma completamente andloga, sucesiones y series de funciones
complejas. Los conceptos de convergencia puntual y de convergencia uniforme son también andlogos
en este caso y se extienden de forma natural todos los resultados que caracterizan la convergencia de
sucesiones y series funcionales; en particular los criterios de Cauchy y el criterio de Weierstrass. La
redaccién concreta de todas estas definiciones y propiedades se propone como ejercicio.

4.6 SERIES DE POTENCIAS.

4.6.1 Las series de potencias o series enteras son una generalizacion de las funciones polindmicas, lo cual
hace que sus propiedades sean especialmente interesantes, tal y como se tendra ocasién de ver a lo largo
de este apartado y en capitulos sucesivos. Concretamente, se estudiara y se caracterizard el dominio de
convergencia de las series de potencias, se estudiara su convergencia uniforme y, por iltimo, se veran
las funciones suma de series de potencias, denominadas funciones definidas por series de potencias. El
estudio se lleva a cabo inicialmente con series de potencias reales y se completa con un breve estudio de
las series de potencias complejas.

4.6.2 DEFINICION. (Series de potencias o series enteras. Dominio de convergencia). Sea (ay), . una
sucesion de numeros reales y sea xg € R; si se consideran las funciones polindémicas f,: R — R,n € N
definidas por f,(z) = an(z — 20)",z € R, se denomina serie cutera o serie de potencias de coeficientes
an,n € N centrada en el punto xg, a la serie de funciones asociada a la sucesién de funciones (f")neN’
esto es, la sucesién funcional (F”)nEN cuyo de término n-ésimo es la funcién F,: R — R definida por
Fo(z) = ao+ai(z — xo) + -+ an(x — x0)", z €R.
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e Siguiendo la notacién habitual para las series funcionales, la serie entera anterior se designa mediante
Z an(x — 20)", 0 simplemente, Y a,(z — o)™,
n>0
e El estudio de las series de potencias puede llevarse a cabo con las series de potencias centradas en el
origen, puesto que el caso general se deduce de éste aplicando simplemente la traslacion @ — zp. Asi
pues, estudiaremos las series de potencias de la forma Y a,z".
e Sea Y a,z™ una serie de potencias; si el punto & € R es tal que la serie numérica Y a,&" es
convergente, se dice entonces que la serie de potencias Y a,z™ es puntualmente convergente en
el punto . El conjunto D formado por todos los puntos en los cuales una serie de potencias es
convergente se denomina dominio de convergencia de dicha serie. Obsérvese que el dominio de
convergencia de una serie de potencias cualquiera nunca puede ser el conjunto vacio, puesto que
el origen es siempre un elemento de dicho conjunto. A continuacién se caracteriza el dominio de
convergencia de una serie de potencias.

4.6.3 PROPOSICION. Sea Y. a,z" una la serie de potencias y supongamos que dicha serie es
convergente en un punto & # 0. Se cumple entonces que la serie numérica Y a,z™ es absolutamente
convergente para cualquier z tal que |z| < [¢].

Demostracion:

Por ser convergente la serie numérica Y a,&", en virtud de la condicién necesaria de convergencia
de las series numéricas, se debe cumplir  lim  a,£" = 0, es decir, que dado € > 0 arbitrario, existe
n—-+o0o

un no € N tal que [a,&"| < e, para todo n > ng. Sea ahora un nimero real x tal que |z| < ||, esto

es, tal que < 1; se tendra entonces que:

‘
£

n n
T
<e E para todo n > ny,

€T
402" = |an€" \g

con lo cual se prueba que la serie ) |a,2"| estd mayorada por una serie geométrica convergente
y, por lo tanto, es convergente; en definitiva, se ha probado que la serie ) a,x™ es absolutamente
convergente. ]

4.6.4 DEFINICION. (Radio de convergencia de una serie de potencias). Sea Y. a,r™ una serie de
potencias de dominio de convergencia el subconjunto D C R; si se designa por D, = {|z| / € D}, se
define el radio de convergencia de la serie dada mediante

sup Dp,, si Dy, es acotado

r= 400, si Dy, no es acotado

Mediante el concepto de radio de convergencia, puede caracterizarse con comodidad el dominio de con-
vergencia de una serie de potencias. Cabe observar que, por su propia definicion, el radio de convergencia
de una serie de potencias verifica la condiciéon 0 < p < +oc.

4.6.5 PROPOSICION. Sea Y a,x" una serie de potencias de radio de convergencia p > 0
(supondremos que se cumple p > 0, puesto que si p = 0 la serie de potencias Y a,2™ es convergente
tnicamente en el origen). Se cumplen entonces las propiedades siguientes:

1) La serie Y a,a™ es absolutamente convergente si |z| < p;

2) La serie Y a,z™ es divergente si |z| > p;
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3) p es el tnico que satisface las condiciones anteriores.
Demostracion:

1) Siz € R es tal que |z| < p, por definicién de supremo de un conjunto, existe un nimero real £ del
dominio de convergencia de la serie, tal que |z| < |£] < p y la serie > a,&" es convergente, con lo
que, en virtud de 4.6.3, la serie Y an,x™ es absolutamente convergente.

2) Inmediato: si 2 € R tal que |z| > p cumpliese que la serie numérica Y a,x™ fuera convergente, ello
seria una contradiccién con la definicién del radio de convergencia de la serie de potencias.

3) Supongamos que dos niimeros distintos p; y pa, pudiesen ser radios de convergencia de la serie
de potencias y, por tanto, cumpliesen ambos las dos condiciones anteriores; si suponemos que, por
ejemplo, se cumple p; < pa, es suficiente considerar un miimero real z tal que p; < || < pa2, para
llegar a una contradiccion, puesto que por ser p; < |z| la serie Y apz™ seria divergente y por ser
|z| < pa, dicha serie serfa absolutamente convergente. [

4.6.6 DEFINICION. (Intervalo de convergencia de una serie de potencias). Sea Y a,z™ una serie de
potencias de radio de convergencia p > 0; el intervalo | — p, p[C R, se denomina intervalo de convergencia
de la serie de potencias.

Debe notarse que la proposicién anterior no afirma nada sobre el cardcter de la serie en los puntos
tales que |z| = p; en dichos puntos, se ha de estudiar directamente el cardcter de la serie numérica
correspondiente (véase mas adelante 4.6.10).

4.6.7 PROPOSICION. Toda serie de potencias es uniformemente convergente en cualquier intervalo
cerrado contenido en su intervalo de convergencia.

Demostracion:

Sea > a,z™ una serie de potencias de radio de convergencia p > 0 y sea un intervalo cerrado
cualquiera [a,b] C] — p,p[. Si se designa por r = max(|al, |b|), se sabe que la serie Y |a,r"| es
convergente y, puesto que |a,z"| < |a,r"| cualquiera que sea x € [a,b], la serie de potencias
> apz"™ es uniformemente convergente en el intervalo [a,b] en virtud del criterio de Weierstrass
(4.5.17). ]

4.6.8 OBSERVACION. La caracterizacion de la convergencia de una serie de potencias se realiza,
tal como hemos visto, mediante su radio de convergencia. Hay no obstante un inconveniente: la
definicién del radio de convergencia no es un método practico para su cdlculo efectivo, con lo que deben
buscarse propiedades que permitan hacerlo de otra forma. En la proposicién que sigue se establece una
metodologia para el cdlculo del radio de convergencia de una serie de potencias, en la cual los coeficientes
de la serie juegan un papel esencial.

4.6.9 PROPOSICION. (Criterio de Cauchy-Hadamard.) Sea Y a,x™ una serie de potencias; si existe

el limite
L= lim {/|anl,

n—-+o0o
se cumple entonces
1) si L es finito y L > 0, el radio de convergencia de la serie dada es p = —;

2) si L =0, el radio de convergencia de la serie dada es p = +o0;
2) si L = +oo, el radio de convergencia de la serie dada es p = 0.

Demostracion:
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1
e Supongamos que L €]0,4o00[. Considérese un ndmero real = tal que 0 < |z| < T aplicando el
criterio de la raiz a la serie numérica Y |a,2"|, se obtiene:
lim {/|an||z|” = |z| lm {/|an| = |z|L <1,
n— +4oco n—-+oo

™ es absolutamente convergente.

con lo que, por aplicacién de dicho criterio, la serie Y a,z
. 1 . . . .

Considerando ahora un z tal que |z| > I vy aplicando un razonamiento idéntico, se prueba que

en ese caso la serie Y a,x™ es divergente. La demostracién se completa teniendo en cuenta 4.6.5,

quedando probado que p = I

e Supongamos que L = 0. Si z es un niimero real cualquiera, se cumple entonces:

lim  {/|an||z|* = |z|L=0<1,

n—-+00

y, aplicando de nuevo el criterio de la rafz, se establece la convergencia absoluta de la serie Y a,z™,
para todo = € R, de modo que p = +o0.

e Si L = +4oo el limite

n —

lim  /|an||z x|.(+00)
n—-+oo
es +oo si x # 0, lo que prueba que la serie de potencias es divergente en este caso; la serie es

convergente tnicamente si z = (. En definitiva, se tiene p = 0. ]

4.6.10 OBSERVACION. El criterio de la raiz n-ésima para sucesiones numéricas, establece que si una

.z . . . . an+1 .z
sucesion de niimeros reales (|a,|) es tal que existe el limite, L = lim T2, entonces también se
n—-+oo (7%

cumple L = lim {/|an|. Asi pues, de forma andloga al caso de las series numéricas de términos
n—-+4oo

positivos, ello proporciona un método alternativo para calcular el radio de convergencia de una serie de

potencias, ya que muy a menudo, el limite lim
n—-+oo an

es més sencillo de calcular que  lim  {/|ay,|.
n—-+oo

4.6.11 EJEMPLO. Vamos a aplicar lo anterior al estudio concreto de algunas series de potencias; en este
estudio se podra observar la diversidad de intervalos de convergencia, asi como constatar la disparidad
de comportamiento en los extremos del intervalo de convergencia.

1) Counsidérese la serie de potencias Y nlz™; para calcular su radio de convergencia, tendremos en
cuenta 4.6.10 y, asi, calcularemos el limite,

, 4+ 1)!
L= lim M = lim (n+1) = +oo,

n—-+4oo ’n,! n—-+oo

con lo que el radio de convergencia de esta serie de potencias es p = 0.

1
2) Considérese la serie de potencias > —':nn; si se calcula el limite
n!

1
n . 1
L= lim % = lim =0,
n—too | = n—+oo N + 1

se deduce de ello que el radio de convergencia de esta serie de potencias es p = +o00.
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3) Dada la serie de potencias Y ™, se cumple,

L= lim V1= 1,
n—-+4oo
con lo que el radio de convergencia de esta serie de potencias es p = 1. Procede ahora estudiar el
comportamiento de la serie en los puntos z1 = —1 y x2 = 1, esto es, estudiar la convergencia de las
series numéricas y_(—1)™ y > 1. Puesto que ambas son series geométricas divergentes, la serie de
potencias no es convergente en estos puntos. En definitiva, el dominio de convergencia de la serie de
potencias considerada es | — 1, 1].

—_

1

n

. n
= lim =1,

1
4) Sea ahora la serie de potencias Y —z™; el valor del limite L = lim
n n—+oon + 1

n—-+4oo

S| —=H

permite afirmar que el radio de convergencia de la serie es p = 1. Para el estudio de los extremos

1)77,

. . - . 1 .
del intervalo, observamos que la serie Y, ——— es convergente y la serie Y — es divergente, con lo
n

n
que el dominio de convergencia de la serie es [—1, 1].

1
. . . . 1, . . (n+1)2
5) Si se considera la serie de potencias Y n—Za“ , v se calcula el limite L = lim,— 400 —g = 1, se
n2
. . . . =" 1
deduce que el radio de convergencia es, en este caso, p = 1; ademds, las series > % vy — son
n n

ambas convergentes, de modo que el dominio de convergencia de esta serie de potencias es [—1,1].

4.6.12 DEFINICION. (Funciones definidas por series de potencias). Si'y | a,x™ es una serie de potencias

de radio de convergencia p > 0, entonces la serie numérica y . a,z™ es absolutamente convergente para
+o0

todo = € R tal que |z| < p y, por tanto, existe la suma de dicha serie numérica, E a,x". En estas

n=0
condiciones, puede definirse una funcién f mediante:

+o00
f(z) = Z a,z™, para todo x €] — p, pl.
n=0

La funcion f asi definida, recibe el nombre de funcién definida por serie de potencias y su dominio es el
intervalo ] —p, p[ de convergencia absoluta de la serie de potencias considerada.

e Obsérvese que se ha supuesto p > 0, ya que si p = 0, la definicion carece de interés.
e En el caso 3) del ¢jemplo 4.6.11, la funcién definida por serie de potencias asociada a la serie dada
+o0
es: f(x) = Zm", cuyo campo de existencia es el intervalo | — 1,1[. Més adelante (capitulo 6),

n=0
se aplicaran las funciones definidas por series de potencias para definir rigurosamente funciones tan
importantes como la exponencial y las trigonométricas.

4.6.13 DEFINICION. (Series enteras complejas). Si (an), Ny es una sucesién de nimeros complejos
y 20 € C, pueden considerarse para cada n € N los polinomios complejos definidos por f,(z) =
an(z — z9)",z € C. La serie funcional asociada a la sucesién (f,), recibe el nombre de serie entera
(compleja) o serie (compleja) de potencias con centro en zg, noténdose Y a,(z — 29)". Se especifica
que una serie de potencias es compleja cuando dicha condicién no se sobreentiende; en caso contrario,
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se omite dicha especificacion. Del mismo modo que en el caso real, es suficiente estudiar las series de
potencias centradas en el origen, Y a,2".

e Se prueba andlogamente al caso real que si Y a,2™ es una la serie entera compleja y dicha serie es
convergente en un punto u # 0, se cumple entonces que la serie compleja Y a, 2™ es absolutamente
convergente, cualquiera que sea z € C tal que |z| < |u].

e Sea Y. ap2z™ una serie de potencias; se denomina dominio de convergencia de la serie, el conjunto
D de los puntos en que es convergente. Si se designa por D, = {|z| / z € D}, se define (de modo
andlogo al caso real) el radio de convergencia de la serie mediante:

sup Dp,, si Dy, es acotado

400, si Dy, no es acotado,

que cumple 0 < p < +o0.

e Si) a,z" es una serie entera compleja de radio de convergencia p > 0, la bola abierta B(0;p) se
denomina circulo de convergencia de dicha serie; obsérvese que, como en el caso real, no se afirma
nada de los puntos z tales que |z| = p.

4.6.14 PROPOSICION. (Propiedades de las series enteras complejas).

1) Sila serie de potencias Y a, 2™ tiene un radio de convergencia p > 0, se cumplen:
= la serie Y | a, 2" converge absolutamente, si |z| < p;
m la serie Y a, 2™ diverge, si |z| > p;
= p es el inico que satisface las condiciones anteriores.
2) Si una serie de potencias Y | a, 2" tiene un radio de convergencia p > 0, dicha serie es uniformemente
convergente en cualquier bola cerrada D = B(a;r) contenida en su circulo de convergencia.
Demostracion:
1) Es andloga al caso real y se propone como ejercicio.
2) Sean a € B(0;p) y r > 0 tales que D = B(a;r) C B(0; p); es inmediato ver que se cumple |a|+7 < p,
con lo que la serie numérica Y a, (Ja] + 7)™ es convergente. Si z es un elemento cualquiera de D, se

tiene |z| < la|+ |z —a| < Ja]+1r < p, con lo que |a,2"| < |an(|al + r)"|; aplicando finalmente el
criterio de Weierstrass (4.5.17), se obtiene la convergencia uniforme de 3 a,2" en D. [

4.6.15 DEFINICION. (Funciones definidas por series enteras complejas).  Analogamente al caso real,
tiene interés considerar las funciones definidas por series enteras complejas. Si Y a,z™ es una serie
entera compleja de radio de convergencia p > 0, la serie numérica Y | a, 2" converge absolutamente para

—+o0
cualquier z € B(0; p), siendo entonces finita la suma Z an,z2".
n=0
“+o00
Con ello, puede definirse una funcién f : B(0;p) — C, mediante: f(z) = Z a,z"; la funcién asf
n=0

1
definida se denomina funcién definida por serie de potencias (compleja). Por ejemplo, la serie Y —|z"

tiene radio de convergencia p = 400, con lo que puede definirse una funcién, denominada exponencial
compleja mediante

+oo 1
exp(z) = Z Hz”, para todo z € C
n=0 "
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4.7 EJERCICIOS.

1. Determinar el dominio de les funciones cuya expresién analitica figura a continuacién:

a) f(z)=a"+1; b) f@)= oy

1 r—3
d) 1) = = ) f@) = mm
D SR =VEITe W )=V s

2. En el Ejemplo 4.1.4 se ha definido la funcién caracteristica de un subconjunto A de R, x 4.
a) Expresar la funcién caracteristica de los conjuntos: AU B, AN By R— A, en funcién de x 4.

b) Si f es una funcién tal que, para todo t € R, se cumple f(f) = 0 o bien f(t) = 1, demuéstrese que
existe un subconjunto A de R tal que f = ya4.

3. Digase cudles de las siguientes funciones son periddicas y calciilese el perfodo propio de aquellas que
lo sean:

a) f(z) = 10sen 3z; b) f(z) =asenaxr +beosarx;c) f(r) = Vtanux;
d) f(x) =sen®z; e) f(x) =sen/|z].

4.  Considérense las funciones f(z) = 22 y g(z) = 2%, definidas en R. Determinar las funciones

compuestas fog y go f; comparar los resultados obtenidos.

5. Dadas las funciones: f(z) = 22 -1, g(z) =3z -1 y h(z) =
(hog)of, ho(gof).

1
T5.2 determinar: fo fo f,

6. Demostrar las propiedades siguientes o bien, caso de no ser cierta, dar un contraejemplo:

D goh=(om+gon. B F—=foz o F=7

fog fog 177

7. Para la funcién f definida en cada caso, encontrar la inversa f~! si existe y, si es asi, especificar su
dominio:

a) f(x)=2x—1; b) f(T):T——5’ c) f(x) =a?
0 f)=a®+32+30+1 o) fr)= {2 7 f) f(r):%;
g) f(x) = sen3m; b) fa)=Ing;: i) f(x) =a% -1

i) f(z) = 3%, k) f(z) = arctan 3x; ) f(z)=V/1— a3

8. (a) Encontrar todas las funciones f: R — R, que cumplen:

f0)=0 vy [f(x) = f(y)l =|z —y|, para todo z,y € R.
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(b) Encontrar todas las funciones f: R — R, que cumplen:

|f(z) — f(y)| = | —y|, para todo z,y € R.

9. Siuna funcién f:[0,1] — [0,1] es mondtona creciente, demostrar que f tiene un punto fijo, esto
es, existe un x € [0, 1], tal que f(z) = z.

10.

Dado un conjunto finito de puntos del plano, si existe una funciéon que pase por todos ellos,

dicha funcién se denomina una funcién de interpolacion de tales puntos; las funciones mas sencillas y

de mayor aplicacién como funciones de interpolacién, son las funciones polinémicas. En este ejercicio se
trata de establecer una metodologia de calculo de un polinomio de interpolacién, denominado polinomio
de interpolacion de Lagrange.

Sean xp,r; dos nimeros reales; puede considerarse por un lado la recta que pasa por los puntos
(70,1) y (21,0) y, por otro, la que pasa por los puntos (zg,0) y (x1,1) y cuyas ecuaciones respectivas
son:

T — T T — X

Y= Y=

11707.771’ .’1717.7,‘0.

Las funciones polindémicas definidas por estas rectas, designadas respectivamente por Lg v L1, son:

Lo(t)= —2L 2eR y Li(z)= —20

, r €R.
To—T1 Tr1 — To

Estas funciones cumplen las igualdades siguientes:
Lo(zg) =1, Lo(x1) =0; Lq(x9) =0, Li(z1) = 1.

Si se consideran ahora los puntos del plano: Po = (20,40) v P1 = (21,%1), la funcién polinémica (de
grado 1) definida por la recta que pasa por Py y Py, seréd:

mi(z) =yoLo(x) + y1la(z) = yo Lty 2.
Tro—T1 r1 —To

Esta es la funcién polindmica de interpolaciéon mads sencilla que se puede considerar con dos puntos
del plano.

A partir de lo anterior, se pide: generalizarlo al caso de n + 1 puntos del plano, P; = (z;,y;), 0 <
j < n, definiendo n + 1 funciones polinémicas L;, 0 < j < n de grado n, tales que

Lij(z;) =1, y Lj(x;) =0, sii#}j.

La funcién polinémica de grado n:

n
(@) = yiL;(x), tal que P(z;) =y;, 0<j<n,
j=0
se denomina polinomio de interpolacion de Lagrange asociado a los puntos P;,0 < j < n.

Como aplicacién, calctilese el polinomio de interpolacién de Lagrange, en cada uno de los casos
siguientes

a) (L 1)5 (2a3); (3’4)' b) (725 71); (7177); (173); (236)' (7) (72’5); (7157); (0’3)§ (172); (2a71)'
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11. Como continuacién del ejercicio anterior, si se conoce el polinomio de interpolacién de Lagrange,

Ty, asociado a n + 1 puntos del plano, P; = (z;,9;),0 < j < n, se puede calcular el valor m,(t) en un

punto t €]z, x;41], valor que se denomina interpolacion polinémica en el punto t; ello permite realizar

estimaciones de funciones desconocidas en puntos en los cuales no se tiene informacién exacta sobre su

valor, como muy a menudo sucede, por ejemplo, en el tratamiento de datos experimentales. Pues bien,

se pide:

a) Partiendo de los valores: log2 = 0.301029995, logd = 0.602059999, logb = 0.698970004 y
log 7 = 0.84509804, calcular aproximadamente el valor de log 3 y de log 6.

b) Sabiendo que sen 29° = 0.484809, sen 30° = 0.5, sen 31° = 0.515038, y sen 32° = 0.529919, calcular
aproximadamente el valor de sen 30°15'20” y de sen31°31'317.

12. A partir de la definicién de limite de una funcién en un punto, probar las siguientes igualdades:

r+1 . 1 1
a) lim vl é; b) lim L 0; ¢) lim zsen — = 0; d) lim sen— = 0;
r—2 X 2 r—01 4+ sen?x 2—0 T 00 T
. 241 2 . } N . r
o) lim m—— =g f) lim o[ =0; g) lim —=0; h)  lim —— = oo;
. - N e . osenx T
oo ) im0 Wt 0 D) e e

13. Demostrar las equivalencias siguientes:

(a) (apz™ +ap_ 12"+ b ayr+ag ~ apz™)(+00),

() (VIFT = Vi ~ go=)(400)

1
: ~ 1—x)(0
©) (= ~ 1-2)0),
T
(d) (Va?>+z ~ a+ Z)(O)’ (a>0),
(e) (1+x)™ ~ 14 nx)(0).
. . senw . -
14. Sabiendo que hn}) = 1, calcular los limites siguientes:
xr— h
a) lim on T; b) lim In benr; ¢) lim e ;
r—0 x x—0 x r—T T — X
. 1 . senx? .1 —cosxzx
d) lim xsen —; e) lim ; f)  lim ———;
z—0 T z—0 T z—0 xT
) I 1—cosx ] ! ) I sen dr — sen 3T ) tanm.
& I (x —2m)2’ Yo T ’ Yo T
i) Tim sen 472 ; k) Tim sen (1 — a) ; D Tim SeLr —sena
z—0 1 — cosz r—a 12— a2 z—a T —a
15. Estudiar la existencia de los limites siguientes:
T 9 Jimymiel
T . tankx
b) lim ° ; d) lim
z—1lx —1 z—0 T
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16. Calcular los limites siguientes:

22 4 " =1
Do gy 2

x+h)?—x a” —1)In (1 — ?
2) lim %; 22) lim ( JIn(1—27) ;
h—0 h 2—0 ((1 —22)" — 1) arcsen
2
a1 2 —1\" o VTHh—T
) (2)" 2 L
. 2 . .
4) Tim x : 24) 121{1/2(217 3z + 1) tan (7x);
g 25) lim L7
5) lim YT +1 70 *
26) lim TH+r—\/r— :v);
2?2 —52+10 )-”’3—’°°<\/ Ve \/ va
6) lim ————;
71 2 —(a+1Dx+a o h (x+h?2 22)’
m ———
r—a x3 — a3 (1+aT)(1+bT)*1

;2 , 2
10) lim (a“ +2.’I'+2>.T —1—2;

2+ 2
1) Tim Vit+r—1
ima—_
=0 YT+ -1’
12) lim a“—l—son:r
z—oo T —senzc’

13) hn}) (cosz) /m;
14) lim COST — COS 2:1“,;
r—0 1 —cos2x

(1 — cosz)arctanx

15) li
%) 256 xsen?x
.. Incosxz
16) lim =
=0 36) lin}J(sen 22 + cos 22)<°" 37,

2 1
17) lim( f—>; 2y
z—0 \ senx 1—cosz 37) . T
322 +1)(1 —cos1/x =2 T —
18) iy B D7 cos 1/T); o a1
T (@2 - 2) (14 =) 38) lim ——
T
n __,mn 1 p — 1—=x
19) 1im Z—2. 39) lim YA LT - VIZT,
r—y T =Y z—0 x

40) lim, V(1 +aix)(1+asx) - (1+ax)—1

z—0 x

bl

1—cos(l —cosx)

20) lgb x4
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17. Calcular los siguientes limites laterales:

1 1 d)  lim _ el o 2whl
a) lim - , - ; 2—2- 22 —5r + 6" 22+ 22 —Br + 6’
il N e) lim tanz lim tanux;
. 1 . 1 z—7/27 ’ z—7/2F '
b) lim —,  lim ——;
z—3- & —3 z-3txT—3 ¢ i senx . senz.
¢ lim a“,scnx7 i :r,scn:c; ) o =, A T
2—0-  |x] a—0t |7 g) lim E(x), lim+ E(z).
r—1— r—1
In(1 * In(1 v
18. Calcular los limites: lim M; lim M.
T——+00 T T— —00 T
1/x

19. Considérense las funciones: f(z) = e'/*, para todo = #0 y g(z) = , para todo = # 0.

1/'r -1
Discutir la existencia de los limites laterales en el origen de las funciones f(z), g(z) y zg(z).

20. Determinar los valores de a,b € R, para que se cumplan las igualdades:

(1) lim <‘T2:11 - (a.r—|—b)> —0;  (2) lim (5”3 o (am—i—b)) 0.

r—00 T Tr—00 :(72 =+ 1

Interpretacion geométrica de las igualdades anteriores.

21. a) Demostrar que }EI}L flz) = ilzli% fla+h). b) Demostrar que ;E}I}) f(z) = }gr}l flz—a).

¢) Demostrar que ili%f(:r) = ili%f(:zﬁ)

d) Dar un ejemplo de funcién f tal que exista ig% f(z%) y, en cambio, no exista :lll% f(x).

e) Si }1}}1(]‘(1’))2 = L, demostrar que: (i) si L = 0, entonces }13}1 flz) =L; (i) si L # 0, entonces

lim f(x) puede no existir.
r—a

22. Supdngase que las funciones f,¢g:R — R cumplen lim f(z) = 400 y lim g(x) = +00. Digase
r—c r—c
razonadamente si, a partir de estas hipdtesis, pueden deducirse cada una de las afirmaciones siguientes:

) lim (/@) + g(@)) = 4005 b) lim (/@) = g(@)) = 0
) lim (f(z)g(z)) = 400 ; d) lim [&) =1.

r—c r—c g(I)

23. Considérense las dos afirmaciones siguientes:
W) i [+ h)— [@) =0y b) i [f( k)~ [l R =0,

Demostrar que a)= b), pero que b) % a).

24. Determinar los limites siguientes, si existen:

1
a) i% sen —; b) 31:1251‘ sen —; c) ;11)% sgn(sen I) d) hm V7 sen —2, e) IEI-P rsenx.
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25. Sea la funciéon f:R — R definida por

E
flx)=A+ Blnzx, siz>0; flx)=0C, sixz=0; f(m):D63$+—3, siz <0,
T

donde A, B,C,D,FE € R, son parametros. Determinar condiciones sobre dichos parametros, para que
se cumplan las tres condiciones siguientes: lim f(z) = +oo; lim f(z) =2 y lim f(z) =C.
z—0 x—0 z—0

26. Dadas las sucesiones funcionales cuyo término n-ésimo, n € N, se indica en cada caso, se pide
determinar su dominio de convergencia puntual y estudiar si dicha convergencia es también uniforme
en tal dominio o en algiin subdominio del mismo.
2
T4 4+ nr 1
— n. — . - — 9 .

a‘) fn(‘T) =T b) fn('T) - 7 ) L) fn('T) - Esen(n'r +Tl,),
3sen?(3nz + 2) x
—_— e) fulz)=—.

d) fa(z) =Tz + Jn+on ) "

27. Determinar el dominio de convergencia (puntual) de las siguientes series de funciones:

W D ) Do ¢) Yon"(w+3)"
n=1"" n=1 " n=1
> vn > 1 >, n!
b —_—; d —1)"t—; f —;
) Z(x_2)n’ ) Z( ) nx’ ) xn’
n=1 n=1 n=1
28. Calcular el radio de convergencia y estudiar qué sucede en los extremos del intervalo de
convergencia, de las series de potencias Z an,x", donde:
n>1
) 1 (2n)! ¢ a 3" +2n
a - —_— . = - y n=———
" At l(n+2) ¢) an =g 15
n—1 1 1'23...n
_ . - f =
b) ay = ol d) an = nk’ kez;f) an 357...2n+1)

29. Calcular el intervalo de convergencia de las series de potencias siguientes:

a) Z;—’:(m—g)", b)Y (% —1)n Q)Y <1+%>_n (x —10)".

n>1 n>1 n>1

30. Sean Y a,z™y > b,x™ dos series de potencias de radios de convergencia respectivos r1 > 0y
ro > 0.

1) Probar que la serie suma de ambas Y (ay, + b, )2™ tiene radio de convergencia rg > min{ry,ro}.

2) Probar que la serie producto de ambas > (aghy, +a1by,—1 + - - - + apbp)z™ tiene radio de convergencia
rp > min{ry,ra}.
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de potencias; contiene asimismo un estudio breve de los nimeros complejos y de funciones complejas
definidas por series de potencias. Los contenidos estdn magistralmente presentados y su lectura es
francamente amena y recomendable.

[Ru] RUDIN, W. Principios de Anélisis Matemdatico.

Las cuestiones generales sobre funciones y limites de funciones se tratan en el capitulo 4, dentro del
marco general de los espacios métricos. Las sucesiones y series funcionales se estudian en el capitulo 7;
el planteamiento es mas general que el que hemos visto aqui, pero su lectura es amena e instructiva.
Asimismo, resultan muy interesantes los ejemplos que ilustran las exposiciones, asi como los ejercicios
que se proponen, algunos de los cuales son de nivel muy elevado.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

El capitulo 5 se dedica a los limites de funciones; el marco es el de las funciones reales de una variable
y el tratamiento del tema es muy didéactico, dentro de lo que es habitual en este autor. El capitulo 23
trata las sucesiones de funciones, las series de funciones y las series de potencias reales; se dedican dos
capitulos mas a los nimeros complejos y las series complejas de potencias. Contiene muchos ejemplos y
ejercicios, todos ellos muy bien seleccionados y que complementan adecuadamente las exposiciones del
texto.
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CAPITULO 5
FUNCIONES CONTINUAS

RESUMEN DEL CAPITULO

Este capitulo se dedica al estudio de las funciones continuas, es decir, aquellas cuya grédfica no
presenta “cortes” ni “discontinuidades”, en el sentido que se precisa rigurosamente en la definicion
correspondiente.

Se empieza definiendo la continuidad de una funcién en un punto, es decir, localmente, y a
continuacion se extiende dicha nocién a un subconjunto del dominio de la funcion; el concepto de
continuidad lateral, que se estudia a continuacion, es 1itil para clasificar el tipo de discontinuidad que
puede presentar una funcion en un punto.

En el apartado 5.2 se estudian las propiedades de las funciones continuas en un punto: acotacion,
conservacion del signo y relacién con las operaciones con funciones (criterios de continuidad). el apartado
5.3 trata de las propiedades de las funciones continuas en un intervalo cerrado [a,b] de R, destacando
como resultados mds importantes los teoremas de Bolzano, de los valores intermedios y de los valores
extremos.

La continuidad uniforme, que se estudia en el apartado 5.4, es un concepto muy interesante que
resulta de afiadir una condicion a la continuidad en un intervalo y sera de utilidad en temas posteriores.
Finalmente, en el apartado 5.5 se trata la continuidad de las funciones limite de sucesiones y series de
funciones; se observard el papel esencial que juega la convergencia uniforme de la sucesién funcional
hacia su funcion limite.
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164 5. Funciones continuas.

5.1 EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD.

5.1.1 En este primer apartado se estudia la nocién de continuidad de una funcién como una propiedad
local, esto es, como una condicién que satisface una funcién en el entorno de un punto de su campo de
existencia; mas adelante, se extiende esta nociéon a un subconjunto del dominio de la funcién, cuando
la condicién de continuidad se cumple en cada punto del mismo. A continuacion se define la nocién de
discontinuidad de una funcién en un punto y se estudian y clasifican los distintos tipos de discontinuidad.

5.1.2 DEFINICION. (Continuidad de una funcién en un punto). Sea f:A C R — R una funcién

real de una variable; si a es un punto no aislado de A, se dice que la funcién f es continua en el punto

a si se cumple la igualdad lim f(z) = f(a). En otras palabras, la funcién f es continua en a si, dado
r—a

e > 0 arbitrario, existe un & > 0 tal que cualquiera que sea x € A tal que |z —a|] < 8, se cumple
If(x) = fla)| <e.

Esta condicién puede escribirse también de otras formas equivalentes, andlogamente a como se
formularon en la definicién de limite de una funcién en un punto (véase el apartado 4.1); concretamente:

e la funcién f es continua en a si, dado ¢ > 0 arbitrario, existe un § > 0 tal que, cualquiera que sea
x=a+h e Acon|h| <6, secumple |f(a+h)— f(a)] <e.

e la funcién f es continua en a si, dado € > 0 arbitrario, existe un § > 0 tal que f(B(a;6) N A) C

B(f(a);e).

5.1.3 OBSERVACION.

e En la definicién de funcién continua en un punto a se ha especificado que dicho punto ha de ser un
punto no aislado del campo de existencia de la funcidn; esto es asi puesto que, en caso contrario,
la nocién definida carece de interés. Es mas, puede admitirse por convenio, que toda funcién es
continua en los puntos aislados de su dominio.

e Conviene destacar otro detalle: en la condicién de continuidad de una funcién f: A — R en un
punto a, no se exige que se cumpla 0 < |z — a, a diferencia de la definicién de limite en un punto; el
motivo es obvio: para que f: A — R sea continua en el punto a, es condicién necesaria que f esté
definida en dicho punto.

e Sif:A— Rnoescontinua en a € A, se dice que la funcién es discontinua en dicho punto (ver
5.1.11). En tal caso, existe € > 0 tal que cualquiera que sea § > 0 se cumple |f(x) — f(a)| > e para
algin ¢ € A tal que |z —al < 6.

5.1.4 Anélogamente a la nocién de limite en un punto, puede darse una interpretaciéon grafica de la
condicién de continuidad de una funcién en un punto a, viendo que si f cumple dicha condicién, ello
significa que la grafica de f no estd “rota” en un entorno de ese punto. La figura 5.1(a) ilustra la gréfica
de una funcién continua en un punto zg; la figura 5.1(b) ilustra la propiedad de continuidad de una
funcién f en un punto xg.

5.1.5 DEFINICION. (Continuidad de una funcién en un conjunto. Campo de continuidad). Cuando
una funcién f: A € R — R cumple la condicién de continuidad en todo punto de un subconjunto X
de su dominio A, entonces se dice que la funcién f es continua en el conjunto X. Asi pues, se tiene:

fescontinnaen X CA <= f escontinua en a para todo a € X.
El mayor subconjunto del dominio en el cual una funcién es continua, recibe el nombre de campo de

continuidad de la funcién. Para indicar que f: A — R es continua en X C A, se escribe f € C°(X), o
simplemente, f € C(X) y se dice que f es de clase C° en X. Es evidente que si el campo de continuidad

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



5.1 Funciones continuas en un punto. 165

de f: A — R es el conjunto X C A, entonces la funcién también es continua en todo subconjunto de
X; en otras palabras, si Y C X, entonces C°(X) € C°(Y). Un aspecto de gran interds y que se verd con
detalle en el apartado 5.3, es el estudio de funciones reales definidas y continuas en un intervalo cerrado
y acotado [a,b] C R.

A A

Be(f(xo) f(x°)<7///////?// 4

3( e e
{,x

a) b)

Figura 5.1. Ilustracion de la nocién de continuidad de una funcién en un punto.

5.1.6 EJEMPLO.

1) Sea z:R — R la funcién coordenada de R; el campo de continuidad de esta funcién es su dominio
R, esto es, z € CO(R), puesto que en todo punto a € R se cumple limz = a = z(a).
a

2) El campo de continuidad de una funcién constante A:: R — R es R, ya que en cualquier punto a € R,
se cumple lim A = X = A(a).
a

3) La funcién “parte entera” E es continua en todo punto a € R que no sea entero; en efecto, si
a € R —7Z, existe un entorno de a en el cual la funciéon F es constante, luego es continua en ese

punto. En cambio, recuérdese que si m € Z, no existe el limite lim F(z), con lo que E no puede
r—m

ser continua en los puntos de Z. Asf pues, se verifica E € C°(R — Z).
1, siteQ
0,site R—Q,
puesto que cualquiera que sea 0 < & < 1, para todo § > 0 se cumple |f(z) — f(a)| > e, para algin
x € Atal que [z —a| < 6.

1o tiene limite en ningin punto a € R,

4) La funcién f: R — R definida por f(t) = {

5.1.7 Las nociones de continuidad de una funcién en un punto y en un conjunto pueden definirse
asimismo para funciones complejas o de variable compleja; se propone como ejercicio, redactar la
definicién en cada caso. Para las funciones complejas de variable real, esto es f: A C R — C con
f(x) = (f1(z), fo(x)) para cada = € A, se cumple que f es continua en X C A si, y sdlo si, las funciones
reales f1 v fo son continuas en X. Para las funciones reales de variable compleja, si f: ACC — Ry
f es continua en X C A, entonces, para cada (a,b) € X las funciones f(a, )y f(,b) definidas en 4.1.2
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166 5. Funciones continuas.

son continuas en su dominio (atencién: el reciproco no es cierto).

5.1.8 DEFINICION. (Continuidad lateral de una funcién). De modo andlogo a la nocién de limites
laterales (véase el apartado 4.2), puede definirse la continuidad lateral de una funcién en un punto.

Sea una funcién f: A C R — R y sea a un punto no aislado de A; se dice que f es continua por la
derecha en el punto a si se cumple la igualdad lim+ f(x) = f(a), y que f es continua por la izquierda
r—a

en ¢l punto a si se cumple lim f(x) = f(a).
r—a

Asf como los limites laterales de una funcién en un punto pueden relacionarse con la existencia o no
del limite de la funcién en dicho punto, la continuidad lateral puede relacionarse de manera natural con
la continuidad de la funcién en un punto.

5.1.9 PROPOSICION. Una funcién f: A C R — R es continua en un punto a € A, si, y solamente si,
dicha funcién es continua por la derecha y por la izquierda en ese punto.

Demostracion:

Inmediata, teniendo en cuenta la definicién de continuidad de una funcién en un punto y la
proposiciéon 4.2.22. L]

5.1.10 EJEMPLO.

1) Sea u, la funcién “salto unitario” en un punto a € R (véase el ejemplo 4.1.4); la funcién u, es
continua en cualquier punto xg # a, puesto que es una funcién constante en un entorno conveniente
del punto zp. En el punto a, la funcién es continua por la derecha, ya que se cumple

0 ) [

lm wug(z) = lim 1=1=u,(a
xirlrll+11a(7") Jlim, ug(a)

No obstante, esta funciéon no es continua por la izquierda en el punto a, por cuanto se cumple
lm ug(z) =0 # uq(a).
r—a—

2) La funcién “parte entera” E es continua por la derecha en cualquier punto m € Z, ya que se cumple:

lim E(z) =m = E(m).

r—mT

No obstante, esta funcién no es continua por la izquierda en m € Z, puesto que

lim E(x)=m—1+# E(m).

r—m-—

t
|t_|’ si t#£0

3) La funcién f definida por f(t) = no es continua ni por la derecha ni por la
0, si t=0,
izquierda en el origen, ya que se cumple:

Jm f(6) =170 lim f(t) =—1% f(0).

5.1.11 DEFINICION. (Discontinuidades de una funcidn; clasificacion). Siuna funcién f: A C R — R
no cumple la condicién de funcién continua en un punto a € A, se dice entonces que f es discontinua en
a, o bien, que tiene una discontinuidad en a. En tal caso, la gréfica de la funcién estard “rota” en ese
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5.1 Funciones continuas en un punto. 167

punto, tal como se muestra en la figura 5.2. La condicién de continuidad de una funcién en un punto
puede dejar de cumplirse por tres motivos, lo cual permite clasificar las discontinuidades tal como se
expone a continuacién.

!

1 |

| |

: I

I

|

|

i |

| |

| i

|

l

i

i e i -

Xo Xo

a) b)

‘ |
|
|
|
|
|

| |

i ;

' i

I |

' |

| !

l , ] >

Xo /7 Xo
c) d)

Figura 5.2. Ilustracion grafica de la discontinuidad de una funcién en un punto.

e Discontinuidad evitable. Se dice que la discontinuidad de f en un punto a es evitable, si se cumple

lim f(x) = L # f(a),

Tr—a

esto es, si existiendo el limite de f en a, éste no coincide con el valor f(a) de la funcién en el punto
a, el cual puede que ni siquiera exista; es el caso que ilustra la figura 5.2(a). Obsérvese que la
justificacion de la denominacién de este tipo de discontinuidad es clara: basta modificar el valor de
la funcién en el punto a, definiendo f(a) = 11(1111 f, para que sea posible “evitar” la discontinuidad de

la funcién en dicho punto.
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168 5. Funciones continuas.

Discontinuidad de salto. Se dice que la discontinuidad de f en a es de salto si se cumple

lim f(z)# lim f(z),

r—a~ r—at

es decir, no existe el limite de f en a pero existen los limites laterales de f en a, siendo finitos y
distintos. Es el caso que ilustra la figura 5.2(b), la cual pone asimismo de manifiesto la justificacion
de la denominacién de este tipo de discontinuidad.

Discontinuidad esencial. Se dice que una funcion f tiene una discontinuidad esencial en un punto
a cuando al menos uno de los limites laterales en dicho punto no existe o es infinito; corresponde a
los casos que se ilustran en (¢) y (d) de la figura 5.2.

5.1.12 EJEMPLO.

1)

2)

3)

4)

La funcién f:R — R definida por:  f(x) = T s #0 y f(0) =2 es continua en su dominio

v es discontinua en el origen @ = 0. No obstante, se trata de una discontinuidad evitable, ya que se
senx

cumple lim =1, con lo cual definiendo f(0) = 1 puede evitarse la discontinuidad de f en el
r—0 x !

origen. Asf plleé, la funcién g: R — R definida por:

sen’r

g9(z) = , sz #0,

9(0) =1,

es continua en R.

La funcién salto unitario u, tiene una discontinuidad de salto en el punto a.

1, si <0

La funcién ¢: R — R definida por ¢(z) =< 1, si >0 y € Q es tal que no existe el limite
0, si z>0y 2¢€Q

lateral por la derecha de ¢ en el origen, con lo que en dicho punto la funcién tiene una discontinuidad

esencial.
322, r< -1
1
La funcién f:R — R definida por f(z) = r+1 <220 iene dos discontinuidades
sen l, x>0
esenciales: una en el origen, puesto que no existe el lal;IIlitC 1('1)1+nf y otra en el punto a = —1, ya que

se ¢ le li = .
ump (_1{1)1+ f=+o00

5.2 PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD.

5.2.1 En este apartado se estudian algunas propiedades de las funciones continuas en un punto, relativas
bésicamente a la equivalencia con el limite de sucesiones, la acotacién en un entorno y la relacién entre

continuidad y las operaciones elementales con funciones.

5.2.2 PROPOSICION. Sea f: A C R — R una funcién y a un punto no aislado de A; las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1)

La funcién f es continua en a.
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2) Para cualquier sucesién numérica (uy,), Ny de elementos de A tal que  lim u, = a se cumple

n—-+oo
lim  f(un) = f(a), es decir, lim f(u,) = f( lim uy,).
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
Demostracion:

Se deduce inmediatamente de la proposicién 4.2.8, sin mds que tener en cuenta que lim f = f(a). =
a

5.2.3 COROLARIO. Una funcién f: A C R — R es discontinua en un punto a € A si es posible
encontrar una sucesion (u,) — a, con u, € A para todo n > ng, tal que lim f(u,) # f(a).

Demostracion:

Inmediata. ]

5.2.4 PROPOSICION. (Conservacién del signo). Sea f: A C R — R una funcién continua en el punto
a € A tal que f(a) # 0; existe entonces un entorno del punto a en el cual f conserva el signo.

Demostracion:

Se deduce inmediatamente de la proposicién 4.2.11. L]

5.2.5 COROLARIO. Sean f,g:A — R dos funciones continuas en un punto a € A, tales que
f(a) < g(a); existe entonces r > 0, tal que f(x) < g(z) para todo = € B(a;r).

Demostracion:

Inmediata. ]

5.2.6 PROPOSICION. Si f: A — R es continua en un punto a € A, entonces existe r > 0 tal que la
funcién es acotada en B(a;r).

Demostracion:

Es una consecuencia inmediata de la proposicion 4.2.12. L]

5.2.7 PROPOSICION. (Criterios de continuidad.) Sean dos funciones f,g: A C R — R, continuas en
el punto a € A; se cumplen entonces las propiedades siguientes:

1) la funcién suma f + g es continua en el punto a;
2) la funcién producto fg es continua en el punto a;

3) la funcién producto por escalar Af es continua en el punto a, cualquiera que sea A € R;
4) la funcién cociente ! es continua en el punto a, si g(a) # 0.
g
Demostracion:
Basta aplicar la proposicion 4.2.13, sabiendo que se cumple lim f = f(a) y limg = g(a).
a a

Obsérvese que 1) y 2) de esta proposicién, pueden generalizarse a un niimero finito de funciones. m

5.2.8 EJEMPLO.

1) Sea z:R — R la funcién coordenada de R; teniendo en cuenta la propiedad 2) de la proposicién
anterior para un numero finito de funciones, puede afirmarse que la funcién potencial de exponente
natural ™ es continua en R, cualquiera que sea n € N.

2) Teniendo en cuenta el ejemplo anterior y aplicando las propiedades 3) y 1) de la proposicién 5.2.7
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170 5. Funciones continuas.

con un numero finito de funciones, puede afirmarse que cualquier funcién polinémica de grado n:
Py (x) =ag+ar+ax?+--+a2", R, neN, a; eR(0<j5<n), a, #0,

es continua en R.
3) En virtud del criterio 4) de la proposicién anterior y teniendo en cuenta la continuidad de las
: oo . 9 . Po(z) .
funciones polindémicas, se deduce que cualquier funcién racional p(zr) = Q—() es continua en
x
m
X=R-—{zeR/Qn(xz)=0}
5.2.9 OBSERVACION. Los criterios de continuidad establecidos en 5.2.7 deben aplicarse con rigor para
no formular conclusiones equivocadas. Asi, por ejemplo, no serfa correcto deducir de ellos que, si la suma
de dos funciones dadas es una funcién continua en un punto a, entonces cada una de las funciones también

es continua en dicho punto; para verlo, basta considerar el paradigmético contraejemplo siguiente: si se
consideran las funciones f y ¢ definidas por,

1, siteQ _J0,siteQ
f(f)*{o,siteﬂef@; g(”)*{L siteR—Q,
la funcién suma f + g estd definida mediante (f 4+ ¢)(t) = 1 para todo t € R, es decir, es una funcién

constante y, por lo tanto, continua en su campo de existencia, que es R. No obstante, ni f ni g son
continuas en ningun punto de su dominio.

Como se recordara, en el apartado 4.2 se comenté la relacion entre la composicién de funciones y
el limite en un punto; ahora se puede completar el estudio de esta cuestidn, introduciendo la hipdtesis
adicional que garantiza el resultado: la continuidad de una de las funciones que se componen.

5.2.10 PROPOSICION. Sean f:ACR — R y ¢g: BCR — R dos funciones tales que f(A) C B; si
en un punto no aislado a € A se cumplen:

= existe el limite lim f =0 € B,
a
= Ja funcién g es continua en b,

entonces existe el limite de la funcién compuesta go f en el punto a, verificindose que lim(go f) = g(b).
a

Demostracion:

Por ser la funcién g continua en b, dado € > 0 arbitrario, existe un é; > 0 tal que
lg(t) — g(b)] <e, si|t—0b] <éb.
Puesto que litrlnf = b, cualquiera que sea 6; > 0, existe un 6 > 0 tal que
|f(z) =bl <61, si0<]|z—a|l<é.
En definitiva, dado € > 0 arbitrario, existe un § > 0 tal que
9((f(x)) —g(®)| = (g o [)(x) —g(b)] <&, 10 <|z—al<é,

es decir, se cumple lim(g o f) = g(b).
a

Puede hacerse la demostracion de este resultado aplicando la equivalencia entre limite de una funcién
en un punto y limites de sucesiones. Redéactese como ejercicio. =
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A partir de esta proposicién, puede establecerse inmediatamente la continuidad en un punto de la
funcién compuesta de dos funciones continuas.

5.2.11 COROLARIO. Sean dos funciones f: ACR — Ry ¢g: B C R — R, tales que existe la funcién
compuesta ' = go f; entonces, si f es continua en un punto a € A y g es continua en f(a) € B, la
funcién F es continua en el punto a.

Demostracion:

Inmediata. ]

5.2.12 EJEMPLO. Para calcular el limite en el origen de la funcién ¢: Ry — R, definida por:

3r + 2senx
ola) = p (20T

2z
puede considerarse la funcién ¢ como la composicién g o f de las funciones:

3  senx
fa)=5+0 v eRy  glr) = B@), 7 €R,

Por un lado, en el origen a = 0 que es un punto de acumulacién del dominio de f, esta funciéon cumple:

?

3 senx 3
li r) =1l — ==—+4+1=

[N ]

¥y, por otro, la funcién g es continua en el punto b = 5/2, puesto que este punto no pertenece a Z; con
ello, en virtud de 5.2.10, puede afirmarse que:

3r +2s ;
lim p(x) = lim B ( 2222502 p (5 o
r—0 x—0 2x 2

5.2.13 PROPOSICION. Sea f: A C R — R, tal que f es continua en a € A; se cumple entonces que
la funcién | f| es continua en ese punto.

Demostracion:

Inmediata, aplicando la proposicion 4.2.16. L]

5.2.14 OBSERVACION. El reciproco de la proposicién anterior no es cierto, esto es, puede que |f]| sea
continua en un punto a y que f no lo sea; como ejercicio, encuéntrese un contraejemplo (sencillo) que
lo justifique.

5.2.15 PROPOSICION. (Propiedades de la continuidad lateral). Se enuncian a continuacién las
propiedades mas importantes de la continuidad lateral, en relacién con la equivalencia con limites de
sucesiones, conservacion del signo, acotaciéon en un entorno, relacién con las operaciones con funciones
y valor absoluto. Se enuncian con la continuidad por la derecha de una funcién en un punto; se tienen,
obviamente, resultados andlogos para la continuidad lateral por la izquierda.
1) Sea f:ACR — R ya€ A un punto no aislado; las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:
(a) la funcién f es continua por la derecha en el punto a;
(b) Para cualquier sucesion (uy,) de elementos de A con u, > a para todo n € N tal que limu, = a
se cumple lim f(uy) = f(a).
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2) Si f:A C R — R es continua por la derecha en el punto a € A y se cumple f(a) > 0, o bien,
fla) <0, existe un r > 0 tal que f conserva el signo en el intervalo [a, a + 7.

3) Si f: ACR — R es continua por la derecha en un punto a € A, existe un r > 0 tal que la funcién
f es acotada en el intervalo [a,a + r[.

4) Si dos funciones f,g: A — R son continuas por la derecha en el punto a € A, entonces se verifican
las propiedades siguientes:

(a) la funcién suma f + g es continua por la derecha en a;
(b) la funcién producto fg es continua por la derecha en a;

)
(c) la funcién producto per escalar Af es continua por la derecha en a;
(d) la funcién cociente ! es continua por la derecha en a, si g(a) # 0.

g

5) Si f es continua por la derecha en a y g es continua por la derecha en f(a), no se cumple que
la funcién compuesta g o f (suponiendo que exista) sea continua por la derecha en a. Para verlo,
considérense, por ejemplo, las funciones f y g dadas por:

L siz20 1 siz>0
.Tsen—, S1 T N 51 T~
fr) = z olx) = { :

0 ,siz=0; 0, siz <0.

6) Si f es continua por la derecha en a, entonces |f| es continua por la derecha en a.
Demostracion:

Se propone como ejercicio. ]

5.3 FUNCIONES CONTINUAS EN UN INTERVALO CERRADO.

5.3.1 Este apartado tiene como principal objetivo el estudio de las propiedades mas importantes de las
funciones reales de variable real definidas y continuas en un intervalo cerrado y acotado [a,b] C R, en el
sentido que se precisa en la definicién que sigue. Entre estas propiedades, cabe destacar tres teoremas:
el de Bolzano, el de los valores intermedios y el de los valores extremos.

5.3.2 DEFINICION. (Continuidad de una funcién en un intervalo cerrado de R). Sea f:[a,b] — R;
se dice que f es continua en el intervalo [a, b], si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

1) f es continua en el punto x para todo = €|a, b];
2) f es continua por la derecha en el punto a;
3) f es continua por la izquierda en el punto b.
De acuerdo con la notacién introducida en 5.1.5, si f es continua en [a, b] C R, se escribe f € C%[a, b,

o simplemente, f € Cla,b].

El primer resultado importante relativo a funciones continuas en un intervalo cerrado y acotado es el
teorema de Bolzano; veremos que, ademas, este teorema es de gran utilidad para localizar y aproximar
ceros de funciones continuas.

5.3.3 TEOREMA. (D¢ Bolzano.) Sea f:la,b] C R — R, continua en el intervalo [a,b] v tal que
f(a) - f(b) < 05 existe entonces al menos un punto & €la, b] tal que f(§) = 0.
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Demostracion:

Supongamos que f(a) <0 < f(b) y calculemos el punto medio del intervalo Iy = [a,b], z1 = “T""b. Si
se cumple f(r1) = 0, ya se ha acabado; en caso contrario, de los dos subintervalos [a,21] v [71, ],
se toma aquel en el cual la funcién f toma valores de signo opuesto en sus extremos. Con ello, se
obtiene un nuevo intervalo que designaremos Iy = [a1,b1] C I, tal que f(a1) <0 < f(by).

El proceso se va repitiendo de forma andloga, de modo que, o bien finaliza al encontrar un punto en

el cual f se anula, o bien se obtiene una sucesion de intervalos encajados Io D Iy D -+ D I, D ---

b—a
tal que, para todo n > 1, se cumple [, = [an, b,] con f(a,) <0 < f(b,) y, ademds, b, —a,, = 5
Aplicando finalmente el Teorema de los intervalos encajados (1.5.14), existe un dnico £ € ﬂ I, que

n>0
se obtiene como
¢ =inf b, = limb, = supa, = lima,.

Ahora bien, por ser f continua en [a,b] y f(b,) > 0 para todo n € N, debe cumplirse f(§) =
lim f(b,) > 0; pero, por otra parte, también debe cumplirse f(§) = lim f(a,) < 0, con lo que, en
conclusion, debe ser f(§) = 0. [

En la figura 5.3(a) puede verse una interpretacién grafica del teorema de Bolzano; en la figura 5.3(b),
-1, si0<xr <3,

que muestra la grafica de la funcién f definida por:  f(x) = { puede verse que la

2, sid<ax<A4,

condicién de continuidad de la funcién f es esencial en este teorema.

5.3.4 EJEMPLO. (El método de la biparticion para aproximar ceros de funciones).

Vamos a ver una aplicacién muy importante del teorema de Bolzano: el cdlculo aproximado de ceros
de una funcion continua, conocida como método de la biparticién o de la biseccién. En efecto, si f
es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] de R y tal que toma valores de signo opuesto en
los extremos de dicho intervalo, sabemos por 5.3.3 que existe por lo menos un cero de la funcién en
este intervalo; si se considera una sucesién de intervalos obtenidos por biparticién de subintervalos
en los cuales se cumplan las hipotesis del teorema de Bolzano, se obtiene una sucesion de ntmeros
reales que converge hacia el cero de la funcién y, en consecuencia, puede aproximarse éste con la
precisiéon que se desee. El error cometido en dicha aproximacién esta acotado por la semiamplitud
del intervalo de la biparticiéon n-ésima en la cual se detenga el proceso.

Asi, por ejemplo, la funcién definida por f(z) = 22 -2, € R tiene un cero en el intervalo [1, 2], que
es el ninero irracional v/2, puesto que f es continua en dicho intervalo cerrado y, ademds, se cumple
f(1)==1<0y f(2) =2 > 0. Para calcular aproximadamente el valor del cero de f, afinando més
el intervalo que contiene dicho cero, se observa que f(1.5) = 0.25 > 0y que f(1.4) = —0.04 < 0,
con lo que puede afirmarse que V2 €]1.4,1.5[. Aplicando ahora el método de la biparticién a este
intervalo, se obticnen las siguientes aproximaciones de v/2:

£(1.45) = 0.1025 > 0, £(1.425) = 0.03062 > 0,
£(1.4125) = —0.0048 < 0, F(1.41875) = 0.01285 > 0,
£(1.415625) = 0.00399 > 0, £(1.414063) = —0.000427 < 0,

£(1.414844) = 0.00178 > 0, £(1.414453) = 0.00067 > 0.

1.414453 — 1.414063
2

Como puede observarse, este método requiere un elevado niimero de iteraciones si se quiere conseguir

una aproximacion del cero de la funcién con una precision “buena”. Més adelante (capitulo 8) se

<4-1074

Asi, pues, se tiene /2 ~ 1.414258, con un error menor que
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verd un método para funciones derivables que consigue una buena precisién con un nimero menor
de iteraciones.

27 |
|
AR P |
| |
| |
| |
a | |
} - t : : — -
i £ b 1 2 3 4
| |
} -1¢ O
I
a) b)

Figura 5.3. Ilustracién grafica del teorema de Bolzano

5.3.5 EJEMPLO. Vamos a probar que todo niimero real estrictamente positivo tiene raiz cuadrada,
esto es, que cualquiera que sea a > 0, existe un ¢ € R tal que 2 = a (obsérvese que el caso a = 0 es
trivial). Para ello, aplicaremos el teorema de Bolzano considerando la funcién f: R — R definida por:
f(z) = 22 — a, que es continua en R. Podemos considerar ahora los casos siguientes:

= Si0<a<1,entonces f satisface las hipGtesis del teorema de Bolzano en el intervalo [0, 1], ya que
f0)=—-a<0 y f(1)=1-a> 0;en consecuencia, existe un ¢t €]0, 1] tal que f(t) = 0, esto es, tal
que t? = a.

= Sia > 1, entonces f satisface también las hipétesis del teorema de Bolzano en el intervalo [0, al,
puesto que f(0) = —a <0 y f(a) =a®—a=a(a—1) > 0; por lo tanto, existe un t €]0, a[ tal que
f(t) =0, esto es, tal que t? = a.

5.3.6 TEOREMA. (De los valores intermedios.) Sea f:[a,b] C R — R una funcién continua en [a, b]
y tal que f(a) < f(b); cualquiera que sea el nimero real ¢ tal que f(a) < ¢ < f(b), existe un t €la, b[ tal
que f(t) = ¢ (véase la figura 5.4). Se tiene un enunciado anélogo si f(a) > f(b).

Demostracion:

Basta aplicar el teorema de Bolzano a la funcién g: [a,b] — R definida por g(x) = f(x) — ¢, en el
intervalo [a, b]. ]

5.3.7 OBSERVACION. Los teoremas de Bolzano y de los valores intermedios son equivalentes, puesto
que no sélo éste se ha demostrado a partir de aquél, sino que el primero es un caso particular del
segundo para ¢ = 0. Los resultados que se presentan a continuacion también estan relacionados entre
s{ y constituyen propiedades muy caracteristicas de las funciones continuas en intervalos cerrados y
acotados.
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L

f(a)

—~——

o4

]
|
|
]
|
a

Figura 5.4. Ilustracion del teorema de los valores intermedios.

5.3.8 PROPOSICION. Sea f:[a,b)] C R — R, continua en el intervalo [a,b] C R; entonces, f es
acotada en dicho intervalo.

Demostracion:

Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que la funcién f no fuera acotada en el
intervalo [a, b]; entonces, cualquiera que sea n € N, dicho ndmero natural no puede ser una cota de
Imf, de modo que, para cada n € N, existe z, € [a,0] tal que |[f(z,)| > n. La sucesién (7,), N
se encuentra dentro del intervalo [a, b], con lo que esta acotada; el teorema de Bolzano-Weierstrass
para sucesiones (teorema 2.5.6) permite asegurar la existencia de una sucesion parcial convergente,
(Tny)geN- Si designamos por z = lim z,,, debe cumplirse = € [a,b] y, en virtud de la continuidad
de f, se tiene f(x) = lim f(zy, ), lo cual nos dice que la sucesion (f(zn,)) es convergente y, por lo
tanto, acotada en contradiccién con la hipoétesis supuesta. Esta contradiccidon implica, por tanto,
que no se puede negar la acotacién de la funcién f en [a, b] n

5.3.9 EJEMPLO. Vamos a comprobar con ejemplos concretos que el resultado de la proposicion anterior
no es necesariamente cierto si el campo de continuidad de la funcién no es un intervalo cerrado [a, b], o
bien, si dicho intervalo no es cerrado y acotado.

1) Si f:[a,b] — R no es continua en [a, b], no puede afirmarse que sea acotada en dicho intervalo; en
efecto, considérese por ejemplo la funcién f:[0,1] — R, definida por

1
— 1> Sim#_7

N = Do

Véase la figura 5.5(a).

2) Si el intervalo de definiciéon de f no es cerrado, aun siendo acotado, la funcién f puede ser continua
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en dicho intervalo, sin ser acotada. Cousidérese, por ejemplo, la funcién f:]0,1[— R, definida por
1
f(z) = —. Véase la figura 5.5(b).
T
3) Sielintervalo de definicién de f no es acotado, la funcién f puede ser continua en el mismo pero puede

no ser acotada; tal es el caso, por ejemplo, de la funcién f: [0, +oo[— R, definida por f(z) = =.
Véase la figura 5.5(c).

y vA vA

N|—=

a) b) c)

Figura 5.5. Funciones del Ejemplo 5.3.9.

5.3.10 TEOREMA. (Del mdximo y del minimo.) Si una funcién f:]a,b] — R es continua en el
intervalo [a, b], entonces f alcanza un médximo y un minimo absolutos en dicho intervalo.
Demostracion:
Se demostrara que f alcanza un méximo absoluto; el caso del minimo absoluto es completamente
andlogo. En virtud de 5.3.8, se sabe que, si [ es continua en [a,b], entonces estd acotada y,
en particular, que lo estd superiormente, con lo que el conjunto f([a,b]) tiene supremo: M =
sup{f(z) / x € [a,b]}. Se trata de ver ahora que el valor de dicho supremo M se alcanza en algin
punto del intervalo [a, b], esto es, que existe un t € [a, b] tal que f(t) = M.

. 1 .
En efecto: cualquiera que sea n € N, el ntunero real M — — no puede ser una cota superior de
n
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fla,b], por ser M la menor de las cotas superiores. Por lo tanto, para cada n € N, existe t,, € [a, ]

tal que M — — < f(t,) < M. Pero la sucesién (t,) estd contenida en el intervalo [a, b], con lo que
n

dicha sucesién estd acotada y, en virtud del teorema 2.5.6, tiene una parcial convergente, (t,,). Si

designamos por t = limt,,, se cumple t € [a,b] y, por la continuidad de f, f(t) = lim f(t,,), de

1
modo que M = lim <J\I — —> < lim f(tn,) < M, es decir, f(t) = M. ]
ng

—
—_
—

a) b) c)
Figura 5.6. Funciones del ejemplo 5.3.11.

5.3.11 EJEMPLO. Este ejemplo tiene por objeto hacer notar la importancia de las hipétesis sobre f y
sobre su campo de continuidad en el teorema anterior.

1) Si f no es continua en [a, b], puede estar incluso acotada sin que alcance un maximo o un minimo
absolutos. Considérese, por ejemplo, la funcién f:[0,1] — R, definida por:

r, size {0,%{,
J) =

cuya grafica se representa en la figura 5.6(a).

2) Si el intervalo no es cerrado, f puede ser continua y acotada en el mismo, sin alcanzar un maximo o
un minimo absolutos; tal es el caso, por ejemplo, de la funcién f:]0,1[— R, definida por f(z) ==
(véase la figura 5.6(b)).

3) Si el intervalo no es acotado, la funcién f puede ser continua y acotada, pero no alcanzar un
méximo o un minimo absolutos. Considérese, por ejemplo, la funcién f: [0, +oco[— R, definida

por ) =

T cuya grafica se representa en la figura 5.6(c).
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El resultado que se expone a continuacién se obtiene combinando los teoremas del méaximo y del
minimo y de los valores intermedios.

5.3.12 COROLARIO. (Teorema de Weierstrass). Sea una funcién f:[a,b] C R — R continua en el
intervalo [a, b]; se cumple entonces que el conjunto f([a,bd]) es un intervalo cerrado y acotado de R.

Demostracion:

En virtud del teorema del méaximo y del minimo, f alcanza un méximo y un minimo absolutos en
[a, b]; si se designan mediante: M = max{f(z) / = € [a,b]} y m = min{f(z) / = € [a, ]}, cualquicra
que sea x tal que a < x < b, se cumple m < f(z) < M, con lo que f([a,b]) C [m,M]. Por otra
parte, en virtud del teorema de los valores intermedios, dado ¢ € [m, M| cualquiera, existe = € [a, b]
tal que f(x) = ¢, esto es, se cumple [m, M] C f([a,b]). Las dos inclusiones implican la igualdad que
se deseaba probar (véase la figura 5.7). [

Figura 5.7. Ilustracioén del resultado del corolario 5.3.12.

Como 1ltimo de los resultados que se estudian en este apartado, en la proposicién que sigue se
relaciona la continuidad de una funcién con la de su correspondiente funcién inversa, en el supuesto que
ésta existe.

5.3.13 PROPOSICION. Sca f:]a,b] C R — R, tal que [ es estrictamente mondtona y continua en
[a, b]; entonces, su funcién inversa f~! también es continua en su campo de existencia.
Demostracion:

Supondremos que f es estrictamente creciente en [a,b]; la demostracién es completamente anéloga
si f es estrictamente decreciente. Recordemos en primer lugar que, en (4.1.11), se probé que toda
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funcién estrictamente mondétona tiene funcién inversa y que ésta tiene el mismo cardcter, en cuanto
a monotonia, que la funcién dada. Observemos también que, en virtud de 5.3.12, el conjunto imagen
por f del intervalo [a, b], es el intervalo [f(a), f(b)], de modo que la funcién f: [a,b] — [f(a), f(D)],
es biyectiva y su inversa es f~L:[f(a), f(b)] — [a,b], que ademis es estrictamente creciente en

[f(a), f(b)]-

Vamos a probar que esta funcién es continua en su dominio. Para ello, habrd que probar lo siguiente:
que se cumple lim f~1 = f~(yo) si yo €]f(a), f(D)], que f~! es continua por la derecha en f(a) y
Yo

finalmente que f~! es continua por la izquierda en f(b).

Sea, pues, yo €|f(a), f(b)[ un elemento cualquiera de ese intervalo; existe un inico g € [a,b],
tal que yo = f(z0), esto es, 19 = f~(yo). Sea € > 0 arbitrario y designemos por g1 =
min{e,|zg — a|,|zo — b|} < e. En virtud de 5.3.12, se cumplird

[lro —e1,20 +e1] = [y1,92] C [f(a), f(b)].

Designando por ¢ = min{|f(zo—21)—yol, |f(xo+e1)—yo|} > 0, se tiene que [yo— 86, yo+6] C [y1, Y],
con lo que cualquiera que sea y € [yo — 6, 4o + 8], se tiene que f~1(y) = z es tal que |z —z0| < €1 < &.
En definitiva, se ha probado de dado € > 0 arbitrario, existe § > 0 tal que, cualquiera que sea
y € B(yo;6), se cumple f~1(y) € B(f~1(yo);€), que es la condicién de continuidad de la funcién
f~1 en el punto yo.

Se propone como ejercicio probar la continuidad lateral que corresponda de f~! en los extremos de
su intervalo de definicién. (]

5.4 LA CONTINUIDAD UNIFORME.

5.4.1 En este apartado se estudian las funciones que cumplen una condicion més exigente que
la continuidad estudiada hasta ahora y que se denomina continuidad uniforme; esta propiedad se
caracteriza como una equivalencia con la continuidad sobre intervalos cerrados y acotados. También
se estudian las funciones denominadas de Lipschitz o lipschitzianas y, en particular, las contracciones,
para las cuales se da un teorema del punto fijo.

5.4.2 DEFINICION. (Funciones uniformemente continuas). Sea f: A C R — R una funcién continua
en A; ello equivale a afirmar que, cualquiera que sea a € A, dado € > 0 arbitrario, existe un § > 0 tal
que |f(z) — f(a)| < e para todo z € A tal que |z —a|] < 6. Como ya es sabido, el nimero real 6 > 0
depende de € y también del punto a; la definicién que se ve a continuaciéon impone una condicién mas
fuerte sobre la continuidad, en el sentido que exige que un mismo valor de § > 0 sirva para todos los
puntos de A.

Sea f: A C R — R; se dice que f es uniformemente continua en A si, dado € > 0 arbitrario, existe
un 6 > 0 tal que cualesquiera que sean z,y € A que cumplan |r — y| < 8, se verifica entonces que

lf (@) = fy)l <e.

5.4.3 EJEMPLO. Vamos a ver tres ejemplos que ilustren la propiedad que acabamos de definir y que,
de paso, nos van a permitir poner de manifiesto que la continuidad uniforme de una funcién en un
conjunto depende de su propia continuidad y también del dominio que se considere.
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1) Considérese la funcién f:]0,1[— R definida por f(z) = 3x; vamos a ver que f es uniformemente
continua en 0, 1[. En efecto, dado € > 0, arbitrario, si tomamos 6 = /3 > 0, cualesquiera que sean
x,y €]0, 1] tales que |z — y| < 6, se cumple:

. . . . £
[f(@) = f(y)] =Bz =3yl = 3|z —y| <36 =35 =-.

; vamos a ver que esta funcién

B~

2) Consideremos ahora la funcién f :]0, 1[— R definida por f(z) =

no es uniformemente continua en ]0, 1[. Para ello, debemos probar la existencia de un € > 0 tal que,

cualquiera que sea § > 0, existen puntos x,y €]0,1[ con |z —y| < § tales que

> e. En efecto,

1
n+1

» Y=

)

S|

sea 0 < ¢ < 1; para cualquier § > 0, existe n € N tal que 6 > — > 0. Si tomamos = =
n

se cumple entonces,
1 1 1
= < =<6,
n+1 nn+1) n

\m*y\:‘—*
n

=In—(n+1)]=12>¢, loque prueba que la funcién no es

. 1 1
pero no obstante, se tiene que |— — —
Ty

uniformemente continua en ]0, 1[.

1
3) Si 0 < a <1, considérese la funcién f :la,1[— R, definida por f(r) = —; vamos a ver que f es
T

uniformemente continua en ]a,1[. En efecto, dado € > 0 arbitrario, basta tomar § = a%c > 0, para
que cualesquiera que sean z,y €la, 1] tales que |z — y| < 8, entonces:

1 1] Jz—yl 6 a’
Tyl

Ty a?  a?

Vista la definicién de funcién uniformemente continua en un conjunto y algunos ejemplos ilustrativos,
vamos a caracterizar la condiciéon de continuidad uniforme.

5.4.4 PROPOSICION. Si f: A C R — R es uniformemente continua en A, entonces f es continua en
A (el reciproco no es cierto).

Demostracion:

Es una consecuencia directa de la definicién y se propone como ejercicio. Por otro lado, el segundo
ejemplo de 5.4.3 permite ilustrar que el reciproco no es cierto, esto es, que la continuidad es condicién
necesaria pero no suficiente para la continuidad uniforme. L]

5.4.5 TEOREMA. (D¢ Heine-Cantor.) Si f:[a,b] — R es una funcién continua en [a,b], entonces es
uniformemente continua en dicho intervalo.

Demostracion:
Procederemos por reduccién al absurdo. Si f no fuera uniformemente continua en el intervalo [a, b],
existirfa un e > 0 tal que, cualquiera que fuese 4 > 0, existirfan puntos x,y € [a,b] tales que
|z — y| < 6, para los cuales se cumpliria |f(x) — f(y)| > €.
1
En particular, para cadan € N, tomando 6 = 1/n > 0, existirian 2, y, € [a, ] tales que |1, —y,| < —
n

v |f(@zn)—f(yn)| > €. Pero las sucesiones (z5,) y (y,) estan acotadas, con lo que en virtud del teorema
2.5.6, dichas sucesiones tienen al menos una parcial convergente, (zn,) v (yn,), respectivamente.
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1 . . . o
Pero como |z, — yn,| < —, se tiene limz,, = limy,, = L € [a,b] y, por la continuidad de f
N

en [a,b], debe cumplirse lim,f(mnk_) =1lim f(yn, ) = f(L), lo cual es contradictorio con la condicién

|f (@) = fy)l = & =

5.4.6 DEFINICION. (Funciones lipschitzianas). Una funcién f: A C R — R se denomina de Lipschitz
o lipschitziana en A si existe una constante K > 0, denominada constante de Lipschitz de f, tal que
cualesquiera que sean z,y € A, se cumple |f(z) — f(y)| < K|z —y|.

Asi, por ejemplo, la funcién f :]0,1[— R, definida por f(z) = 22, es lipschitziana en ]0,1[, con
constante de Lipschitz K = 2, puesto que cualesquiera que sean z,y €]0, 1], se cumple:

(@) = fW)l = 2* = y?| = (= —y)(z +y)| < 20w —yl.

El interés de esta definicién lo pone de manifiesto el resultado que sigue.

5.4.7 PROPOSICION. Si f: A — R es lipschitziana en A, entonces es uniformemente continua en A
(el reciproco no es cierto).

Demostracion:
Dado ¢ > 0 arbitrario, basta tomar 6 = % > 0 para que, cualesquiera que sean z,y € A con
|z —y| < 6, se cumpla
F(@) = f) < Kle —y| < Ko = K= =,

lo cual prueba la continuidad uniforme de f en A. [

5.4.8 DEFINICION. (Funciones contractivas). Hay un tipo de funciones lipschitzianas de interés
especial:  son las denominadas funciones contractivas o contracciones. Se dice que una funcién
fiA C R — R es una funcién contractiva (o contraccion) si existe una constante 0 < K < 1,
denominada coeficiente o constante de contraccién de f, tal que, cualesquiera que sean z,y € A, se
cumple | £(z) — f(y)| < Klo g,

Asi, por ejemplo, la funcién f :]0,1[— R, definida por f(z) = x2/3, es contractiva con coeficiente
de contraccién K = 2/3, puesto que, cualesquiera que sean z,y €]0, 1], se cumple

1

2
3= +9)| < Sl

2 2

\f(w)—f(y)\:\%_%

5.4.9 TEOREMA. (Del punto fijo para contracciones). Toda contraccién f:R — R de R en R tiene
un tnico punto fijo, esto es, existe un tnico x € R tal que f(z) = x.

Demostracion:

Sea f : R — R una funcién contractiva de coeficiente de contraccion K y sea xg un nimero real
cualquiera; vamos a construir una sucesion convergente a un punto fijo de f. Para ello definamos
la sucesién numérica x, = f(xr,—1), para todon > 1. Esta sucesién (x,) es contractiva (véase
2.6.13), puesto que

|Zns1 — 2l = |f(2n) — f(@n_1)| < K|z — Tp_1|, paratodon > 1.

Pero, en virtud de la proposicion 2.6.14, toda sucesion contractiva es convergente; si designamos por
z = lim x,, dada la continuidad de f, se cumplira:

f(z) = flimxy,) = lim f(zy,) = limay1 =z,
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esto es,  es un punto fijo de la funcién f.

Ahora debemos probar la unicidad de dicho punto fijo. Si se supone que =’ € R es otro punto fijo
distinto de f y dado que 0 < K < 1, se deberfa cumplir

0< e —a| = |f(x) ~ J(') < Kla — '] < | — o],

lo cual es imposible. [

5.5 CONVERGENCIA UNIFORME Y CONTINUIDAD.

5.5.1 En este tltimo apartado del presente capitulo se estudia la continuidad de las funciones obtenidas
por paso al limite en una sucesién o en una serie de funciones continuas. Se constatard, una vez mas,
que la convergencia puntual no es suficiente para preservar las “buenas propiedades” de las funciones
involucradas, en particular, la continuidad.

Veamos, para comenzar, un ejemplo que nos permitira situar la cuestiéon. Considérese la sucesion
de funciones (f5), N, en la cual, para cada n € N, el término n-ésimo es la funcién f, : [0,1] — R
definida por x) = z". Se sabe que cada elemento funcién potencial de exponente natural n) de

p n q n p P
esta sucesion es una funcién continua en su dominio, el intervalo [0,1] C R; calculando el limite puntual
. . . - . 0, sizel0,1],
de esta sucesion funcional, se obtiene la funcién f definida por f(x) = . que no
1, siz=1,

es continua en el intervalo [0, 1], su campo de existencia. Esto demuestra claramente que, en general,
el limite puntual de una sucesién de funciones continuas no es una funcién continua, con lo que, si se
quiere garantizar que lo sea, debe exigirse méas a la convergencia de la sucesion de funciones, tal como
se demuestra en la proposicién que sigue.

5.5.2 PROPOSICION. El limite uniforme de funciones continuas, es una funcién continua.
Demostracion:

Sea (fn),cN una sucesion de funciones continuas en el conjunto A € Ry sea f:A CR -— R la
funcién limite uniforme de la sucesién (f,,). Para probar que, efectivamente, la funcién f es continua
en A, debe probarse que, si a es un punto cualquiera de A, se cumple lim f(x) = f(a).

r—a

Puesto que la sucesién (f,) converge uniformemente a f en A, dado ¢ > 0 arbitrario, existe un
ng € N tal que, cualquiera que sea © € A y para todo n > ng, se cumple:

(@) = f@)] < 5.
Por otro lado, dado que f,, es continua en A, cualquiera que sea € > 0, existe un 6 > 0 tal que:
| fro (2) — fro(a)] < %, para todo z € B(a;6) N A.
En definitiva, dado € > 0 arbitrario, existe un § > 0 tal que:

F(@) — F(@)] S F @)~ Fug@)] + o (1) — o @)] + ngla) — F(@) < S+ 5+ 5 ==,

cualquiera que sea x € A tal que

x — al < 6, lo cual prueba la continuidad de la funcién fen A. =
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5.5.3 COROLARIO. La funcién suma de una serie de funciones continuas que converge uniformemente
es una funcién continua.

Demostracion:

Basta aplicar la proposicién anterior a la sucesion de sumas parciales de la serie. L]

En el caso concreto de las series de potencias, se obtiene un resultado muy importante: las funciones
definidas por series de potencias siempre son continuas en el interior del intervalo de convergencia.

5.5.4 PROPOSICION. Sca Z anz™ una serie de potencias; la funcién suma de dicha serie  f(z) =
n>0

“+oo
E apx™ es continua en todo el dominio de convergencia de la serie.
n=0

Demostracion:

Inmediata, teniendo en cuenta 5.5.3 y la continuidad de las funciones f,:R — R definidas por
fo(z) = anx™, neN. u

5.6 EJERCICIOS.

1. Estudiar la continuidad de las funciones cuya expresion analitica se da en cada caso:

22 — 3z 2tz -2
a) f(ff):m; ) f(f)—mlTy . So;lm,sixyéo
T 1 i ) = ,
b) f(m):#; f) f(m):m§ 0, si z = 0;
: __ZT-5 _ |z — 2|+ (z — 2) -8
) flz)= @2 2) f(m):W; i) ) = oL six#2
2 3 iz 9
d) f(:r):—TTZng:tl;, h) f(m):‘i;‘+4; heiz=2

2. Determinar el campo de continuidad de las siguientes funciones y, cuando proceda, clasificar las
discontinuidades que se observen:

322, six <0, E(x), stz <0,
—2,5i0< 7 <3, 2 _
f(z) = * U= g(x) = T—*I,SIOS.T<6,
22—z 6

, 813 < z—1,816 <z

o . LsizeQ, . .

3. (a) Demostrar que la funcién f:R — R, definida por f(z) = ) es discontinua
0,sizeR—-Q;

en todo punto de R.

zr, 8l x €Q,

(b) Estudiar la continuidad de la funcién f:[0,1] — R, definida por f(z) = )
l—x,siz e R—-Q.
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0,5z =0,
(¢) Si f:R — R es la funcién definida por f(z) =< 1/z,si x € Q — {0}, probar que f es biyectiva y

r,six € R—-Q,
que unicamente es continua en dos puntos.

4. Se sabe que cierta funcién f es continua en R y es tal que f(z) =0, para todo z € Q. Determinar
qué valores debe tomar f en el conjunto R — Q.

5. Determinar, si existen, los valores de las constantes a, b, A y B que hacen continuas en su dominio
las funciones:

. x2—4
senz, si x <c, —,six # 2,
) f(z)—{ VRO gy pay =] w2 N
ar+b,six>c .
’ ’ A, siz=2;
(I4+z)™—1
ONCES S
B ,six=0.

6. Dar un ejemplo, si es posible, de funcion f de R en R, que no sea continua en ningin punto, pero
tal que | f| sea continua en R.

7. Supdngase que una funcién f satisface la condicion siguiente:
%in}j(f(x +h) — f(z—h)) =0, para todo z € R.
Razonar si ello implica que f sea continua en R.

8. Probar que si una funcién f cumple la condicién |f(z)| < |z|, para todo z € R, entonces dicha
funcién es continua en el origen a = 0.

9. (1) Sea una funcién f:R — R, tal que: f(z +y) = f(r) + f(y), cualesquiera que sean 7,y € R.
Probar que f es continua en R si, y sélo si, f es continua en el origen a = 0.

(2) Sea una funcién f:R — R, tal que: f(z +y) = f(z)f(y), cualesquiera que sean z,y € R. Probar
que f es continua en R si, y sélo si, f es continua en el origen a = 0.

10. 1) Demostrar la continuidad en su dominio de la funcién f:R — R, definida por

flz)=E(x+1)— E(z), z € R.

2) Estudiar la continuidad en su dominio de la funcién g: R — R, definida por:

g(z) = E(x +1) + (-1)E@E(z), 2 € R.

11. Sean f,g dos funciones reales definidas en R, tales que:

fx)=2+1, paratodox € R; vy g¢(1) =0, g(z) =2 para todo = # 1.
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1) Demostrar que se cumple: lig})(g o f)(x) # (go £)(0).

2) Razonar si ello contradice el teorema sobre la continuidad de la funcién compuesta.
12. Probar que el polinomio x® — 3z + 1 tiene una rafz real en el intervalo ]1,2[ de R.
13. Demostrar que la ecuacién senz =z — 1 tiene una solucién real.

14. Comprobar que las funciones: a) f(x) =% —x —2; b) g(x) = 2% — 323 + 1,
cumplen las condiciones del teorema de Bolzano en el intervalo [0,2] C R y determinar un cero de cada
una de ellas con un error menor que 1071

15. Demostrar que todo polinomio de coeficientes reales y de grado impar, tiene al menos una raiz
real.

16. Aplicando el teorema de Bolzano, demostrar que la ecuaciéon z™ —a = 0, donde a es un nimero
real positivo, tiene al menos una solucién real.

17. 1) Demostrar que para toda funcién continua f:[0,1] — [0, 1], existe un punto fijo 2o € [0, 1], esto
es, tal que f(zo) = xo.

2) Andlogamente, demostrar que existe un z; € [0, 1], tal que f(x1) =1 —21.

3) Interpretar graficamente los apartados anteriores.

18.  Sea una funcién f:la,b] — la,b], tal que |f(z) — f(y)] < |z —y|, paratodox,y € [a,b].
Demuéstrese que f es continua y que tiene un tinico punto fijo.

19. Si f:[a,b] — R es una funcién continua y tal que solamente toma valores racionales, probar que f
es una funcién constante.

20. 1) Si f:]0,1] — R es una funcién continua tal que f(0) = f(1), demostrar que existe = € [0, 1], tal
que f(z) = f(z + 3).
2) Generalizar el resultado anterior a un intervalo cualquiera [a, b] C R.

3) Generalizar el apartado 1), tomando 1/n, n € N, en lugar de 1/2.

21. 1) Demostrar que si f: R — R es una funcién peridédica y continua en R, entonces es acotada.

2) Razonar si es clerto que toda funcién f:R — R periddica y acotada es continua en R. Poner un
contraejemplo en caso de falsedad.

22. Sean a y b ntimeros reales estrictamente positivos; se definen las funciones f, g: Rg — R mediante

x b a T
y=Le(2) ,=—E(—), todo = # 0.
fa)="2 () v o) =28(7), para todo s #
1) Razonar si puede definirse el valor de f en el origen, de modo que f sea continua en dicho punto.

2) Misma cuestién para la funcién g.
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23. Supédngase que la funcién f: R — R es continua y que se cumple lim f(z) = hT f(x)=0.
1) Demostrar que la funcién f es acotada y que alcanza un méximo o un minimo absolutos.

2) Dar un ejemplo que ilustre que no necesariamente debe alcanzar ambos.

24.  Si f:]0,1] — R es una funcién continua, definimos la funciéon ¢:R™ — R, mediante g(z) =
2"f(x —n), si n<z<n+1l. 1) Estudiar la continuidad de la funcién ¢g. 2) Dar una condicién
necesaria y suficiente para que la funcién ¢ sea continua en su dominio. 3) Si f(z) = ax + b,z € [0,1],
discutir cémo han de ser a y b para que la funcién g sea continua.

25. Sea la funcién f:[0,2] — R, definida por f(x) = /z. Demostrar que:

1) La funcién f es uniformemente continua en [0,2].  2) La funcién f no es de lipschitziana en [0, 2].

26. Sea f:[a,b] — [a,b] una contraccién de coeficiente K (recuérdese que 0 < K < 1), es decir,
una funcién que satisface la condicién |f(z) — f(y)| < K|z — y|, cualesquicra que sean z,y € [a,b].
Demostrar que f tiene un iinico punto fijo en [a, b], adaptando la demostracion del teorema 5.4.9.

27. Calcular el limite de las sucesiones funcionales siguientes y comprobar que no se mantiene la
continuidad de las funciones involucradas:

1) fo(z) =2", x €] —1,1], para todo n € N;

1
l—nz,si0<z< —,
2) fu(z) = 1 ™ xe|0,1], para todo n € N.
0,si —<x<1.
n

28. Calcular el limite de las siguientes sucesiones de funciones, indicando en cada caso: 1) si se trata de
un limite uniforme; 2) si son continuas las funciones de la sucesién; 3) si la funcién limite es continua;
4) si las respuestas a las cuestiones anteriores contradicen de alguna forma el teorema sobre continuidad
y convergencia uniforme.

nm,sime{o,l}, 1 cQ

n —,S1T ,

(@) fal@)=1 . ) (b) gnlw) =< w"
—,sime}—,—f—oo{; 0,sizeR—-Q.
nx n

29. De cada una de las sucesiones de funciones f, que se dan a continuacién, se pide: 1) determinar

el dominio D, en el cual convergen puntualmente; 2) calcular el limite puntual en dicho dominio; 3)

decir si la convergencia en D es uniforme o no.

a) forl = 1L,oo[= R, fa(r) = l_mnv
1 + xn

b) fn:[0.1] = R, fp(z)=(1—2)", para todon € N;

¢) fni[0,1] = R, fulx) =(1—2)"g(x),para todo n € N, siendo g una funcién continua en [0, 1] tal

que g(0) = 0.

para todo n € N;
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5.7 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Ba] BARTLE, R.G. y D.R. SHERBERT. Introduccion al Analisis Matemadtico de una variable.
En este texto se dedica al estudio de las funciones continuas la segunda parte del capitulo 4. Se
define en primer lugar la continuidad en un punto y luego las discontinuidades y su clasificacién; a
continuacién se estudian los criterios de continuidad y las funciones continuas en intervalos cerrados y
acotados de R y sus propiedades especificas. El apartado siguiente se dedica al estudio de la continuidad
uniforme y a una cuestién muy interesante: la aproximacion de una funcién uniformemente continua
en un intervalo por una sucesién de funciones escalonadas (“constantes a trozos”), por un polinomio
(teorema de aproximacién de Weierstrass) y, finalmente, el teorema de Bernstein. Por tltimo, se estudia
la relacién entre monotonia y continuidad y se establece la continuidad de la funcién inversa de una
funcién biyectiva y continua.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

Las funciones continuas se estudien en el capitulo III, segundo apartado. Se definen en primer lugar
las funciones continuas en un punto y se relaciona la continuidad con las operaciones elementales entre
funciones; a continuacién, se tratan las funciones continuas en intervalos cerrados de R (funciones
continuas y el problema del méximo), el teorema del valor intermedio de Bolzano y, para terminar, la
continuidad uniforme de funciones.

[Ru] RUDIN, W. Principios de Andlisis Matemdtico.

En el capitulo 4 de esta obra, se tratan conjuntamente los limites de funciones y las funciones continuas,
en el marco general de funciones definidas entre dos espacios métricos y, dentro del cual, el caso real
se trata como un ejemplo o un caso particular. No obstante, se recomienda su lectura por ser muy
interesante e ilustrativa; asimismo, cabe destacar la excelente coleccién de ejercicios propuestos que
contiene dicho capitulo.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

Fl estudio de las funciones continuas y sus propiedades se lleva a cabo a lo largo de tres capitulos. En
primer lugar, el capitulo 6 (muy breve), en el cual se da la definicién de funcién continua en un punto,
la relacién entre continuidad y operaciones con funciones y la propiedad de conservacién del signo. A
continuacién, se estudian las funciones continuas en un intervalo cerrado de R, el teorema de Bolzano
y el problema del méaximo, pero la demostracion de dichos teoremas se hace en el capitulo siguiente,
después de haber enunciado el axioma del supremo en R. Es especialmente recomendable la excelente
coleccién de ejercicios que contienen los tres capitulos referidos.
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CAPITULO 6
FUNCIONES ELEMENTALES

RESUMEN DEL CAPITULO

Este capitulo se dedica al estudio de las denominadas funciones elementales, cuya importancia reside
en que, junto con las funciones definidas en el capitulo 4 (coordenada de R, constantes, polindmicas,
racionales y potenciales de exponente racional), intervienen en los modelos matemdticos bdsicos en
Ingenieria. FEs imprescindible un buen conocimiento de las funciones elementales y sus propiedades
va que, en los capitulos dedicados al calculo diferencial y al calculo integral, los aspectos practicos se
desarrollan bdsicamente con funciones elementales.

El apartado 6.1 se dedica al estudio de la funcion exponencial real, que se define como la suma
de una serie de potencias y se establecen sus propiedades bdsicas (continuidad, homomorfismo de
grupos, crecimiento, limites en el infinito, ctc). A partir de la exponencial real se define su funcién
inversa: ¢l logaritmo neperiano (apartado 6.2) y mediante estas dos funciones se construyen las funciones
exponenciales y logaritmicas generalizadas. (apartado 6.3) y las potenciales de exponente real (apartado
6.4). Estas iltimas generalizan las potenciales de exponente racional introducidas en el capitulo 4.

En el apartado 6.5 se estudia la funcién exponencial compleja, que se define como la extension a
C de la exponencial real. La restriccion de esta funcion a los complejos de parte real nula permite
definir las funciones trigonométricas seno y coseno (apartado 6.6) como sumas de series de potencias;
estas funciones resultan ser periddicas y ello permite definir el niimero m como la mitad de su periodo
fundamental. En este mismo apartado se estudian las restantes funciones trigonométricas que se definen
a partir de coseno y seno, asi como las funciones trigonométricas inversas.

Por dltimo, el apartado 6.7 se dedica al estudio de las funciones hiperbdlicas, su definicion y
propiedades mas importantes.
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6.1 LA FUNCION EXPONENCIAL REAL.

6.1.1 DEFINICION. Se denomina exponencial real a la funcién exp: R — R definida mediante
n

+o0 9 n
exp(x) = E —n!:nl{r}_loo<1+x+§+...+m).
n=0

El dominio de esta funcién es R, puesto que el radio de convergencia de la serie de potencias que la
define es 400, como es inmediato comprobar. En la proposicidén que sigue se establecen las propiedades
mé&s importantes de esta funcién.

6.1.2 PROPOSICION. (Propiedades de la funcién exp). La funcién exponencial real exp cumple las
propiedades siguientes:

1) Es continua en su dominio.

2) exp(z +y) = exp(x) - exp(y), cualesquiera que sean z,y € R.

3) exp(0)=1; exp(l) =e.

4) exp(x)-exp(—z) =1, para todo z € R.
5) exp(z) > 0, para todo = € R.

6) exp(z) > 1, para todo z > 0;  exp(z) < 1, para todo z < 0.
7) Es estrictamente creciente en R.

p

8) exp(pz) = (exp(x))”, cualesquiera que scan p € Q y = € R,

9) 1111 exp(7) = +oo; lim exp(z) = 0; exp(R) = Ry

Demostracion:

1) Inmediato, teniendo en cuenta la definicién de exp y la proposicién 5.5.4, sobre continuidad de la
funcién suma de una serie de potencias.

2) Ya ha sido probado en 3.5.15.

3) Queexp(0) = 1 resulta de la propia definicién de la funcion exponencial; que exp(1) = e, es inmediato
por definicién de exp y teniendo presente el ejemplo 3.3.19, en el cual se definid el ntimero e.

4) Inmediato, aplicando la propiedad 2) con y = —z y teniendo presente que exp(0) = 1.

5) De la propiedad anterior se deduce que exp(z) # 0 para todo x € R; puesto que exp(0) = 1,

por la propiedad de conservacién del signo de las funciones continuas, se deduce que debe ser
exp(z) > 0, para todo = € R.

6) Por definicién de exp, se cumple exp(x) > 1, cualquiera que sea x > 0; si se considera x < 0, entonces
—x > 0, con lo cual exp(—z) > 1y, finalmente, resulta exp(x) = @ < 1. En consecuencia,
puede afirmarse que exp(z) > 1, siz >0 v 0 <exp(z) <1, siz<0.

7) Sea x € R arbitrario; si h > 0, entonces se cumple exp(h) > 1, con lo que exp(x + h) =
exp(z) - exp(h) > exp(x), lo cual demuestra el crecimiento estricto de la funcién exp en R.

8) Sea m € N arbitrario; si € R, aplicando reiteradamente la propiedad 2), se cumple

exp(nx) = exp(z +--- +7) = exp(z) - - -exp(x) = (expz)”.

Si n es un entero negativo, —n es un numero natural y entonces:

"= ! = ! = exp(nx
(exp(z))" = (@)~ opl—nt) p(nz).
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6.2 La funcién logaritmo neperiano. 191

Si m es un entero no nulo, se cumple exp(z) = exp (n—) = (exp—) , es decir, exp (—) =
n n n

(cxp(x))l/" . Finalmente, si p = =e Q es un numero racional cualquiera, se cumple:
n
exp(pr) = exp (2 ) = (exp(ma)) /" = (exp(a)™/" = (exp(x))”.

20.00 —
16.00 —

12.00 —

4.00 —

(o)
(o}
(o)

-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

Figura 6.1. Grafica de la funcién exponencial real

9) Por definicién de la funcién exponencial real, cualquiera que sea 2 > 0, se cumple

n

. z? T
eXp(I):nEToo 1+m+§+~~-+m > 1+,

con lo que lir_r'_l exp(z) > lir_ir_l (1+2) = +00. Teniendo presente ahora la propiedad 4), resulta
r—-+00 r—1+00
inmediatamente que lim exp(z) = 0. Estas dos condiciones, junto con la continuidad de la funcién
r——00
exp en su dominio, permiten concluir que se cumple: exp(R) = Ra‘, tal como se afirmaba. [
6.1.3 OBSERVACION. Si p € Q es un niimero racional cualquiera, entonces se cumple:
exp(p) = exp(p- 1) = (exp1)? = €”,

lo que permite afirmar que la funcién exponencial es la prolongacién a R de la potenciacion de base e
y exponente racional y, en consecuencia, se justifica la notacién habitual:

exp(z) =€, z € R.

En la figura 6.1 se ha representado la gréfica de la funcién exponencial real.
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192 6. Funciones Elementales.

6.2 LA FUNCION LOGARITMO NEPERIANO.

6.2.1 DEFINICION. (La funcién logaritmo neperiano). En la proposicién 6.1.2, se ha probado que
la funcién exponencial real es estrictamente creciente en R y que exp(R) = Rg. Con ello, y en virtud
de 4.1.9, puede afirmarse que existe la correspondiente funcién inversa de la exponencial real, que
se denomina logaritmo neperiano y se designa habitualmente In o bien log. Se denomina logaritmo
neperiano (o natural) a la funcién In : ]Rg' — R, definida como sigue: cualquiera que sea = € Ra‘, se
dice que In(x) =t si, y s6lo si, se cumple exp(t) = x.

2.00 —

0.00 ‘ ‘ ‘

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

-2.00 —

-6.00 —j

-8.00 —

Figura 6.2. Gréfica de la funcién logaritmo neperiano.

Se estudian a continuacién las propiedades més importantes de esta funcién, que son consecuencia
de su propia definicién y de las propiedades de la funcién exponencial real.

6.2.2 PROPOSICION. La funcién logaritmo neperiano cumple las propiedades siguientes:
1) Es continua en su dominio.
2) In(zy) = In(x) + In(y), cualesquiera que sean z,y > 0.
3) In(1) =0; ln(e) = 1.
1
4) In <—> = —lIn(x), cualquiera que sea xz > 0.
T
5) In(z) < 0, para todo = €]0,1[; In(z) > 0, para todo = > 1.
6) In(z?) = pln(z), cualesquiera que sean x > 0y p € Q.
7) lim In(z) = —o0, lim In(z) =400, In(RJ)=R.

r—0t+ T——+00

Demostracion:
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1) Inmediato, en virtud de 5.2.10 y teniendo presente que la funcién In se define como la funcién inversa
de una funcién continua.

2) Obsérvese que se cumple

2y = (exp(Inz))(exp(lny)) = exp(Inz + Iny);

aplicando ahora la definicién de In se completa el razonamiento.
3) Evidente.
1
4) Inmediata, escribiendo In <.T—> = 1In(1) = 0 y aplicando la propiedad 2).
T

5) Consecuencia inmediata del apartado 6) de la proposicién 6.1.2.

6) Siln(zP) = t, entonces por definicién se tiene que xP = exp(t); en consecuencia, se cumple entonces
x = (exp(t))'/? y teniendo ahora en cuenta el apartado 8) de 6.1.2, resulta finalmente que ¢ = pln(z),
lo cual completa la demostracion.

7) Inmediato, en virtud de la definicién de In y aplicando la propiedad 9) de 6.1.2. ]

En la figura 6.2 se representa la gréfica de la funcién logaritmo neperiano.

6.3 FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS GENERALIZADAS.

6.3.1 DEFINICION. (Funciones exponenciales generalizadas). Vamos a generalizar la funcién
exponencial a una base real estrictamente positiva cualquiera, a partir del siguiente hecho: si a > 0 es
un nimero real estrictamente positivo arbitrario y p € Q es un nimero racional cualquiera, se cumple
In(a?) = plna en virtud de la propiedad 6) de la proposicién 6.2.2, con lo que, por definicién de la
funcién logaritmo neperiano, se tendra a? = exp(pIn(a)). Esto permite generalizar de un modo natural
la funcién exponencial real, tal como se define a continuacién.
e Sea a > 0; se denomina exponencial generalizada o exponencial de base a la funcién exp,: R — R
definida mediante
exp, (x) = exp(z - In(a)).

Es habitual emplear la notacién: exp,(z) = a®. Obsérvese que la funcién exponencial generalizada
es la composicién de la funcién producto del escalar ln(a) por la funcién coordenada de R y la
funcién exponencial real; en consecuencia, su campo de existencia es R. Obsérvese que si a = 1, la
exponencial generalizada no es mas que la constante 1 y carece de interés. En consecuencia, en la
definicién vista, ademds de imponer que a > 0, se entenderd que también se cumple a # 1.

En la proposicion que sigue se enuncian las propiedades mas importantes de las funciones
exponenciales generalizadas.

6.3.2 PROPOSICION. Scan a, b niimeros reales estrictamente positivos y distintos de 1; las funciones
exponenciales generalizadas definidas en 6.3.1 cumplen las propiedades siguientes:

1) Son continuas en R.

2) expy(r+y) = exp,(z) - exp,(y), cualesquiera que sean x,y € R.
3) exp,(0) = 1; expy(1) = a.

4) exp,(z)-exp,(—2) =1, para todo x € R.
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5) exp,(z) > 0, para todo z € R.

6) Sia> 1, la funcién exp, es estrictamente creciente en R y se cumplen:
limexp, = +oo y limexp, =0.
+o0 —0o0

Si0 < a <1, la funcién exp, es estrictamente decreciente en R y se cumplen:

limexp, =0 y limexp, = 4o0.
“+o0 —0o0

7) expy(R) = Rg.

8) exp,(pr) = (exp,(7))P, cualesquiera que sean € Ry p € Q.

9) exp,(z) - expy(z) = expgy,(x), para todo = € R,

Demostracion:

1) Inmediata, teniendo en cuenta el dominio de la funcién exponencial real y la continuidad de la
composicién de funciones continuas.

2) Siz,y € R son cualesquiera, aplicando la definicién de la exponencial generalizada, se obtiene:

exp,(z +y) = exp((z + y) In(a)) = exp(x In(a) + yIn(a)) =
= (exp(z In(a)))(exp(y In(a))) = (exp,())(cxpy(y))-

3) Evidente.

4) Siz € R es arbitrario y se tiene en cuenta la propiedad 3), resulta:
1 = exp, (1 + (~)) = expy (1) - xpy (—),

5) Inmediato, teniendo en cuenta la definicién de exponencial generalizada y la propiedad 5) de 6.1.2.
6) Inmediato por las propiedades del limite en 400 y en —oo de la funcién exponencial real.
7) Evidente.

8) Sea p un ntimero racional arbitrario y sea x € R; entonces se verifica
exp, (px) = exp((px) In(a)) = (exp(zln(a))?) = (exp(zln(a)))? = (exp,(x))P.
9) Sean a,b >0y a,b+#1;six € R es arbitrario, se cumple

exp, () - expy(x) = (exp(zIn(a)))(exp(zIn(b))) = exp(xIn(a) + 2 In(b)) =
= exp(z(In(a) + 1n(b))) = exp(x In(ab))) = expyy (),

como se queria probar. L]

6.3.3 OBSERVACION. Algunas de las propiedades establecidas en la proposicién anterior se escriben
como sigue en la notacién habitual:

2) a®"Y =a%a¥.
3) a®=1,a' =a.

4) a*a " =1.
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5) a®>0.
8) aP” = (a")P.
9) a”b" = (ab)”.
En la figura 6.3 se representa la grafica de la funcién exp, y en la Figura 6.4, la gréafica de la funcién

expy /o; compdrense ambas graficas.

16.00 —

12.00 —

-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

I I I I I

-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

Figura 6.3 y 6.4. Gréficas de las funciones exp, y exp; /.
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4.00 —

0.00 ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

-4.00 —

-8.00 —

8.00 —

4.00 —

0.00

-4.00 —

Figura 6.5 y 6.6. Gréfica de las funciones log, y logy /5.

6.3.4 DEFINICION. (Funciones logaritmicas generalizadas). De forma andloga a como se hizo en
el apartado anterior para la funcién logaritmo neperiano, vamos a definir las funciones logaritmicas
generalizadas. La propiedad 6) de 6.3.2 permite afirmar, para cada funcién exponencial generalizada
exp, : R — Ra‘, la existencia de la correspondiente funcién inversa, que se denomina funcion logaritmica
generalizada, designada log,.
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De forma precisa: para cada a > 0, a # 1, se define la funcién logaritmica generalizada de base a,
como la funcién:
log, : Ry — R,
x —log, () =1 <= exp,(t) = .

Para establecer las propiedades de las funciones logaritmicas generalizadas, resulta muy cémodo
basarse en el resultado que se estudia en la proposicion que sigue y que relaciona la funcién logaritmica
generalizada con la funcién logaritmo neperiano.

6.3.5 PROPOSICION. (Cambio de base en funciones logaritmicas.) Sia > 0, a # 1, se verifica la
siguiente igualdad:

In(x
log,(z) = IEEZ;’ para todo z > 0.

Demostracion:

Por definicién de funcién logaritmica generalizada, si log,(2) = t, entonces se cumple 2 = exp, () =
exp(tin(a)), con lo que, por definicién de logaritmo neperiano, se tiene In(z) = tlna, es decir,
In(x)

- In(a)

6.3.6 OBSERVACION. El resultado probado en la proposicién anterior permite considerar la funcién
logaritmica generalizada de base a, simplemente como el producto de la funcién logaritmo neperiano

1
In(a)

log,; entnciense como ejercicio.

, como se queria probar. [

por la constante . A partir de este hecho, es inmediato establecer las propiedades de la funcién

En las figuras 6.5 y 6.6 se han representado las graficas de las funciones logy y logy /2, respectivamente.
Compérense ambas gréficas.

6.4 LAS FUNCIONES POTENCIALES.

En este apartado, nuestro objetivo es generalizar las funciones potenciales de exponente racional
definidas en el capitulo 4 al caso de un exponente real.

6.4.1 DEFINICION. (Funciones potenciales).

e Sea a un numero real cualquiera; se denomina funcion potencial de exponente a, la aplicacion
%Ry — R definida mediante

x® = exp(aln(x))

e Obsérvese que la funcién potencial % es la composicién de tres funciones: el logaritmo neperiano,
el producto por la constante a y la exponencial, lo cual justifica que su dominio es Rg. Obsérvese
asimismo que con esta generalizacion se restringe el dominio de la funcién potencial 2% cuando a € Q,
va que en este caso dicho dominio es R; no obstante, si a € N el dominio de la funcién = es R y si
a € 7", entonces dicho dominio es Rg.

Notese también, que si a = 0, la funcién potencial es la constante 1, esto es, 2% = 1, para todo 2 > 0.
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20.00 —

16.00 —
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10.00 —

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

V3 V3

Figura 6.7 y 6.8. Graficas de las funciones potenciales xV= y x~

FEn la proposicion que sigue se enuncian las propiedades més importantes de las funciones potenciales.

6.4.2 PROPOSICION. Sea a € Rg; la funcién potencial * cumple las propiedades siguientes:

1) Es continua en su dominio.
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2) 1%=1.

3) z% >0, para todo 2 > 0.

4) (z%)(z~*) =1, para todo = > 0.

5) (ry)* = (x%)(y*), cualesquiera que sean z,y > 0.

6) Sia >0, lafuncién potencial 2% es estrictamente creciente en Ry; si a < 0, la funcién potencial ¢
es estrictamente decreciente en Ry .

Demostracion:

1) Inmediato, por ser la funcién potencial la composicién de tres funciones continuas en sus respectivos
dominios.

2) Evidente.

3) Inmediato, sin més que tener en cuenta la definicién de la funcién potencial 2% y la propiedad 5) de
6.1.2.

4) Basta aplicar la definicién de la funcién potencial 2% y la propiedad 4) de 6.1.2.

5) Sean z,y € Rg; se cumple entonces

(zy)* = exp(aln(zy)) = exp(a(In(z) +In(y))) = exp(aln(z) +aln(y))) =
= (exp(aIn(x)))(exp(aln(y))) = (=) (y*).

6) Supongamos a > 0y sean x,y € Ra' tales que & < y; puesto que la funcién In es estrictamente
creciente en su dominio, se cumple In(z) < ln(y) y dado que a > 0, se verifica aln(z) < aln(y).
Teniendo en cuenta finalmente el crecimiento estricto en R de la funcién exponencial, resulta:

exp(aln(z)) < exp(aln(y)) <<= 2% <y,

lo cual prueba el crecimiento estricto de la funcién potencial 2% en el caso a > 0. Sia < 0, la
demostracién es completamente andloga. u

V2

En la figura 6.7 se ha representado la grafica de la funcién potencial V= y en la figura 6.8, la funcién

\/5.

potencial z~

6.5 LA FUNCION EXPONENCIAL COMPLEJA.

6.5.1 DEFINICION. Se define la funcién exponencial compleja como la prolongacién a C de la funcién
exponencial real, esto es, la funciéon exp: C — C definida por

(2) fzn i (14245 4y 2
exp(z) = — = lim 24— 44— .
P 2 Tl 2! !

Es inmediato comprobar que el radio de convergencia de la serie de potencias es +oo, con lo que,
efectivamente, el dominio de la funcién exponencial compleja es C.

A pesar de que esta funcién se escribe igual que la funcién exponencial real, no hay peligro de
confundirlas, pues el contexto o una indicacién expresa evita la posible confusién. Obsérvese, por otra
parte, que si z = x € R, entonces la exponencial compleja coincide con la exponencial real. Las
propiedades mds importantes de esta funcién se enuncian en la proposicién que sigue.
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6.5.2 PROPOSICION. La funcién exponencial compleja definida en 6.5.1 cumple las propiedades
siguientes:

1) Es continua en su dominio.

2) exp(z+ z’) = exp(z) - exp(2’), cualesquiera que sean z, 2’ € C.
3) expl0) =

4) exp(z)-ex (—z) = 1 para todo z € C.

5) ¢ p(z) # 0 para todo z € C.

6) exp(

7) exp(z) = exp( ) para todo z € C.

p(pz) = (exp(2))?, cualesquiera que sean p € Q y z € C.

8) |exp(z)| = e®* para todo z € C.

9) Es una funcién periddica.

Demostracion:

1) Evidente, en virtud de su definicién.

2) Anadloga al caso real.

3) Evidente.

4) Inmediato, aplicando 2) con 2’ = —z y teniendo en cuenta la propiedad 3).
5) Cousecuencia inmediata de 4).

6) Completamente andloga al caso real.

7) Sea z € C un complejo cualquiera; se cumple entonces

como se queria probar.

8) Sea z = x + iy un complejo cualquiera; entonces se tiene

(N2 = exp(z) - SXD(E) = exp(2) - exp(z) =
= exp(z + Z) = exp(2R2) = (exp(R2))?,

con lo que |exp(z)| = e®*. Obsérvese ahora que, en virtud de las propiedades de la funcién

exponencial real, se cumple lo siguiente:

— si Rz > 0, entonces | exp(z)| > 1;

— si Rz = 0, entonces | exp(z)| = 1;

— si Rz < 0, entonces |exp(z)| < 1.

Héagase una interpretacién geométrica de estas consideraciones.

9) Se verd en el apartado que sigue. n
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6.6 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Las funciones que se estudian en este apartado son, suponemos, conocidas en cierto modo; aparecen

en la medida de angulos y en el estudio de relaciones entre angulos y medidas de lados de tridngulos,
esto es, en la Trigonometria y, por este motivo, se las denomina genéricamente funciones trigonométricas
o circulares.

6.6.1 DEFINICION.

Se definen dos funciones reales, denominadas coseno y seno, y notadas, respectivamente, cos y sen,
mediante:

cos: R— R sen: R— R
“+o00 +oo
—-1)? —1)P
T —»cos:ﬂzzum% T —»senx:ZLm%ﬁl.
= (2p)! 5 2p+1)!

Se trata, pues, de dos funciones definidas por series de potencias; se comprueba inmediatamente
que el radio de convergencia de cada una de dichas series es +o00, con lo que el dominio de ambas
funciones es, efectivamente, R.

6.6.2 OBSERVACION.

Es inmediato relacionar las funciones trigonométricas cos y sen con la funcién exponencial compleja;
en efecto: si z € C es un nimero complejo de parte real nula, esto es, tal que z = 1y, y € R, entonces

+00 /. \p “+o0 +o0
(i) = > =5 U (3 o) oy isens
=t = () (2p +1)!

p=0
es decir, cualquiera que sea y € R se cumplen:
cosy = Rexp(iy), seny = Sexp(iy),

lo cual permite afirmar que las funciones cos y sen no son mas que las componentes de la restriccion
de la funcién exponencial compleja al conjunto de los nimeros complejos de parte real nula. A partir
de las igualdades anteriores, es inmediato establecer un método sencillo de calculo de la exponencial
compleja; en efecto, si z =z + iy € C, es un complejo cualquiera, se tendra:

exp(z) = exp(x + iy) = exp(x) - exp(iy) = e"(cosy + iseny) = (e cosy) +i(e” seny).

Comprendemos perfectamente una posible reaccién de estupefaccién al leer por primera vez las
definiciones dadas de las funciones cosx y de senz para x € R y que se plantee una cierta duda
acerca de si lo que se acaba de definir tiene algo que ver o no con lo que se sabia hasta ahora acerca
del coseno y del seno de un dngulo. En efecto, claro que tiene que ver: son las mismas funciones
que ya se conocen, aunque definidas de un modo distinto; de hecho hay varias formas de definir
cosz y senz y, por ejemplo, la referencia [Spv] contiene otra completamente distinta. En el capitulo
siguiente probaremos que son unicas dos funciones que cumplen las propiedades que se estableceran
en este apartado para las funciones cos y sen y que, en cierto sentido, ya son conocidas, con lo cual
justificaremos esta unicidad. Otra duda comprensible que puede surgir al respecto es si el niimero
real x expresa la medida del angulo en grados, radianes u otra medida de la amplitud de una region
angular; en efecto, corresponde a la “unidad natural” de medir angulos que es el radidn, esto es, el
angulo que en un circulo de radio cualquiera abarca un arco de longitud igual al radio.
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Nuestro siguiente objetivo es estudiar las propiedades de las funciones cos y sen; empezaremos por

un primer grupo de estas propiedades, que se enuncian en la proposicién que sigue.

6.6.3 PROPOSICION. Se cumplen las propiedades siguientes:
1) Las funciones cos y sen son continuas en R.

2) Se cumplen las igualdades cos?x 4 sen?z = 1, para todo 2 € R;  cos0=1; sen0 = 0.

3) La funcién cos tiene simetria par y la funcién sen tiene simetria impar, esto es, para todo x € R se

cumplen las igualdades cos(—x) = cosz, sen(—z) = —senz.

4) Cualquiera que sea x € R, se cumplen las desigualdades siguientes:

x> z? x> ot
1-=< < 1 1-—< <1l — — 4 —
5 < cosx , 5 <cosx < 5 +24,
a3 a3 x> xd
r—— <senz < T, r——<senr<r——+ .
6 6 120

5) Cualquicra que sca = € R, se tiene: |cosz| <1 y [senz| < 1.
6) Cualquiera que sea = € R, se cumplen las ignaldades (denominadas féormulas de Euler):

exp(iz) 4 exp(—ix) onz — exp(iz) — exp(—iz)
2 ’ o 2 ’

COST =

7) Cualesquiera que sean z,y € R se cumplen las igualdades (denominadas férmulas de adicion):

cos(z £ y) = cosx cosy F sen rsen y; sen(z +y) = sen x cos y £ cos T sen y.

8) Cualquiera que sea = € R, se cumplen las igualdades:

2 2

€os 2 = cos” r — sen” x; sen 2r = 2sen T cosT.

9) Cualquiera que sea x € R, se cumplen las igualdades:

9 1—1—0052.7?'

9 1 — cos2x
cos“ = _—

sen” x =
2 ’ 2
Demostracion:

1) Por ser funciones definidas como sumas de series de potencias.

2)

3)
4)

5)
6)

Por una parte, en virtud de la propiedad 8) de 6.5.2, se cumple |exp(iz)| = e®0%) =0 = 1,y
por otra, recordando que cosx = Rexp(iz) y que senx = Fexp(ix), para todo z € R, resulta
inmediatamente la primera igualdad. Las otras dos son evidentes, a partir de la definicién de las

funciones cos y sen.

Basta aplicar la definicién de las funciones cos y sen.

Considerando las tres primeras sumas parciales de las series alternadas que definen cos y sen y
teniendo en cuenta la propiedad de las sumas parciales de dichas series (proposicion 3.4.5), se obtienen

inmediatamente las desigualdades.

Inmediata, teniendo en cuenta la propiedad 3) de 1.6.13.

Segun acabamos de ver en 6.6.2 se cumple exp(iz) = cosz + isenz, para todo z € R; teniendo en

cuenta ahora la simetria de las funciones cos y sen establecida en la propiedad 3), se tiene:

exp(—ix) = exp(i(—x)) = cos(—x) + isen(—z) = cosx — isenx.
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Sumando y restando miembro a miembro las dos igualdades, se obtienen inmediatamente las formulas
de Euler.

7) Siz,y € R son niimeros reales cualesquiera, se sabe que exp(i(z + y)) = cos(z + y) + isen(x + y).
Teniendo en cuenta la propiedad 2) de la funcién exponencial compleja vista en (6.5.2), se verifica:
exp(i(z +y)) = exp(iz + iy) = exp(iz) exp(iy) = (cosx + iseny)(cosx + i seny).
Efectuando el producto del segundo miembro en esta 1iltima igualdad e igunalando después las partes
reales y las partes imaginarias respectivas, resultan las igualdades enunciadas.
8) Inmediata, aplicando la propiedad anterior, con y = z.

9) Inmediata, aplicando las primeras igualdades de 2) y de 8). L]

La propiedad 2) de la proposicién anterior justifica también la denominacién de estas funciones; en
efecto, el conjunto de puntos del plano definido por {(x =cost,y =sent), paratodot € R}, esla
circunferencia de ecuacién 22 + y? = 1, esto es, de radio unidad y centrada en el origen (0,0).

En la proposicién que sigue se define un niimero real muy importante en Andlisis Matemético y en
Geometria, y que suponemos que ha de resultar familiar: el nimero 7.

6.6.4 PROPOSICION. Existe un ntmero real estrictamente positivo, escrito bR que cumple las

siguientes propiedades:

T

1) cos= =0

)LObQ ,
T

2) 0< =<2

)0<l<2

T
3) 6 es el menor niimero positivo que cumple la propiedad 1).

Demostracion:

Considérese el intervalo cerrado [0, 2] de R; en el extremo inferior del mismo, se cumple cos0 =1 >0

+o0
1)
v en el extremo superior, por definicién de cos se cumple que cos2 = Z %227’. Las primeras
p)!
p=0
. . 4 16 1
sumas parciales de la serie son: Ag =1, A =1 — o = -1, Ao = -1+ — = ——, con lo que en

virtud de las desigualdades establecidas en la propicdéd 4) de la proposicién 6.6.3, puede afirmarse
1
que —1 < cos2 < —= < 0. En consecuencia, teniendo en cuenta ahora la continuidad de la funcién

cos y el teorema de Bolzano, existe al menos un xg €]0, 2] tal que coszy = 0; pero el conjunto de
puntos de ]0,2[ en los cuales se anula la funcién cos debe ser un conjunto acotado y, por lo tanto,
tiene un infimo que ha de ser estrictamente positivo debido a cos0 = 1 y a la continuidad de la

- . . . e ™ .. .
funcion cos; si se designa dicho infimo por 5 cumple entonces las condiciones enunciadas. (]

El ntimero 7 definido en la proposicién anterior permite abordar una primera caracterizacion de la
monotonia de las funciones cos y sen, tal como se ve en la proposicién que sigue.

6.6.5 PROPOSICION. Se cumplen las siguientes propiedades:

1) La funcién sen es estrictamente creciente en el intervalo [0, Z].

2) La funcién cos es estrictamente decreciente en el intervalo [0, 5],
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Demostracion:

1) A partir de las férmulas de adicién vistas en el punto 7) de la proposicién 6.6.3, es facil demostrar
que, cualesquiera que sean x,y € R, se cumple

Y+ Yy—x
seny —senx = 2 cos 5 sen 5 ;

(véase también el ejercicio 13). En virtud de la continuidad de la funcién coseno y de la definicién de

7, se verifica que cos x> 0 para todo 2 € [0, Z[; por otra parte, si se tienen en cuenta las designaldades
3 3
r— — < senz < z, tomando x € [0,2], resulta que 0 < r — — < senz, es decir, 0 < senz < 1,

para todo z €]0, £[C]0,2[. Si se consideran dos elementos x,y, tales que 0 <z <y < Z, entonces

se cumple

y—i—msony;m>0

seny —senx = 2 cos

es decir, seny > sen x, lo que demuestra el crecimiento estricto de la funcién sen en ese intervalo.

2) Teniendo en cuenta el crecimiento de la funcién sen en el intervalo [0, 5] y la igualdad cos® z+sen? z =
1, para todo = € R, resulta inmediato el decrecimiento estricto de la funcidén cos en este intervalo,
puesto que en él la funcién cos es positiva. L]

6.6.6 COROLARIO. Se cumplen las propiedades siguientes:
1) seng =1;
2) cosm=—1, senm =0,

cos%rzo, sen%”:fl,

cos2m =1, sen2m =0;

3) Las funciones cos y sen son periddicas y su periodo fundamental es 27, esto es, cualquiera que sea
xr € R, se cumplen las igualdades:

cos(x + 27) = cosx y sen(x + 2m) = sen x.

4) El conjunto de ceros de la funcién cos es {mr +35,ne€ Z}. El conjunto de ceros de la funcién sen
es {nm, ne€Z}.

Demostracion:

1) Evidente.

2) Inmediatas.

3) Resultan inmediatamente sin més que tener en cuenta las férmulas de adicién establecidas en 6.6.3
v los valores de cos 27 y sen 2.

4) Es consecuencia inmediata de la periodicidad de las funciones cos y sen y de los valores que anulan
a dichas funciones en el intervalo [0, 27]. ]

La periodicidad de las funciones cos y sen establecida en el corolario anterior, permite abordar una
cuestiéon que habfamos dejado pendiente en 6.5.2: probar la periodicidad de la funcién exponencial
compleja, lo cual se resuelve en la proposicion que sigue.
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-8.00 4.00 8.00

[0}

Figura 6.9 y 6.10. Graficas de las funciones cos y sen

6.6.7 PROPOSICION. La funcién exponencial compleja es periddica; su periodo fundamental es 274,
Demostracion:
Sea z € C un complejo arbitrario; teniendo en cuenta 6.6.2, se cumple
exp(z + 2mi) = exp(z) - exp(2mi) = exp(z)(cos 27 + i sen 2m) = exp(z),

segun queriamos probar.
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Para completar el estudio de la monotonia de las funciones cos y sen, debemos estudiar ésta en los

intervalos [0, 27] y [7%7 %’r], respectivamente, tema que se aborda en la proposicién que sigue.

6.6.8 PROPOSICION. Se cumplen las propiedades siguientes:

1) La funcién cos es estrictamente decreciente en el intervalo [0,7] y estrictamente creciente en el
intervalo [, 27].

2) Ta funcién sin es estrictamente creciente en el intervalo [—=Z, 2] y estrictamente decreciente en el
: T 3T

intervalo [, &

Demostracion:

1) Sea x € [0, 5] arbitrario; puesto que se cumple

<m, 7r§m+7r§377r, 327r§z+%7r§27r,

teniendo presentes ahora las féormulas de adicién (propiedad 7) de 6.6.3), en cada uno de estos
intervalos se cumple:

<z+

NT ]
oy

3T
cos (r + 5) = —senz, cos(x+m)=—cosz, cos|z+ 5 ) =senz,

que permiten concluir la monotonia enunciada sobre la funcién cos, teniendo en cuenta 6.6.5.

2) Se propone como ejercicio. [

En las figuras 6.9 y 6.10 se representan, respectivamente, las graficas de las funciones cos y sen.

6.6.9 DEFINICION. (La funcidn tangente).

e A partir de las funciones trigonométricas cos y sen se define otra funcién trigonométrica muy
importante, denominada tangente y notada tan o también tg, mediante:

tan: ACR — R

senxr

r — tanzr =
cosT

e Kl dominio de esta funcién es el conjunto de nimeros reales en los que no se anule la funcién cos,
esto es, el conjunto A =R — {mr +3,n¢€ Z}.

6.6.10 PROPOSICION. La funcién tangente cumple las propiedades siguientes:
1) Es continua en su dominio.
2) Tiene simetria impar, es decir, se cumple tan(—2x) = — tanz, para todo = € R.

3) Es una funcién periédica; su periodo fundamental es 7.

. . . 2n+1 2n+3
4) Es estrictamente creciente en los intervalos }%ﬂ', (WTHW , neZ.

5) lim tan = —oo, lim tan = 4o00.
@nt1) 4 (27,;3) —

6) tan|-Z,Z[=R.

t +t 2tanx
7) Se cumplen las igualdades: tan(z £ y) = M; tan(2z) = e

= cualesquiera que
1Ftanx - tany ’ d d

1—tanx
sean xr,y € R — {n7r+%,n€Z}.
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Demostracion:

Se propone como ejercicio (todas ellas se deducen facilmente de la definicién de la funcién y de las
propiedades de las funciones cos y sen, ya conocidas). L]

En la figura 6.11 se representa la grafica de la funcién tangente.

10.00 —

5.00 —

-2.00 -1 0.00 1.00 2.00

-5.00 —

-10.00 —

Figura 6.11. Grafica de la funcién tangente.

6.6.11 DEFINICION. (Las funciones cotangente, secante y cosecante).

» . CoST
e Se define la funcién cotangente, notada cot, mediante cotx = , eR—{nm, nelZ}.
senx
. . . 1 m
e Se define la funcién secante, notada sec, mediante secx = ——, v € R— {nm+ 7 nel;.
CoST
e Se define la funcién cosecante, notada csc, mediante cscx = , r€R—{nm, ne€Z}.
sen

Se propone como ejercicio enunciar y demostrar las propiedades de estas funciones (véase ejercicios

18, 19 v 20).

6.6.12 DEFINICION. (Las funciones arco-coseno y arco-seno). Como se ha visto en apartados
anteriores, las funciones trigonométricas cos y sen no son biyectivas en R, con lo que no tienen funcién
inversa a menos que se haga una restriccién de la funciéon a un subconjunto de su dominio en el cual si

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



208 6. Funciones Elementales.

se cumpla un crecimiento o decrecimiento estricto de la funcién.

e FEn la proposiciéon 6.6.8, se ha establecido que la funcién cos es estrictamente decreciente en el
intervalo [0, 7] y, ademés, se cumple cos|[0, 7] = [—1,1]; en consecuencia, restringiendo la funcién a
ese intervalo, puede definirse en [—1,1] la funcién inversa de cos, que se denomina arco-coseno y se
designa arccos. Concretamente, esta funcion se define mediante:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

r — arccost =r <= cosx =1t.

e De forma andloga, la funcién sen es estrictamente creciente en el intervalo [—%, %} v, ademas, se

cumple sen [f%, 5

definirse en [—1,1] la funcién inversa de sen, que se denomina arco-seno y se nota arcsen. As{ pues,

] = [-1,1]; en consecuencia, restringiendo la funcién a ese intervalo, puede

esta funcién se define mediante:
T W}
272
r —arcsent=1x <= senx =1t.

arcsen : [—1,1] — [

6.6.13 PROPOSICION. Las funciones arccos y arcsen, cuya grafica se ilustra en las figuras 6.12 y 6.13,
cumplen las propiedades siguientes:

1) Son continuas en su dominio.
2) La funcion arccos es estrictamente decreciente en [—1, 1]; la funcién arcsen es estrictamente creciente
en [—1,1].
Demostracion:
Se propone como ejercicio; se deducen sin dificultad a partir de de la definicién respectiva y de las
propiedades de las funciones cos y sen. [

6.6.14 DEFINICION. (La funcién arco-tangente). Puesto que la funcién tangente es estrictamente
creciente en el intervalo }—%, 3 [, puede definirse la correspondiente funcién inversa, que se denomina
arco-tangente y se designa arctan. Concretamente, esta funcién se define mediante

arctan : R —)}71,1{
272

xr — arctan(z) =t <= tan(t) ==z

Las propiedades méas importantes de la funcién arco tangente, cuya gréafica se representa en la figura
6.14, se enuncian en la proposicién que sigue.

6.6.15 PROPOSICION. La funcién arco-tangente cumple las propiedades siguientes:
1) Es continua en su dominio.

2) Es estrictamente creciente en R.

™ ™
3) lim arctan(r) = ——, lim arctan(z) = —.

r— —00 2 T——+00 2
Demostracion:

Se propone como e¢jercicio, pues todas ellas se deducen inmediatamente de la definicion y de las
propiedades de la funcién tan. =
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o
o
o

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

Figura 6.12 y 6.13. Gréficas de las funciones arco-coseno y arco-seno.

6.6.16 DEFINICION. (La funcién arco-cotangente). La inversa de la funcién cot: |0, 7[— R se
denomina arco-cotangente, se designa arccot y se define mediante
arccot(z) =t <<= cot(t) ==

Se propone como ejercicio establecer su dominio y propiedades méas importantes, de modo andlogo a la
funcién arco-tangente.
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2.00 —

1.00 —

o
o
o

-8.00 -4.00 .00 4.00 8.00

-2.00 —

Figura 6.14. Grafica de la funcion arco-tangente.

6.7 LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS.

6.7.1 DEFINICION. (Las funciones coseno hiperbdlico y seno hiperbdlico). Si en las series de potencias
que definen las funciones trigonométricas coseno y seno (véase 6.6.1) se suprime el factor que hace que
dichas series sean alternadas, resultan dos funciones de gran interés, denominadas funciones hiperbdlicas,
que se estudian a continuacién. Se definen las funciones coseno hiperbdlico y seno hiperbdlico, notadas
respectivamente cosh y senh, mediante:

cosh: R — R senh: R — R

“+o00 2p +o0 2p+1
x —> cosh(z) = Z 12" ' -
p:0 ( p)

= (2p+ 1)1

x —> senh(z) =

Es inmediato comprobar que el dominio de estas funciones es R, puesto que el radio de convergencia de
ambas series de potencias es +oo.

Las funciones hiperbdlicas pueden relacionarse facilmente con la funcién exponencial real (de modo
andlogo a como las trigonométricas se relacionan con la exponencial compleja mediante las férmulas de
Euler vistas en 6.6.2), similitud que motiva parcialmente el nombre de las funciones hiperbdlicas.

En efecto, a partir de las igualdades

IR x? 3 x"
‘ Zo n! n—»h+oo <1 AT T n! ) ’
n—
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T
1—o+ —

¢ = =, Jim TR T

n! n—-+00

sumando miembro a miembro resulta

2 x? %P X %
T N H 2492 _ 49 _ 4 ...492 |} =2 —_—
¢ e p—rtoo ( * 2! - 4! o (2]))!) Z (2p)V’

p=0

e’ +e "
esto es  cosh(z) = +T, para todox € R. De modo andlogo se prueba que senh(r) =

, para todo x € R. De ambas igualdades resulta inmediatamente que

et —e T

€® = cosh(z) + senh(z), e™" = cosh(z) — senh(z).

En la proposiciéon que sigue, se establecen las propiedades méds importantes de estas funciones.

6.7.2 PROPOSICION. Las funciones cosh y senh cumplen las siguientes propiedades:
1) Son continuas en su dominio.
2) cosh(0) =1; cosh(z) > 1, para todo x € Ry.

senh(0) = 0; senh(x) > 0, para todo z € Rj; senh(z) < 0, para todo » € R™.
3) cosh?(x) — senh?(x) = 1, para todo z € R.

4) Cualesquiera que sean z,y € R, se cumplen:

cosh(z + y) = cosh(x) cosh(y) + senh(z) senh(y),
senh(z 4 y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y).

5) La funcidén cosh tiene simetria par y la funcién senh tiene simetria impar, esto es, cualquiera que sea
z € R se cumple
cosh(—x) = cosh(x), senh(—x) = — senh(z).

6) La funcién cosh es estrictamente creciente en el intervalo [0, +oo[ y estrictamente decreciente en el
intervalo | — 00,0]. La funcién senh es estrictamente creciente en R.

7) lim cosh(z) = +o0, lilf cosh(z) = +oc; lim senh(z) = —oo, lim senh(x)= 4.

(Obsérvese que las propiedades de las funciones cosh y senh coinciden en algin caso con las de cos y sen,
pero en otros son completamente diferentes, por lo cual es peligroso actuar mecdnicamente al respecto).

Demostracion:
1) En virtud de su definicién.
2) Inmediatas, sin mds que tener en cuenta las igualdades

cosh(z) = — y senh(z) = T para todo x € R.

3) Inmediata, multiplicando las dos dltimas igualdades de 6.7.1.
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4) Se propone como ejercicio.
5) Inmediatas, en virtud de las definiciones respectivas.

6) Scan z,t > 0; en virtud de 2) se tendrd que senh(z) > 0, cosh(t) > 1 y senh(t) > 0, con lo que, en
virtud de 4), se cumplira

cosh(x + t) = cosh(x) cosh(t) + senh(z) senh(t) > cosh(x) cosh(t) > cosh(x).

Se propone como ejercicio probar el crecimiento estricto en R de la funcién senh.

7) Teniendo en cuenta la relacién entre las funciones cosh y exponencial real y recordando las
propiedades de esta funcién, se tiene
x —T
. . e"+te 1 . . -
lim cosh(r) = lim —— = —< lim e+ lim e T) = +o00.

Tr— —00 Tr——00 2 2 \z——cc r— —00

La simetria par de la funcién cosh permite afirmar que se cumple lim  cosh(z) = 400. Se propone
r—-+00

como ejercicio probar las igualdades relativas a la funcién senh. [

Para justificar la denominacion de las funciones cosh y senh, basta fijarse en la igualdad cosh? (r) —
senh? () = 1 que se acaba de probar en la propiedad 3) de la proposicién anterior y observar que el
conjunto de puntos del plano definido por {(z = cosh(t),y = senh(t)), para todo t € R}, es una rama
de la hipérbola de ecuacién 2
funciones.

—y? = 1. En las figuras 6.15 y 6.16 se representan las graficas de estas

6.7.3 DEFINICION. (La funcién tangente hiperbolica). Anélogamente a las funciones circulares o
trigonométricas, a partir de las funciones cosh y senh puede definirse otra funcién mediante el cociente
de ambas; esta funcién se denomina tangente hiperbdlica, se designa tanh y se define mediante

tanh: R — R

senh(z) €2 —1
x — tanh(z) = cosh(7) T o +1

Se propone como ejercicio enunciar y demostrar las propiedades més importantes de esta funcion,
dibujando aproximadamente su grafica.

6.7.4 DEFINICION. (La funcién cotangente hiperbdlica). Se define la funcién cotangente hiperbdlica,
notada coth, mediante
cosh(z) ¥ +1
coth(z) = = x € Ry.
() senh(z) e —1’ 0

Se propone como ejercicio enunciar y demostrar las propiedades més importantes de esta funcién y
dibujar su grafica aproximada (véase ejercicio 26).

6.7.5 DEFINICION. (La funcién argumento-coseno hiperbélico). El crecimiento estricto de la funcién
cosh en el intervalo [0, +00[ ¥ el hecho que cosh(RT) = [1,4+00[ permiten afirmar la existencia de la
correspondiente funcién inversa, la cual se denomina argumento-coseno hiperbdlico, se designa argcosh
y se define mediante:

argcosh : [1, +oo[ — RT

x — argeosh(z) =t <= cosh(t) = z.
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30.00 —

-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

20.00 —

-4.00 2700 0.00 2.00 4.00

-20.00 —

Figura 6.15 y 6.16. Graficas de las funciones coseno hiperbdlico y seno hiperbdlico.

Puede obtenerse una expresion analitica explicita de la funcién argeosh; en efecto, si # > 1y
argeosh(z) =t > 0, esto es, & = cosh(t) > 1, puede escribirse
et+et ¥4l

T T T T2

es decir, e? —2zre’ +1 = (. En consecuencia, se cumple

ot — Qmi\/4m274:
2

r+Vr2-—1,
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o equivalentemente ¢ = In(z++/22 — 1) > 0. Para que pueda cumplirse ¢t > 0 debeser x+v22 —1>1
y como son raices de la ecuacién de segundo grado e?! — 2xe! + 1 =0, el producto de ambas es 1, con
lo cual la rafz conveniente es la mayor de ellas, esto es ¢ + v/x2 — 1. Asi pues, se tiene

argeosh(z) = In(z + V22 — 1) para todo = € [1, +o0].

2.50 —
2.00 —
1.50 —
1.00 —
0.50 —
0.00 I I |
1.00 2.00 3.00 4.00
4.00 —
2.00 —
—0-00
\ \ \ \
-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00
-2.00 —|
-4.00 —

Figura 6.17 y 6.18. Gréfica de las funciones argcosh y argsenh.
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6.7.6 DEFINICION. (La funcién argumento-seno hiperbdlico). El crecimiento estricto en R de la
funcién senh y el hecho que senh(R) = R permiten afirmar la existencia de la correspondiente funcién
inversa, la cual se denomina argumento-seno hiperbdélico, se designa argsenh y se define mediante:

argsenh : R — R

x — argsenh(z) =t <= senh(t) = x.

Se propone como ejercicio obtener la expresién analitica explicita de la funcién argsenh, mediante un
razonamiento similar al anterior.

6.7.7 PROPOSICION. Las funciones argcosh y argsenh cumplen las propiedades siguientes:
1) Son continuas en su respectivo dominio.

2) La funcién argcosh es estrictamente creciente en [1,4+o00[ y la funcién argsenh es estrictamente
creciente en R.

3) argcosh(1) =0, argsenh(0) = 0.
Demostracion:

Se propone como ejercicio; todas ellas son consecuencia inmediata de la definicién respectiva de cada
una de las funciones. [

En las figuras 6.17 y 6.18 se representan las graficas de las funciones argeosh y argsenh .
6.7.8 DEFINICION. (Las funciones argumento-tangente hiperbdlica y argumento-cotangente hiperbé-
lica). Se define la funcién argumento-tangente hiperbdlica, notada argtanh, mediante
argtanh(z) =t <= tanh(f) = z.
Se define la funcién argumento-cotangente hiperbdlica, notada argcoth, mediante

argeoth(z) =t <= coth(t) = x.

Se propone como ejercicio enunciar y demostrar las propiedades méas importantes de estas funciones
(véase ejercicio 27).

6.8 EJERCICIOS.

1. Enunciar las propiedades méds importantes de la funcién logaritmica generalizada o logaritmo de
base a, log,, (donde a > 0,a # 1) y demostrarlas a partir de la definicién formulada en 6.3.4.

2. Estudiar los siguientes limites laterales:

) | sen x| ) | sen x| ) 1 .
a) zli{%)hr x ’ zli{él* xr ’ b) zli{%)l+ 1 =+ el/”” ’ zlifél’ 1 + el/m '
3. Estudiar los siguientes limites:
. 1
) etanz + 1 ) (37‘2 =+ 1)(1 — COS ;)
a) lim ErEraNEE b) lim 7
r—5 € — r——+00 (172 _ 2”[‘) 111(1 + _2)
T
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i \/1+111(1+m)—\/1—1n(1+m).

z—0 T

c)

1 21/1
4. Calcular los limites laterales en el origen de la funcién f : Rg — R, definida por f(x) = JW
Razonar qué se puede afirmar acerca del limite de esta funcién en el origen.

5. Calcular, si existen, los limites laterales en el origen de las funciones f,g : Rg — R, definidas
1/

mediante f(z) =e'/Tsenl; g(z) = (e/T + 1) .

6. Para cadan € N, se consideran las funciones f, : Rg — R, definidas por f,(r) = 2" sen %, xr € Rp.
Estudiar el limite en el origen de f,, segin los valores de n € N.

7. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones reales, estableciendo previamente (si procede)
su campo de existencia:

Q) ) = 2 .
1
b) f(m):m; f) flz)=2—|z;
senx ! ] senmz, si0 <z <1,
¢) f(z)= csie 70, &) f(T)_{ Inz, sil<z<2;
0 ,siz=0; 1
Cxp(f_)v si T# 0,
wsen—, siz %0, h) f(z) = |z|
d) f(z) = r 0 ,siz=0.
0 ,six=0;

8. Probar que las funciones f, g: R — R definidas por:

1 9 1
senzxcos—, six #0 sen“xcos—, six #0
2) flx)= 20 ) )= A
0 , six=0; 0 , six=0;
son continuas en su dominio.
9. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:
322, si x <0,
. s
a) f:R — R, definida por f(z)= ¢ 51T, Sl 0<z< 9
. m
cosT, si x> —.
2
el/z
b) ¢:Ro — R, definida por g(x) = To o7
e "senx
— ., siz >0,

10. Se considera la funcién f: R — R, definida por f(x) = senh(rj Tl siz<0

0 , siz=0.
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a) Determinar su campo de continuidad.  b) Calcular los limites de f en —oo y +o0.

¢) Razonar si es posible conseguir la continuidad de f en R, modificando convenientemente su definicién
en el origen.

. L, . senz, six < ¢,
11. Se considera la funcién f:R — R, definida por f(z) = . donde a,b,c € R
ar + b, six > ¢,
son parametros. Estudiar qué relacién debe haber entre dichos pardmetros para que la funcién f sea
continua en R.

12. Estudiar la continuidad uniforme de la funcién logaritmo neperiano In, en los casos siguientes:
a) el intervalo |0, 1[C R;

b) el intervalo ]1,2[C R; dado e > 0 arbitrario, calcular en este caso el valor de § > 0 en funcién de e
tal que si z, 2’ €]1,2] y ademds se cumple |z — 2/ < §, entonces se verifica |Inz —Ina’/| < e.

13. Estudiar la continuidad uniforme de las funciones:
a) f(x)=¢€", z €R;

b) f(x) = arctanz, x € R en el intervalo ]1,2[; dado € > 0 arbitrario, calcular el valor de § > 0
en funcién de e tal que si 2,2’ €]1,2] v ademds se cumple |z — 2’| < §, entonces se verifica

|f(x) = f(@")] <e.

14. Probar las propiedades siguientes de las funciones potenciales:
a a
a) |—) =—; b) si a < b, entonces ¢ < %,
Y ye
cualesquiera que sean x,y > 0.

15. Probar que, cualesquiera que sean x,y € R, se cumplen las igualdades siguientes:

a) senz + seny = 2sen LY cos 5,

b) senz —seny = 2 cos 'H’sen%,
+

0 2 cos 252,

d) cosa —cosy = —2sen L2 sen L5L.

f

g) senxzcosy =

e) senzseny = 1(cos(z — y) —cos(z+y)),
)

cosz cosy = =(cos(x — y) + cos(x +y))

3 ;
L(sen(x — y) + sen(z + y)).

16. Calcular los siguientes valores: cos0.2, sen(.3, cos1 y sen 1, con cuatro cifras decimales exactas.

x? 2t 8 22t

17. bit b ifica 1— — ——< <l——+4—
Sea x > 0 arbitrario; probar que se verifica 2 +24 720 CoS T 5 —|—24

18. Se define la funcién cotangente, como una funcién real notada cot y definida en A C R mediante:
cosT

cotr = , para todo = € A. Se pide:
sen
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1) Precisar su campo de existencia A C R.
2) Demostrar sus propiedades mds importantes, que se enuncian a continuacion:
i) Es continua en su dominio.
ii) Tiene simetria impar, esto es, se cumple cot(—x) = — cot x, para todo = € A.
iii) Es una funcién periédica cuyo periodo fundamental es 7.
iv) Es decreciente en los intervalos |nm, (n + 1)7[, n € Z.

v) lim cot = +o0, lim cot = —o0.
nmwt (n+1)7—

vi) cot]0, 7[=R, Im cot = R.

vii) Tomando como referencia estas propiedades, dibujar esquemdticamente la grafica de esta funcion.
19. Analizando el decrecimiento estricto de la funcién cotangente (ver ejercicio 18), definir si procede
su funcién inversa y establecer sus propiedades (sugerencia: proceder de forma andloga a la funcién

arco-tangente, definida y caracterizada en 6.6.14 y 6.6.15).

20. Se definen las funciones secante y cosecante, notadas respectivamente sec y csc, mediante:

1
sec: ACR— R, secx= , T €A
cos T

1
csc: BCR-—R, cscx= , T€EDB.
sen

a) Estudiar estas funciones, determinando: campo de existencia, recorrido, campo de continuidad,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, etc... Representar aproximadamente las graficas de estas
funciones.

b) Estudiar la existencia y definir, si procede, las funciones inversas correspondientes, estableciendo sus
propiedades més importantes.

21. Demostrar las propiedades de la funcién tangente, enunciadas en la proposicién 6.6.10.

22. Demostrar las propiedades de las funciones arco-coseno y arco-seno, establecidas en la proposicién
6.6.13.

23. Demostrar las propiedades de la funcién arco-tangente, enunciadas en la proposicién 6.6.14.
24. Resolver las ecuaciones a) 2arcsenx = arcsen 20y/1 — 22, b) arcsen 2z — arcsen /3 = arcsen .

25. Establecer las propiedades més importantes de la funcién tangente hiperbdlica, tanh, definida
en 6.7.3. En particular, determinar su dominio, recorrido, estudiar su continuidad, crecimiento,
decrecimiento, signo, acotacion, ete.

26. Se define la funcién cotangente hiperbdlica, notada coth, mediante:

cosh(z)

coth: ACR— R, coth(z) = €A

bl
senh(x)
Determinar su dominio, recorrido, estudiar su continuidad, crecimiento, decrecimiento, signo, acotacién,
ete.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



6. Guia de referencias bibliogréficas. 219

27. Estudiar la existencia y definir, si procede, las funciones inversas respectivas de las funciones tanh
y coth, estableciendo en cada caso sus propiedades mas importantes.

28. a) Obtener las expresiones de senh(2z) y cosh(2z) en funcién de senh(z) y cosh(z).

b) Hagase lo propio para senh(5) y cosh(%).

29. Obtener una expresion analitica explicita para la funcién argsenh. Establecer las propiedades més
importantes de esta funcion.

30. Demostrar las propiedades de las funciones argumento-coseno hiperbdlico y argumento-seno
hiperbdlico, establecidas en la proposicién 6.7.7.

31. Dadas las sucesiones de funciones (fn)nEN’ cuyo término n-ésimo estd dado por:

l1+2lnzx
n: k) R7 n ) = ;
2) fn 0,00l R, fole) = —T 2
1 1 1
b) fn :]071]_’R7 fn(m):_+_sen_a
T n nr

se pide, en cada caso, lo siguiente:
1) determinar el dominio D en el cual convergen puntualmente;
2) calcular el limite puntual en dicho dominio;

3) discutir si la convergencia en D es o no de tipo uniforme.

6.9 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Ba] BARTLE, R.G. y D.R. SHERBERT. Introduccién al Anélisis Matemadtico de una variable.
El tratamiento de las funciones elementales es distinto al desarrollado en este capitulo. El estudio de
las funciones exponencial y logaritmica se lleva a cabo en el capitulo 7 (“Sucesiones de funciones”) y
dichas funciones se introducen bajo otro enfoque, utilizando conceptos de Célculo diferencial y Céalculo
integral. En ese mismo capitulo, se estudian a continuacién las funciones trigonométricas, las cuales
no se definen a partir de series de potencies como se ha hecho aqui, sino mediante relaciones entre sus
funciones derivadas. Se echa de menos, quizd, un estudio algo mas extenso de las funciones elementales
y, en particular, de las funciones hiperbdlicas, aspecto que se enfoca meramente como un ejercicio.

[Li] LINES, E. Principios de Andlisis Matemético.
Las funciones elementales se estudian en los capitulos 15 (“Funciones elementales”) y 16 (“Funciones
circulares”); el enfoque es mds detallado y completo que el que hemos hecho aqui, por lo cual se
recomienda su lectura, ya que resulta muy interesante. Debe hacerse ésta con especial atencién, puesto
que en algunos parrafos el nivel es bastante elevado.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.
En este texto, el autor no dedica un bloque tematico especifico al estudio de las funciones elementales.
Introduce la funcién exponencial en el capitulo IT y mas adelante, en el capitulo 11, lleva a cabo una
descripcién de tipo mas general, junto con el estudio de las funciones logaritmicas y las funciones
potenciales. Las funciones trigonométricas y las funciones hiperbdlicas se estudian en el capitulo X,
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dentro del apartado dedicado a las series de potencias, en el cual también se presentan bajo el mismo
enfoque las funciones arctan y la funcién potencial.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus .

Como ya hemos dicho en ocasiones anteriores, esta obra es, aparte de muy interesante, bastante original
en algunos de sus planteamientos, y el estudio de las funciones elementales es uno de ellos. En primer
lugar, se estudian las funciones trigonométricas (capitulo 15), después de haber desarrollado el cdlculo
diferencial y el cdlculo integral; la introduccién se lleva a cabo mediante conceptos geométricos, cuya
lectura recomendamos especialmente. Mds adelante (capitulo 17), se estudia la funcién logaritmica In y
luego la funcién exponencial real exp, que se define como la funcién inversa de In, justo al contrario de lo
que se ha hecho aqui (lo que, por otra parte, es lo mds habitual). El estudio de las funciones hiperbdlicas
se plantea como un ejercicio. Queremos destacar que la definicion de las funciones se hace sin mencionar
en absoluto las series de potencias, puesto que todavia no se han estudiado en estos capitulos.
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CAPITULO 7
DERIVACION DE FUNCIONES

RESUMEN DEL CAPITULO

Este capitulo esta dedicado al estudio de la derivada de una funcion, que es el concepto basico del
Calculo diferencial. En el campo de la geometria, la derivada surge en el estudio del problema del calculo
de la recta tangente a una curva plana en un punto; en el campo de la mecanica, el concepto de derivada
tiene su origen en el problema de la determinacion de la velocidad instantanea de un movil. En cierto
modo, puede decirse que retomamos el estudio de las propiedades de las funciones que se inicié en el
capitulo 5 con la continuidad, ya que esta propiedad caracteriza las funciones “bien enlazadas” en un
punto mientras que la derivabilidad anade la “suavidad” de esta union.

En el apartado 7.1 se define el concepto de derivada de una funcién en un punto y se generaliza a
un conjunto; a continuacion, se relaciona la derivabilidad con la continuidad y, finalmente, se define la
derivada de funciones complejas y de funciones de variable compleja.

En el apartado 7.2 se estudian los criterios de derivabilidad y las reglas de derivacion, es decir, la
relacién entre las operaciones con funciones y la derivabilidad. A continuacion, Apartado 7.3, se aplican
las reglas de derivacion al estudio de la derivabilidad de las funciones elementales y al cdlculo de sus
derivadas.

En el apartado 7.4 se estudia el concepto de diferencial de una funcion y su aplicacion a calculos
aproximados. Finalmente, en el apartado 7.5 se estudia la derivacion de las funciones definidas implici-
tamente.
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7.1 DERIVADA DE UNA FUNCION. FUNCIONES DERIVABLES.

7.1.1 DEFINICION. (Derivada de una funcidn en un punto). Sea f: A C R — R una funcién real
y sea a un punto interior de A; entonces, existe r > 0, tal que B(a;7) =|a — r,a + r[C A, con lo que
cualquiera que sea h € R tal que |h| < r se cumple B(a;|h|) Cla — r,a + r[C A. Cuando en adelante
pongamos a + h, entenderemos que se cumple lo anterior para que las expresiones tengan sentido.

e En las condiciones anteriores, si h # 0, se denomina variacion o desplazamiento asociado a h al punto
2 = a+ h y entonces tiene sentido considerar los intervalos [a,a + h] (0 bien [a + h,a] si h < 0), que
estardn contenidos en A. La diferencia f(a+h) — f(a), notada Ay f(h) o bien Af(a;h), se denomina
incremento de f en el punto a asociado al desplazamiento h; el incremento relativo de f en el punto

. Af(a;h a+h)— fla . .
a respecto a h es el cociente f(h ) = it f)L it ), que tiene sentido puesto que h # 0.

e El concepto de derivabilidad de una funcién en un punto se refiere a la existencia del limite del
incremento relativo cuando el desplazamiento se hace “tan pequernio como se quiera”. Concretamente,
si f: A C R — R es una funcién y a es un punto interior de A, se dice que f es derivable en el punto
a, si existe un niimero real notado Df(a) o bien f’(a) y denominado derivada de f en el punto a,

tal que

Df(a) = 1 LOFM =@y J(@) = @),

h—0 h T—a Tr—a

e Dicho en otros términos, una funcién f: A — R es derivable en el punto a, si existe un ntmero real
Df(a) tal que, cualquiera que sea ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que si 0 < |h] = |z — a| < 8, se cumple
entonces

_[J@) = f(a)

—Df(a) ——

ot )= flo @] <.

7.1.2 OBSERVACION.

e Estd claro que para cualquier funcién f: A — R y a un punto interior de A, siempre se puede

Af(a;h)
h

relativo cuando h — 0 no existe siempre; en efecto, basta considerar por ejemplo la funcién definida
por f(x) = |z|,para todo x € R y el punto a = 0, interior de su dominio; el incremento relativo en

Id

a=0es o cuyo limite cuando A — 0 no existe.

calcular el incremento relativo si a4+ h € A En cambio, el limite de dicho incremento

e Sila funcién f es el modelo mateméatico de una magnitud fisica variable con el tiempo (como, por
ejemplo, el desplazamiento de un movil respecto de un punto, la carga eléctrica en una seccién
de un conductor, etc.), la derivada es la “variacién instantdnea” de esta magnitud (la velocidad,
la intensidad de corriente, etc.). En el campo de la Geometria, la interpretacién de la derivada
corresponde al problema del cédlculo de la recta tangente a una curva plana en un punto; en la figura
7.1 se ha representado la interpretacion geométrica de la nocién de derivada de una funcién en un
punto a: es la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién, en el punto (a, f(a)), recta
cuya ecuacién es entonces y — f(a) = Df(a)(z — a).

Para ilustrar el concepto de funcién derivable y de derivada de una funcién en un punto, vamos a
estudiar a continuacion la derivabilidad de algunas funciones sencillas.

7.1.3 EJEMPLO.

1) Funcién coordenada de R. Sea 2: R — R la funcién coordenada de R; si a € R es un niimero real
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2)

3)

4)

x(a+ h) — x(a)
h

R es derivable en cualquier punto a € R, verificindose Dz(a) = 1, para todo a € R.

arbitrario, se cumple lim = lim — = 1. En consecuencia, la funcién coordenada de
h—0 h—0 h

Funciones constantes. Sea A:R — R una funcién constante real; si @ € R es un nimero real

Aa + h) — Aa)
. . h

derivable en cualquier punto a € R y que, ademés, se cumple DA(a) = 0, para todo a € R.

. . . . - A . .
cualquiera, se tiene lim = lim —— = 0, lo que prueba que dicha funcién es
h—0 h—0

Funciones potenciales de exponente natural. Sea z":R — R la funcién potencial de exponente
n € N, y sea a un nimero real cualquiera; se cumple
™ (t) — 2" (a) " —a”

lim — = lim ——— = lim (tn_l +at" 2+ a”_l) =na" "L,
t—a t—a t—a t—a t—a

Asf pues, toda funcién potencial de exponente natural " es derivable en cualquier punto a € R,
cumpliéndose Dz™(a) = na™~! cualesquiera que sean a € Ry n € N.

La funcién valor absoluto. Sea la funcién f: R — R definida por f(x) = |z|. Si a > 0 es inmediato
ver que Df(a) =1, que si a < 0 se cumple Df(a) = —1 y que si a = 0 la funcién no es derivable en
este punto, ya que se cumple

xz)— f(0 T T

lim M = lim u = lim —=1;
z—0t xr z—0t T r—0t T

. x)— (0 . x . —x

lim M = lim u = lim — = -1,
r—0— T r—0- T r—0— T

A @)= )
lo cual prueba que el limite hn%) —> "~ 1o existe, esto es, que la funcién no es derivable en el

origen.

y:f(X)

fx)-f(xg)
(%o, f(%o))
- |
' ! 0 =f'(xo)
Rec\o \e | | o
\ono®” i E
xol x T

Figura 7.1. Interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto.

7.1.4 DEFINICION. (Derivabilidad en un conjunto. Campo de derivabilidad). La derivabilidad de una
funcién es, por definicion, una propiedad local, es decir, se refiere a una condicién que se cumple en el
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entorno de un punto; con el objetivo de hacerla mas operativa, es deseable extenderla a un conjunto, que
no puede ser otro que aquel en el cual se cumple la propiedad en cuestién. Asi pues, si f:ACR —R
es una funcién, se denomina campo de derivabilidad de f el subconjunto €2 de su dominio, formado por
todos los puntos en los cuales f es derivable. Es muy habitual el caso en el que el campo de derivabilidad
de una funcién es un intervalo abierto Ja, b de R.

Se indica mediante D(€); R) el conjunto de todas las funciones reales derivables en 2 C R, esto es, el
conjunto formado por las funciones reales cuyo campo de derivabilidad es o contiene al conjunto ).

7.1.5 DEFINICION. (Funcién derivada. Operador derivacion). La definicién de campo de derivabilidad
de una funcién permite introducir otro concepto de gran interés: el de funcion derivada o simplemente
derivada de una funcién. Sea f: A C R — R una funcién real, de campo de derivabilidad Q C A; se
denomina funcién derivada de f, la funcién notada Df (o bien f’), definida por:

Df: Q—R
r — Df(x)

Es conveniente destacar la gran importancia de la nocién de funcién derivada: permite calcular la
derivada de una funcién f en un punto x € €, simplemente como la imagen de dicho punto por la
funcién derivada D f, sin necesidad de aplicar punto a punto la definicién de derivada de una funcién.
Esto es, la funcién derivada contiene la informacion necesaria para calcular la derivada de f en cualquier
punto de su campo de derivabilidad.

A partir de la definicién anterior tiene sentido definir la siguiente aplicacién:
D: D(OQ;R) — F(;R)
[ — D(f)=Df,

que asigna a cada funcién su derivada; esta aplicacién se denomina operador derivacién y més adelante
se verd su interés e importancia.

7.1.6 EJEMPLO.

1) El campo de derivabilidad de la funcién coordenada de R es el propio R; su funcién derivada Dz es
la constante 1.

2) El campo de derivabilidad de cualquier funcién constante real A es R y su funcién derivada DX es
la funcién nula de R.

3) El campo de derivabilidad de cualquier funcién potencial de exponente natural ", n € N, es R; su
funcién derivada es Da™ = na"~1.

4) El campo de derivabilidad de la funcién |x| es Rp; su funcién derivada, definida en este conjunto, es

K

Vamos a ver a continuacion dos cuestiones importantes relacionadas con la derivada de una funcion:
el concepto de derivabilidad lateral y la extension de la derivada a valores no finitos.

7.1.7 DEFINICION. (Derivadas laterales. Funciones derivables lateralmente).  Si se analiza la
derivabilidad de una funcién f en un punto a, puede resultar que no exista el limite que establece
la definicién de derivada, pero que, no obstante, existan los limites laterales correspondientes; tal es el
caso, por ¢jemplo, de la funcién f: R — R definida por f(z) = |z|, en el origen (véase 7.1.3). Tiene
sentido pues, establecer las definiciones que se dan a continuacion.
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e Sea f: A C R — R una funcién y sea a un punto interior de A; se define la derivada de f en el
punto a por la derecha, escrita D, f(a), como el limite:

D, f(a) = lim M’

r—at r—a

si tal limite existe y es finito. Se utilizan tambien las notaciones: D f(a+), f’.(a) y f'(a+). Se define
de forma andloga la derivada de f en el punto a por la izquierda, mediante:

D_f(a) = lim f@) = fla)

que se escribe también D f(a—), fL(a) y f'(a—).

e Una funcién f: A C R — R se dice que es derivable lateralmente en un punto a si existen sus
derivadas laterales por la derecha y por la izquierda en dicho punto. Es inmediato comprobar que
una funcién es derivable en un punto si, y sélo si, es derivable lateralmente y las derivadas laterales
coinciden.

e Si una funcién no es derivable en un punto pero lo es lateralmente, esto puede interpretarse
geométricamente (véase la figura 7.2), como que, en el punto en cuestion, la grafica de la funcién
tiene dos semirectas tangentes como limites de las rectas secantes a la gréfica por la derecha y por
la izquierda, siendo distintas ambas semirectas tangentes.

Figura 7.2. Interpretacion geométrica de una funcién no derivable pero derivable lateralmente.

7.1.8 DEFINICION. (Derivada infinita). Vamos a extender la derivada a valores de la recta real

ampliada, en las condiciones que se detallan a continuacién. Sea f:A C R — R, sea a un punto

interior de A y supongamos que f es continua en a. Entonces

o se dice que f tiene derivada +o0o en el punto a, lo cual indicaremos por D f(a) = +o0, si se cumple
D.f(a) = D_f(a) = 4+oo (véase la figura 7.3(a));
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e se dice que f tiene derivada —oo en el punto a, lo cual indicaremos por D f(a) = —oo, si se cumple
Dif(a) =D_f(a) = —oco (véase la figura 7.3(b));

e se dice que f tiene derivada oo en el punto a, lo cual indicaremos por Df(a) = oo, si se cumple
D.f(a) =+o00y D_f(a) = Foo (véase la figura 7.3(c)).

a) b) c)

Figura 7.3. Ilustracion de la derivada infinita.

7.1.9 DEFINICION. (Derivadas sucesivas o derivadas de orden superior). Sea f:A C R — R una
funcién derivable en 2 C A; puesto que su funcion derivada D f es una funcién definida en €2, puede
plantearse su derivabilidad en dicho conjunto y, en su caso, definir la derivada segunda de f en el punto
a € , notada D% f(a), o bien, f”(a), mediante

_ ju D@ =Df(@) _\ Df(ath) = Dfa)
D@ =l =~ i z |

si este limite existe y es finito.

Si la funcién D f: Q) — R es derivable en 2y C €2, puede definirse la funcién derivada segunda de f,
o simplemente derivada segunda de f, de forma andloga a la funcién derivada (primera).

Si k € N, se define inductivamente la derivada k-ésima de f en un punto a, escrita D¥ f(a), o bien,
%) (a), mediante:

DF f(a) = ti 2@ =D (@) D (et k) - DM f(a)

r—a T —a h—0 h

Estas derivadas, si existen, se denominan derivadas sucesivas o bien derivadas de orden superior de f.
Sea f: A C R — R una funcién derivable en © C A; si su funcién derivada Df es continua en (2,
se dice entonces que f es continuamente derivable en € o bien que es de clase C! en €, escribiéndose
f €CH). De forma andloga, si k € N se definen las funciones de clase C* en (2 son funciones derivables
k veces en un conjunto €) y cuyas funciones derivadas sucesivas hasta el orden k son continuas en dicho
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conjunto. Si f € CF(Q) para todo k € N, se dice entonces que f es una funcién infinitamente (o
indefinidamente) derivable o bien de clase C* y se escribe f € C*(Q).

7.1.10 EJEMPLO.

1) La funcién coordenada de R es infinitamente derivable en R, cumpliéndose

DFz =0, para todo k > 2.

2) Toda funcién constante real A es infinitamente derivable en R y se verifica

D*X =0, para todo k € N.

3) Toda funcién potencial de exponente natural z™, n € N, es infinitamente derivable en R,

cumpliéndose:
DFz" =nn—1)---(n—k+1)z"7F, sik<n;

DFz™ =0, sik>n.

Antes de entrar en el estudio de las propiedades de la derivada, cuestion que se aborda en los

apartados que siguen y también en el préximo capitulo, es conveniente establecer la relaciéon entre
dos propiedades muy importantes de las funciones: la derivabilidad y la continuidad, relacién que se
establece en la proposicién que sigue.

7.1.11 PROPOSICION. Si f: A C R — R es una funcién derivable en a € A, entonces f es continua
en a. (El reciproco no es cierto, esto es, la continuidad es condicién necesaria pero no suficiente para la
derivabilidad).

Demostracion:

Sea f: A C R — R derivable en a € A; se trata de establecer su continuidad en dicho punto. En
efecto, por ser f derivable en a, existe D f(a) € R cumpliendo la definicién de derivada en un punto,
con lo que

tim (£(x) — £(a)) = tim L= oy pray.0=0,
es decir, lim f(x) = f(a), lo cual prueba que f es continua en el punto a. [

T—a

7.1.12 OBSERVACION.

Ya se ha especificado en el enunciado de la proposicién anterior que, en general, el reciproco no es
clerto, es decir, una funcién f: A C R — R puede ser continua en a € A y no ser derivable dicho
punto. Para verlo, basta counsiderar la funcién f:R — R definida por f(z) = |z|, para todo = € R,
que es continua en el origen pero no es derivable en ese punto (véase el ejemplo 7.1.3).

Asi pues, la derivabilidad de una funcién anade una informacién adicional a la aportada por su
continuidad: corresponde a la idea de una funciéon “bien enlazada y con suavidad” en los puntos en
que se cumpla dicha propiedad (campo de derivabilidad). Geométricamente indica la existencia de
la recta tangente a la gréafica de la funcién en el punto.

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, para cualquier k € N, puede afirmarse que
se tiene la cadena de inclusiones:

Co(Q) > CH(Q) > C*N) D - D CHQ) e (Q).
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Asi pues, se tiene f € CF(Q) si la funcién derivada k-ésima DF f existe y es continua en €, puesto
que entonces también lo es cualquier otra derivada sucesiva de orden inferior a k.

7.1.13 DEFINICION. (Derivada de funciones complejas de variable real). Sea f: A C R — C una
funcién compleja de variable real. Por definicién, para cada x € A se cumple f(z) = (f1(z), fo(z)) =
fi(x) +ifa(x) € C. Sia es un punto interior de A, se dice que f es derivable en a si, y sélo si, las
funciones componenters f; y fo son derivables a y se define la derivada de f en el punto a, mediante

Df(a) = (Dfi(a),Df2(a)) = Dfi(a) +iDfr(a) € C

En virtud de esta definicién, si la funcién f1 es derivable en el subconjunto €7 C A y la funcién fo es
derivable en el subconjunto 25 C A, entonces f es derivable en 1 N s,

7.1.14 EJEMPLO. Sca la funcién f : R — R? definida por f(z) = (2%, |z|), para todo € R. La
primera componente fi(z) = 2% es derivable en R y la segunda componente fa(z) = 2| es derivable

T
en Ry, cumpliéndose que Df;(x) = 322, para todo x € Ry Dfs(x) = ——, para todo x € Ry. Asf pues,
x

en virtud de 7.1.13, f es derivable en Rg y se cumple Df(z) = <3m2, m) , para todo = € Rg.
T

UA Curva
! u=fy°(x)
I | Curva
i u:fxo(y)
|
[
u=f(x,y)

(x00 YO)

Figura 7.4. Interpretacion geométrica de las derivadas parciales.
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7.1.15 DEFINICION. (Derivadas parciales de funciones reales de dos variables).

Sea f: A C C — R una funcion real de dos variables reales; se definen las derivadas parciales de f
en un punto (7p,yo) € A, mediante:

f(@,y0) = f(x0,90) f(xo + h,y0) — f(z0,%0)

Duf(xo,y0) = D (,0)(wo) = lim pr— = lim . ;
. z0,Yy) — f(xo,1 ) To,Y0 + h) — f(zo,1
Daf(ro.0) = Do (o) = Jig L0 — iy Lot L TCroto)

esto es, son las derivadas de las funciones reales de una variable f( ,y0) v f(zo0, ) que se definieron
en el apartado 4.1.

Se dice que la funcién f: A € C — R es derivable en un punto si existen las dos derivadas
parciales de f en dicho punto. Al ser las derivadas parciales de f derivadas de funciones reales de
una variable, pueden considerarse sus funciones derivadas respectivas, que se denominan funciones
derivadas parciales de f y se designan mediante Dy f y Daf, respectivamente (también es habitual
la notacién D, f, D, f, respectivamente).

La interpretacion geométrica de las derivadas parciales de una funcién f: A C C — R en un punto
(z0,y0) € A es sencilla: son las pendientes de las rectas tangentes a las curvas u = f(z,yg),u =
f(xo,y) que se obtienen sobre la superficie u = f(z,¥), manteniendo constante y = yo o bien x = xg,
respectivamente (véase la figura 7.4).

7.1.16 EJEMPLO.

1)

2)

Sea f:C — R la funcién definida por f(z,y) = 22 + 22, para todo (z,y) € C; si (v¢,y0) € C,
entonces se cumple:

. o . 2 2 2y /2 2 2
le(mo,?/()): lim f(T7y0) f(‘T07y0) = lim (I + yO) (TO+ UO)

T—To Tr — X T—To Tr — X

= 27‘0

Analogamente se prueba que Da f(xo,y0) = 4yo. En definitiva, f es derivable parcialmente en todo
punto (x,y) € C, cumpliéndose: Dy f(x,y) =2z y Dof(z,y) = 4y.

La funcién f:A € C — R definida en el conjunto A = C — {(z,0) / z € R} C C mediante
flayy) = 23y — f, para todo (z,y) € A, es derivable parcialmente en A, puesto que por una parte
Y

se cumple:

) (o + Ry = TPy @3y T
Dy f(z,y) = lim flathy) - fy) = lim Y Yy _
h—0 h h—0 h

1 1
= lim <5r2y + 3zhy + h%y — —) = 32%y — =, para todo (z,7) € A,
h—0 Y Yy
v por otra parte se obtiene de forma andloga:

Dof(x,y) =2° + 7%, para todo (r,y) € A.
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7.2 CRITERIOS DE DERIVABILIDAD. REGLAS DE DERIVACION.

El objetivo de este apartado es estudiar la relacién entre la derivada y las operaciones con funciones,
con una doble finalidad: por un lado obtener unos criterios que permitan saber de antemano si una
funcién es derivable o no, a partir de la propia definiciéon de la funcién; por otro, establecer unas
reglas que permitan obtener la derivada de una funcién, una vez se haya determinado su derivabilidad.
Partiendo de igualdades “punto a punto”, se obtendran expresiones de las funciones derivadas, que son
las de mayor interés.

7.2.1 PROPOSICION. Scan f,g: A C R — R dos funciones reales derivables en a € A; se cumplen
entonces las propiedades siguientes:

1) La funcién suma f + g es derivable en el punto a y se verifica:

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a).

(Se tiene un resultado anédlogo para la funcién diferencia f — g).

2) La funcién producto fg es derivable en el punto a, cumpliéndose:
D(fg)(a) = Df(a)g(a) + f(a)Dg(a).

3) Si A € R es una constante arbitraria, la funcién producto por escalar Af es derivable en a y se
cumple:

D(Af)(a) = ADf(a).
4) Sig(a) # 0, la funcién cociente f/g es derivable en a, verificindose:

£\ . Df(a)g(a) - f(a)Dgla)
D( )W‘ (@) '

Demostracion:

1) En virtud de la definicién de derivada de una funcién en un punto, se tiene:

DU+ g)(@) =t L@ =)@ J@) () = () —gla) _

r—a r—a r—a Tr—a
= lim Jlw) = Jla) + lim glx) = 9(a) = Df(a)+ Dg(a).
e—a T —a z—a T —a

2) Por definicién de derivada de una funcién en un punto:

(f9)(x) — (fg9)(a) f(x)g(x) = f(a)g(a)

D(fg)(a):;glllz p— :;1_1}(11 — —
_ i L@9() — f(@)g(x) + f@)g(x) — f@)gla) _
= }E<WW)> + lim (ﬂa)W) = Df(a)g(a) + f(a)Dg(a).

Obsérvese que ademas de la derivabilidad de las funciones, se ha aplicado que g es continua en el
punto a, por ser derivable en dicho punto.

3) Inmediata, teniendo en cuenta la propiedad anterior y que DX = 0.
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1 /
4) Teniendo en cuenta la propiedad 2), es suficiente ver que se verifica D<—> (a) = 79’((‘;; En
g gla
efecto:
1 1
1 x) —g(x —1 ) — D
D{ = ](a) = lim —g("v 9(a) = lim —g(a) 9(x) = lim - 9(x) — 9(a) =— g(a).
g e—a  x—a e—a (v —a)g(z)g(a) 2—a\g(r)g(a)  x—a g(a)?
Obsérvese que se ha tenido en cuenta la continuidad de g en el punto a y que si g(a) # 0, la funcién
1/g esté definida en un entorno del punto a. [

7.2.2 COROLARIO. Sean f:A C R — Ry ¢:B C R — R dos funciones reales, derivables
respectivamente en los conjuntos €21 C A y Q2 C B; se cumplen entonces las propiedades siguientes:

1) La funcién suma f + g es derivable en el conjunto 1 N §q, verificdndose

D(f +g)(z) = Df(z) + Dg(x), para todo x € 1 N §g;

2) La funcién producto fg es derivable en el conjunto €23 N Qq, verificindose
D(fg)(x) = (Df(x))g(x) + f(x)(Dg(x)), para todo = € ) N Qy;

3) Si A es una constante cualquiera, la funcién producto por escalar Af es derivable en el conjunto €y,
verificandose
D(Af)(x) = ADf(x), para todo x € y;

4) La funcién cociente f/g es derivable en el conjunto Qo = Q3 N Qy — {z / g(x) = 0}, verificindose

P\ (DF@)a) ) (Dg(x))
P (E) (w) = o(0)? ’

para todo x € (.

Demostracion:

Inmediata. ]

Los resultados 1) y 2) de la proposicién anterior pueden generalizarse a un nimero finito de términos,
tal como se enuncia en la proposicién que sigue.

7.2.3 PROPOSICION. Sean f1, fa,..., fp, (p € N) funciones definidas en 4; C R, j =1,2,...,py

derivables respectivamente en €; C A;, j = 1,2,...,p. Si Q= QN N...NQ,, se cumplen las
propiedades:

1) La funcién f = f1 + fa + -+ f, es derivable en (2 y se verifica:

Df(xz) = Dfi(z) + Dfa(z) + --- + D fp(z), para todo x € L.

2) La funcién g = fifa-- fp es derivable en Q y para todo x € €2, se cumple
Dg(x) = Dfr(x) fo(w) - - o) + [1(@) Dfa(@) - o) + - + [i(2) f2(2) -~ Dfp().

Demostracion:
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Se propone como ejercicio. =

7.2.4 OBSERVACION.

e A partir de la proposicién anterior y de 7.2.2; se deduce inmediatamente que cualquier funcién
polinémica P,:R — R definida por

P (z) = a2™ + 12"+ 4 a1z + ag, a; € R, (0<j<n), a, #0,
es derivable en R, cumpliéndose:
DP,(z) = nanpz™ 1+ (n— l)an,lx”*Q + o4 2a01 + ay.

Se observa que la funcién derivada DP,, es también una funcién polinémica, continua y derivable
en R. En definitiva, puede afirmarse que toda funcién polinémica es infinitamente derivable en R y
para cada k € N, se cumple:

nn—1-(n—-k+1a2" %+ -+ +klag, sik<n,
0, si k> n.

DWP,(z) = {

e Andlogamente, cualquier funcién racional r(z): A — R definida por:

P(x)  apx™+---+a1x+ag
T Q) bprm -+ bz 4 by’

a'ivbj GR, (OSYSTL,O S] < 777,),0/"7()77—,, #07

FEn la proposicién que sigue se establece una igualdad fundamental para el calculo de derivadas: la
relacion entre derivabilidad y la composicién de funciones, conocida como regla de la cadena.

7.2.5 PROPOSICION. (Regla de la cadena). Sean f: A CR — Ry ¢g:B C R — R dos funciones
reales tales que f(A) C Bj sila funcién f es derivable en @ € A y la funcién g es derivable en
b= f(a) € B, la funcién compuesta F' = go f: A — R es derivable en a y se cumple:

DF(a) = Dg(b) - Df(a).

Demostracion:

Para probar la derivabilidad de la funcién compuesta F, debera probarse que, en virtud de la
definicién 7.1.1 existe y es finito el limite dado por

(@) — tim PO @ o @) o @) () o)

La cosa parece facil, pues no hay mas que escribir

9(f (=) —g) g(f(x) —gb) flz)-b gly)—gb) [fl=)-[f(a)

T —a flx)=0 T —a y—2>b T —a

)
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donde se ha escrito y = f(x) para ¢ € A, para ir preparando el paso al limite y, en definitiva, probar
el resultado. Pero no es tan sencillo, pues no estd garantizado que podamos hacer limpiamente
estas operaciones, esto es, que siempre se cumpla f(2) — b # 0. Deberemos elaborar un poco més
el razonamiento; para ello, observamos que f es derivable en el punto a y, por tanto, existe en un
entorno U(a) de dicho punto, con lo que tiene sentido definir una funcién ¢ : U(a) — R, mediante

WD =00 ) 1,

e
)s si f(z) = b.

La clave de la demostracién estd en establecer la continuidad de esta funcién, esto es, que
lim ¢p(x) = @(a) = Dg(b), propiedad que se probard facilmente a partir de la derivabilidad de g

en el punto b y la continuidad de f en el punto a; en efecto:

; b —qg(b
m  gx) =  lim 9(f(x)) —g(b) _ . 9(y) —g(b) _ Dg(h):
lim p(z) = { z—a.f(2)#b z—a,f()2b  f(x)—b y—b  y—0b
r—a lim T Dg(b).
pam @lr) = Dg(b)
Finalmente, teniendo en cuenta la igualdad:
F(z) - F T) —
F(zx) — Fla) _ o(x) - M, para todo 2 € U(a) — {a},
T —a T —a

v pasando al limite en el punto a, resulta:

pr(a) = fiy S < i (o) =) =
= (1 o)) - (1 LL=D) — Doty py o)
que es lo que se queria probar. [

7.2.6 COROLARIO. Sean dos funciones f: A CR — Ry ¢: B C R — R, tales que f(A) C B. Si
f es derivable en todo punto x €  C Ay ¢ es derivable en todo punto y = f(z), entonces, la funcién
compuesta F'= g o f, es derivable en § y se cumple:

DF(x) = Dg(f(x)) - Df(x) = ((Dg o f)Df)(x), para todo x € (L.

Demostracion:
Inmediata en virtud de la proposiciéon anterior. L]
7.2.7 EJEMPLO. Sea I:R — R la funcién definida por F(x) = (2% + 32)%; estd claro que F es la

composicién F = go f de las funciones f:R — R, definida por f(z) = z* + 3z y ¢:R — R, definida
por g(z) = x°. Si, por ejemplo, se quiere calcular la derivada DF(1), en virtud de 7.2.5, se tendra:

DF(1) = Dg(f(1))-Df(1) = Dg(4) - Df(1) = (5-4%) - (4-1® + 3) = 8960.
Por otra parte, aplicando 7.2.6, la funcién derivada de F es la funcién DF:R — R definida por

DF(z) = ((Df) o g)Dg)(x) = (((52*) o (2* + 3z)) - (42® + 3)) (z) = 5(a* + 32)*(42® + 3).
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A continuacién y para terminar este apartado, se estudia la derivabilidad de la funcién inversa.

7.2.8 PROPOSICION. (Derivabilidad de la funcién inversa). Sea f:A C R — R una funcién
inyectiva y continua; si f es derivable en a € A y se cumple Df(a) # 0, entonces la funcién inversa
f~1: f(A) — A es derivable en el punto b = f(a) y se cumple

Demostracion:
Por ser f continua en A, su funcién inversa f~1 es continua en f(A), en virtud de 5.3.13. Si V() es
un entorno del punto b = f(a) € f(A), la inyectividad de f y la continuidad de las funciones f y f~*
permite afirmar que f~1(V (b)) = U(a) es un entorno del punto a; por otra parte, dada la continuidad
de las funciones f y f~!, escribir £ — a con = € U(a) es equivalente a escribir f(z) =y — b con
y € V(b).

En consecuencia se cumplira

hn IO =) @) M) wa
y—b y—>b z—a f(z) — f(a) e—a f(x) — f(a)

— 1 1

- lim —fla)  Df(a)’

lo que prueba que la funcién inversa f~': f(A) — A es derivable en el punto b = f(a) y que se

cumple Df~(b) = como se queria probar. L]

~ Df(a)’

7.2.9 COROLARIO. Sea f: A C R — R una funcién inyectiva y continua; si ademaés es derivable
en Q C Ay se cumple Df(z) # 0 para todo z € €, entonces su funcién inversa f=!: f(A) — A es
derivable en ' = f(Q), verificdindose

1
j) (y), para todo y € .

Df~Ny) = <(Df)o

Demostracion:

Aplicando el resultado de 7.2.8, tomando un punto cualquiera y = f(z) € , con x € €, se obtiene:

1 1 _ 1 _ 1 _ < 1 )
DI = D5 = D) - e W \operT) Y
que es la igualdad que se queria demostrar. ]

7.2.10 EJEMPLO.
1) Para calcular la derivada de la funcién potencial 21/3 en el punto b = 2, puede aplicarse el resultado
de 7.2.8, tomando: f(x) = 2°, f~Y(x) = z'/3, a = 21/3, b = 2; se obticne:

_ 1 _ 1 1
B D:l?3(21/3) B (312)(21/3) ©3.92/3°

D(a'/%)(2)
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2) De un modo més general: la funcién raiz n-ésima 2/ definida en Ry es la inversa de la funcién
potencial 2™, restringida a ]Ra'; dado que esta funcién potencial es inyectiva, estrictamente creciente
y derivable en su dominio, en virtud de 7.2.9 resulta que la funcién ='/" es derivable en su dominio
v, ademds, se cumple:

D 1/n 1 ! L ! -1
xr = = -
Dxmoxl/n — (nan=1l)oxl/n .2 n

7.3 DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES.

En este apartado se estudia la derivabilidad de las funciones elementales, se establece su campo de
derivabilidad y se calculan sus funciones derivadas. El conocimiento de las reglas de derivacién de las
funciones elementales es muy importante, tanto por lo que respecta a las aplicaciones de la derivacién
(capitulo 8) como para el cdlculo de primitivas (capitulo 9).

7.3.1 PROPOSICION. (Derivada de exponenciales, potenciales y logaritmos).

1) La funcién exponencial real es derivable en su dominio; se cumple

De" = e”, para todo x € R.
2) La funcién logaritmo neperiano es derivable en su dominio y se cumple

1
Dlnz = —, para todo = > 0.
T

3) Las funciones exponenciales y logaritmicas generalizadas son derivables en su dominio respectivo; se
verifica:
Da® = a” - Ina, para todo z € R;

1
Dlog, x = ———, para todo z > 0.
z-lna

4) Las funciones potenciales son derivables en su dominio y se tiene:

Dz® = ax® !, para todo z > 0.

Demostracion:

1) Sea a € R un niimero real cualquiera; escribiendo

e’ — e? et —1 t
=e =e ,
T —a T —a T —a

esto es, €% — 1 =t y, por lo tanto, x — a = In(1 4 t), se tiene entonces:

LoerTr—1 . t ) 1 1
lim = lim =lm—m—mm—m=—=1.
z—a T —a t=0In(1+¢) t=0In(1+¢)/t Ine

Aplicando finalmente la definicién de derivada en un punto, resulta

T _ La
Dexp(a) = lim £ ° e

im ——————— = ¢%, para todo a € R
r—a T —a t—0 111(1—|-1f)1/t > P ’
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2)

3)

4)

lo cual prueba que D exp = exp.

FEl logaritmo neperiano es, por definicién, la funcién inversa de la exponencial real, con lo que su
derivabilidad es consecuencia de 7.2.9, que permite también el calculo de su derivada:

Por definicién, la funcién exponencial generalizada de base a, es la composiciéon: a® = exp(z Ina),
con lo que su derivabilidad es consecuencia de 7.2.6; su derivada se obtendra aplicando la regla de
la cadena:

Da® = D(exp(z Ina)) = (Dexp(z Ina))- D(x Ina) =exp(z Ina)-lna=a"-lna.

La derivabilidad de la funcién logaritmica generalizada log,, es inmediata teniendo en cuenta el
cambio de base en funciones logaritmicas (6.3.5) y las reglas de derivacién establecidas en el apartado
7.1.

La derivabilidad de la funcién potencial ¢ = exp(a lnx) es consecuencia de 7.2.6, que también
proporciona el método para calcular su derivada:

Dz® = D(exp(a Inx)) = (Dexp(a Inz)) - D(alnz) = (%) - <a %) =ar" !,

lo cual completa la demostracién. [

7.3.2 PROPOSICION. (Derivacion de las funciones trigonométricas).

1)

2)

1)

Las funciones trigonométricas: sen, cos, tan y cot, son derivables en su dominio y se cumplen las
igualdades siguientes:

Dsenz = cosz, para todo = € R;

Dcosx = —senx, para todo x € R;

Dtanx = 1 + tan? z, para todo z € R — {mr + %,n € Z} ;
Dcotx = —1— cot?x, para todo z € R — {nm,n € Z};
Dsecr = secr - tanzx, para todo z € R — {n7r + g,n € Z} ;

Dcscxr = —cscx - cot x, para todo z € R — {nm,n € Z}.

Las funciones trigonométricas inversas son derivables en su dominio y se tienen las igualdades:

-1 1
D arccosx = ﬁ’ D arcsenx = ﬁ, para todo = €] — 1,1];
D arctanz = T Darccotr = ﬁ, para todo x € R.
Demostracion:
) ) eiz _ p—iT )
Sea x € R un niimero real arbitrario; recordando que senx = 5 , ¥ teniendo en cuenta 7.3.1,
i
resulta
1. : 1. . 1 , e +e "
Dsenz = —De" — —De™ " = —ie"® + —ie”"" = ——— = cosx.
21 2 27 2 2
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El resto de igualdades se prueba ficilmente teniendo en cuenta la definicién de cada una de las
funciones y la proposicién 7.2.1.

2) Teniendo en cuenta que arccos es la funcién inversa de cos, su derivabilidad en su dominio |—1,1[C R
es consecuencia de (7.2.9); su derivada es:
1 1
Darccos(z) = ( ———— | () = | ————— | (z) =
(D cos) o arccos (—sen) o arccos

1 1
= r) = ————=, para todo z €| — 1,1].
<(\/1 —cos?) o arccos) () V1—x2 P ] [

La derivabilidad de la funcién arcsen y el cdlculo de su derivada se razonan de forma andloga.

La derivabilidad de la funcién arctan en R es consecuencia de su definicién y de 7.2.9; el cdlculo de
su derivada se efectua aplicando la regla de derivacion de la funcién inversa:

D arctan(z) = <;> () =

(D tan) o arctan

1 1
= 7)) = ——, todo z € R.
<(1 + tan?) o arctan) () 14 g2 DA tote®

La derivada de la funcién arccot se obtiene de forma completamente andloga.

7.3.3 PROPOSICION. (Derivacion de la funciones hiperbdlicas).

1) Las funciones hiperbdlicas son derivables en su dominio R y, para todo z € R, se cumplen las
igualdades siguientes:

Dcoshx =senhxz, Dsenhx =coshz, Dtanhz=1-— tanh? z, Dcothr=1-— coth? z.

2) Las funciones hiperbdlicas inversas son derivables en su dominio y se cumplen las igualdades:

1 1
Dargcoshr = \/ﬁ’ para todo x > 1, Dargsenhx = \/.772—?’ para todo x € R;

Dargtanhz

1

—— para todo z €]1,1].

1—22

Demostracion:

1) Tanto la derivabilidad como el cdlculo de las derivadas es consecuencia inmediata de la definicién
respectiva y se propone como ejercicio.

2) La derivabilidad de la funcién argcosh es consecuencia inmediata de su definicién como la funcién
inversa de cosh y de 7.2.9; su derivada vendrd dada por:

1 1
Dargeosh(x) = <(D cosh) o argcosh) (z) = <(sonh) o arg(:osh) (z) =

1 1
() = ——=, para todo x > 1.
<(\/ cosh? —1) o arg(:osh) z? -1

La derivabilidad y el célculo de la derivada de las restantes funciones se razona de forma andloga. m
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Una vez se ha establecido la derivabilidad y se han calculado las derivadas de las funciones
clementales, interesa estudiar la derivabilidad sucesiva de dichas funciones, calculando en su caso las
correspondientes derivadas n-ésimas. Esta cuestion se aborda en la proposicion que sigue.

7.3.4 PROPOSICION. (Derivadas sucesivas de las funciones elementales).

1) Las funciones exponenciales, logaritmicas y potenciales, son infinitamente derivables en su respectivo
dominio. Se verifican las igualdades:

D™expx = expz, para todo z € R y para todo n € N,

_1\n—1
D"lnz = —( )n , para todo x > 0 y para todo n € N,
o
D"a” = (Ina)™ - a”, para todo x € R y para todon € N,
—1 n—1
D"log, x = ﬁ, para todo x > 0 y para todo n € N,

D'z =a(a—1)---(a—n+1)-2°", para todo z > 0 y para todo n € N.
2) Las funciones sen y cos son infinitamente derivables en R; se cumplen las igualdades:

7r
D" senx = sen ("r + 775) , para todo x € R y para todon € N,

D" cosx = — sen (7‘ +(n— l)g) , para todo x € R y para todo n € N.

3) Las funciones cosh y senh son infinitamente derivables en R y se tienen las igualdades siguientes:

D? coshx = coshz, D**!coshz =senhz,

D?senhz = senhz, D?**!senhx = coshz,

cualesquiera que sean © € Ry p € N,
Demostracion:

Todas ellas se deducen inmediatamente aplicando las reglas de derivacion y teniendo en cuenta las
propiedades de cada una de las funciones. Se propone como ejercicio. L]

7.3.5 OBSERVACION. Teniendo en cuenta lo que acabamos de ver acerca de la derivabilidad de las
funciones elementales y sus derivadas sucesivas, algunas de ellas pueden definirse como sigue:

e La funcién exponencial real es la tinica funcién derivable en R que cumple las condiciones
Df(x) — f(x) =0 para todo z € R v f(0)=1.

(Véase ejercicio 19).

e La funcién seno es la tinica funcién derivable en R que cumple las condiciones
D?f(x) + f(x) = 0 para todo x € R y f(0)=0.

(Véase ejercicio 20).

e La funcién coseno es la tnica funcién derivable en R que cumple las condiciones

D?f(z) + f(x) = 0 para todo = € R y f(0)=1.
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(Véase ejercicio 20).

e La funcién seno hiperbdlico es la tinica funcién derivable en R que cumple las condiciones

D?f(x) — f(r) =0 paratodor € Ry f£(0) =0.

e La funcién coseno hiperbélico es la tinica funcién derivable en R que cumple las condiciones

D?f(x) — f(x) = 0 para todo x € R y f(0)=1.

7.4 DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

En este apartado abordamos una cuestion de gran interés: la aproximacién de los incrementos de
una funcién derivable mediante una aplicacion lineal. En el caso de funciones reales de una variable
esta propiedad coincide con la derivabilidad, pero ello no es asi para funciones de mas de una variable.
Como se veré, esta aproximacién tiene un notable interés teérico y un no menos interesante abanico de
aplicaciones.

7.4.1 DEFINICION. (Funciones diferenciables). Sea f: A C R — R una funcién real y sea a € A; se
dice que f es diferenciable en el punto a si existen «a, 3 € R tales que

i Lot —(atBh) . [x) = (atfz—a)
h—0 h r—a r—a

=0,

diciéndose entonces que f es aproximable localmente por un polinomio de primer grado.
e FEquivalentemente, f es diferenciable en a si existen o, € R tales que cualquiera que sea € > 0
existe 6 > 0 tal que si |h] < 8, entonces |f(a+ h) — (a+ ph)| < e|h]

e La definicién dada es consistente, puesto que si f es diferenciable en a, los niimeros reales « y 3 son

los 1inicos que cumplen la condicién de diferenciabilidad de f en el punto a. En efecto, si suponemos
fla+h) - (o + 3'h)

que existen otros ntmeros reales o, 3 € R tales que lim = 0, entonces se
h—0

h
e Jlath)—(atBh)  flath)—(a + @)
0= lim — lim =
h—0 h h—0 h
W)+ (B =B e
= h s T

lo cual es cierto si, y sélo si, se cumple ' =3y o = a.

En la proposicién que sigue se establece la equivalencia entre diferenciabilidad y derivabilidad en un
punto, para funciones reales de variable real.

7.4.2 PROPOSICION. Una funcién f: A — R es diferenciable en a € A si y sélo si es derivable en ese
punto, cumpliéndose (notaciones de 7.4.1) que a = f(a) y 3 = Df(a).

Demostracion:
A partir de la definicién de derivada en un punto, se tiene la equivalencia

i L0t 1)~ (@) i L0 1) = (f(a) + Df(@)h)
AT h,

=0,
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que no es mas que la condicién de diferenciabilidad de f en a con @ = f(a) y # = Df(a). La
unicidad de «, 3 € R prueba la equivalencia enunciada. [

Recta
tangente

Af(h)

Figura 7.5. Interpretacion geométrica de la diferencial de una funcion en un punto.

7.4.3 DEFINICION. (Diferencial de una funcién). Sea f: A — R una funcién diferenciable en a € A;
se denomina diferencial de f en el punto a la aplicacion lineal df,: R — R definida por

df,(h) = Df(a)h, para todo h € R.
En virtud de esta definicién, la condicién de diferenciabilidad de f en el punto a puede escribirse

o L@ h) = (@) dfa(h) | Af(ash) = dfa(h)

h—0 h h—0 h

=0,

y por tanto, se tiene la aproximacién
J(a+h) ~ f(a) + dfa(h) = f(a) + Df(a)h, si h—0,

que justifica la aplicacién de la diferencial a cdlculos aproximados, tal como se verd en 7.4.5.

e Sif:A — R es una funcién diferenciable en a € A, puede considerarse la funcién ¢,: R — R
definida por ¢4(x) = f(a) + Df(a)(z — a) para todo z € R, esto es, la funcién cuya gréfica es la
recta tangente a la gréafica de f en el punto (a, f(a)); entonces, por ser f diferenciable en el punto a

se cumple
i £ — eala)

rT—a r—a

=0,

es decir, f(z) — @q(z) es un infinitésimo de orden superior a = — a.
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En la figura 7.5 se ha representado la interpretacién geométrica de la diferencial de una funcién.

7.4.4 EJEMPLO.

1
f(x)=a%sen—, si x#0,
T

f(0)=0.

1) Sea f:R — R la funcién real definida por Sabemos que esta

funcion es derivable en R y que se cumple
1 1
Df(r) =2rsen—+cos—, si z#0,
T x

Df(0) = 0.

En consecuencia, la diferencial de esta funcion en cada punto a € R sera la aplicacion lineal
dfa: R — R definida por

dfa(h) = <2(1‘ sené + cos %) h, si a#0,
dfo(h) = 0.
2) Toda funcién polinémica P,:R — R, definida por
P, (z) = bya™ + bp_1z™ Lok biz 4 by, by A0, zER
es diferenciable en cualquier punto a € R, cumpliéndose
d(Pn)a(h) = (nbpa™ 4+ (n— 1)bp_1a" "2 + -+ + by) (h), para todo h € R;

en particular, en el origen se cumple d(P,)o(h) = bih, para todo h € R.

3) Toda aplicacién lineal f:R — R, es decir, todo polinomio de grado 1 con término independiente
nulo, definido por f(z) = Az, = € R es diferenciable en cualquier punto a € R, cumpliéndose
dfa(h) = Df(a)h = Ah = f(h), para todo h € R, esto es, f coincide con su diferencial.

7.4.5 EIJEMPLO. (Aplicacién de la diferencial a cdlculos aproximados).
Vamos a ver cémo puede aplicarse la aproximacién

J(a+h) ~ f(a) + dfa(h) = f(a) + Df(a)h, si h—0,
vista en (7.4.3) a cdlculos aproximados con funciones diferenciables.
1) Para calcular aproximadamente /623, consideraremos la funcién potencial f : RT — R definida

por f(z) = x/2, para todo z > 0, que es diferenciable en Ry y se cumple Df(z) = %.Tfl/Z x> 0.

b
Teniendo en cuenta que en el punto a = 625 se cumple f(a) = 25 y puesto que 623 = 625 + (—2),

tomando h = —2 se cumplira
1
V623 ~ 25 + 3 (625)71/% . (=2) = 25 — 0.04 = 24.96

2) Para calcular aproximadamente arctan1.07, consideraremos la funcién f:R — R definida por
f(z) =arctanx, € R que es diferenciable en R y que en el punto a = 1 verifica f(a) = arctan 1 =

%. Puesto que 1.07 = 1 4 0.07, tomando h = 0.07 se tendra

arctan 1.07 ~ arctan(1) + (D arctan(1))0.07 = % + <T112(1)> -0.07 =
T 1 T+ 0.14 )
=1t3 -0.07 = — = 0.82039816.
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7.4.6 OBSERVACION.

Hay que destacar que en los calculos aproximados que se han realizado en el ejemplo anterior no
se conoce una acotacion del error que se comete en los mismos, esto es, no se conoce un k >
tal que A < f(a+h) < p, con p— X < k. En el préximo capitulo se verdn otros métodos de
célculo aproximado basados en propiedades de las funciones derivables que permiten acotar el error
cometido.

Sea 2: R — R la funcién coordenada de R; dado un niimero real arbitrario a € R, se cumple
Ax(a;h) = x(a+ h) — x(a) = h,

es decir, el incremento respecto del desplazamiento h es independiente del punto a, con lo que en
virtud de esta independencia, puede escribirse Az = h. Por otra parte, la funcién coordenada de R
es diferenciable en R y su funcion diferencial en un punto cualquiera a € R vendra dada por

dxg(h) = Dx(a)h=1-h = h,

que también es independiente del punto a, con lo que puede escribirse h = dx. Con ello, la definicion
de diferencial de una funcién en un punto puede escribirse ahora df,(h) = Df(a)h = Df(a)dx, lo

daf

que justifica la notacién habitual Df(a) = E(G)

7.4.7 PROPOSICION. (Diferenciabilidad y operaciones algebraicas ). Sean f,g:A C R — R dos
funciones diferenciables en a € A; se cumplen las propiedades siguientes

1) La funcién suma f + g es diferenciable en el punto a y se verifica:

d(f +g)a == dfa + dga~

2) La funcién producto fg es diferenciable en el punto a, cumpliéndose:

d(f9)e = g(a)dfs + f(a)dga.

3) Si A € R es una constante, la funcién producto por escalar Af es diferenciable en a y se cumple:

d(Af)a = Adfan

4) Sig(a) # 0, la funcién cociente f/g es diferenciable en a, verificdndose:

a (5) - (g(a)dfa - f(a)dga)

Demostracion:

Inmediata, teniendo en cuenta la equivalencia entre diferenciabilidad y derivabilidad. L]

7.4.8 PROPOSICION. (Regla de la cadena para diferenciacion). Sean f:A — Ry g:B — R dos
funciones tales que f(A) C B, f es derivable en a € Ay g es derivable en b = f(a) € B. Entonces, la
funcién compuesta de f y g es diferenciable en a y se cumple

d(go f)e = dgp o dfy.
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Demostracion:

Sabemos que la funcién compuesta g o f es derivable y se cumple D(g o f)(a) = Dg(b) - Df(a), con
lo que

d(g > f)alh) = D(g o f)(a)h = Dg(b)Df(a)h = dgu(dfa(h)) = (dgy o dfa)(h), para todo h € R,
como se queria probar. L]

7.4.9 PROPOSICION. (Diferenciabilidad de la funcién inversa). Sea f: A C R — R una funcién
inyectiva, derivable en @ € A y tal que Df(a) # 0; entonces, la funcién inversa f=1 : f(A) — A es
diferenciable en b = f(a) y se cumple

d(f ™)y = (dfa) ™"

Demostracion:
1
Sabemos que la funcién inversa f~1 es derivable en b = f(a) y se cumple Df~1(b) = W’ con lo
a
cual )
d(f~Hs(h) = DfH(b)h = ———h = (df,)"!(h), para todo h € R,
() (O = e = (@7 )
como se queria probar. L]

7.4.10 DEFINICION. (Diferenciabilidad de una funcion compleja de una variable).

Sea f = (f1,f2): A C R — C una funcién compleja de variable real; sabemos que entonces la funcién
se expresa mediante f(z) = (f1(z), f2(x)) para todo z € A, donde las funciones f; y f2 son funciones
reales de variable real. Si f es derivable en a € A, ello equivale por definicién a que las funciones f1 y fo
son derivables en dicho punto, es decir, diferenciables puesto que son funciones reales de una variable,
cumpliéndose que

d(f1)a(h) = Dfi(a)h v d(f2)a(h) = Df2(a)h, paratodo h € R.
Se define la funcién diferencial de f en el punto a € A como la aplicacién lineal df, : R — R? dada por
dfu(h) = (D f1(a)h, D fa(a)h), para todo h € R,

y puesto que se cumplen las igualdades

i L@t h) — (@ + DA@K _
h—0 h : h—0 h

se tendra que

(fia+ h). fala + h)) - (<f1<a>, f2(@)) + (Dfi(a)h, sz(a)h))

lim =
h—0 h

i LR = (@) B

h—0 h

que expresa la condicién de diferenciabilidad de la funcién f en términos andlogos al caso de las funciones
reales de una variable.
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. . L 2
La matriz asociada a la aplicacién lineal df, en las bases naturales de R y R” es

Jf(a) = (gggg;) € Mp(2,1),

que recibe el nombre de matriz jacobiana de f en el punto a.
7.4.11 EJEMPLO. Considérese la funcién f : R — R? definida por
f(x) = (23,32% + 22 4+ 1) para todo = € R.
Las funciones componentes de f son las funciones reales de variable real dadas por
filz) =2 vy folr) =32% + 20 + 1 para todo = € R.
Estas funciones son diferenciables en todo punto a € R, cumpliéndose:
d(f1)a(h) = Dfi(a)h = (3a*)h vy d(f2)a(h) = Dfa(a)h = (6a + 2)h, para todo h € R.
En consecuencia, la diferencial de f en un punto cualquiera a € R es la aplicacion lineal df, : R — R?

definida por
df,(h) = (3a*h, (6a + 2)h), para todo h € R,

y la matriz jacobiana de f en a € R es
3a?
Jf(a) = <6a+2> :

7.4.12 DEFINICION. (Diferenciabilidad de una funcidn real de dos variables). Sea f: ACC — Ry
sea a = (a1,az) € A; si f es derivable en el punto a, esto es, existen las dos derivadas parciales Dy f(a)
v Daf(a), se define la diferencial de f en el punto a, como la aplicacién lineal df, : R? —— R dada por

dfa(h) = D1f(a)hi + Daf(a)ha, para todo h = (h1, hs) € R?;

se dice que f es diferenciable en el punto a si se cumple ademads la condicion de diferenciabilidad
siguiente:

o L@ 1) = 5@~ dfa(h) _ f(ath) ~ fa) (D1 (@hs + Daf(@ha)

=0.
h—0 |h] h—0 |h]

La matriz asociada a la aplicacién lineal df, en las bases naturales de R? y R es
Jf(a) = (D1f(a) D2f(a)) € MR(1,2),

denominada matriz jacobiana de f en el punto a.

Obsérvese que ademas de la existencia de las derivadas parciales de la funcién en el punto, se exige
que se cumpla la condicién enunciada, es decir, para funciones reales de dos variables, diferenciable
no es estrictamente equivalente a derivable, ya que se exige algo mds que la mera existencia de las
derivadas parciales para que una funcién sea diferenciable (la existencia de las derivadas parciales es
condicién necesaria, pero no suficiente, para la diferenciabilidad). De hecho, si las derivadas parciales
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son continuas (es decir, f es de tipo C!) se cumple la condicién de diferenciabilidad, propiedad que
enunciamos sin demostracion.

7.4.13 EJEMPLO. Vamos a desarrollar dos ejemplos para ilustrar la definicién anterior. En el primero
se probard la diferenciabilidad de una funcién; en el segundo se verd como, aun existiendo las derivadas
parciales, la funcién no es diferenciable en el punto.

1) La funcién f:C — R definida por
f(,y) = 2% + 242, para todo (z,y) € R?,

es diferenciable en todo punto a = (ay,as) € R?, puesto que D; f(a) = 2ay, Daf(a) = 4as, con lo
que dfy(h) = 2a1hy + 4ashe, para todo h = (hy, ha) € R? v ademds se cumple:

g (011 h1)* + 2az + ho)® — (af + 203) — (2a1hy + daghy) _ | hi+ 2h3

= lim —————=—— = 0.
h—0 (h3 + h3)t/2 h—0 (hi + h3)'/?

2) La funcién f:C — R definida por

Ty
flzy) = TQ—_HJW

si (-777?/) # (0,0)

es derivable en el origen y se cumple D, f(0,0) = D3f(0,0) = 0, pero no es diferenciable en dicho
punto puesto que no existe el limite

. J(hi,he) = f(0,0) = D1 f(0,0)h1 — Do f(0,0)he . hihg
lim = lim —————.
h—0 || h—0 (h3 + h3)3/2

7.4.14 PROPOSICION. (Regla de la cadena generalizada). Sea f: A CR — C con f = (f1, fa) v sea
g: B C C — R tal que f(A) C B. Si f es diferenciable en a € Ay g es diferenciable en b = f(a) € B,
se cumple

D(go f)(a) = D1g(b)Df1(a) + D2g(b)D f2(a).
Demostracion:

Para realizar con rigor esta demostracién deberiamos disponer de un resultado previo: la
diferenciabilidad de la funcién compuesta go f: A — R en el punto a y que se cumple la igualdad
d(go [)a = dgg o df,. Admitiremos que ello es cierto (para la demostracién, véase por ejemplo la
referencia [Or]).

Entonces, por un lado se cumplira:
d(go f)a(h) = D(go f)(a)h, para todo h € R,
y por otro,

d(g o fa(h) = dgy(dfa(h)) = dgy(Dfr(a)h, D fa(a)h) = Dig(b)Dfi(a)h + Dag(b) D f2(a)h =
= (D1g(b)Df1(a) + Dag(b)D fa(a)) h, para todo h € R.

De ambas igualdades resulta la proposicién. L]
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7.4.15 EJEMPLO. Sean las funciones f: R — R? y g : R> — R definidas por
f(z) = (z,senx) para todo z € R v g(z,y) = 3 + 2? para todo (z,y) € R>.
La funcién compuesta F' = g o f estard definida por
F(x) = g(f(7)) = g(z,senz) = (2° + vy?)(z,senx) = 2° + xsen’z, z € R.
Puesto que
Dfi(z) =1, Dig(x,y) = 32 + 97, D fa(x) = cos, Dag(z,y) =22y
se tendrd finalmente que
DF(z) = (32% + y?)(w,senx) + (27y)(z,sen ) cosz = 32% + sen® x + 2rsenx cosw, x € R.

Puede verse también que el resultado es correcto, derivando directamente la expresion analitica de la
funcién compuesta.

7.5 FUNCIONES IMPLICITAS. DERIVACION DE FUNCIONES IMPLICITAS.

7.5.1 En el capitulo 4 se ha definido una funciéon f : A — B como una terna formada por dos
conjuntos no vacios y una correspondencia entre ambos tal que a cada elemento del primer conjunto se
le asigna un 1inico elemento del segundo; si la imagen se expresa de forma explicita mediante operaciones
elementales con la antiimagen, la funcién se dice que esta definida explicitamente. Por otra parte, hemos
visto otras vias para definir funciones de forma explicita, por ejemplo como limites de sucesiones de
funciones y también como sumas de series de funciones. En este apartado vamos a estudiar una nueva
forma de definir una funcién real de variable real, de gran interés en Anélisis: se trata de las funciones
definidas implicitamente por una ecuacion de dos variables; estudiaremos también las propiedades de
estas funciones asi definidas. El enfoque es necesariamente sucinto por cuanto el nivel de este texto no
permite efectuar un tratamiento teérico en profundidad a este respecto.

7.5.2 DEFINICION. (Funciones implicitas o definidas implicitamente). Consideremos la ecuacién en
dos variables reales f(z,y) =0, donde f: Ax B C R?> — R es una funcién real de dos variables y A, B
son subconjuntos de R. Si para cada a € A existe un tinico b € B tal que f(a,b) = 0, puede considerarse
entonces una funcién definida del modo siguiente:

p:A— DB
r—gr) <= flz,0(@)=0

Esta funcién se dice que estd definida implicitamente por la ecuacion f(z,y) = 0, o bien, que es una
funcion implicita definida por ella.

Vamos a ver algunos ejemplos que permitan ilustrar esta definicion y comentar algunos detalles al
respecto.

7.5.3 EJEMPLO.
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1)

2)

3)

4)

5)

Sea la ecuacién 22 —y = 0; si f : [0,1] x [0,1] € R? — R es la funcién real definida por
f(z,y) = 22 —y, dado a € [0,1] existe un tnico b € [0,1] tal que a® — b = 0. Puede definirse
la siguiente funcién
(2 [Ual] - [071}
r— p(r) = 2?2 —p)=0.

Esta es, pues, una funcién definida implicitamente por la ecuacién 22 — y = 0.

Si se considera la ecuacién x® — y® + 1 = 0, para cada a € R existe un tinico b € R tal que
a® —b® 4+ 1 =0, ya que el niimero real b= (1 + (1,3)1/3 es el inico que cumple la ecuaciéon dada, una
vez fijado a. Asi pues, puede definirse la funcién implicita

p:R—R
r— p(x) <= 2°—(p@)*+1=0.

De modo anélogo, puesto que para cada b € R existe un tinico a € R tal que a® — 0> +1 =0, ya
que el niimero real a = (1 + 1)3)1/3 es el inico que cumple la ecuacién dada una vez fijado b, puede
definirse implicitamente la funcién

¥R —R
y— vy = @) -y+1=0.

En ocasiones, una ecuacién puede dar lugar a mas de una funcién definida implicitamente. Asi, por
ejemplo, considérese la ecuacion x2 4+ y2 — 1 = 0; si a € [—1, 1] existen dos niimeros reales distintos
que cumplen la ecuacién anterior, dados por by = +v1 — 22 y by = —v1 — 22. En consecuencia,
pueden definirse implicitamente dos funciones:

o1 : [-1,1] — [0,1]

T — pi(r) = 27+ (p(2))? —1=0,
w2 [-1,1] — [-1,0]

P a(r) = 2t () 1= 0,

En otros casos, sin embargo, dada una ecuaciéon f(z,y) = 0 no puede definirse implicitamente
ninguna funcién, ya sea por razones inherentes a la ecuacién misma, o bien, por consideraciones
sobre el conjunto A en el que se considera definida la primera variable. Asi, por ejemplo, la ecuacién
22 + 4% + 1 = 0 no define ninguna funcién implicita ya que no tiene ninguna solucién y la ecuacién
22 +y? — 1 = 0 no define ninguna funciéon implicita si |z| > 1.

Si la ecuacién f(z,y) = 0 define implicitamente una funcién ¢ : A — R y puede obtenerse a partir
de dicha ecuacién una expresion explicita de ¢, ésta se denomina expresion local de . Asi, por
ejemplo, las expresiones locales de las funciones implicitas definidas en 3) son

pir(z) =+V1-a2% z€Bxoir) v  paly) =-V1-2? y€ Blxor),

donde zg €] — 1,1 y r > 0. Cuando se tiene una expresién local (explicita) de la funcién definida
implicitamente por una ecuacién, pueden estudiarse sus propiedades (continuidad, derivabilidad,
ete.) a partir de esta expresion local. Sin embargo, son escasas las ocasiones en las que es posible
obtener la expresién local de la funcién definida implicitamente, con lo que dichas propiedades
deberan ser establecidas por un teorema al efecto.
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Vista la definiciéon de funcién implicita y los ejemplos ilustrativos anteriores puede abordarse el
siguiente paso: enunciar un teorema que establezca en qué condiciones una ecuacién f(z,y) = 0
define una funciéon implicita ¢ y qué propiedades pueden afirmarse sobre dicha funciéon a partir de
las propiedades de la funcién f.

7.5.4 TEOREMA. (De la funcién implicita). Sea una ecuacién en dos variables f(z,y) = 0 que admite
una solucién (x9,y0) € AX B C R? y en la que la funcién f: A x B ¢ R? — R cumple las propiedades
siguientes

1) es de tipo C!' en A x B;
2) Da2f(z0,90) # 0.

Existen entonces un entorno U(zg) del punto 2g € A, un entorno V (yo) del punto yo € B y una funcién
v : U(xg) — V(yo), tales que

1) para cada = € U(xg), ¢(x) es el tnico elemento de V(o) tal que f(z,¢(x)) = 0, cumpliéndose en
particular que ¢(z¢) = yo;

2) la funcién ¢ es de tipo Ct en U(xg) y su derivada satisface la ecuacién
Dif(x,¢(x)) + D2f(x,¢(x))Dp(x) = 0, para todo z € U(zo).

En particular se cumple:
le(m07 :1/0)

Dyp(xo) = "~ Daf(zo,90)

Demostracion:

Omitimos la demostracién de este teorema puesto que requiere conocimientos que no han sido
desarrollados en este texto. No obstante, la persona interesada en la demostracion puede consultar
las referencias [Ap] y [Fe].

Se puede, no obstante, razonar la ecuacion que satisface la funcion derivada De. En efecto, aplicando
7.4.14 ala funcién F : U(zg) — R definida por F(z) = f(z,p(x)), para todo = € U(xzg), se obtiene:

DF(x) = Dy f(x,0(x)) + Da(x,o(x))D(p(x) para todo = € U(xg).
Teniendo en cuenta la ecuacién dada resulta
D f(, ¢(w)) + Daf (2, o)) Dp() = 0, para todo & € U (o).

Aplicando finalmente al punto (xg,4o) se obtiene

D1 f (o, yo0)

D1 f(z0,90) + Da(w0,y0) De(r0) = 0 = Dy(xo) = “Daf (o, 10)

como se queria probar. [

7.5.5 EJEMPLO.

1) Considérese la ecuacién 22 —y = 0y sea f : [0,1] x [0,1] € R? — R la funcién real definida

2 1
por f(z,y) = x> —y. EI punto (£ =) es solucién de la ecuacién dada y, ademds, se cumple

'5)
272
Dif(x,y) =2z, Dof(x,y) = —1 con lo que f es de tipo C! en el interior de su dominio. Por iiltimo,

se verifica Dgf(%, %) = —1 £ 0. Asi pues, se cumplen todas las hipdtesis establecidas en el teorema
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2)

3)

de la funcién implicita, con lo que puede afirmarse que existen dos entornos U(@) v V(%) y una
funcién ¢ : U(‘/Tﬁ) — V(3) definida por y = p(z) € V(3) <= 2% —p(z) =0, que es de tipo
C!en U(‘/Ti) y se cumple

V2,1 V2 \/5\@.

p(5) =5 Dylr) =2z, paratodor € U() v Do) =

Jonsidérese la ecunacién #® — y® +1 = 0 y la funcién f : R* — R definida por f(z,y) =
2% — 43 4+ 1 para todo (z,y) € R%. El punto (0,1) es solucién de la ecuacién dada, la funcién f
es de tipo C! en su dominio y, por tltimo, se cumple Dy f(0,1) = —3 # 0, con lo que existen dos

entornos U(0) y V(1) y una funcién ¢ : U(0) — V(1) definida por

y=p@) V) = 2P (p@)’ +1=0,

que es de tipo C* en U(0) y se cumple

©(0) =1, Dg(x)=a2%1+2%)"%3 paratodoz € U0) y Dp(0)=0.

Si se considera la ecuacién 22 — %2 = 0 y el punto zo = 0, la funcién f : R? — R definida por
f(z,y) = 22—y para todo (z,y) € R? ticne derivadas parciales continuas en R?, pero Do f(0,0) = 0,
es decir, no se cumplen las condiciones del teorema. No obstante, la ecuacién considerada tiene al
menos las soluciones y =z, y = —x, y = ||, y = —|z|. Con ello se observa que el teorema establece
condiciones suficientes para la existencia de una funcién definida implicitamente por la ecuacion,
pero si éstas no se cumplen no puede afirmarse que la ecuacién no defina ninguna funcién implicita.

7.5.6 EJEMPLO.

Considérese la ecnacion #® — zy +y® — 1 = 0 y la funcién f : R* — R definida por flzyy) =
2% — zy +y° — 1 para todo (z,y) € R?. El punto (1,0) € R? es solucién de la ecuacién dada, se
cumple Dy f(z,y) = 322 —y, Dof(x,y) = —x + 332, luego la funcién f es de tipo C! en su dominio
y, por ultimo, se cumple Daf(1,0) = —1 # 0, con lo que existen dos entornos U(1) y V(0) y una
funcién ¢ : U(1) — V(0) definida por

=) €V(0) = o —ap(n) + (@) —1=0,
que es de tipo C* en U(1) y se cumple

0(1) =0, (322 — () + (—x + 3(p(x))?)De(x) = 0 para todo = € U(1) vy Dyp(1) = 3.

Ahora es sencillo calcular, por ejemplo, la ecuacién de la recta tangente a la curva plana dada por
la ecuacién 7° — zy +y> — 1 = 0 en el punto (1,0); en efecto, dicha ecuacién es

y—0=Dp(1l)(z—1) = 3z—-—y—3=0,

ccuaciéon que no serfa tan facil de obtener si se quisiera calcular primero la expresion local de la
funcion implicita ¢ definida por la ecuacién.

A partir de la ecuacién de la que se ha obtenido la derivada primera de ¢, pueden calcularse las
derivadas sucesivas de esta funcion; en efecto, derivando de nuevo en dicha ecuacién se obtiene

6 — 2Dip(r) — xDp(x) + 6 () (Dip())? + Bp() D2 () = 0,
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con lo que
2 - 2Do(x) — 67 — Gip() (Dep())?
D @(T> - . 2 ’
3p(x)? —x
2Dp(1) —6-0
en particular, se cumple D?p(1) = L =0.

-1

7.6 EJERCICIOS.

1. Estudiar la derivabilidad de las funciones que se indican, calculando su campo de derivabilidad.
Escribir la expresion de la funcién derivada correspondiente, caso de que exista.

1l—z,siz <0,

e " six >0

8) fa)=senz-E@@); b) fx)=alal; f<m>—{

2ax + 3, sixr <1,

2.  Se comsidera la funcién fiR — R definida por f(z) = 3, siz=1, Estudiar la

2 — bx

45"’
continuidad y la derivabilidad de esta funcién, segun los valores de los parametros a,b € R.

six > 1.

22, siz >0,

fmz, six <0.

R y calcular su derivada. Estudiar la existencia de la derivada segunda de f.

3. Sea la funcién f:R — R definida por f(x) = Probar que f es derivable en

4. Estudiar la continuidad y la derivabilidad de las funciones f,: R — R, definidas por
1
x"sen—, six#0, )
fn(z) = T segin los valores de n € N.
0, siz=0,

|
b

5. Estudiar la derivabilidad de las funciones ¢,: R — R, definidas por g,(z) = |z"|, para todo = € R,

segun los valores de n € N. Calcular la funcién derivada primera.

6. Calcular las derivadas laterales de las funciones que siguen en los puntos que se indican:

Ll/, si @ # 0,
a) f[:R — R, definida por: f(z)=¢ 1+e/? en el punto a = 0.
0, sixz =0,
1 .
o (z — 2) arctan , stz #£2,
b) f:R — R, definida por: f(z) = r—2 en el punto a = 2.
0, siz =2,

2%, sizeqQ,

Probar que f es
0, sizeR-Q. que [ es

7. Se considera la funcién f:R — R definida por f(z) =

continua tan solo en un punto. Estudiar la derivabilidad de f.
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8. Sea f: A C R — R una funcién derivable en 29 € Ay tal que f(z9) = 0. Probar que la funcién |f|
es derivable en el punto xq si, y sélo si, se cumple D f(zo) = 0.

9. Sia,b> 0, probar las siguientes igualdades

1 Vva? 2 1 1 1
1)D|—=1In e i : 2) D | ——=arctan(z g) = —
a T rva? + x2 Vab b ar? +b

10. a) Calcular los puntos de la curva plana definida por la ecuacién y = 3z4 + 42° — 1222 4+ 20, en
los cuales la tangente a la curva es paralela al eje de abscisas.

b) Calcular, si existen, la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la curva de ecuacién
y = +v/x — 1, en el punto (1,0).
1
c) Calcular los puntos de la curva plana definida por la ecuacién y = z — —, en los que la recta tangente
T
a dicha curva es paralela a la recta 2z —y = 5.

d) Determinar los puntos de la curva plana definida por la ecuacién y = (x + 2)?, en los que la recta
tangente a la curva pasa por el origen de coordenadas.

e) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacién y = arcsen , en el punto en
que dicha curva corta al eje de abscisas.

f) Determinar la parabola de ecuacién y2 = ax + b que es tangente a la bisectriz del primer cuadrante
en el punto (1,1).

11. Calcular las funciones derivadas de las siguientes funciones:

(x—1)° 1+,

2

. 1 B 1 b :
W) @+ VAT ) 225 o T

1 1+ cosx
d) gtan?’mftanm—l—m; e) 11_%, f) ecost;

2 CE2
) e T h) cotz — tanw; i) —;
g) e ; 1) cotx — tanz; i) o
f— 1 1

j) Inzlogx —Inalog, x; k) VcosxaVerT, ) ————— ;

B )
3cos?x  cosw

m) cos <T + 0) (z 4 cos®x 4 sen® 2)°; p) argtanh(sen? e”);

20 +1
q) arctan(lna) + In(arctan z); r) In?(arctan T;_ ) s) \/x+ 1/ T+ V.
x

12. Pruébese que en la pardbola de ecuacién y = Az? + Bz + C, la cuerda que une los puntos de

. , . a+b
abscisa r = a y * = b, es paralela a la recta tangente a la pardbola en el punto de abscisa x = —

13. Probar que las funciones siguientes satisfacen, en cada caso, la ecuacién (diferencial) que se indica:

1
a) y=wxe ", a2y =(1-2)y; b) y:f?ez, Y =2y +y=e"

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



252 7. Derivacién de funciones.

1
1+z+Ina’
d) y=Cre ™+ Ce™2, oy + 3y + 2y = 0, cualesquiera que sean Cy,C3 € R.

) y= xy’ = —y*(1 +x);

14. Calcular la derivada segunda de las funciones

a) f(x) = exp a2, b) h(z) = (1 + 22) arctan z, ¢) g(z) =In V1 + 22, d) i(x) = acosh z
a

3, siz <1,

ar’ +br+ec¢, six>1,
a,b,c € R para que dicha funcién sea dos veces derivable en el punto xp = 1. Obtener en ese caso la
derivada segunda de f.

15. Dada la funcién f(z) = determinar los valores de los pardmetros

16. Calcular la derivada k-ésima de las funciones siguientes:

1 : Inz 1 1
+z ) ﬂ; e) e"cosx; f)

2
1—2’ T m—|—1+.7771'

a) sen2r; b) cos“x; ¢

17.  Se considera la funcién F: A C R — R definida por F(z) = logy(,) g(z), para todo x € A,
siendo f y ¢ funciones derivables en R, tales que f(x), g(x) > 0, para todo x € R. Calcular la derivada
de la funciéon F, aplicando la regla de la cadena.

18. a) Se trata de estudiar la relacién entre derivabilidad y simetria par de una funcién; en concreto,
se trata de probar que si f: A — R tiene simetria par, entonces su derivada D f tiene simetria impar.
Reciprocamente, probar que si f tiene simetria impar, entonces su derivada D f tiene simetria par.

b) Probar que si f: A — R es una funcién periddica y derivable, su funcién derivada D f también es
periddica.

19. Sea f:R — R una funcién real derivable en R y tal que Df(x) = f(x), para todo z € Ry tal
que f(0) = 1. Probar que entonces se cumplen las propiedades siguientes:

1) f(z) # 0, para todo x € R; (sugerencia: ver que el producto f(z)f(—z) es constante, derivdndolo).

2) f(—x)= ﬁ, para todo z € R.

3) no puede haber dos funciones distintas cumpliendo las condiciones enunciadas; (sugerencia:
supéngase que existe otra funcién ¢ que cumple las mismas condiciones y derivese el cociente f/g).

4) f(z) > 0, para todo =z € R.
5 flr+vy) = f(x)f(y), paratodo z,y € R; (sugerencia: probar que para y fijo, la funcién

o(x) = % es constante y determinar la constante).
x
6) 111_*1_1 f(z) = +oo; (sugerencia: considerar la sucesién (2n) — 400 y ver que f(2n) — +00).
Tr—+0Q
7) lim f(x)=0

(En este ejercicio se muestra una forma axiomdtica de definir la funcién exponencial real, a partir de
pocos axiomas, pero de gran potencia.)
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20. Sean f,g:R — R dos funciones reales derivables en R, tales que Df =g, Dg=—f, f(0) =0y
g(0) = 1. Probar que se cumplen las propiedades siguientes

1) f(x)? +g(x)? =1, para todo x € R; (sugerencia: derivar el primer miembro);

2) no puede haber otro par de funciones distintas que cumplen estas propiedades;

3) f tiene simetria impar y ¢ tiene simetria par;

4) flz+y) = f(z)9y) +9(=)f(y), 9(z+y)=g(x)9(y) — f(x)f(y) para todoz,y €R.

(En este ejercicio se muestra una forma axiomatica de definir las funciones trigonométricas sen y cos a
partir de pocos axiomas, pero de gran potencia.)

21. Calcular aproximadamente: a) v/124; b) In1.012; ¢) sen60°1’; d) V/36.

22. Determinar el subconjunto de R en el cual puede aproximarse &/ por v/z + 1 con un error menor
que 0.001.

|4
23. A partir de la ley de Ohm T = ik probar que una pequeiia variacién en la intensidad de corriente

AR

(I) debida a una pequefla variacién de la resistencia (R) puede aproximarse mediante A o~ fIT.

24. La resistencia eléctrica R de un alambre es inversamente proporcional al cuadrado de su radio r.
Estimar el porcentaje de error en la medida de R si en el radio se comete un error méaximo del 5 por
ciento.

25. Demostrar que un error relativo del 1% en la determinacién de la longitud del radio, produce un
error relativo aproximado del 2% en el cdlculo del drea del circulo y de la superficie de la esfera.

26. Probar que la ecuacién 3x3y — y* + 512 +5 = 0 define en un entorno del punto (1,2) una funcién
implicita derivable f tal que f(1) = 2. Calcular Df(1), la funcién derivada Df y obtener la ecuacién
de la recta tangente a la curva plana definida por la ecuacién dada en el punto (1,2).

27. Demostrar que a partir de la ecuaciéon e — 4zxy +y? — 1 = 0, puede definirse implicitamente en
un entorno del punto (0,1) una funcién derivable f tal que f(0) = 1. Calcular Df(0) y las derivadas
Df y D*f.

28. Probar que la ecuacién 222 — y3 + dzy — 2 = 0 define en un entorno del punto (1, —2) una
funcién implicita derivable g tal que g(—2) = 1. Calcular Dg(—2) y las derivadas Dg y D?g.

7.7 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Ap] APOSTOL, T.M. Anadlisis Matemdtico.

En el capitulo 5 de este texto se pueden encontrar, a grandes rasgos, los conceptos que han sido
tratados en el capitulo precedente, aiin cuando su desarrollo alli es mucho mas conciso y se echan
de menos cuestiones de interés como la derivacion de las funciones elementales y ejemplos que ilustren
los conceptos expuestos. Al final de dicho capitulo se trata la derivacién de funciones vectoriales y de
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funciones complejas.

[Ba] BARTLE, R.G. y D.R. SHERBERT. Introduccién al Anélisis Matemdtico de una variable.
El contenido de nuestro capitulo 7 se corresponde bésicamente con la primera parte del capitulo 5
(“Diferenciacién”). Es de gran interés la introduccién histérica que los autores presentan al principio
del capitulo sobre el concepto de derivada y del Célculo diferencial e integral; el desarrollo y secuencia
de los conceptos que se incluyen son muy similares a los que hemos visto aqui, aun cuando no se incluye
la derivacién de las funciones elementales y se echa de menos una referencia mas amplia a la diferencial
de una funcién.

[Fe] FERRER, J. y F. PUERTA. Calcul Diferencial.

De este texto nos interesa recomendar especialmente la lectura del tema 18, dedicado a las funciones
implicitas. Se inicia el tema con la definicién de funcién definida implicitamente, que se ilustra con
numerosos ejemplos muy bien seleccionados y a continuacién se desarrolla el tema en el marco de
las funciones vectoriales de diversas variables. Se lleva a cabo asimismo un estudio del concepto de
dependencia funcional y su caracterizacion.

[Li] LINES, E. Principios de Andlisis Matemdético.

Al igual que en temas anteriores, ésta es una de las referencias mas completas y cuya lectura resulta
mas recomendable. La derivacién de funciones se trata en el capitulo 17, en el cual se lleva a cabo una
introduccion al tema a partir de razonamientos geométricos, esto es, del problema de la recta tangente
a una curva plana en un punto; a continuacién se discute la derivabilidad de una funcién, las derivadas
laterales y la derivada infinita. Se estudian luego las reglas de célculo de derivadas, la derivabilidad
de la funcién inversa y las derivadas de las funciones elementales. El esquema de desarrollo es, pues,
bastante similar al que hemos utilizado aqui en el capitulo precedente; se incluyen otras cuestiones que
nosotros trataremos mas adelante, tales como los extremos locales y el criterio de monotonia. Contiene
una excelente coleccién de ejercicios propuestos.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

En la primera parte del capitulo IV de este texto se trata la derivada de funciones reales de variable real
y a continuacion se introduce el concepto de diferencial de una funcién y se discuten sus propiedades.
Las derivadas de las funciones elementales se desarrollan como ejemplos. Se completa el capitulo con las
féormulas de derivacién, regla de la cadena y derivada de la funcién inversa. Tiene una buena coleccién
de ejercicios propuestos. Se recomienda especialmente su lectura, por cuanto ésta es muy agradable y
tiene la virtud de exponer las ideas de forma muy clara.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

De todos los textos que se comentan en esta Guia de Referencias, este excelente texto es el que trata la
derivada con més detalle, extension y profusiéon de comentarios ilustrativos; dedica a ello los capitulos
9, 10 y parte del 12. El capitulo 9 se dedica a definir el concepto de derivada con una introducciéon
de tipo geométrico que justifica la definicién de derivada de una funcién en un punto; a continuacién
se realiza una interpretacion fisica de la derivada relaciondndola con el concepto fisico de “velocidad
instantdnea” de una particula. Es interesante la lectura de la justificacién de la notacién clasica de la

df ()
d.

de derivacion /_V, con especial detalle, la regla de la cadena para derivacién de funciones compuestas.
El capitulo 12 contiene el estudio de la derivabilidad de la funcién inversa. Se recomienda una lectura
atenta de estos capitulos, lectura que como siempre es muy amena, asi como abordar la resolucién de
los ejercicios que contienen, todos ellos muy bien seleccionados y que complementan los conceptos que
se han desarrollado.

derivada (

), que se complementa con ejemplos ilustrativos. El capitulo 10 trata de las férmulas
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CAPITULO 8
PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES

RESUMEN DEL CAPITULO

En este capitulo se desarrollan las propiedades fundamentales de las funciones derivables en un
intervalo de R. Se empieza con los extremos de una funcién (apartado 8.1), estableciendo una condicion
necesaria a partir de la derivada y completando con una condicion suficiente, una vez visto el teorema
del valor medio. En el apartado 8.2 se estudian los teoremas del valor medio de Lagrange y de Cauchy; el
primero (conocido también como férmula del incremento finito), establece la relacion entre la variacion
de una funcion derivable en un intervalo con la derivada en un punto interior del mismo y es uno de
los teoremas mas importantes del Cédlculo Diferencial; el segundo es una generalizacion del teorema de
Lagrange, motivo por el cual se le conoce también como teorema del valor medio generalizado.

En el apartado 8.3 se trata uno de los teoremas mas conocidos del Calculo Diferencial: la regla de
L’Hopital para calcular limites de indeterminaciones en las cuales intervienen funciones derivables.
En el apartado 8.4 se desarrolla un tema muy importante: la aproximacion local de una funcion
derivable mediante una funcién polindmica, conocida como formula de Taylor; se trata sin duda de
una de las cuestiones mds importantes del Andlisis Matematico y se vera cdmo, a partir de esta
aproximacion, pueden estudiarse propiedades locales de las funciones y aplicarse al calculo de limites de
indeterminaciones.

En el apartado 8.5 se estudia la derivabilidad de las funciones definidas como limite de una sucesion
de funciones derivables y de las funciones definidas como suma de una serie de funciones derivables; se
estudia en particular la derivabilidad de las funciones definidas por series de potencias; el apartado se
completa con el estudio del desarrollo de una funcién en serie de potencias en el entorno de un punto.
Por iltimo, en el apartado 8.6 se estudian algunas aplicaciones del Calculo Diferencial de interés en el
ambito de la Ingenieria, alguna de las cuales sea ya posiblemente conocida; concretamente, se tratan
algunas aplicaciones geométricas (estudio local de curvas planas) y algunas aplicaciones fisicas y técnicas
(cinemédtica, dindmica de fluidos, dindmica de poblaciones).
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256 8. Propiedades de las funciones derivables.

8.1 EXTREMOS DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO.

En el estudio de las propiedades de las funciones derivables, el caso que en la practica tiene mayor
interés es aquel en que la funcién esta definida en un intervalo cerrado de R y es derivable en el abierto
correspondiente. En este capitulo nos ceiiiremos a este caso, siendo evidente cualquier generalizacién
del mismo.

X Xoef b

al-—__
x
o
]
LA

Figura 8.1. HNustracion de un maximo local de una funcion.

8.1.1 DEFINICION. (Extremos absolutos de una funcién). Sea I un intervalo de R y sea f: I — R
una funcién real de una variable definida en ese intervalo. Se denominan maximo absoluto de f en Iy
minimo absoluto de f en I los niimeros reales M y m, si existen, definidos respectivamente por

M = sup{f(x), para todo x € T}, v m = inf{f(x), para todo x € T}.

En virtud de su definicién, el méximo absoluto y el minimo absoluto de f, si existen, son tunicos. Si
se cumple M = f(xg) para un 29 € I, se dice que el méximo absoluto de f se alcanza en ese punto;
evidentemente, puede existir mas de un punto del intervalo en el cual esto suceda. Vale una consideracién
analoga para el minimo absoluto de f.

El méximo y el minimo absolutos de una funcién f:[a,b] — R se denominan de modo general
extremos absolutos de la misma en el intervalo considerado. Obsérvese que si f: I — R tiene maximo
absoluto, el conjunto f(I) ha de ser un subconjunto de R acotado superiormente de R; andlogamente,
si f tiene minimo absoluto, el conjunto f(/) ha de ser un subconjunto de R acotado inferiormente y si
f tiene ambos extremos absolutos, entonces el conjunto f(I) ha de ser necesariamente un subconjunto
acotado de R.

8.1.2 DEFINICION. (Extremos locales o relativos de una funcidn). Sea f:I C R — R una funcién
real de una variable, definida en un intervalo I de R.
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8.1 Extremos de una funcién. 257

Se dice que f tiene un mdximo local o relativo en un punto xy € I, si existe un r > 0 tal
que f(zo) > f(x) paratodox € B(xo;r) NI (véase la figura 8.1). Si se cumple f(zg) >
f(x) para todo 2 € B*(xg;r) NI, entonces el maximo local se dice que es estricto.

De modo anélogo, se dice que f:1 C R — R tiene un minimo local o relativo en un punto
xo € I, si existe un r > 0 tal que f(xg) < f(x) paratodox € B(xg;r) N I; si se cumple
f(zg) < f(x) para todo = € B*(xg;r) N I, entonces el minimo local se dice que es estricto.

De un modo general, los maximos y los minimos locales de f en un intervalo I se denominan
extremos locales o relativos de la funcién, respecto de dicho intervalo. Por otra parte, es evidente
que los extremos absolutos de una funcién, si existen, son también extremos locales, pero no a la
inversa.

8.1.3 EJEMPLO.

1)

2)

3)

4)

5)

La funcién f:R — R definida por f(z) = |z| alcanza su minimo absoluto en el origen y no tiene
méximo absoluto, a menos que su dominio se restrinja a un subconjunto acotado de R (véase la
figura 8.2(a)).

La funcién f:]0,1] — R, definida por f(z) = x, tiene maximo absoluto M = 1 que se alcanza en
el punto 29 = 1, no tiene minimo absoluto y tampoco tiene ningiin minimo relativo (véase la figura

8.2(h)).
La funcién f:R — R definida por f(z) = 2%, no tiene extremos absolutos ni extremos relativos

(véase la figura 8.2(c)).

La funcién f: R — R definida por f(x) = cosz tiene maximos relativos en los puntos x,, = 2nmw,n €
Z, en los cuales se alcanza el maximo absoluto de la funciéon M = 1; tiene también minimos relativos
en los puntos z,, = (2m + 1)w,m € Z, en los cuales se alcanza el minimo absoluto de f, m = —1.

Las funciones exponencial real (exp) y logaritmo neperiano (In) carecen de extremos absolutos y de
extremos relativos en sus respectivos dominios, R y Ra’.

8.1.4 DEFINICION. (Punto critico de una funcion derivable). Sea f:[a,b] C R — R una funcién
derivable en ]a, b[ ; se denomina punto critico de f todo punto x¢ €a, b[ tal que D f(xg) = 0.

8.1.5 PROPOSICION. (Condicidn necesaria de extremo relativo). Sea f:[a,b] C R — R una funcién
derivable en Ja, b[; todo extremo local de f que se alcance en un punto de Ja, b[ es también punto critico
de f; el reciproco no es cierto.

Demostracion:

Si xg es un punto en el que f tiene un extremo local, deberemos probar que se cumple D f(zq) = 0.
Supondremos que el extremo local de f en z( se trata de un minimo; en el caso de un maximo
el razonamiento es completamente analogo. Por definicién, existe un r > 0 tal que para todo
x € B(wxo;r) Cla,b], se cumple f(zo) < f(z), esto es, f(x) — f(xo) > 0. Entonces, cualquicra que
f(z) — f(=o
sea r tal que xg < x < xp + r, se cumple

f(x) = f(zo)

. . . fl@) = flwo
existencia del limite lim M
T—To r — X9
reciproco no es cierto, esto es, que un punto critico no necesariamente debe ser extremo local, basta
considerar la funcién f:R — R definida por f(z) = 2® para todo z € R (véase la figura 8.2(c));
el punto 2o = 0 es un punto critico de f y no obstante la funcién no tiene extremo local en él (de
hecho, la funcién es estrictamente creciente en su dominio). [

> 0; por otra parte, cualquiera que sea x
Tr— =T

tal que g —r < T < xg, se tiene < 0. La derivabilidad de f en el punto x¢ implica la

, €l cual necesariamente debe ser D f(xg) = 0. Para ver que el
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a) y‘

f(x)=Ixl

b) y‘

f(X):X
(0,1]

c) y‘

f(x)=x3

Figura 8.2. Ilustracién de las funciones del ejemplo 8.1.3.

8.1.6 OBSERVACION. (Determinacion de los extremos relativos de una funcién). A la vista del
resultado de la proposicion anterior, para determinar los extremos relativos de una funcién derivable
f:la,b) € R — R lo primero que hay que hacer es determinar sus puntos criticos. Pero hay otras
consideraciones que vamos a comentar.

Puede darse el caso de que en un punto zg la funcién f tenga un extremo local y, no obstante, la
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funcién no sea derivable en dicho punto (por ejemplo, la funcién f(x) = |z|, € R en el origen); esto
pone de manifiesto que, para localizar los extremos de una funcién, hay que investigar también los puntos
del dominio en los cuales la funcién no es derivable. Pero cabe otro caso: la existencia de un extremo
local en uno de los extremos del intervalo de definicién de la funcién, que no necesariamente sea punto
critico; tal caso serfa, por ejemplo, la funcién f:[0,1] — R definida por f(z) = 2%/3 para todo z € [0, 1]
en el origen.

En definitiva, la determinacién de los extremos relativos de una funcién derivable f:[a,b] CR — R
debe hacerse mediante los pasos siguientes:

1) estudiar los puntos criticos de f en el intervalo |a, b[;
2) estudiar los puntos del intervalo ]a,b[ en los cuales la funcién no es derivable;

3) estudiar los extremos del intervalo [a,b] en el que esté definida la funcién.

8.1.7 EJEMPLO. Considérese la funcién definida por f(x) = {/22(6 —z), =€ [—6,8], cuya gréfica
se representa en la figura 8.3. La funcién derivada de f es:

4 —x

$/2(6 — )2

Df(x) = %(x?(a — )26 — ) + 22(=1)) = L w40, 246

La derivada de f se anula en el punto 1 = 4, en el cual la funcién tiene un maximo local. La funcién
alcanza el maximo absoluto en el extremo inferior de su dominio y alcanza el minimo absoluto en el
extremo superior de dicho intervalo. La funcién no es derivable en los puntos o = 0 y 3 = 6; en
el primero, la funcién tiene un minimo local y, por el contrario, en el punto zz la funcién no presenta
extremo relativo de ningiin tipo.

Ay

Figura 8.3. Grafica de la funcion del ejemplo 8.1.7
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8.2 TEOREMAS DEL VALOR MEDIO.

En este apartado se estudian unos teoremas muy importantes que caracterizan las propiedades de
las funciones derivables en intervalos abiertos de R y que genéricamente se denominan teoremas del
valor medio; establecen la existencia de al menos un punto interior del intervalo con unas propiedades
determinadas. Se constatara mas adelante la importancia de todos estos teoremas por sus aplicaciones
y por las conclusiones que permiten deducir.

8.2.1 TEOREMA. (De Rolle.) Sea f:[a,b] C R — R una funcién continua en su dominio, derivable
en el intervalo Ja, b] y tal que f(a) = f(b); existe entonces al menos un punto & €la, b tal que D f(§) = 0.

Demostracion:
e Sila funcién es constante en el intervalo, entonces cualquier punto cumple la condicién.

e Sila funcién no es constante, en virtud del teorema del maximo y del minimo (5.3.10), f tiene
maximo y minimo absolutos en dicho intervalo. Uno de esos extremos debe darse en un punto
& €la, b], con lo que la derivabilidad de f y en virtud de la proposicién 8.1.5, dicho extremo debe ser
un punto critico y por lo tanto debe cumplirse D f(£) = 0. u

La interpretacion geométrica del teorema es la siguiente: si una funcién es continua y derivable en
un intervalo y toma el mismo valor en los extremos de su dominio, existe al menos un punto en el cual
la recta tangente a la gréafica es horizontal; véase la figura 8.4.

Figura 8.4. Interpretacion geométrica del teorema de Rolle.

8.2.2 OBSERVACION. Debemos destacar que la hipétesis de derivabilidad de f en ]a,b[ es esencial
para poder afirmar la conclusién del teorema anterior; en la figura 8.5 se representa la grafica de una
funcién que no tiene derivada nula en ningiin punto del intervalo, con lo que aparentemente contradice
el teorema de Rolle. Obsérvese que dicha funcién no cumple la hipdtesis de derivabilidad en todo el
intervalo Ja, b[, con lo que no es cierta tal contradiccion.

Una forma habitual de escribir el intervalo de definicién de una funcién es utilizando la notacién
incremental [a, a+ h]; en este caso, un punto del intervalo Ja, a+ h[ se designa por £ = a+6h, 0 <0 < 1.
Con ello, el teorema anterior se enuncia asi: si f:[a,a+h] — R es continua en su dominio, es derivable
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en el intervalo Ja,a + h[ y se cumple f(a) = f(a + h), entonces existe al menos un 6 €]0, 1] tal que
Df(a+6h)=0.

Figura 8.5. Observacion al teorema de Rolle.

Cuando no se cumple necesariamente la condicién f(a) = f(b), puede deducirse la existencia de un
punto de Ja, b[ con otra propiedad de interés; el resultado se conoce como teorema de Lagrange y es una
generalizacion del teorema de Rolle.

8.2.3 TEOREMA. (Del valor medio de Lagrange o férmula del incremento finito). Sea una funcién
f:]a,b) C R — R, continua en el intervalo [a, b] y derivable en ]a, b[; existe entonces al menos un punto
€ €la, b tal que

f) = fla) = (b —a)Df(E).

Demostracion:

Consideremos la funcién ¢: [a,b] — R, definida por

p(z) = (b—a)f(z) = (f(b) — f(a))z, para todo = € [a,b].

Por los criterios de continuidad esta funcién es continua en [a,b] y, en virtud de los criterios de
derivabilidad de funciones, es derivable en ]a, b[; ademé&s, cumple

¢(a) = bf(a) —af(b);  @(b) = —af(b) +bf(a),

esto es, p(a) = @(b). Asi pues, la funcién ¢ verifica las hipdtesis del teorema de Rolle, con lo que
puede afirmarse la existencia de al menos un punto & €]a, b[, tal que Dp(§) = 0. Pero la derivada
de ¢ es la funcién definida por

Dy(x)=(b—a)Df(x) — (f(b) — f(a)), para todo x €]a,b],

con lo que finalmente resulta 0 = (b —a)D f(§) — (f(b) — f(a)), como se queria probar. ]

La interpretacion geométrica del teorema es la siguiente: existe por lo menos un punto a < £ < b
tal que la recta tangente a la grafica de f en el punto (€, f(§)), es paralela a la recta que une los puntos
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(a, f(a)) v (b, f(D)); véase la figura 8.6, en la cual se muestra una funcién con dos puntos de su grafica
en la que se cumple la condicion.

(b, f(b))

(a,t(a))

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
1
a b

Figura 8.6. Interpretacion geométrica del teorema de Lagrange.

8.2.4 OBSERVACION. (Aplicacién de la férmula del incremento finito a célculos aproximados con
funciones derivables). Como se ird viendo en apartados sucesivos, el teorema de Lagrange (8.2.3) tiene
numerosas aplicaciones; a continuacion vamos a ver una de ellas: la que se refiere a célculos aproximados
en los que intervienen funciones derivables y que permite obtener una cota superior del error cometido
al efectuar la aproximacion.

Utilizando la notacién incremental, el teorema de Lagrange se enuncia como sigue: si f:[a,a+h] —
R es continua en su dominio y es derivable en Ja,a + h[, existe por lo menos un 6 €]0,1[ tal que
fla+h)— f(a) = hDf(a + 0h), esto es, f(a + h) = f(a) + hDf(a + 0h), con 0 < § < 1. Cualquier
modificacién en alguno de estos elementos convierte la igualdad en una desigualdad, de modo que si A\;
v Az son una cota inferior y superior, respectivamente, de la funcién Df en el intervalo Ja,a + h[, esto
es, si se cumple A; < Df(x) < Ay, para todo x €]a, b[, entonces f(a)+ hX; < f(a+ h) < f(a) + hAg,
de donde puede escribirse la aproximacion

AL+ A
fla+h)~ fla) + h=="=,
A2 — Ay
5
En particular, si D f es una funcién mondtona creciente y f es derivable lateralmente en los extremos
del intervalo, se cumplira:

la cual conlleva un error acotado por h

D, f(a) < Df(xz) < D_f(a+h), para todo = €]a,a + hl.
Si Df es mondtona decreciente, entonces

D_f(a+h) <Df(z) < Dif(a), para todo = €la,a + hl.
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8.2.5 EJEMPLO. Sec desea aplicar lo anterior al cdlculo aproximado de arctan(1/2) y acotar el error
cometido en dicha aproximacién. En primer lugar, comprobaremos que podemos aplicar la férmula
del incremento finito: sabemos que la funcién arctan: R — R es continua y derivable en su dominio,
luego también lo serd su restriccién a un intervalo; ademas, se cumple arctan 0 = 0. En consecuencia,
puede aplicarse la férmula del incremento finito a esta funcién en el intervalo [0,1/2] y afirmar que

existe al menos un punto ¢t €]0,1/2[ tal que arctan(1/2) — arctan( = §D arctant, esto es, tal que
1
2(1 +12)

la aproximacion; puesto que D arctanz =

arctan(1/2) = . Ahora hay que acotar la derivada D arctan en el intervalo [0, 1/2] para afinar

T r € R, esta funcién es estrictamente decreciente en
xr

R™, con lo que en el intervalo [0,1/2] se cumple:

1

1
IENYE < Darctan(t) < ——, para todo 0 <t < 1/2.

1+0

En consecuencia, puede afirmarse que

1 1
—— =04 stan(1/2 - =05
A+ /29 0.4 < arc aun(/)<2 0.5,

con lo que finalmente puede establecerse la aproximacion arctan(1/2) = 0.45, con un error inferior a
0.05.

8.2.6 EJEMPLO. Vamos a calcular aproximadamente In(102), sabiendo que In(100) = 4.60517.
Teniendo en cuenta que la funcién In es continua y derivable en ]0,4o00[, aplicaremos la férmula del
incremento finito a esta funcién en el intervalo [100,102], pudiendo entonces afirmar que existe al

1
menos un punto ¢t €]100,102[ tal que In(102) — In(100) = 2DIn(t) = 2 - T Puesto que la derivada

1 . .
Dlnz = —,z > 0 es estrictamente decreciente en Rg‘, puede afirmarse que
x

1
T2 < Dln(t) < Tog’ Par@ todo t €]100, 102,

con lo que

1 1
In(1 2. — < In(102 In(1 2. —.
n(100) + 102 < In(102) < In(100) + 100

Asi pues, se tiene la aproximacion

1/ 2 2
In(102) ~ In(1 | —=4+—) =4.624
n(102) ~ In(100) + 5 (100 + 102) 62497,

con un error acotado mediante l (L — L) <1074

2 \ 100 102
8.2.7 EJEMPLO. (Aplicacién de la formula del incremento finito a la obtencién de desigualdades
funcionales). Ademds de su aplicacién a cdlculos numéricos aproximados, la férmula del incremento
finito puede aplicarse para obtener desigualdades con funciones derivables, tal como se muestra a
continuacién.
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1) Seala funcién f: A =] —1,+oo[— R definida por f(z) = In(1 +2),z € A. Esta funcién es continua
y derivable en su dominio; si > 0 es un ntmero real estrictamente positivo cualquiera, aplicando
la féormula del incremento finito a f en el intervalo [0, 2] C A se obtiene

1
ln(lJran)flnlzanl—_'_t7 con 0<t< .

Puesto que la derivada DIn(1+x) = 72 x € A es estrictamente decreciente en el intervalo [0, 2],
x
1

T2 < T+ < 1, con lo que se obtiene la desigualdad

se tendra

T < ! In(l1+2) <
14z 14+t " ’

cualquiera que sea x > 0.
2) Aplicando un razonamiento andlogo a la funcién f:R — R definida por f(z) = arctanz, = € R,

se obtiene por un lado que < arctanz < x, cualquiera que sea x > 0, y por otro que

€T
1+ 22

r < arctanz < cualquiera que sea = < 0.

1422’

Ademads de la aplicacion a calculos aproximados, que acabamos de ilustrar en los ejemplos anteriores,
la formula del incremento finito puede aplicarse para caracterizar la monotonia y los extremos locales
de funciones derivables en un intervalo, tal como se ve a continuacion.

8.2.8 PROPOSICION. Sea f:[a,b] C R — R una funcién continua en su dominio y derivable en ]a, b[;
se cumplen las propiedades siguientes:

1) Si la derivada tiene signo constante en todo punto de la,b[, la funcién es mondtona en |a, b|
cumpliéndose que

x si Df(x) > 0 para todo x €]a, b[ entonces f es mondtona creciente;
% si Df(z) <0 para todo = €]a, b[ entonces f es mondtona decreciente.
2) Si las desigualdades anteriores se cumplen en sentido estricto, el crecimiento o decrecimiento de la
funcién es también estricto.
3) Si la derivada se anula en todo punto de Ja, b[, entonces f es constante en dicho intervalo.
Demostracion:

1) Supondremos que Df(x) > 0 para todo 2 €]a,b[; el otro caso se razona analogamente. Sean dos
puntos cualesquiera x1, 22 €]a, b], tales que z1 < x9; la restriccién de f al intervalo [r1, 2] es continua
y derivable, con lo que puede aplicarse el teorema de Lagrange a f en dicho intervalo, obteniéndose

f(za) — f(x1) = (w2 —21)Df(t), con x1 <t < xo.
Pero Df(t) > 0, con lo cual
flxe) = f(21) 20 = flr2) = f(z1),

lo que prueba la monotonia de f en ]a, b[ dada la arbitrariedad de los puntos x; y zs.
2) Inmediato.
3) Evidente. m
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8.2.9 OBSERVACION.
e Se cumple un enunciado reciproco de 1) de la proposicién anterior, esto es,
x si f:]a,b] — R es derivable en ]a,b] y es mondétona creciente en dicho intervalo, se cumple
entonces que D f(x) > 0 para todo x €]a, b[;

x sl f:]a,b] — R es derivable en ]a,b[ y es mondtona decreciente en dicho intervalo, se cumple
entonces que D f(z) <0 para todo x €]a, b[.

e No es cierto, sin embargo, el reciproco del enunciado 2), esto es, que si una funcién es estrictamente
creciente (respectivamente, decreciente) y derivable en |a, b[, se verifique D f(z) > 0 (respectivamente,
Df(x) <0) para todo = €]a,b]. En efecto, basta considerar, por ejemplo, la funcién f:[—1,1] — R,
definida por f(r) = 23, que es estrictamente creciente en su dominio, es derivable en ] —1,1[ y no
obstante se cumple Df(0) = 0. Sin embargo, se cumple que si Df(z) > 0 y dnicamente se anula
la derivada en un conjunto finito de puntos, entonces f es estrictamente creciente (razénense los
detalles como ejercicio).

e El reciproco de 3) es trivialmente cierto.

e Se ha visto en 8.2.8 que si en todo punto de un intervalo abierto y acotado la derivada es positiva,
entonces la funcion es creciente en dicho intervalo. Sin embargo, no debe pensarse que si en un
punto la derivada es estrictamente positiva, entonces la funcién es creciente en dicho punto, es decir,
existe un entorno en el cual la funcién es creciente. En efecto, basta considerar la funcion f:R — R
definida por

f(x) :x+21256n%, six # 0,
f£(0) =0.

Esta funcién es derivable en su dominio; en particular, en el origen se cumple

[@) = f0) _ o+ 2x% sen 4

= 1
Df(0) = lim L =14 lim2zsen—=1>0.
r—0 T

r—0 T r—0 x

En cualquier otro punto x # 0 se verifica

1 1
Df(x)=1+4rsen— —2cos—, x # 0.
. . 1
Si se consideran los puntos p,, = ST n=1,2,..., se cumple
™

Df(pn) =140+ (-2)=—-1< 0 paratodon=1,2,...;

1

si se consideran los puntos ¢, = ———,
T+ 21N

=1,2,..., se cumple entonces

Df(qg,)=14+0+2=3>0paratodon=1,2,....
Cualquiera que sea r > 0 todo entorno B(0;r) del origen contiene puntos p, y ¢, con lo cual la
derivada de f no tiene signo constante en dicho entorno. En definitiva, la funcién no es mondtona

en ningun entorno del origen.

8.2.10 COROLARIO. Seca f:[a,b] — R una funcién continua en su dominio y derivable en |a, b[; se
cumplen las propiedades siguientes:
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1) si z¢ €la,b[ es un punto critico de f, entonces la funcién tiene un méximo local en dicho punto si
existe r > 0 tal que Df(z) > 0 para todo = €]xg — r,20] y Df(x) < 0 para todo = € [xo,zo + 7[;

2) si xg €]a,b] es un punto critico de f, entonces la funcién tiene un minimo local en dicho punto, si
existe r > 0 tal que Df(z) < 0 para todo = €lxg — r,20] vy Df(x) > 0 para todo = € [xg,zo + 7.

Demostracion:

Inmediata, teniendo presente las definiciones de méximo y de minimo relativos y lo establecido en
la proposicién 8.2.8. L]

8.2.11 COROLARIO. Sean dos funciones f,g:[a,b] C R — R continuas en su dominio y derivables
en |a, bf; si se cumple Df(z) = Dg(x) para todo = €]a, b], entonces existe una constante k € R tal que
f(x) = g(x) + k, para todo x € [a, b].

Demostracion:

Inmediata, aplicando la proposicién 8.2.8 a la funciéon f — g. [

Vamos a generalizar el teorema del valor medio de Lagrange, considerando dos funciones derivables
en un intervalo abierto Ja, b[C R; el resultado es el teorema de Cauchy que se ve a continuacion.

8.2.12 TEOREMA. (D¢ Cauchy o del valor medio generalizado.)

1) Sean f, g:[a,b] — R dos funciones reales continuas en [a, b] y derivables en |a, b]; existe por lo menos
un punto ¢ €]a, b[ tal que

(f(b) = f(a))Dyg(t) = (9(b) — g(a)) Df(1).
2) Si ademads se cumple Dg(z) # 0, para todo z €]a,b] v g(a) # g(b), entonces

DI _ O S,
Da(t) ~ g) —gla) "' <"

Demostracion:

1) Consideremos la funcién ¢: [a,b] C R — R definida por

por su definicién y en virtud de los criterios de continuidad, ¢ es continua en su dominio y derivable
en Ja, b, cumpliéndose ademds que p(a) = p(b); en consecuencia y por el teorema de Rolle, existe
un t €la, b] tal de Dp(t) = 0. Pero la derivada de ¢ es la funcién definida por

De(x) = (f(b) — f(a))Dg(x) — (9(b) — g(a)) D[ (z), para todo x €la,b],

de donde se obtiene la igualdad enunciada.

2) La segunda igualdad es evidente a partir de las propiedades adicionales de la funcién g. L]

8.2.13 OBSERVACION. Queremos comentar que se podria haber realizado la demostracién del teorema
anterior inmediatamente después del teorema de Rolle, pues de hecho 8.2.12 se demuestra aplicando
unicamente dicho teorema. En tal caso, el teorema del valor medio de Lagrange resulta como un caso
particular del teorema de Cauchy, simplemente tomando como funcién g la funcién coordenada de R.
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Si una funcién es derivable en un intervalo abierto y acotado, su derivada no tiene por qué ser una
funcién continua en dicho intervalo. Sin embargo, pueden establecerse dos propiedades importantes que
vamos a ver a continuacién: la primera de ellas hace referencia a los valores intermedios de la derivada en
el intervalo de derivabilidad; la segunda es una caracterizacion del tipo de discontinuidad de la derivada.

8.2.14 TEOREMA. (De los valores intermedios de la derivada). Sea f:[a,b] C R — R una funcién
continua en su dominio y derivable en ]a, b[; si 21,22 son dos puntos cualesquiera de a, b[, la derivada
de f toma todos los valores intermedios entre sus valores en dichos puntos.

Demostracion:

Sean x1,x9 €la,b] dos puntos cualesquiera y supongamos que x1 < xo y que Df(x1) < Df(x2).
Sea o € R tal que Df(z1) < a < Df(z2) un valor intermedio cualquiera entre ambas derivadas.
Definamos la funcién ¢: [a,b] — R, mediante ¢(x) = f(z) — oz, para todo z € [a,b]; esta
funcién es continua en el intervalo [a,b] y es derivable en el intervalo la,b[, verificindose que
Dy(x) = Df(x)—a, para todo = €]a, b[, y, en particular, que Dp(z1) = Df(z1)—a <0, Dep(z2) =
Df(x2) —a > 0. Pero, por definicién de derivada de una funcién en un punto, se tiene

Dy(x1) = lim M

<0,
t—x t— T

con lo que debe existir t; > =z tal que ¢(t1) < @(r1); andlogamente se concluye la existencia
de ta < ma tal que p(t2) < p(z2). En consecuencia, la restricciéon de ¢ al intervalo compacto
[x1, 2] Cla,b] alcanza un minimo absoluto en algin punto £ interior de dicho intervalo y, puesto
que @ es derivable, debe tratarse de un punto critico, esto es, debe cumplirse Dp(€) = 0, con lo que
finalmente se tiene Df(£) = a, como se queria probar. [

8.2.15 COROLARIO. Sea f:[a,b] C R — R una funcién continua en su dominio y derivable en el
intervalo Ja, b[; su derivada D f no puede tener discontinuidades de salto en dicho intervalo.

Demostracion:

Inmediata a partir de la proposicién anterior. L]

8.3 REGLAS DE L’HOPITAL.

8.3.1 En el capitulo 4 se han establecido los teoremas que relacionan los limites de funciones y las
operaciones con ellas y se han definido las formas indeterminadas o indeterminaciones (véase el apartado
4.3). En este apartado se estudia una metodologia para calcular limites de formas indeterminadas cuando
en ellas intervienen funciones derivables; el conjunto de resultados a este respecto se conoce como “reglas
de L'Hopital”.

Se estudian detalladamente las indeterminaciones 0/0 y oo/o0, esto es, el célculo del limite en un
punto de un cociente de funciones derivables, cuando ambas tienen limite 0 o oo en dicho punto; el resto
de formas indeterminadas se reducen a las anteriores mediante simples transformaciones algebraicas.

(A) Formas indeterminadas 0/0.

8.3.2 PROPOSICION. Sean f,g:[a,b] C R — R dos funciones continuas en su dominio y derivables
en el intervalo Ja, b y que cumplen las propiedades siguientes

i) lim f(z)= lim g(z)=0
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il) Dg(x) # 0, para todo z €la, b,

Df(x) —

iii) T£T+ Dg(7) =L (e R).
En estas condiciones, se cumple:  lim M =
r—at (}(T)

Demostracion:

1)

2)

Se dividira en dos partes, segiin que sea L € R o bien L = oo.

El limite L es finito. Dado ¢ > 0 arbitrario, la hipétesis iii) permite afirmar que existe § > 0 tal

. Df(x o .
que, si z €la,a + 6, entonces se cumple Df—((; — L < e. Sean dos puntos distintos cualesquiera
g(x
x,y €la,a + 6] y supongamos que z < y; aplicando el teorema del valor medio de Cauchy a las
funciones f y g en el intervalo [z,y], puede afirmarse que existe ¢ €]z, y[ (recuérdese que Dg es no
nula en Ja, b y que, en consecuencia, puede afirmarse que si x # y, entonces g(x) — g(y) # 0) tal que

fz)-fly) _ DI
g(z) —g(y)  Dg(t)

; pasando al limite en el punto a por la derecha, se obtiene:

~
—~
&

>
fg
—~
=

i L&) = Iy
a—at g(z) —g(y

[y
9(y)

- =

=—== a<t<y<a+hd,

con lo que puede afirmarse que ‘ L‘ <e, a<y<a+d, loque completa la demostracién

de este caso.

El limite L es infinito. Se supondrd que se cumple L = —oo; si se cumple L = +o0, el
razonamiento es completamente andlogo y los detalles se proponen como ejercicio. Supongamos,

e Dy
pues, que lim

z—at Dq(’l‘)
Df()

Dg(x)
[,y] Cla,a+ 6[; aplicando entonces el teorema del valor medio de Cauchy a las funciones fy g en el

fx)—fly)  Df(®)

intervalo [z,y], puede afirmarse que existe un ¢t €], y[ tal que = < k; pasando
9(x) —gly)  Dg(t)

—o0; entonces, cualquiera que sea k € R, existe § > 0 tal que

< k, para todo x €la,a + 8. Sean z,y € R,z < y nimeros reales arbitrarios y tales que

al limite en el punto a por la derecha, se obtiene

@) =1y _ fW)

im = < k, para todo y €la,a + 6|,
a—at g(x) —g(y)  9(y) ] [

es decir, lim 1)

= —00, con lo que la proposicién queda completamente probada. [
y—at g(y)

La proposicién anterior es vélida también cuando el limite se calcula en el extremo superior del

intervalo, resultado que se enuncia a continuacién.

8.3.3 PROPOSICION. Sean f,g: [a,b] C R — R dos funciones continuas en su dominio y derivables
en el intervalo ]a, b ¥ tales que cumplen las propiedades siguientes

i)
ii)

iii)

111}717 f(z) = 111}717 g(x)=0
Dg(z) # 0, para todo z €]a, ],

. Df(x) _ =
xh—g}f Dg(z) L{eR).
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FEn estas condiciones, se cumple lim —= =L

Demostracion:

Completamente andloga a la de la proposicién anterior. L]

A partir de las dos proposiciones anteriores, es inmediato considerar el caso del limite en un punto
cualquiera del intervalo de derivabilidad de las funciones.

8.3.4 PROPOSICION. Sean f,g:[a,b] C R — R dos funciones continuas en su dominio y derivables
en el intervalo |a,b[ y tales que
i) lim f(z) = lim g(x) =0
r—c r—c
il) Dg(x) # 0, para todo z €la, b,

D ; —
i) 1im 20X _ e R,
2% Dy()
FEn estas condiciones, se cumple lim M = L.
21 g()
Demostracion:

Es suficiente aplicar las dos proposiciones anteriores en los intervalos Ja, ¢ v ], b]. u

En las proposiciones anteriores, las funciones consideradas eran derivables en un intervalo abierto y
acotado de R; es conveniente ampliar esta condicién y considerar el caso en el cual el intervalo no es
acotado, tal como se enuncia en la proposicién que sigue.

8.3.5 PROPOSICION. Sean f, g: |a, +00[— R dos funciones continuas y derivables en su dominio, que
cumplen las siguientes propiedades

) i z)= li x) =
i) [lim f(z)= lim g(z)=0

il) Dg(x) # 0, para todo z €]a, +00],

Df(x —
i) lim f() =L (e R).
r—+oo Dg()
T
En estas condiciones, se cumple  lim M =L
T——+00 g(:l’)
(Se tiene un enunciado andlogo al considerar funciones derivables en | — oo, al).
Demostracion:
Se propone como ejercicio. ]
8.3.6 EJEMPLO.
sen Dsenz
1) En virtud de la regla de L'Hopital se cumple lim —— = 1, puesto que se verifica lim ZSmr
x—0 T z—0 Dz
. COST
lim =1.
r—0
2) g o 1 sen 2x 2 ¢ . D sen 2z i 2cos2x 2 irtud do 1 |
Se cumple lim ——— = =, puesto que lim = lim = —, en virtud de la regla
PO 3y — 2 3 PO e DBr —a2) T a0 322 3 s

de L’Hopital.
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e** senax
3) El limite L = lim ————, siendo a,b € Ry y a # b, puede calcularse aplicando la regla de
t—0 eb? sen bx
L’Hopital, resultando L = a/b, puesto que

D(e* senax)(0) = (ae®” senaz + ae®® cosazx) (0) = a.

172 sen —

4) Para calcular el limite L = lim ———2%, habra que precisar antes que nada de qué funcién se
z—0 e¥ —1
trata en el numerador, pues el denominador estd claro que es la funcién definida por g(z) =

e” — 1 paratodoxz € R. Si suponemos que en el numerador tenemos la funcién definida por
f(x) = z%sen %, siz # 0y f(0) =0, entonces se cumplen las hipdtesis de la regla de L’Hopital,

pues
z)— f(0 1
lim M = lim zsen — = 0,
xr—0 x r—0 T
es decir, la funcién f es derivable en el origen (que lo es en Rp es inmediato por los criterios
de derivabilidad); la funcién g también es derivable en su dominio (criterios de derivabilidad), su

Df(:
derivada es no nula en R y, finalmente, se cumple lim /(@) = 9 =0, con lo que L = 0.
z—0 Dg(0) 1

8.3.7 EJEMPLO. En algunos casos debe aplicarse el método mas de una vez para llegar al resultado
final; todo ello, viendo que se cumplen en cada paso las hipétesis de la regla de L’Hopital.

1 — cos:
1) Para calcular el limite L = lin}) %, designando por f(z) = 1~ cosz, * € R y
rz—0 eT e~ T —
I o _ ~ 0 esto os. o limite Tim 2L@)
glx) =e* +e -2, xR, se cumple Df(0) = Dg(0) = 0, esto es, el limite lim es, de
20 Dyg(x)

nuevo, indeterminado. Designando por F(z) = Df(z), x € R y G(x) = Dg(x), = € R, se cumple
que estas funciones son derivables (criterios de derivabilidad), la derivada DG(z) = e* +e %,z € R

. - . DF(x) .
es no nula en su dominio y, por ultimo, se cumple lim = —, con lo que, en virtud de la

A , . F(x) ) L
regla de I’Hopital, puede afirmarse que lim = —, lo que, teniendo en cuenta la definicion

de las funciones F'y G y aplicando de nuevo la regla de L’Hopital, permite concluir finalmente que
L=1/2.

En la préactica, la aplicacion de la regla de I'Hopital se hace realizando consecutivamente las

aplicaciones sucesivas que se requieran:

. 1 —cosxzx . sen . CoS T 1
lim = lim = lim —— = —.
r—0eT + e~ % — 2 r—0 eT — =7 z—0 €7 + e~ 7T 2

. . T —senw . g .
2) Para calcular el limite lim —————, deberd aplicarse también consecutivamente la regla de
o r—0 Tsenw
L’Hopital; en efecto:

. x—senrx . 1 —cosx . senx
lim —=lm————=lim—
r—0 Tsenzx r—08enr + rcosr r—02c0ST — xSenx

8.3.8 OBSERVACION.

e Para aplicar la regla de I'Hopital debe verificarse que se cumplen las hipGtesis correspondientes, esto
es, que los cocientes son realmente formas indeterminadas, las funciones son derivables, la derivada
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del denominador no se anula en un entorno del punto y, finalmente, que el cociente de derivadas
tiene limite.

Df(z
e Debe notarse asimismo, que no seria correcto deducir la existencia del limite L = lim /( ), a
T—a Dg(T)
, R I ) R , o :
partir de que se cumpliera L = lim ﬂ Baste para ello observar que se cumple:
r—a g T
. 2 sen% i 1 1 0-1=0
a0 Tsenx w0\ ooy senz Jo o

mientras que, por otra parte, se tiene:

2z S(‘,II% + 22 (’os% (=) . 2xsendt . cos=
lim ! ! = lim ——=% — lim ,
z—0 cosT x—0 COST —0 COS T

no existiendo el segundo de los limites.

(B) Formas indeterminadas oo/cc.
8.3.9 PROPOSICION. Sean f,g:[a,b] C R — R dos funciones continuas en su dominio y derivables
en el intervalo |a, b] y tales que
i) )= li x) =
i) lim f(z)= lim g(z)= oo,
if) Dg(z) # 0, para todo x €]a, b],

D ; —

[(x) L (e R).

iii) lim =

e—at Dg(x)
. o f=)
En estas condiciones, se cumple lim ——= =
e—at g(z)
Demostracion:

1) El limite L es finito. En virtud de la hipétesis 1), existe § > 0 tal que f(z) > 0y g(x) > 0, para
todo x €]a, a+ 6[; si tomamos un intervalo [z,y] Cla, a+ 6], en virtud del teorema de Cauchy, existe
t €]z, y[ tal que

f)
[@) ) _ @) 1w
— _ g
9(x) —9(y)  glx) 1- 24
Con ello, la primera igualdad puede ponerse en la forma
fx) _Din) 1- a8
gl@)  Dg(t) 1-4m

Fijando el punto y y pasando al limite cuando = — a™, se cumple

i (1-75) = im, (1-965) =1
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()
P Df(t -2
con lo cual lim I(@) = lim I(t) A tim —2& ) — 1=
r—at q(T) t—at D(](f) r—at 1— ;E'Ug
Dg(x
2) El limite es L = +00. En este caso se verifica lim 9(z) = 0y, en virtud del apartado anterior,
r—at Df(T)
. € . . flx) ,
se obtiene que lim =0, con lo que finalmente resulta lim = +00, lo que completa la
r—at f(f(‘) r—at g(f[')
demostracion. ]

Analogamente al caso de las formas indeterminadas 0/0, la proposicién anterior debe extenderse al
caso en que el limite se calcula en el extremo superior del intervalo, al caso en que el limite se calcula en
un punto interior del intervalo y, por ultimo, cuando el intervalo no es acotado. En todos estos casos,
cuyos enunciados se ven a continuacion, los detalles de la demostracion correspondiente se proponen
como ejercicio.

8.3.10 PROPOSICION. Sean f,g: [a,b] C R — R dos funciones continuas en su dominio y derivables
en el intervalo ]a, b] y tales que
i) lim f(x)= lim g(z) = oo,
r—b— r—b—
il) Dg(x) # 0, para todo x €la, b,
DY (@) _

iii) lim =L (e R).
) e—b— Dg(z) (€R)
x
En estas condiciones, se cumple lim M =
v—b— g(x)
Demostracion:
Se propone como ejercicio. ]

8.3.11 PROPOSICION. Sean f,g:[a,b] C R — R dos funciones continuas en su dominio y derivables
en el intervalo |a, b[ v sea ¢ €]a, b[; si las funciones son tales que

i) lim f(x) = lim g(z) = oo,

if) Dg(z) # 0, para todo x €]a, b],

Df(x —
iii) lim [(x) =L (e R),
r—e Dy(x)
T
en estas condiciones se cumple lim @) =1L,
Demostracion:
Se propone como ejercicio. L]

8.3.12 PROPOSICION. Sean f, g:|a, +0o[— R dos funciones continuas y derivables en su dominio y
tales que
i) I )= i )=
i) lim f(z)=_lim g(z)= oo
ii) Dg(z) # 0, para todo x €]a, +00],
Df(x) =

i) U =L (e R).
iii) Sm Dy(r) (e R)
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8.3 Reglas de I.’Hopital.

En estas condiciones, se cumple  lim M =
xr——+00 g(:l’)
(Se tiene un enunciado andlogo al considerar funciones derivables en | — 0o, al).
Demostracion:
Se propone como ejercicio.
8.3.13 EJEMPLO.
L. . Intanx . L, .
1) Para calcular el limite L = lim , aplicaremos la proposicién 8.3.9, resultando
a0+ 1/x
1 1
. 2 2
. 02 . —x . —x . -2z
L = lim t‘a“nm#:hmi:hmi:hm =0
r—0+ —1/x r—0+ SEN T COST  z—0+ r—0+ COS 2T
—sen 2z
2
. . nr . oy .
2) Para calcular el limite L = lnil —, aplicaremos la proposicion 8.3.12, resultando
. Inz . 1/x
L= lim — = lim L:().
r—+oo T r—+oo 1

(C) Otras formas indeterminadas.

273

El método para calcular limites de otras formas indeterminadas diferentes de las anteriores 0/0, o
bien, co/oo, consiste en transformar las expresiones para reducirlas a dichas formas indeterminadas, tal

como se muestra a continuacién.

8.3.14 Formas indeterminadas 0 - co.

Para calcular el limite lim f(2)g(z), si se cumple lim f(z) =0 y lim g(x) = oo, puede escribirse
r—a r— Tr—a

a

faygla) = L — S,
g(x)  f(x)

lo cual reduce la indeterminacion a los casos 0/0, o bien, 0o/oo, respectivamente.

8.3.15 Formas indeterminadas oo — oo.

Para calcular el limite lim (f(2)—g(x)), si se cumple: lim f(x) = oo y lim g(x) = oo, puede escribirse:
Tr—a r—a

r—a

1
f(@) - gla) — $@)__T@)

que transforma la indeterminacién en una del tipo 0/0.
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8.3.16 Formas indeterminadas oo®.

Para calcular el limite lim f(z)?™), si se verifica: lim f(2) = oo y lim g(z) = 0, puede escribirse:

r—a r—a

F(2)?®) = exp (g(x) In(f (),

y entonces calcular el limite lim (g(z)In f(x)), que es una indeterminacién del tipo 0 - co.

r—a

8.3.17 Formas indeterminadas 0°.

Para calcular el lfmite lim f(2)9®) si se cumple: lim f(x) =0 y lim g(x) = 0, puede escribirse:
r—a Tr—a r—a

F(2)?®) = exp (g(x) In(f(2))),

v la indeterminacién se reduce a una del tipo 0 - co.

8.3.18 Formas indeterminadas 1°°.

Para calcular el limite lim f(2)?® si lim f(z) =1 y lim g(x) = oo, puede escribirse
r—a rT—a r—a

F(@)?™) = exp (g(x) In(f(2))) ,

y calcular entonces el limite lim (g(x) In(f(z))), que es una indeterminacién del tipo oo - 0.
r—a

8.3.19 EJEMPLO.

1) Para calcular el limite lim z(In .T)2, observamos que se trata de una indeterminacion de tipo 0 - oo,

z—0

con lo que aplicando 8.3.14, se tendra:

1
1 . 2 2(111.’1‘)— 1 T
lim z(In x)2 = lim (In ) = lim ——L = -2 lim [z =0.
z—0 z—0 1/x a—0 —1/22 w—0 —1/x2

2) Si se trata de calcular el limite lim (

— —> , se observa que se trata de una indeterminacion de
r—0

senr
tipo 0o — 00, con lo que, aplicando 8.3.15, se tendra:

. 1 . T —senx . 1—cosxzx . sen x
lim — — ] =lim ———— = lim = lim =0.
z—0 \senr z—0 xsenx z—0senx + xcosr -0 2co8r — xrsenT
3) Para calcular el limite L = lim 2”, se observa que se trata de una indeterminacién de tipo 0°;
x—0

aplicando 8.3.17, se escribird x” = exp(zInz) y, entonces, se calcula el limite:

. . Inz ;
lim (zlnz) = lim — = lim 5
z—0t z—0t 1/.’1’ z—0t 71/’17 r—0t

Por lo tanto, resulta finalmente L = exp(0) = 1.
4) Para calcular el limite L = lim Iﬁ, se constata que la expresion indeterminada es del tipo 1°°, con

r—1

lo que se escribira:

1 1
rT-7 = exp I_Ilnz ,

nx 1/x
v entonces hay que calcular el limite lim = lim - —1, de donde resulta finalmente que

rz—1 | —x r—1 —
L =exp(—1)=1/e.
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8.4 LA FORMULA DE TAYLOR.

8.4.1 El objetivo de este apartado es presentar una de las propiedades mas interesantes de las funciones
derivables “unas cuantas veces”, que se conoce como formula de Taylor. Se trata de la aproximacién
local de dichas funciones mediante una funcién polinémica, cuyo grado depende de la derivabilidad
sucesiva de la funcién; el hecho de que en dicha aproximacién local intervengan las derivadas sucesivas
de la funcién motiva que la férmula de Taylor pueda ser considerada como una generalizacion de los
teoremas del valor medio con derivadas sucesivas. Se veran asimismo unas primeras aplicaciones de la
férmula de Taylor: aproximaciones numéricas, obtenciéon de desigualdades entre funciones y célculo de
limites, que se completaran en el apartado 8.6.

8.4.2 DEFINICION. (Férmula de Taylor para funciones polinémicas). Sea Pp:R — R una funcién
polinémica de grado n con coeficientes reales, definida por

P, (x) =ag +a1x + aox® + - + apa®™, ap,ai,...,an €R, ay #0.

Sixo € R es un nimero real arbitrario, puede considerarse la expresién de la funcién polindmica anterior
en potencias de = — xg, esto es

Pn(T) :b0+b1(1‘_1‘0>++bn(1_10)n7 b07b17"':bn ERa bn #0
El célculo de los coeficientes by, k= 0,1,...,n es inmediato: basta observar que se cumple
Py (7o) = bo, DPn(70) = b1, D*Py(x0) = 2b, ..., D*Py(20) = k(k—1) -+ 2-1-by,

con lo que si se escribe, como es habitual, D°P,(x¢) = Py (z0), se tiene finalmente

1
by = —

= k|D’“Pn(:ng), 0<k<n,

En definitiva, dada una funcién polinémica cualquiera P,: R — R y un niimero real arbitrario zo € R,
se cumple:

DPn (1‘0)
1!

D2P,(x0)
2!

D" P, (o)

P,(x) = Py(x0) + n!

(r —x0) + (x —x0)*+ -+ + (x —x0)".

Esta expresion se conoce como formula de Taylor de la funcion polindmicas P, en el punto xg.
8.4.3 EJEMPLO. Sea la funcién polinémica de grado 2 definida por P(x) = 1 —2x + 322 y sea x5 = 2.
Se cumplen entonces las igualdades siguientes P(2) = 1—-4412 = 9, DP(2) = (-2 + 62)(2) =
10, D?P(2) = 6. En consecuencia se obtiene

P(x) =9+ 10(x — 2) 4+ 3(x — 2)?, para todo = € R,
que es la férmula de Taylor de la funcién polinémica dada en el punto zg = 2.
8.4.4 DEFINICION. (Aproximacién de grado n de una funcién en un punto). Al principio de este
apartado se ha dicho que se planteaba como objetivo del mismo el estudio de la aproximacién local de

una funcién derivable sucesivamente por una funcién polinémica; vamos a precisar esta idea y a definir
con rigor qué entendemos por aproximacion local de una funcién.
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e Sea fi[a,b] C R — R una funcién real, derivable sucesivamente al menos n veces en el intervalo
la,b] vy sea xq €]a, b[; se dice que la funcién polinémica P,: R — R es una aproximacién de grado n
de f en el punto xg, si se cumple

. r)— Py(x
lim —f( ) n(7)

T—xo r — ’1"0)77

=0,

esto es, si la diferencia  f(x) — Py(x) entre la funcién f y la funcién polinémica es un infinitésimo
de orden superior a (z — )™ en ese punto.

e Asi, por ¢jemplo, la funcién polindmica definida por P(z) =1+ + %12 es una aproximacion de
grado 2 de la funcién exponencial real en un entorno del origen, puesto que se cumple

e — (1 +x+ 222 T _ (1 : T _1
lim ( 5 2 ) = lim w = lim ¢
xr—0 €T r—0 2Qx x—0

= 0.

e Si f:AC R — R es diferenciable en el punto a € A, la diferencial de f en el punto a, es una
aproximacion de grado 1 del incremento de f en el punto a, puesto que

o akh) < f() - dfa(h) | Af(ah) — dfa(h)
h—0 h h—0 h

=0.

8.4.5 DEFINICION. (Polinomio de Taylor asociado a una funcion derivable sucesivamente). Sea
fila,b) € R — R una funcién real, continua en su dominio y derivable sucesivamente p veces en el
intervalo Ja, b] y sea g €]a,b]. Se denomina polinomio de Taylor de grado n (< p) asociado a f en el
punto xg la funcién polinédmica 15, (f;x0): R — R definida por:

D?f(x0)
2!

(x —x0)>+ -+ + M(I — xo)".

To(f;70)(7) = f(x0) + D f(20)(x — 20) + -

Obsérvese que, en virtud de su definicion, si k € N se cumple
DR (fim0)(w0) = D¥ fx0), sik <n v D*T,(fi20)(20) = 0, si k> n.

El primer término no nulo del polinomio 75, (f; xo) se denomina término principal de Taylor de la funcién
f en el punto xg; mas adelante se podra apreciar su importancia al estudiar las aplicaciones al calculo
de limites.

En la proposicién que sigue se pone de manifiesto la importancia del polinomio de Taylor de una
funcién en un punto, viendo que se trata de una aproximacién local de grado n de la funcién en dicho
punto.

8.4.6 PROPOSICION. Sea f:[a,b)] C R — R una funcién continuas en su dominio y derivable
sucesivamente en el intervalo Ja, b[ y sea z¢ €]a, b[; entonces, el polinomio de Taylor de grado n asociado
a fen xo, To(f;o), es una aproximacion de grado n de f en el punto xo.

Demostracion:
Deberd probarse que Ty, (f; 2o) cumple la definicién 8.4.4 de aproximacion local de grado n de f en

o, €sto es, que se verifica
o 1) = T m)(2)

T—To (:l" — .’17'0)"’

=0,
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lo cual es inmediato sin mds que sustituir la expresién de T, (f;x¢) dada por 8.4.5 en el numerador
de la fraccién anterior y observar que, entonces, tal fraccién es una forma indeterminada de tipo 0/0.
Aplicando sucesivamente n veces la regla de 'Hopital y recordando que D*T,, (f;z0)(70) = D* f(x0)
si k < n, resulta

hIIl f(T) _ Tn(f; TO)(T) = liIIl M — .. = hIIl D f(T) — D f(TO) - 0,
T—To (T — .’I“,O)" z—xo N(T — ?{70)”’1 T—T0 n!
como se queria probar. [

Vamos a ver a continuacién una definicién muy importante que permite caracterizar y acotar el error
que se comete cuando se sustituye una funcién por su polinomio de Taylor en el entorno de un punto:
es el denominado término complementario o resto de Taylor.

8.4.7 DEFINICION. (Término complementario o resto). Sea f:|a,b] C R — R una funcién derivable
n veces en |a, b[; si x9 €la,b], se denomina término complementario o resto de Taylor de grado n de f
en xp, notado R, (f;ro), la diferencia

Ra(f120)(x) = J(x) — Tul(f120)(x), @ €la,b]

cuya interpretacion es inmediata: es el error que se comete cuando se aproxima la funcién por su
polinomio de Taylor de grado n en un entorno B(xg;7) del punto xg.

En virtud de su definicion y de 8.4.6, puede escribirse la propiedad fundamental del término
complementario:
lim n.(f: 0)( )

T—To ('r — mo)n

=0,

esto es, el término complementario es un infinitésimo de orden superior a n en el punto zg.

Por otra parte, conviene hacer observar que algunos autores utilizan la notacion f(x)—1,(f;xo)(x) =
Ry+1(f;20)(x), la cual se justifica por el teorema que se verd a continuacién. En este caso, la propiedad

R ;x0)(x
fundamental del término complementario se escribe lim M =0.
z—zo (1 — x0)"

En el teorema que sigue vamos a obtener una expresion explicita del término complementario de
grado n — 1 de una funcién de tipo C™ en un intervalo abierto y acotado.

8.4.8 TEOREMA. (De Taylor). Sea f:[a,b] C R — R una funcién de clase C"(Ja,b[); si ¢ es un
punto cualquiera de ]a, b, para cada x €la, b[, existe un £ €la, b[ tal que

Ry 1 (f;20) () = D(%)(F)

(r—x0)", con xo<E<
Demostracion:

Sea xo €]a,b] un punto cualquiera el intervalo; consideremos otro punto x tal que a < g < x < by
fijémoslo. Definamos ahora la funcién ¢: Ja, b[— R, mediante:

D2f(t)

o) = 1) = (10 + 05O -0+ H -4+ T o).

Esta funcién cumple:

o) =0y @lxo) = f(z) = Tae1(f;20)(x) = Rno1(f;20)(2);
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precisamente, el dltimo valor es el que nos interesa calcular. Por otra parte, la funcién ¢: |a, b|— R
es derivable en su dominio y se verifica:

D" f(t
Dyp(t) = _rf(l))'(T — )", para todo t €]a,b],
como es inmediato comprobar. Consideremos ahora la funcién definida por g¢(t) = (z —

t)", para todo t € [zg, z]; esta funcidén es continua en su dominio y derivable en el intervalo |z, x|,
cumpliéndose ademds que Dg(t) # 0, para todo t €]zg,x[. Aplicando ahora el teorema del valor
medio generalizado de Cauchy, con las funciones ¢ y g en el intervalo [xg, ], puede afirmarse que
existe un £ €]z, x| tal que

pr) — p(ro) _ Dp(§).

g(x) = g(xo)  Dg(§)’

sustituyendo los valores correspondientes de las funciones y de sus derivadas, se obtiene:

D f(E) -
0—p) O
Py Eal
con lo que resulta finalmente @(zo) = Ry—1(f;0)(z) = D" f(§) (& — o)™ .

n!

8.4.9 PROPOSICION. (Fdrmula de Taylor para funciones de clase C™). Sea f:[a,b] C R — R una
funcién de clase C™(Ja, b]) v sea xo un punto cualquiera de ese intervalo; para cada = €]a, b[, existe un
£ €la, b tal que

D2 f(x D lf(x
) = f(a0) + Do) — o) + TG w o) + -+ 2oL g1
DTL
+ —7{,(5) (2 —20)" =Tne1(2) + Rpei(w), w9 < €<,
denominada formula de Taylor de la funcién f en el punto xg.
Demostracion:
Evidente a partir del teorema anterior. [

8.4.10 OBSERVACION. El término complementario de Taylor tal como se ha escrito en 8.4.8,
se denomina habitualmente forma de Lagrange del término complementario. Puede obtenerse otra
expresion diferente del término complementario considerando en la demostraciéon del teorema de Taylor
la funcién ¢(t) = x — t, resultanto

_ D9

Ry (2) = W(T —xo)(z — )"t wo < E <,

expresion que se denomina forma de Cauchy del término complementario.
Cuando el punto xg es el origen, entonces la formula de Taylor asociada a f en zg = 0 queda
D2f(0) D™ Lf(0) D"f(E) n

PP g S g <6<,

f(@) = (0)+ Df(O)r + =3 — -
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expresiéon que se conoce como formula de Maclaurin de la funcién f. En ocasiones, es 1til escribir la
férmula de Taylor utilizando la notacién incremental, esto es, escribiendo un punto cualquiera = €|a, b|
mediante © = xg + h. En tal caso, se tiene x — zg = h y la férmula de Taylor se escribe entonces

D f (o) B2y 4 Dn_lf(mo)hn,l n D" f(xo + 6h)

flwo+h) = f(zo) + Df(zo)h+ —5—h RS "

A", 0<f<1

8.4.11 EJEMPLO. (Fdrmula de Taylor de las funciones exponencial y logaritmo neperiano).

1) La funcién exponencial exp es de clase C*(R); ademds, sabemos que se cumple D™exp =
exp, para todon € N. En consecuencia, la férmula de Taylor de la funcién exponencial real en
un punto cualquiera xg € R es:

evo eto ef

e’ = %0 +emo(m—m0)+7(m—m0)2+ +m(m—m0)”_1+m(m—m0)", rg < €<

La férmula de Maclaurin de la funcién exponencial real es:
1 1 et
2"+ —2", 0< <.

1
T =144 a4 ———
¢ +T+2T toeet (n—1)! n!

2) La funcién logaritmo neperiano In es de clase C*°(Ry); sus derivadas sucesivas vienen dadas por

—1)F 1k —1)!
DFln(z) = %, para todo k € N, x > 0.
T

En consecuencia, si xg > 0, la féormula de Taylor de In en ese punto es:

1 (71)71—2 _
In(z) = In(z) + —(x —m0) — —= (7 —20)%> 4+ -+ + ——~ — (z—x)" '+
() = In(z0) + —=(z — 7o) ng( o) (n—1)a~,g—1( 0)
()t
——(x — x)" 0 <E <2
+ e (x—20)", @xo<E{<z
3) La funcién definida por f(z) = In(1 4+ z), * > —1 es infinitamente derivable en su dominio
A =] —1,400[; ademés, se cumple:

(D k- 1)

DFIn(1 +2) = -, para todo k € N,z > —1.

T+ aF

En consecuencia, la férmula de Maclaurin de esta funcion es:

-1 n—2 -1 n—1
L’Iﬂ_l—l— (-1 ", 0<6<1.

1
In(l+z)=a— 2> +--- T —
n(l+2) == ZT + + n—1 n(l+ 0x)"

8.4.12 EJEMPLO. (Fdrmula de Maclaurin de las funciones sen y cos).

1) La funcién sen es de clase C*°(R); ademads, sabemos que se cumple

DFsenz = sen (1‘ + kg) , para todo k € N, z € R.
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2)

En consecuencia, para g = 0 se cumple
D% sen0 =0, D?**lsen0 = (—1)?, para todo p € N,
es decir, el polinomio de Maclaurin de sen tendra tinicamente términos de grado impar; si el iltimo

de ellos es de grado 2p — 1, para calcular el resto debemos calcular la derivada de orden 2p de la
funcién, esto es

D sen fx = sen (6‘$ + (2]))%) = sen(fz + pr) = (—1)P sen fz.
Asf pues, la formula de Maclaurin de la funcién sen es:

,lT7+ R (o 2p-1

1 5 1 4 / o= (1)Psenfx
7! (2p — 1) (2p)! '

senr =r — —=&- —xT
TR

La funcién cos es de clase C*°(R); ademads, sabemos que se cumple
T
DF* cosz = —sen (.T,+ (k — 1)5) , para todo k € N, = € R.
En consecuencia, en el origen xg = 0 se cumple
2p . —(_1)P 2p+1 . —
D cosO0= (-1, D cos(0 =0, para todo p € N.

Por lo tanto, el polinomio de Maclaurin de esta funcién tendrd sélo términos de grado par; si el
ultimo de ellos es 2p, para el término complementario debe calcularse la derivada

D?P*! cos O = — sen (6’.7“, + (2p)%) = —sen(fz + pr) = (=1)P" ! sen .
Asf pues, la formula de Maclaurin de esta funcién sera:

1 1 1 —1)P*lsen O
cosz=1—=a?+=at——a2f+ ... 4 x +( )77 Sen 0 opis

2" ot 2p)! 2+l

0<0<1.

Hemos comentado que la féormula de Taylor de una funcién derivable sucesivamente puede aplicarse

en calculos aproximados, obtencion de desigualdades y cédlculo de limites; en los ejemplos que se ven a
continuacién se ilustra dicha aplicacion.

8.4.13 EJEMPLO. (Aplicacién de la formula de Taylor a cdlculos aproximados).

1)

Vamos a calcular aproximadamente el niimero e con un error menor que 107%; de este niimero real

sabemos (véase 2.4.7) que 2 < e < 3. Recordando que e = exp(1l) en virtud de la férmula de

Magclaurin de la funcién exponencial real calculada en 8.4.11, si escribimos dicha férmula con z =1
resulta:

1 11 1 ef

e=e =l+l++5+ -+ —7+—

21 3l (n—1)! nl

Ahora vamos a obtener el niimero de términos necesario en el polinomio de Maclaurin para que

el error cometido sea menor que la cota dada, 10™%; sabemos que dicho error viene dado por

el término complementario, con lo cual deberemos acotar dicho término. Teniendo en cuenta

las propiedades conocidas de la funcién exponencial real, en particular su monotonia, se tiene

0<&<1.
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o 3 3
R,(1) = P—' < i' < =< 10~%, El menor ndmero natural que cumple la condicién es n = 12,
n! n! n!
con lo que
2+ ! + ! +- 4+ L 2.71828182
e~ 44— —9.
20 3! 11! ’

aproximacion que tiene siete cifras decimales exactas.

2) Adn cuando la medida de un dngulo en grados es un tanto exdtica, vamos a calcular aproxi-
madamente el valor sen6°, con un error menor que 1075, Pasando de la medida convencional
en grados a la natural en radianes, se tiene 6° = 5 rad. Como ya sabemos que el error
en este tipo de aproximaciones se acota mediante el término complementario, procederemos a
hacerlo, teniendo en cuenta propiedades conocidas de la funcién, en particular que se cumple
—1 < senz < 1, paratodoz € R. Tomando, pues, el término complementario tal como se ha

obtenido en la férmula de Maclaurin de la funcién sen de acuerdo con 8.4.11, resulta

(—DPsenfx ,,

@ S

(o)~ |

T 1 T\ 2P
En consecuencia, para r = 7/30 se cumple ‘R (—)‘ = — (—) . Para que el término
P / P 2\ 30 2p)! \30 q
complementario sea menor que la cota de error dada 107°, es inmediato ver que basta tomar p = 2,

. s s 1 /7m\3
con lo cual se obtiene sen — ~ — — — <E> = 0.104528

30 30 6

8.4.14 EJEMPLO. (Aplicacién de la formula de Taylor a la obtencién de desigualdades). Se desea
probar que la funcién coseno cumple la siguiente desigualdad:

2
x
1-— o) < cosz, para todo z € R.

De acuerdo con la férmula de Maclaurin de la funcién coseno obtenida en 8.4.11 y escribiéndola con un
polinomio aproximador de grado 2, dicha férmula es

1 1 5  senfx 4
cosx =1—=x —=
2 6 ’

0<f<1,

Si0 <z <, se cumplird también que 0 < fz < m; en consecuencia, puede afirmarse que el término
complementario cumple Ro(z) > 0y, por lo tanto, se cumple la desigualdad propuesta. Mediante un
razonamiento similar se prueba que la desigualdad propuesta se cumple si —7m < z < 0.

1
Por 1ltimo, si se cumple || > 7, entonces 1 — 5.772 <1- 571'2 < —2 < cosz, con lo que puede

afirmarse que la desigualdad propuesta se cumple para cualquier z € R, como se querfa probar.

8.4.15 EJEMPLO. (Aplicacién de la formula de Taylor al célculo de limites). Para calcular el limite
en un punto xg de una funcién cuya expresiéon analitica estd dada mediante productos y cocientes de
funciones derivables y dicho limite es indeterminado, puede calcularse el limite sustituyendo cada factor
por el término principal de Taylor en el punto zp. Esta metodologia puede aplicarse en virtud de la
propiedad fundamental del término complementario enunciada en 8.4.7.

T —senzw
1) Para calcular el limite lim 711
z—0 (1 — cos 3x)

uno de los factores. Asi, el término principal de Taylor de f(z) = z —senx en el origen es el término

, obtendremos los términos principales de Taylor de cada
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de tercer grado, 23/6 y el término principal Taylor de g(z) = 1 — cos 3 en el origen es el de segundo
grado, 922/2. En consecuencia se obtiene

1‘3
I T —senax i s 1
im —————— = lim = —.
e—0 (1 —cos3r) @—0g2%% 27

1 r_x—1
2) De forma andloga, para calcular el limite lim { — — —— ] = lim L, calcularemos el
a—0\z e*—1 =0 x(e® — 1)

término principal de Taylor en el origen de la funcién f(z) = e* —x — 1 que es el de segundo grado
22/2 y el de la funcién g(z) = e — 1 que es el de primer grado z, con lo que

<1 1 ) et —x—1 . 2%/2 1
- — = _— 1 .

r et —1

lim
r—0

8.5 CONVERGENCIA UNIFORME Y DERIVABILIDAD.

8.5.1 En este apartado se estudia la derivabilidad de las funciones obtenidas por paso al limite en
una sucesién o en una serie de funciones derivables. De forma similar a la continuidad, la convergencia
uniforme juega un papel fundamental para poder afirmar las propiedades de la funcién limite. Obsérvese

la necesidad de caracterizar esta cuestion, a partir del siguiente ejemplo; si se considera la sucesién de
funciones ) definidas por x) = Lsen(n2z), para todo z € R, por una parte es inmediato ver que
n p n n ;P y P p q

converge uniformemente a la funcién nula de R, esto es, f(x) = lim f,(x) = 0, paratodox € Ry
por otra, las funciones f, son derivables en R, cualquiera que sea n € N. Sin embargo, la sucesién de
funciones derivadas (Df,,), que son las funciones definidas por Df,, (z) = n cos(nz), para todo z € R,
no tiene limite.

8.5.2 PROPOSICION. Sea (fn), Ny una sucesién de funciones derivables en un intervalo abierto
la,b[C R, tales que:

i) existe algin punto g €]a, b[ tal que la sucesiéon numdérica (f,,(20)) es convergente;
ii) la sucesién de funciones derivadas (D fy,), N es uniformemente convergente en Ja, bl.
Se cumplen entonces las propiedades siguientes:
1) la sucesién funcional (f,),  y es uniformemente convergente en el intervalo |a, b[ hacia una funcién
limite f = lim f,;
n—oo

2) dicha funcién limite f es derivable en ]a, b[ y se cumple

Df(x) = nh_)n;o Dfn(x), para todo x €]a,b|.

Demostracion:

1) Sea e > 0 arbitrario y designemos por ng un nidmero natural tal que

€
|[fn(z0) — fm(z0)| < 5 para todo n,m > no,

|Dfn(z) = Dfm(x)] < 5 para todo n,m > ng y para todo = €]a, b;

(b—a)
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2)

aplicando la férmula del incremento finito a f,, — f,, en el intervalo [zg, 2] Cla, b[, resulta la existencia
de un t €]z, x| tal que

(fn = fm)(@) = (fn — fm)(@0) = (x — 20)(Dfn — Dfm)(t), x0 <t <z,

con lo que
(@) = £ (&) = (Fala0) = Fn(w0)| = o = 30l D1 () = Dfnl)] < b =l g < 5.

En definitiva, puede afirmarse que se cumple:
€

[fn(@) = [ ()] < |(fu(2) = (@) = (fn(x0) = frm(x0))| + | fu(20) = fim(20)] < %+ 5

= 67
cualesquiera que sean n,m > ng y para todo x €la,b[ y, en virtud del criterio de Cauchy para
sucesiones de funciones (véase 4.5.9), puede concluirse que la sucesion (f,,) converge uniformemente
en el intervalo Ja, b[ a una funcién limite f.

Se trata ahora de probar la derivabilidad en Ja,b] de la funcién f, funcién limite (uniforme) de
la sucesion (f,) en dicho intervalo. Sea ¢ €]a,b] un punto cualquiera; se definen las funciones

o) = fn(c)
gn(x) = r—c

fh(c) ,siz=c.

9n:]a, b[— R, mediante

, sl z # ¢,

Estas funciones son, por su definicién, continuas en el intervalo ]a, b[, cualquiera que sea n € Ny,
ademds, convergen puntualmente a la funcién g:]a,b[— R definida por:

f(x) = f()

g(x) = r—c
lim f/(c) ,siz=-c
n—oo

, sl x # ¢,

Para ver que que la convergencia es no sélo puntual sino también uniforme, aplicaremos la férmula
del incremento finito a la funcién f,, — fr, en el intervalo [¢, 2], obteniéndose:

(fon = fm)(@) = (fo = fm)(c) = (x =) (Dfn = Dfm)(t), c<t<uz,

con lo que
fn(@) = fn(c) -~ Jm (@) — fm(c)

r—cC r—cC

:(Dfnfom)(t)v c<t<uz,
de donde, teniendo en cuenta la definicién de g,, resulta

|gn (%) — gm(z)| = |Dfou(t) — Dfm(t)] < para todo m,m > ng y para todo x €]a, b],

2(b—a)

lo cual demuestra que la convergencia de la sucesién funcional (g,) es uniforme y, por lo tanto, la
funcién limite g = lim g,, es continua en a, b], cumpliéndose:

lim g(z) = lim J@) = 19 = lim Df,(c),

r—c’ T—cC €r—c n—00

esto es, la funcién f es derivable y se cumple Df(¢) = lim D f,(c) para todo ¢ €]a, b|. L]
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En la proposicién que sigue se aborda la misma cuestién en el caso de las series de funciones.

8.5.3 PROPOSICION. Sea Y f, una serie de funciones derivables en un intervalo abierto ]a,b[C R,
tales que:

i) existe algin punto zg €]a, b[, tal que la serie numérica » . f,(x9) es convergente;
ii) la serie de funciones derivadas Y D f,, es uniformemente convergente en el intervalo ]a, b|.
Se cumplen entonces las propiedades siguientes:

1) laserie funcional (fy), Ny es uniformemente convergente en el intervalo Ja, b[ hacia una funcién suma
“+o0
f= § Ins
n=0

2) dicha funcién suma f es derivable en Ja, b[ y se cumple
+o0
Df(x) = Z D fn(z), para todo x €]a,b].
n=0

Demostracion:

Se propone como ejercicio. =

Entre las series de funciones, destacan por su interés las series de potencias, de las cuales se sabe que
son uniformemente convergentes en su dominio de convergencia. A continuacién se estudian algunas
propiedades de estas series, relacionadas con la derivacion y se completa con el estudio del desarrollo de
una funcioén en serie de potencias, que relaciona dichas series y el teorema de Taylor visto en el apartado
anterior.

8.5.4 DEFINICION. (Derivada de una serie de potencias). Sea Z a,x™ una serie de potencias reales;
n>0
se define la derivada de dicha serie, como la serie de potencias Z na,z" ' (o bien Z(n + Dapt12™),
n>1 n>0
esto es, la serie que se obtiene derivando “término a término” la serie dada.

En la proposicién que sigue se caracteriza el campo de convergencia de la derivada de una serie de
potencias.

8.5.5 PROPOSICION. Si una serie de potencias Z an,r™ tiene un radio de convergencia p, entonces
n>0
su serie derivada Z napz™ ! tiene el mismo el radio de convergencia.
n>1
Demostracion:

e Designemos por p’ el radio de convergencia de la serie derivada Z na,z""'. Sea x € R tal que
n>1
|z| < p; si 29 € R es tal que || < 29 < p, entonces la serie Zanmg es convergente, con lo que
n>0
(condicién necesaria de convergencia) se cumple lima,z{y = 0 y existe un nimero real k > 0 tal
que |apxy| < k para todo n € N. Vamos a probar la convergencia de la serie numérica Z na,x" ",
n>1
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con lo cual habremos probado que su radio de convergencia es al menos p, esto es, que p’ > p. Para

cllo, acotaremos el término general de esta serie con una serie convergente, del siguiente modo:
n—1 n—1
X

To

T

Zo

n

T k

1_0 < —n
n

|na,z" | = |napa™ <
Zo

_ /n
= —nfa,ag|

To

Estudiemos ahora la convergencia de la serie mayorante: aplicando el criterio del cociente resulta

(n+1) Tio

hIIl =1
n—+o00 n-—

. n+1
lim =
n— -+oo n

T

To

xo

<1,

o

es decir, la serie mayorante es convergente y, en consecuencia, la serie E na,z™ ! converge

n>1
absolutamente, con lo cual se ha probado que p < p'.
e Tomando ahora z € R tal que |z| < p' y considerando z; tal que |z] < z; < p/, mediante un

razonamiento andlogo se prueba que la serie 5 a,x" es absolutamente convergente, con lo cual su
n>0
radio de convergencia es al menos p’, esto es, p > p'.

e Finalmente, las dos desigualdades establecidas entre ambos radios de convergencia implican la
igualdad p = p’, como se queria probar. L]

Una vez caracterizado el campo de convergencia de la derivada de una serie de potencias, puede
pasarse a establecer la derivabilidad de su funcién suma, tal como se enuncia en la proposicion que
sigue.

8.5.6 PROPOSICION. Sea S la funcién suma de la serie de potencias Y. a,z™, cuyo radio de
—+o0

convergencia es p, esto es, la funcién definida por S(z) = Z anx™ para todo x €] — p, p[. Se cumplen
n=0

entonces las propiedades siguientes:

1) La funcién S es derivable en | — p, p[ y se verifica:
“+o0
DS(x) = Z na,z" "' para todo = €] — p, p|;
n=1

2) La funcién S es indefinidamente derivable en | — p, p[ v si k € N, se cumple:

+00
DFS(x) = Z nn—1)---(n -k + 1)a,z" " para todo = €] — p, p[.
n=~k
Demostracion:

1) Sea 0 < xg < p; entonces, la serie numérica Y, a,xd converge absolutamente, luego es convergente.

En virtud de 4.6.7, la serie Y a,2" converge uniformemente en el intervalo [0, 0] y, en virtud de
D uncién sum ] T s derivi n |0, 29 mas se cumple
8.5.3, la funcién suma de la serie S es derivable en |0, zo[ v ademas se ¢ le

+oo
DS(z) = Z na,z" ! para todo z €]0, x|.
n=1
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La arbitrariedad de x¢ implica el resultado en el intervalo | — p, p[.

2) Basta aplicar reiteradamente el resultado probado en el punto anterior. L]

8.6 DESARROLLOS EN SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ANALITICAS.

8.6.1 DEFINICION. (Funcién desarrollable en serie de potencias en el origen).

e Sea f: ] —r,r[— R una funcién real; se dice que f es desarrollable (o representable) en serie de
potencias en el origen si existe una serie de potencias > a,z™ tal que
+00
flz) = E apz™ para todo x €] —r, 7],
n=0
esto es, cuya suma en cada punto coincide con el valor de la funcién considerada.
e Asi, por ejemplo, si se considera la funcién f: | — 2,2[— R, definida por
2
f(z)= para todo = €] — 2, 2],
2—zx
la serie de potencias Y Z%m”, cuyo radio de convergencia es p = 2, cumple:
“+o0 “+o0
1, (7‘)” 1 2 (@)
—a" = E — = = = T
n _z — ’
— 2 = \2 1-35 2-x
con lo que la funcién considerada es desarrollable en serie de potencias en el origen.
e A partir de la definicién dada, surgen de forma natural dos cuestiones. La primera de ellas es
averiguar en qué condiciones una funcién f:] — r,r[— R es desarrollable en serie de potencias.
La segunda es si el citado desarrollo en serie de potencias, supuesto que existe, es tnico. Las dos
proposiciones que siguen pretenden responder a estas cuestiones, empezando por la segunda de ellas.
8.6.2 PROPOSICION. Sea f: | —7,7[— R una funcién real; si f es desarrollable en serie de potencias

en el origen, dicha serie es tnica y viene dada por

Z D" f(0) ="

n!
n>0

Demostracion:

En virtud de la hipdtesis, si f es desarrollable en serie de potencias en el origen, existe una serie de
potencias Y a,z™ tal que

+0o0
f(a“) = Z an,x™, para todo x E] — T,T[-

n=0

En virtud de la proposicion 8.5.6, la funcién suma de una serie de potencias es infinitamente derivable
y se cumple:

DFf(z) = Z nn—1)---(n—k+ 1)a,z" ", para todo k € N, para todo x €] —r,7[,

n=k
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de donde se obtiene D¥f(0) = kla, para todo k € N, es decir,

D*1(0)

=T

, para todo k € N,

como se queria probar. L]

La unicidad del desarrollo en serie de potencias, cuando existe, motiva la siguiente definicién.

8.6.3 DEFINICION. (Serie de Maclaurin de una funcién).

Si f:] — r,r[— R es una funcién infinitamente derivable en su dominio, se denomina serie de
Maclaurin de f a la serie de potencias dada por

D (0)
3 Tf ) n,
n>0

Asi, por ejemplo, la serie de Maclaurin de la funcién f: | —1,1[— R, definida por f(z) = In(1+z),

-1 n—1
es E Lr”.
n

n>1

8.6.4 OBSERVACION.

Puesto que la funcién suma de una serie de potencias es infinitamente derivable, resulta evidente que
una condicién necesaria para que una funcién f:] —r, r[— R sea desarrollable en serie de potencias
en el origen es que sea infinitamente derivable en dicho punto, aun cuando esto no es suficiente, esto
es, la sola existencia de la serie de Maclaurin no garantiza ni que esta serie sea convergente en cada
punto del dominio de convergencia ni que dicha serie converja al valor de la funcién en el punto.

Para verlo, basta considerar la funcién definida por

p(x) = exp <*Ti2> , stz #0,

sobre la cual es inmediato comprobar que es infinitamente derivable en el origen y que se cumple
D¥p(0) = 0 para todo k € N, con lo que su serie de Maclaurin tiene todos los coeficientes nulos
y, por tanto, su suma es la funcién nula de R; sin embargo, ¢ no se anula salvo en el origen. La
conclusién es clara: ¢ no es desarrollable en serie de potencias en el origen. En la proposicién que
sigue se da una condicién necesaria y suficiente para que una funcién sea desarrollable en serie de
potencias.

8.6.5 PROPOSICION. Una condicién necesaria y suficiente para que f: | —r,r[— R sea desarrollable
en serie de potencias en el origen es que dicha funcién sea infinitamente derivable en el origen y que,
ademds, si R, (z) es el término complementario de la férmula de Maclaurin de f, se cumpla

lim R,(z) =0 para todo = €] —r,r[.

n—oo

(No debe confundirse esta condicién con la establecida en 8.4.7; ésta hace referencia al limite del término
complementario cuando su grado aumenta indefinidamente y aquella al limite en el punto).
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Demostracion:

De acuerdo con la definicion 8.6.1, que f sea desarrollable en serie de potencias en el origen significa
la existencia de una serie de potencias cuya suma coincida con f en todo punto de | — r,r[; adem4s,
en virtud de 8.6.2, esta serie de potencias debe ser necesariamente la serie de Maclaurin de f, lo cual
implica que f debe ser infinitamente derivable en el intervalo | — 7, r].

Por otra parte, la férmula de Maclaurin de f nos dice que

n—1
b f(0)

n—1 —
o) 2" 4+ Rp_1(x), para todo x €] —r, 7],

:r,z—i—

f(xz) = f(0) + Df(0)x + %

con lo que para que en todo punto x €] — r,r[ se cumpla

T nn
fay =y 2

n!
n=0

es necesario y suficiente que se verifique  lim R, (x) = 0 para todo = €] — r,r[, segin se querfa

n—+00

probar. [
8.6.6 EJEMPLO. Si a € R, se considera la funcion definida por
f(z) = (1+x)® para todo x €] — 1, 1].

Vamos a probar que f es desarrollable en serie de potencias en el origen y calcular su serie de Maclaurin.
La derivabilidad sucesiva de f es evidente (criterios de derivabilidad) y si k& € N es un natural cualquiera,
las derivadas sucesivas de f vienen dadas por:

Dif(z)=ala—1)(a—=2) --- (a—k+1)(1+2)* %, para todo z €] — 1, 1],
como es inmediato comprobar. En consecuencia, las derivadas sucesivas de f en el origen, son
DEf(0) = a(a —1)(a —2) -+ (o —k+1), para todo k € N.
Ast pues, la férmula de Maclaurin de f es

(a—1)

(1+m)a:1+wm+a ala—1)---(a—n+2)

2 PR /n—l
o Tt (n_1)! S

al@=1)---(a=—n+ D1+

+ ", 0<E{<e <.
n!

Se trata ahora de estudiar el término complementario

Roa () = a(a—1)...(a—n+1)(1+$)a—nmn: a(a—l)...(a—n+1)(1+£)a<1:r,£>

n! n!

y dado que 0 < ¢ <2 < 1, se cumpliréd
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de donde resulta
lim R,(x) =0, para todo z €] — 1, 1].
n— -+4o0o
En definitiva, se ha probado que se cumplen las condiciones (suficientes) que establece la proposicién
anterior y, en consecuencia, puede afirmarse que la funcién considerada es desarrollable en serie de
potencias en el origen. Si se conviene en utilizar la notacion

o0 1) (o k+1) ((y>’

k! k

puede escribirse finalmente el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién f, mediante:

+0oo
(142)*= Z <(]z>rk, para todo = €] — 1, 1].

n=0

8.6.7 OBSERVACION. Debe destacarse el papel que juega el término complementario de la férmula de
Maclaurin de una funcién infinitamente derivable en el origen, para poder afirmar que su desarrollo en
serie de Maclaurin converge a la funcién dada en el intervalo correspondiente. Considérese, por ejemplo,
la funcién definida por

flz)=¢€" 4ot/ st #£ 0,
f(0)=1.

Teniendo en cuenta lo dicho en 8.6.4, resulta evidente que f es infinitamente derivable en el origen y que

se cumple DF f(0) = 1 para todo k € N, con lo que la serie de Maclaurin de f es Z %m", cuya suma
n>0

es la funcién exponencial real y no coincide con la funcién dada més que en el origen. Esta claro que

en este caso no se cumple la condicién sobre el término complementario establecida en la proposicion

anterior.

8.6.8 OBSERVACION. (Cilculo de desarrollos en series de potencias). Para calcular el desarrollo en
serie de Maclaurin de una funcién puede aplicarse, evidentemente, la definicién 8.6.3. En algunos casos,
no obstante, cuando la funcién se expresa mediante operaciones elementales con otras funciones cuya
serie de Maclaurin puede obtenerse facilmente, es mucho mas practico aplicar las mismas operaciones
elementales con los desarrollos de estas funciones.

e Asi, por ejemplo, para calcular el desarrollo de Maclaurin de la funcién f:R — R definida por
f(z) = exp(22? — x + 1), para todo = € R,

basta operar del modo siguiente

+oo +oo 2 n
9 B x 9 B (222 —x +1)
CXp(2I _17+1)7 E F 0(217 —17—}-1)— E T
n=0 n=0

e Para calcular el desarrollo de Maclaurin de la funciéon f: R — R definida por

/(=)

1
= m para todo x € R,
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basta observar que f(z) = Dg(z), siendo g(x) = — , con lo que recordando que se cumple

14+

“+oo
1
T3 Z(fl)na‘,n, se tendré
n=0
1 =
o n—1 n—1
T2 —Z(—l) nx" .
n=1

8.6.9 DEFINICION. (Funcién desarrollable en serie de potencias en un punto cualquiera).

e Todo lo dicho acerca de los desarrollos en serie de potencias en el origen puede extenderse sin
dificultad a otro punto cualquiera, distinto del origen. Asi, se dice que una funciém f: |xg —r,xo +
r[— R es desarrollable (o representable) en serie de potencias en el punto g si existe una serie de
potencias Y a,(r — z¢)™ tal que

+o0
f(z) = Z an(x — o)™, para todo x €|zg —r, 0 + T,
n=0

esto es, cuya suma en cada punto del intervalo coincide con el valor de la funcién.

e Si f es desarrollable en serie de potencias en el punto zg € R, dicha serie es inica y viene dada por

3 D" f(wo)

" (z —x0)",

n>0

denominada serie de Taylor de f en el punto xg.
e Una condicién necesaria y suficiente para que f: Jzg — 7,20 + r[— R sea desarrollable en serie de

potencias en el punto zg es que dicha funcidn sea infinitamente derivable en ese punto y que, ademas,
si R, (f;70)(x) es el término complementario de la formula de Taylor de f en xg, se cumpla:

lim R,(f;z0)(z) =0, para todo = €|lxg — r,zo + r[.

n—oo

8.6.10 DEFINICION. (Funciones analiticas). Sea ]a,b] un intervalo abierto y acotado de R y sea
f:]a,b[— R; se dice que f es analitica en el intervalo Ja,b[, si f es desarrollable en serie de potencias
en todo punto zy €]a, b|.

400
e Si f esla funcién definida por f(z) = Z anz™ para todo x €] — r, [, entonces f es analitica en el

n=0
intervalo | — 7,7 y cualquiera que sea xg €] — r, 7|, se cumple

+o00
f@) = bu(z—z0)", 0< |z —x0| <7 — |ag].
n=0

e Las funciones definidas por series de potencias son analiticas en su dominio de convergencia.
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8.7 ALGUNAS APLICACIONES DE LA DERIVADA.

La nocién de derivada de una funcién y los conceptos directamente relacionados con ella, permiten
estudiar algunas cuestiones préacticas de interés. En este apartado se estudian algunas de ellas: una
condicién suficiente para determinar extremos locales de funciones derivables, el estudio de la convexidad
y de la concavidad de una funcién derivable y también algunas aplicaciones a problemas fisicos y técnicos.

(A) Extremos locales de una funcién.

8.7.1 En la proposiciéon 8.1.5 se ha probado una condicién necesaria para que una funcién derivable
en un intervalo abierto y acotado tenga un extremo local en un punto del mismo: la derivada de la
funcién en dicho punto debe ser nula. Se comenté asimismo que dicha condicién era necesaria pero no
era suficiente, esto es, una funcién puede tener derivada nula en un punto sin que en ¢l presente un
extremo local.

En la proposicion que sigue se estudia una condicién suficiente para la existencia de extremo local
en un punto, basada en las derivadas sucesivas de la funcion, esto es, una condicién que es aplicable
unicamente a funciones derivables “un numero suficiente de veces”.

8.7.2 PROPOSICION. Sea f:[a,b] C R — R una funcién real de clase C"(]a, b]) para un cierto n € N.
Si en un punto xg €la, b[ se cumple:

{Df(%) = D*f(x0) = -+ = D" f(w0) = 0,
D" f(xo) # 0,

puede afirmarse lo siguiente:

1) Sinespary D"f(zg) > 0, entonces la funcién f alcanza un minimo local estricto en el punto xg;
2) sinespary D" f(xg) <0, entonces la funcién f alcanza un méaximo local estricto en el punto xg.
3) sin es impar, la funcién no alcanza extremo local en el punto .

Demostracion:

1) De acuerdo con las hipdtesis enunciadas, la funcién f cumple las condiciones exigidas en el teorema
de Taylor (8.4.8) y, por lo tanto, puede escribirse la férmula de Taylor (8.4.9) de f, cuyo polinomio
de Taylor de grado n — 1 tendra dnicamente el término constante no necesariamente nulo y el resto
todos nulos, y puede afirmarse que existe un r > 0 tal que si € B(xo;7), entonces:

(@) = Tor(f;70) () + Rp(f370)(7) = f(z0) + %f,(t)(?" —x0)", 0<|t—zo| < |z —mo| <,
es decir,
f(z) = f(zo) = Dn—f!(t)(mfmo)n, 0<|t—mxo| <l|z—m0| <.

Asi, pues, el signo de la diferencia f(x) — f(xo) depende del signo de la derivada n-ésima de f,
D™ f(t) y de la paridad de n; puede suponerse (en virtud de la continuidad de la derivada n-ésima)
que r es tal que sgnD™ f(x) = sgnD" f(x), para todo x € B(xg;r). Si D"f(xo) > 0y n es par,
entonces se cumple f(z) — f(zo) > 0 para todo © € B*(xg;7), esto es, la funcién f tiene un minimo
local en el punto xg.

2) Anadlogo al caso anterior.

3) Se razona de forma anéloga; reddctense los detalles como ejercicio. =
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8.7.3 EJEMPLO. Considérese la funcién f:R — R, definida por f(z) = senz? para todo z € R; en
el punto xp = 0, se cumple:

Df(0)=D?f(0)=D3f(0)=0 vy  D*f(0)=24>0.

En virtud de la proposicion anterior, puede afirmarse pues que esta funcién tiene un minimo local en el
origen.

XX ———

a) b)

c)

Figura 8.7. Ilustracion de la convexidad, la concavidad y un punto de inflexion.

(B) Convexidad y concavidad. Puntos de inflexién.

8.7.4 DEFINICION. (Convexidad y concavidad en un punto). Sea f:]a,b] C R — R una funcién
real, derivable en un punto zq €la, b|.

e Se dice que la funcién f es convexa en el punto zg, si existe un r > 0 tal que:

f(z) = (f(zo) + Df(zo)(x — x0)) > 0 para todo x € B*(xo; 7).
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Si la desigualdad es estricta, la funcién se dice que es estrictamente convexa. En otras palabras, una
funcién derivable en un punto xg es convexa en él si existe un entorno del punto en el cual la grafica
de la funcién “esta por encima” de la recta tangente a la grafica en el punto (xo, f(19)) (véase la
figura 8.7(a)).

e Se dice que la funcién f es céncava en el punto zp, si existe un r > 0 tal que:
f(x) = (f(xo) + Df(xo)(x — 20)) < 0 para todo x € B*(xg;7).

Si la desigualdad es estricta, la funcion se dice que es estrictamente concava. Dicho de otro modo,
una funcién derivable en un punto x( es céncava en ese punto si existe un entorno en el cual la grafica
de la funcién “estd por debajo” de la recta tangente a la grafica en el punto (zo, f(zg)) (véase la

figura 8.7(b)).

8.7.5 DEFINICION. (Puntos de inflexién). Sea f:]a,b] — R una funcién real, derivable en un
punto zg €]a,b[. Sila diferencia f(z) — (f(xo) + Df(zo)(x — x0)) tiene signos distintos en los intervalos
Jro — ryx0] v T, 20 + [ cualquiera que sea r > 0, se dice entonces que f tiene una inflexion en el
punto zo. Esta definicion puede interpretarse geométricamente diciendo que la gréfica de la funcién
“atraviesa” la recta tangente a la curva en el punto (zo, f(zo)) (véase la figura 8.7(c)).

8.7.6 OBSERVACION. No debe pensarse que las tres situaciones definidas anteriormente definen una
tricotomia para funciones derivables en un punto, esto es, que deba darse necesariamente una de las
tres. Ello no es asi{ y hay funciones derivables en un punto que no son convexas, ni céncavas ni tienen
una inflexién en dicho punto; en efecto, considérese la funcién f:R — R definida por f(z) = 2> sen%

siz#0y f(0) =0, en el punto z¢ = 0.

Para funciones suficientemente derivables, puede caracterizarse la convexidad y la concavidad en un
punto, con el signo de la derivada segunda en dicho punto, tal como se ve en la proposicion que sigue.

8.7.7 PROPOSICION. Sca f:[a,b] — R una funcién real de tipo C?[a,b] y sea zo €]a, b un punto tal
que D2f(xg) # 0; se cumplen entonces las propiedades siguientes:

i) si D2f(x9) > 0, la funcién es estrictamente convexa en wo;

ii) si D2f(z0) < 0, la funcién es estrictamente céncava en zo.

Demostracion:

i) Supongamos que D2 f(z0) > 0. Que exista la derivada segunda de f en zq significa que la derivada
primera es derivable en dicho punto y, en virtud de 8.2.15, la derivada segunda no puede tener
discontinuidades de salto en un entorno de z, esto es, existe r > 0 tal que D2 f(z) > 0, para todo = €
B(zo;r). Escribiendo entonces la férmula de Taylor de la funcién f en zp y en dicho entorno, con
polinomio de Taylor de primer grado, resulta:

D2f(t)

o (x—x0)%, 0<|t—mxo| < |z —m0] <.

F(x) = (o) + D (o) (a — m0) +

En esta expresién se cumple D2f(t) > 0y (2 — 29)? > 0, para todo € B*(xg;7), con lo cual se
cumple f(x) — (f(zo) + Df(zo)(x — x¢)) > 0, para todo = € B*(xg;7), es decir, f es estrictamente
convexa €en rop.

ii) Se razona andlogamente. [

8.7.8 DEFINICION. (Convexidad y concavidad en un intervalo). Las nociones de funcién convexa y
de funcién céncava en un punto deben modificarse si se quieren extender dichas nociones a puntos en
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los que la funcién no es derivable. Estas definiciones més generales de funcién convexa y de funcién
coéncava en un intervalo ya se vieron en 4.1.13; las recordaremos brevemente.

e Sea fi]a,b] — R; se dice que f es convexa en I C [a,b] si cualesquiera que sean x,y € I se cumple:
fOx+ (1 =0)y) <Of(x)+(1-0)f(y), 0<0<1,

esto es, si dados dos puntos cualesquiera de la grafica de f cuya abscisa sea de I, el segmento que
une los dos puntos estd por encima de la grafica de la funcién.

e Una funcién f:[a,b] — R se dice que es cdncava en I C [a,b] si cualesquiera que sean x,y € I se

cumple:
JOr+ (1 0)y) > 0 @)+ (1— ) (y), 06T,

es decir, si dados dos puntos cualesquiera de la grafica de f cuya abscisa sea de I, el segmento que
une los dos puntos esta por debajo de la grafica de la funcion.

e Si las desigualdades anteriores son estrictas, la funcién se dice que es estrictamente convexa, o bien,
estrictamente concava, respectivamente.

e Obsérvese que las definiciones dadas no involucran para nada la derivabilidad de la funcién en el
intervalo; asi, por ejemplo, la funciéon f:R — R definida por f(r) = |z| para todo x € R es
estrictamente convexa en cualquier intervalo [—a,a] C R que contenga al origen, aun cuando dicha
funcién no es derivable en ese punto (véase la figura 8.8).

En la proposiciéon que sigue vamos a obtener una caracterizacién de la convexidad de una funcién
en un intervalo, que sera util para hacerlo con la derivada maéas adelante. Reddctese como ejercicio la
condicién correspondiente para la concavidad.

Figura 8.8. Ilustracién de la convexidad de |z|

8.7.9 PROPOSICION. Sea f:[a,b] C R — R una funcién real. Una condicién necesaria y suficiente
para que [ sea convexa en dicho intervalo es que, cualesquiera que sean tres puntos x,y, z € [a, b] tales

que ¢ < y < z, se cumpla
fy) = flx) _ f(z) = fly)
y—x N z2—=Y
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Demostracion:
La condicién es necesaria.  Sean dos puntos cualesquiera z,z € [a,b] tales que & < z. Cualquier
punto intermedio y entre ambos puede escribirse

y=z+0(z—z)=(1—-0)z+0z con0<6l<1,

y por ser f convexa en [a,b], se cumple f(y) < (1 —0)f(x)+ 0f(z). La figura 8.9 ayudard a seguir
el razonamiento. Si se considera la cuerda que une los puntos (z, f(z)) v (2, f(2)), v se traza la
horizontal por los puntos de dicha cuerda en las abscisas = e y, los angulos que en tales puntos
forman la cuerda y la horizontal son iguales, con lo cual puede afirmarse que

(L=0)f(x) +0f(2) = f(x)  f(z) = (A =0)f(z)+0/(2))

y—x z—y

)

teniendo en cuenta la convexidad de la funcién resulta finalmente

f@) = f@) _ [() = 1)

y—r  z-y

I

como se queria probar.

Se propone como ejercicio probar que la condicién es suficiente. [

Cuando una funcién f:[a,b] — R es derivable en el intervalo abierto ]a,b[, puede relacionarse la
convexidad con propiedades de las derivadas primera y segunda de f, tal como se ve en las proposiciones
que siguen.

Figura 8.9. Iustracion de la proposicion 8.7.9.

8.7.10 PROPOSICION. Sea f:[a,b] C R — R una funcién real, derivable en el intervalo abierto |a, b];
la funcién f es convexa (respectivamente, concava) en el intervalo a, b si, y sélo si, la derivada D f es
mondétona creciente (respectivamente, decreciente) en dicho intervalo.
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Demostracion:

La condicién es necesaria. Sean xq1,19 €a,b], tales que #1 < x2 y sea un punto intermedio
y=(1-0)r1 +0xs, 0 <0 < 1. En virtud de 8.7.9, se cumple

flxa) = fy) o [(y) — f(1)

y—r2 T Y-

, para todo y €]z, x9].

Pasando al limite en la primera fraccién cuando y — x2, se obtiene

Df(a) > LU ZIE) - todo y €, mal,

Yy—T

y pasando ahora al limite cuando y — x; resulta Df(x2) > Df(x1), lo que prueba el crecimiento
mondétono de Df en el intervalo |a, b[.

La condicién es suficiente. Supongamos que la derivada Df es creciente en a, b[; tomemos tres
puntos cualesquiera z,y, z €]a, b[, tales que z < y < z. Aplicando la férmula del incremento finito a
Df en los intervalos [z,y] v [z, 2], existen dos puntos t; €]z, y[ v t2 €]y, 2|, tales que:

) = f@)=Dft)y—=) v [(z) = [fly) = Df(t2)(z = v);
en virtud de la monotonia de D f, debe cumplirse D f(t1) < Df(t2), esto es:

ﬂw*f@%<ﬂd*fwx

y—x  z-y

con lo que, en virtud de 8.7.9, la funcién f es convexa en |a, b|.

La demostracién es completamente andloga en el caso de la concavidad. L]

8.7.11 PROPOSICION. Sea f:[a,b] C R — R una funcién real, derivable dos veces en el intervalo
abierto Ja,b[. Entonces, la funcién f es convexa (respectivamente, céncava) en el intervalo ]a, b[ si, y
s6lo si, se cumple D2f(z) > 0 para todo = €]a,b] (respectivamente, D?f(x) < 0 para todo z €]a, b]).

Demostracion:

Se propone como ejercicio. u

8.7.12 COROLARIO. Si f:[a,b] — R es estrictamente convexa (respectivamente, céncava) y derivable
en Ja, b[, dicha funcién tiene un inico minimo (respectivamente, maximo) absoluto en [a, b], que es uno
de los extremos del intervalo si f es monotona, o bien, un punto interior del intervalo en caso contrario.

Demostracion:

Se propone como ejercicio. [

Caracterizada con suficiente cobertura la concavidad y la convexidad de una funcién, nos ocupamos
a continuacién de caracterizar los puntos de inflexion.

8.7.13 PROPOSICION. Sea f:[a,b] — R una funcién de tipo C2[a,b] y sea 2o €]a,b] un punto de
inflexiéon de f; se debe cumplir entonces que D2 f(xq) = 0.

Demostracion:
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Resulta inmediatamente aplicando un razonamiento similar al de la proposicién 8.7.7. En efecto, a
partir de la férmula de Taylor de f en zg y para x € B(xo;r) para un cierto r > 0, resulta

£0) — (@) + Do) —a0) = ZH @ a2, 0.t~ o] < o — o] <

Dado que f tiene una inflexién en zg, la derivada segunda de f debe tener signos distintos segiin que
se considere x €]z — 7, 20[ 0 bien z €]xg, o + 7, puesto que (z — x0)? > 0, para todo x € B(xg;r).
Haciendo x — zg y dado que la derivada segunda de f no puede tener discontinuidades de salto en
ese entorno, necesariamente debe ser nula en el punto xg. L]

8.7.14 OBSERVACION. Analogamente a lo que sucede con los puntos criticos de una funcién en relacién
a su condicién de extremo local, la condiciéon D?f(xg) = 0 no es suficiente para que en dicho punto la
funcién tenga una inflexion. En efecto, basta considerar por ejemplo la funcién f: R — R definida por
f(x) = 2% x € R en el origen; en ese punto se cumple D2 f(0) = 0 y, no obstante, f no tiene en él un
punto de inflexién, sino un minimo absoluto. Sin embargo, para funciones derivables sucesivamente es
posible establecer una condicién suficiente, tal como se ve en la proposicién que sigue.

8.7.15 PROPOSICION. Sca f:[a,b] C R — R una funcién real de clase C"([a,b]) para un cierto
n € N. Si en un punto zy €la, b se cumple:

{ D?f(xg) =--- = D" f(x0) =0,
D" f(xo) # 0,

puede afirmarse que si n es impar, entonces f tiene una inflexion en el punto xg.
Demostracion:

Escribamos la formula de Taylor de f en el punto xg, con polinomio aproximador de grado n — 1:

£(@) = £(0) + DF o) = 20) + 22O 0wy 0.< i =] < 1 — ol v bl

entonces, el signo de la diferencia  f(z) — (f(zo0) + Df(x0)(x — xo)) viene dado por el término
D" f(t
n!

nula en un entorno conveniente de xg, con lo que en definitiva el signo dependerd tinicamente del

complementario R, (f;zo)(z) = (x — x0)™; puesto que D™ f(zg) # 0, dicha derivada sera no

factor (x — o)™, el cual, al ser n impar, es distinto segiin sea x > ¢ 0 bien z < g, lo cual prueba
la afirmacién. L]

(C) Cadlculo aproximado de ceros de funciones: el método de Newton.

8.7.16 Es frecuente el problema de tener que determinar un cero de una funcién derivable en un
intervalo, esto es, un punto t €]a, b] tal que f(t) = 0, siendo f:[a,b] C R — R una funcién derivable en
la,b[. Y siendo frecuente ese problema, son muy escasas las ocasiones en las que éste puede resolverse
mediante una “férmula”, esto es, un método directo de cédlculo del cero o los ceros de la funcién en
un intervalo, tal como ocurre, por ejemplo, si f es una funcién polinémica de segundo grado. En esos
casos, debe recurrirse a “métodos aproximados”, es decir, métodos que proporcionen una aproximacion
sucesiva a la solucién buscada y permitan realizar esa aproximacién, con una cota prefijada para el error
cometido en la aproximacion.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



298 8. Propiedades de las funciones derivables.

8.7.17 El método consta de las etapas siguientes:

a=X, X2 X3

Acotacion: se trata de acotar el intervalo en el cual se encuentran los ceros de la funcién, aplicando,
por ejemplo, el teorema de Bolzano.

Separaciéon: determinar los subintervalos en los cuales se encuentre a lo sumo un cero de f utilizando
para ello propiedades de la derivada relacionadas con el crecimiento de las funciones.
Aproximacién: se trata de reducir sucesivamente la amplitud de dichos subintervalos, hasta que
tengan una amplitud no superior al doble de la cota de error predeterminada. Se utiliza para ello la
condicién de signo constante de la derivada segunda.

-
o ]
—_— T

Figura 8.10. Ilustracion del método de Newton.

8.7.18 EI método de Newton o de la tangente. A continuacién se describe brevemente uno de los
métodos méas conocidos para abordar la tercera etapa, esto es, para aproximar el cero de una funcién
derivable en un intervalo: el denominado método de Newton o de la tangente.

Sea f: A C R — R una funcién de clase C2(A) y supongamos que en un intervalo [a,b] C A se
cumplen las condiciones siguientes:

1) f(a)- f(b) <0;

2) el signo de la funcién D2 f es constante en el intervalo ]a, b[;

3) existe 6 > 0 tal que |Df(z)| > 6 para todo z €]a,b;

4) existe k > 0 tal que |D?f(z)] < k para todo z €]a, b].

Si designamos por x; el extremo del intervalo en el cual las funciones f y D2f tienen el mismo
signo (véase la figura 8.10), entonces la recta tangente a la grafica de f en el punto (z1, f(x1)) es
y— f(x1) = Df(x1)(x — z1); el punto de interseccién de esta recta con el eje OX es:

To =1 —

como es inmediato comprobar.

Escribiendo la féormula de Taylor de la funcién f en el punto x1, se comprueba sin dificultad que el
punto xo aproxima el cero de la funcién mejor que x1, esto es, si se designa por t el cero de f, se
cumple [t — x| < |t — 1| (para més detalles, véase, por ejemplo, la referencia [Or]).
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e Tomando ahora x5 como nuevo extremo del intervalo e iterando el método, se obtienen
aproximaciones sucesivas del cero de la funcién, que vienen dadas por:

Tp41l = Tp — , N > 27
Df(wn)
que permiten obtener dichas aproximaciones dando valores a n € N.

e En cuanto a la acotacion del error, se demuestra sin dificultad (véase, por ejemplo, la referencia [Or])
que se cumple:

k|z,, —t|?
26 '

lo cual pone de manifiesto que el error cometido se eleva al cuadrado en cada iteracién y, en

|~7:n+1 - Tn‘ <

consecuencia, disminuye muy deprisa (se dice que la aproximacién hacia t es cuadrética).

8.7.19 EJEMPLO. Con el fin de ilustrar la aplicacién del método de Newton, vamos a obtener una
aproximacién del nimero irracional t = /2, considerando que dicho nimero es un cero de la funcién
f(z) =22 -2, x € R. Es inmediato establecer que ¢ €]1, 2], que la funcién f es convexa en el intervalo
[1,2], que f es positiva en z; = 2 y que se cumple Df(z) = 2z, * € R y D?f(z) =2, x € R. En
consecuencia, pueden obtenerse las siguientes aproximaciones sucesivas de t = v/2:

/@) 2
2 N
2 Df(2) =
F(1.5) 0.25 o
3=15- 22 15— _ 1416666
3 Df(15) 3 ’
F(1.416666) 0.006942
= 1416666 — -2 1 416666 — ——— — 1.414215
o 0666 = & F-116660) 0666 = 5 553332 >
vy — 1414215 LUAMZ) s 0000004 0gs
Df(1.414215) 2.82843

En definitiva, puede afirmarse que /2 ~ 1.414213 con un error menor que 1075, Obsérvese la rapidez
de la convergencia de este método, compardndolo con el método de la biseccién (véase 5.2.3).

Por 1ltimo, queremos destacar que la expresion de la formula de Newton permite, en este caso,
obtener una sucesion recurrente que converge hacia V2.

171:2,

(D) Algunos ejemplos de aplicaciones fisicas.

La nociéon de derivada de una funcién y sus propiedades permite la formulaciéon de modelos
matematicos de interrelacién de las magnitudes (variables) que intervienen en procesos o sistemas
dindamicos cuyo estudio corresponde a campos muy diversos de la Fisica y de la Técnica, tales como
la cinemética, la dindmica de planetas, la mecdnica de fluidos, la dindmica de poblaciones, entre otros
muchos. Veamos a continuacion una pequena muestra de esta aplicacion.
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8.7.20 EJEMPLO. Una disolucién pasa desde un filtro cénico de 16 cm de didmetro y 24 cm de altura
a un vaso cilindrico de 12 cm de didmetro; se trata de calcular la velocidad a que asciende el nivel de
la disolucion en el vaso, en el instante en el cual la altura de la disolucién en el filtro es de 12 ¢m y su
nivel desciende a la velocidad de 1 ¢m/min.

Sean h:[0,Tp] — Ry H:[0,1p] — R las funciones que en cada instante ¢ € [0,7p] dan las alturas
respectivas de la disolucién en el filtro y en el vaso cilindrico, siendo Tp el tiempo que dura el proceso
de vaciado del filtro, esto es, de paso de la disolucién desde el filtro al vaso. Esta claro que ambas
funciones tienen variacion estricta en su dominio: A es estrictamente decreciente y H es estrictamente
creciente. La forma de los contornos de los recipientes permite suponer también que ambas funciones
son continuas en su dominio y derivables en el intervalo ]0, Tp[. Como valores iniciales y de contorno del
problema, se tienen:

h(0) =24, h(Tp) =0, H(0)=0.

Indiquemos mediante Vy:[0,Tg] — R y V.:[0,7p] — R las funciones que dan, respectivamente, el
volumen de disolucién presente en cada instante ¢ en el filtro y en el vaso cilindrico; ambas funciones son
continuas en su dominio y derivables en el abierto correspondiente. Si designamos por r: [0,75] — R la
funcién que en cada instante ¢ da el radio del cono que forma la disolucion en el filtro, es inmediato ver,

1
por semejanza de tridngulos, que r(t) = §h(t), para todo t € [0,7p]. Por geometria elemental, sabemos
que se cumple:
m m
Vi(t) = Sr(Oh(t) = o h (0 Vilt) = w67 H ().

La suma de estas dos funciones es constante en todo instante del proceso: el volumen inicial de disolucién
contenida en el filtro; en consecuencia, la derivada de su suma serd la funcién nula en [0, Ty, esto es, se
cumple

DV;(t) + DV.(t) = 2173h,2(t)Dh,(t) + 367 DH(t) = 0.

Si se indica por tp el instante a que se refiere el enunciado y se sustituye el valor de la derivada
Dh(tg) = —1 em/min (negativo puesto que es una funcién decreciente), resulta entonces

1 4
5122(71) +36DH(tg) =0 = DH(tg) = 5 cm/min,

que es la velocidad buscada.

8.7.21 EJEMPLO. Un depésito contiene V m?® de una disolucién salina de concentracién inicial Cy
kg/m3. Por un grifo superior se vierte al depésito con caudal constante ¢, una disolucién de concentracién
C1 kg/m®, mientras que por otro grifo se extrae disolucién del depésito con el mismo caudal de vertido.
Si se supone que la concentracién del depdsito es uniforme, esto es, la misma en todo punto en un
instante dado, se trata de calcular la funcién que, en cada instante, permite conocer la concentracién
de la disolucién en el depdsito.

Designemos por C': [0+o0o[— R la funcién tal que, para cada instante t > 0, C(¢) es la concentracién
de la disolucién en el depésito en ese instante; precisamente es la expresién analitica de esta funcién lo
que se trata de calcular. Si h > 0, consideremos un intervalo cualquiera de tiempo [¢,t + h] C [0, +o0[ ¥
hagamos balance de la variacion de la concentracién en el depdsito en ese intervalo, de la sencilla forma
siguiente:

Concentracion final = Concentracién inicial + Variaciéon de la concentracion.
Si se indica mediante C' la concentracién de la disolucién en el depésito en un instante cualquiera # del
intervalo [t, 1 + h], se tendra
Clqh th
\%4 14

C(t+h,):C(t)+< )zC(t)—i—(i/—h(lef),
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Esta ecuacién puede escribirse
C(t+h)—=C(t)
h
La funcién C' es continua en su dominio y derivable en |0, +o0[, y, por definicién de C, se cumple que
%imo C' = C(t), con lo cual se tiene

:%mﬁéy

. Clt+h)—-Ct) ., . . q —
i = = = 7 (G -0,
es decir:
) _a
c,—-C@t) VvV’
Esto significa que las funciones
qt
fO)=—-In|Cy —C@)], t>0 y g(t)= Vv t>0

tienen la misma derivada y, por lo tanto, su diferencia es una constante A. Asi, pues, se cumple

A,

t
fmmr4m)7%:

con lo que
€1~ c) = Ko (%)

(se ha escrito K = e=*). Puesto que C(0) = Cp, resulta que K = |Cy — Cp|, es decir:
t
|Cy — C(t)] =|C1 — Colexp <—qv> para todo t > 0.

Queda ahora hacer las consideraciones finales:

e sise cumple Cy = Cp, la solucién es trivial: la concentracién en el depdsito se mantiene constante y
C(t) = Cy para todo t > 0;

e i Cp > Cy, entonces |Ch — Cy| = C1 — Cp vy teniendo en cuenta que C'(0) = Cp, resulta

t
C(t)=Ch — (Cy — Cp) exp <7(]7> para todo t > 0.

e i C < Cy, entonces |Ch — Co| = —(C1 — Co) y teniendo en cuenta que C'(0) = Cp, resulta

t
C(t) =C1 + (C1 — Cy) exp <,qv> para todo t > 0.

e Obsérvese que, en cualquier caso, se cumple lim C(t) = Ci, es decir, la concentracién de la
t——+o0

disolucién en el depdsito tiene como valor asintético la concentracion de la disoluciéon que se vierte

al depésito.

Queremos destacar que se ha abordado la resolucion del problema sin hablar de “elementos
diferenciales de tiempo” ni de “incrementos infinitamente pequenios”, como es habitual encontrar en
estos casos.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



302 8. Propiedades de las funciones derivables.

8.7.22 EJEMPLO. La variacién en cada instante del nimero de datomos de una especie radiactiva es
proporcional a la poblacién existente en dicho instante. Si se ha medido experimentalmente que en Tj
horas la poblaciéon se ha reducido a la mitad, calcular la evolucion del niimero de atomos de la especie
en funcién del tiempo.

Si se designa por N:|[0,+oo[— R la funcién que a cada instante asigna el nimero de dtomos
presente, se trata de establecer la expresion analitica de dicha funcién. La formulacion matemaética de
la ley de variacién de la poblacién es

N'(t) = —AN(t) para todo t > 0,

habiéndose puesto el signo — para especificar que se trata de una derivada negativa al ser N una funcién
estrictamente decreciente y habiendo designado por A > 0 la constante de proporcionalidad (que es un
pardmetro caracteristico de la especie considerada y denominado constante radiactiva). Reescribiendo
la ecuacién anterior en la forma

N'(t
*) = —\ para todo t > 0.
N(1)
N'(t) . o
Observando que N es la derivada de la funcién f(t) = In(N(t)), t > 0y que —X ¢s la
derivada de la funciéon g(t) = —At para todot > 0, la ecuacién anterior pone de manifiesto que

f'(t) = ¢'(t) para todo t > 0, con lo que la diferencia entre ambas funciones es una constante:
In N(t) + At = C para todo t > 0,

con lo que
N(t) = Ke=*! para todo t > 0.

(Se ha escrito K = €%). Si inicialmente hay presentes Ng dtomos, esto es, N(0) = Np, de la ecuacién
anterior se deduce inmediatamente que No = K, es decir

N(t) = Noe ™ para todo t > 0.

N(0
Pero por otro lado, sabemos que N(Tp) = é ) (el tiempo Ty recibe el nombre de periodo de semi-

desintegracion), con lo que
N(0
N(Tp) = NO) N@O)e M — A= —/.

En definitiva, la expresién analitica de N(t) para cada t > 0 es la siguiente

In2
Nt)=N@O) e To | t>o0.
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8.8 EJERCICIOS.

1. Determinar los extremos absolutos de las funciones que siguen, en los intervalos que se indican:
a) f(x) =2 —x2 —8x+1, en[-2,2); b) f(z) =|2% -3z +2[, en [-10,10];

2lnz — 3

3 , en[1,3].

¢) flz)=2+ %, en [0.01,100]; d) f(z) = ‘

T

2. Calcular los maximos y minimos locales y determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento
de las funciones siguientes:

x

a)f(il"):?71'7é07 d)f(m):I4+2I3_3172—41?+4,;{:GR;
b) f(a) = ( s )/ et O f(x) = 2431 — )15, x € R
Lo ) f(x) = (12 — 20, 7 € R,

¢) fz) =2' +2°° z e R;

3. Sea f: A C R — R una funcién real definida en A C R; una recta y = ma + b se dice que es una
asintota oblicua de la curva plana y = f(x) si existen los limites:

T
m = lim M v b= lim (f(x) — mx),
donde se ha escrito oo para indicar que dichos limites deben calcularse en 400 y en —oo. Sim = 0, la

asintota es horizontal. La recta x = zg se dice que es una asintota vertical de y = f(z), si lim f = o0 0
+
x
0

bien si lim f = oco. Calcilense las asintotas de las curvas planas siguientes:

To

1 349
a)y=vVri+tz+1l; b)y=mx T—+1; C)yZi; d) y=a’e "
(Vi

42

4. Una estatua de altura H esta situada sobre un pedestal de altura h. Determinese a qué distancia
del pie del pedestal debe situarse un observador para ver la estatua con un dngulo de visiéon méaximo.

5. En el centro de la plaza mayor (circular de radio R) de un pueblo quiere colocarse un foco para
iluminar el baile de la noche de la fiesta mayor. Calcilese a qué altura ha de colocarse dicho foco con
el fin de alumbrar lo mejor posible el contorno de la plaza.

Asena
h? + R%’
h la altura del foco, « el dngulo que forman los rayos luminosos con el suelo y A una constante que
depende de la intensidad de la luz que emite el foco).

(Nota: La iluminacién en el contorno de plaza sigue la ley i = siendo R el radio de la plaza,

6. Admitiendo que la resistencia a la flexion de una viga de seccién rectangular es proporcional al
producto de la base por el cuadrado de la altura de dicha seccion, determinense las dimensiones de la
viga de maxima resistencia que se puede elaborar a partir de un tronco cilindrico de radio R.

7. Los vehiculos que circulan por el carril tinico de un tinel deben guardar entre ellos una distancia
. . . . . 2 ’
de seguridad que se relaciona con su velocidad media v mediante D = 18 4+ v + z5. Calciilese:
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1) el ntimero de vehifculos que pasan en una hora por un punto dado;

2) a qué velocidad es maximo el volumen de transito.

8. Calciilese el punto del primer cuadrante de la elipse de ecuacién x2 4 4y = 4, tal que la tangente a
dicha curva en él determina con los ejes de coordenadas un tridngulo de area minima.

9. Se tiene un alambre de longitud L m; se corta dicho alambre en dos partes: con la primera se forma
un cuadrado y con la segunda una circunferencia. Calcilese la longitud de cada parte para que la suma
de las dreas de dichas figuras sea: (a) maxima; (b) minima.

10. Determinese la ecuacién de la recta que, pasando por el punto (1,2), determina con los ejes de
coordenadas un segmento de longitud minima en el primer cuadrante.

11. Se considera un circulo de radio R. Determinese el sector circular que se debe eliminar para que,
con lo que queda de circulo, se construya un embudo cénico de volumen maximo.

12. Un rayo luminoso incide sobre la superficie plana que separa dos medios; en el primero, la luz

se desplaza a velocidad v1 km/s y en el segundo, a velocidad ve km/s. Se sabe que la luz se desplaza

de forma tal que el paso de un punto a otro se hace en el minimo tiempo posible. Pruébese que, con

esta hipétesis, los angulos ay ;e g%yquc f{))rman los rayos con la normal a la superficie que separa ambos
> 1 1

medios cumplen la ecuacién = —, conocida como ley de la refraccion o ley de Snell.
senay Uy

13.  Sea f:[a,b] — R una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el abierto
la,b], tal que f(a) = f(b) = 0. Pruébese que cualquiera que sea a € R, existe un ¢ €la, b tal que
Df(c) = af(c). (Indicacién: apliquese el teorema de Rolle a la funcién F(z) = f(z)g(z), = € [a,b],
siendo g una funcién definida convenientemente).

14. Lafuncién f(z) = 1— (2 —1)%/3, 0 < 2 < 2 se anula en los extremos de su dominio y, no obstante,
es facil comprobar que no existe ningin t €]0, 2] tal que Df(t) = 0. Discutir este hecho bajo el punto
de vista del teorema de Rolle.

15. Sea f:[0,1] — [0,1] una funcién derivable, tal que |Df(z)| # 1 para todo = €]0,1[. Pruébese que
existen unos tnicos a, 3 € [0,1] tales que f(a) =ay f(5)=1- 4.

16. Aplicando la férmula del incremento finito, demuéstrense las desigualdades siguientes:

)

b)17£<—1 <1
2= itz — 20+

¢) In(1+22) <22, siz>0.
d) €* > 1+ x, para todo = € R;

>arcsenx >z, sil <z <lI;

siz > —1;

a T T
e)l—=<In—-<—--1,siz>0y a>0
T a” a

f) %<ln(1+1)<m, stz > 0.
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17.  Sean f,g:[a,b] — R dos funciones continuas en su dominio y derivables en el abierto ]a, b[.
Pruébese que:

a) Si Df(x) — Dg(x) > 0 para todo = €]a, b[, entonces
7(x) > 9(x) + f(a) — g(a) para todo = € [a, b}

b) si M, m € R son tales que m < Df(z) — Dg(x) < M para todo x €]a, b], utilizando el teorema del
valor medio, para todo = € [a,b] se cumple

J(@) + f(a) — gla) + m(z —a) < f(x) < g(x) + f(a) — gla) + M(z — a).

18. Calcilense aproximadamente los valores que se indican y acétese en cada caso el error cometido:

1
a) v227;  b) (3.001)3; ) 599"

19. Calcilense los limites que siguen, razonando en cada caso por qué no pueden calcularse por
aplicacion de la regla de I’'Hopital:
. T +senx . x%sen % . sen®xsen %
a) lim —————; b) lim ———=; c) lim ———=
r—+o0 T — senx t—0 senz r—0 e —1

Az T

20. Calctilese, si existen, los valores de A € R para que el limite lim — R

, sea finito y calcular
z—0 2

entonces dicho limite.

21. Calcilense los siguientes limites:

. - . . 3
a) lim 2arctans — i) lim cotxcot(— — 1>;
a—0 2x — arcsinzx ’ = 2
Inz . . tanz —H
i —_— lim —;
b) IETDO VT j) +5Z 4 4 secx’
) zinilf Izl —=); k) lim b, , a,b>0;
12 n ll/x > r—+o00
a )
d)  lim | —— ), a,b>0; . 2(tanz —senx) — 2°
400 2 ) lim _ ;
r—0 x°
. 1 2. 1
) +o0\1—cosz 22}’ m) lli{b <T — a2 In(1 + ;)):
f)  lim (z+e® + e2)1/7; . Inx
T—+00 n) lim ;
o z—0~ cot X
g) lim (3 — 4x) tan —u; 1 et — 1
a—2 3 o) lim —log ;
_ r—0 x
h)  lim (1 +senbz)™2 = . tanx —senz
e—E p) lim ———m—.
r—0 x
22. Acétese el error que se comete si se toma la aproximacion:
x2 28
111(1+x)%m—7+?, con 0<x<I1.
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Calctlese aproximadamente el valor de In1.002, y acotese el error cometido en dicha aproximacién.

23. Por aplicacién de la férmula de Taylor, pruébese que se cumple

3
T T
xfygsen:vgm paratodomG[O,Z]

24. Desarrollar mediante la férmula de Taylor la funcié polinémica f(z) = 2% — 222 + 52 — 7, v € R,
en potencias de (z — 1). Hdgase lo mismo por otro método.

25.  Determinese el polinomio de Maclaurin de segundo grado, Th(z), de la funcién definida por
f(x) = (14 2)Y3, x € R. Acétese el término complementario de Lagrange, R3(z), en el caso = > 0.

26. Calcilese el nimero de términos del desarrollo de Taylor de la funcién definida por f(z) =
In(1—=x), z < 1 que se han de tomar, para poder obtener el valor de In(0.83) con cuatro cifras decimales
exactas. Calcilense dichas cifras.

27. Determinense los € R tales que |lu(1+z) —x + ””2—2 <1073,

28. Calciilese el primer término no nulo del desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién
f(z) =2In(1 +2) —cos®x + 1 — 2z, 2 € — 1,+o00| y apliquese el resultado al clculo del limite

. 2In(1+=x) —cos2x+1-— 22
lim .

0 sens

29. Utilizando el desarrollo en serie de potencias, calcilense los limites:

] et _ e ] e — eoosT ) et — e
a) lim ————; b) lim ;o ¢) lim
r—0 senx r—0 T r—0 3

sen® . coshx —cosx
d) lim —

; .
z—0 senhx — senx

30. a) Calcular el desarrollo de orden 3 de la funcién f(x) = exp(senz),z € R, en torno al origen.

b) Calcular el desarrollo en seric de potencias en el origen, de la funcién definida por f(z) =

T P todo z €] — 1, 1].

¢) Calcular el desarrollo en serie de potencias en el origen de la funcién definida por f(z) =
In(1 + =) para todo z €] — 1, 1].

d) Calcular el desarrollo en serie de potencias en el origen de la funcién definida por f(x) =
arctan z para todo = € R.

31. Aplicando el método de Newton, determinar aproximadamente las raices de las ecuaciones que
siguen, con un error € indicado en cada caso:

a)cosr =1z, ¢ <1073, b) senz = 2%, £ < 1075, ¢) w3 - 222 432 =5, e <107

d) 234+ 1=22 <1074 e)lnr=x-2, e < 1072,
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[Ba] BARTLE, R.G. y D.R. SHERBERT. Introduccion al Analisis Matemadtico de una variable.
En el capitulo 5 de esta obra se tratan conjuntamente la derivada de una funcién y las propiedades de
las funciones derivables. Asi, en el apartado 5.2 se estudia el teorema del valor medio de Lagrange, que
se demuestra a partir del teorema de Rolle; se estudian asimismo algunos criterios de monotonia para
funciones derivables y algunas aplicaciones adicionales del teorema del valor medio. El apartado 5.3
trata de las reglas de L'Hopital, introduciendo el concepto de forma indeterminada, desarrollando las
indeterminaciones 0/0 y co/o0 y, a continuacion, el resto de indeterminaciones. El apartado 5.4 trata de
la férmula de Taylor y sus aplicaciones a calculos aproximados, determinacién de extremos de funciones
derivables, convexidad y aproximacion de las raices de una ecuacién. Debe destacarse la buena coleccién
de ejercicios que contiene al final de cada seccion.

[Ca] CALM, R., N. COLL y R. ESTELA. Problemes de Calcul.

Este texto presenta una muy buena y completa coleccién de ejercicios, todos ellos resueltos. El contenido
de nuestro capitulo 8 se corresponde con el de los capitulos 4 y 5; asi, en el capitulo 4 se tratan las
funciones derivables y sus propiedades y en el capitulo 5 se desarrolla la representacién de funciones
reales de variable real, se ven algunas de las aplicaciones tratadas aqui y se aplican a la representacion
grafica de dichas funciones.

[Li] LINES, E. Principios de Andlisis Matemético.

Las propiedades de las funciones derivables, se desarrollan en los capitulos 18 y 19 de esta excelente obra.
En el capitulo 18 se desarrollan los teoremas del valor medio y la regla de L’Hopital y en el capitulo 19
se tratan la férmula de Taylor y sus aplicaciones. Como es habitual en este autor, el tratamiento de los
temas es sumamente completo y contiene una excelente coleccion de ejercicios propuestos.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

FEl capitulo 8 que acabamos de ver aqui se corresponde con los apartados 1V.2, IV.3 y parte del IV.1,
en el cual se estudia el crecimiento y los extremos de una funciéon. FEl apartado IV.2 trata de los
teoremas del valor medio, que se estudian en un orden distinto al que nosotros hemos llevado a cabo;
las reglas de L'Hopital se desarrollan como una aplicacién de dichos teoremas. La férmula de Taylor y
sus aplicaciones se tratan en el apartado IV.3. Se incluye un apéndice al capitulo IV en el cual se ven
métodos de aproximacién de las raices de una ecuacién. También es recomendable la lectura de la nota
histérica que el autor incluye al final del capitulo sobre la historia del calculo diferencial.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

Las propiedades de las funciones derivables (tal como se han visto en nuestro capitulo 8), se presentan
en diversos capitulos de esta obra. En concreto, en el capitulo 11 se tratan en primer lugar los extremos
de funciones, los teoremas de Rolle y del valor medio, asi como algunas aplicaciones al estudio del
crecimiento de funciones; a continuacién, se ven el teorema del valor medio de Cauchy y la regla de
L’Hopital. En un apéndice de este capitulo se trata la concavidad y la convexidad de funciones. La
férmula de Taylor se desarrolla en el capitulo 19, el cual se dedica por completo al tema, una vez
visto el Calculo Integral. El desarrollo en serie de potencias de las funciones derivables, se trata en el
capitulo 23. Debe destacarse en esta obra la excelente coleccidn de ejercicios en cada uno de los capitulos
mencionados.
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CAPITULO 9
INTEGRACION DE FUNCIONES: FUNDAMENTOS

RESUMEN DEL CAPITULO

El Célculo Integral tiene sus origenes en los trabajos de I. Newton y G. Leibniz (hacia finales
del siglo XVII) sobre el problema de calcular el drea bajo una curva plana. Ambos mateméticos lo
resolvieron desconociendo mutuamente sus trabajos respectivos y por caminos diferentes. Newton enfocé
el problema planteando el cdlculo de areas como un proceso inverso a la derivacion, mientras que Leibniz
utilizé las sumas, de un modo similar al que se vera en el primer apartado. Posteriormente, Cauchy
introdujo un mayor rigor en la teoria de la integral, que fue Iuego generalizada por Riemann y mas
adelante por Lebesgue.

El capitulo se desarrolla de acuerdo con el esquema que se describe a continuacion.

En el apartado 9.1 se introducen los conceptos basicos de la teoria de la integral de Riemann y se llega
hasta la definiciéon de integral de una funcién en un intervalo y de funciones integrables, estableciendo
una caracterizacion de las mismas.

En el apartado 9.2, se estudian las propiedades basicas de la integral de Riemann y los teoremas del
valor medio integral.

En el apartado 9.3 se ve una forma equivalente de definir la integral de Riemann de una funcién,
expresdndola como el Iimite de unas sumas (sumas de Riemann).

En el apartado 9.4 se estudia la relacion entre la convergencia uniforme de una sucesion de funciones
integrables y la integrabilidad de su funcion Iimite; se ven asimismo las series funcionales y la integracion
de la suma de series de potencias.
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310 9. Integracién de funciones: fundamentos.

9.1 LA INTEGRAL DE RIEMANN: CONCEPTOS BASICOS.

El problema que se pretende resolver con la integracién de funciones puede ilustrarse geométri-
camente, en primera aproximacion, como la determinacion del drea del subconjunto de R? limitado por
la grifica de una funcién f:[a,b] — R acotada y positiva en un cierto intervalo [a,b] de R, el eje de
abscisas y las rectas de ecuaciones r = a y x = b, tal como se ve en la figura 9.1. En este apartado se
desarrollaran los conceptos basicos de la teoria de la integral de Riemann.

A

y:f(X)

I 0

|

L o) x
" |
x
|

2
a b

Figura 9.1. Area limitada por una curva plana.

9.1.1 DEFINICION. (Particién de un intervalo cerrado. Conjunto de particiones). Sea I = [a, b
un intervalo cerrado y acotado de R. Se denomina particién de [a,b] todo conjunto de puntos
p = {xo,x1, -, 2}, tal que se cumple a = o < 1 < --- < 2, = b. Designaremos por Pla,b] el
conjunto de todas las particiones del intervalo [a,b]. En el conjunto Pla,b] se define una relacién de
orden del modo siguiente: dadas dos particiones p, ¢ € Pla, ], se dice que g es mds fina que p y se escribe
q > p, sl q contiene a p, esto es ¢ D p, lo cual significa que la particiéon ¢ contiene los mismos puntos
que p y algunos méas. También se dice, equivalentemente, que p es menos fina que q y se escribe p < q.
Obsérvese que, en virtud de la definicién, dada una particién p € Pla, b], se obtiene otra particién més
fina que p, afiadiendo a ésta un nimero finito de puntos del intervalo.

Compruébese como ejercicio que, efectivamente, > es una relacion de orden en el conjunto de
particiones P|a, b].

9.1.2 DEFINICION. (Sumas inferiores y sumas superiores asociadas a una particion). Sea f:[a,b] C

R — R una funcién real acotada en su dominio. Dada una particién cualquiera p = {zg,z1, -, z,}
del intervalo [a,b], en cada subintervalo I; = [z, x;41] C [a,b], i = 0,1,...,n — 1, existen los ndmeros
reales:

m; = inf{f(x), z€ L} v M;=sup{f(z), x€L;}, i=0,1,...,n—1.
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Se denomina suma inferior de [ asociada a p, designada mediante S(f;p), al nimero real definido por
n—1

S(fip) =mo(x1 —a) +my(re —x1) + -+ mp(b—xp_1) = Z mi(xip1 — x4).
i=0

Se denomina suma superior de f asociada a p, designada S(f;p), al niimero real
n—1
S(fsp) = Mo(x1 —a) + My(wg —x1) + -+ Mp(b—2n_1) = Z Mi(zip1 — ).
i=0

Es habitual también emplear la notacion L(f;p) y U(f;p) para designar, respectivamente, la suma
inferior y la suma superior de f asociadas a la particién p.

En la figura 9.2 puede verse una ilustracion de la interpretacion geométrica de las sumas inferiores
y las sumas superiores.

a)

b)

A=Xg X X2 X3 X4 Xs Xg=b

Figura 9.2. Tustracién de las sumas superiores y las sumas inferiores.
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Vamos a estudiar a continuacion las propiedades més importantes de las sumas inferiores y superiores
de una funcién, asociadas a una particién.

9.1.3 PROPOSICION. Sea f:[a,b] — R una funcién acotada en su dominio; cualquiera que sea la
particién p € Pla,b], se cumple S(f;p) < S(f;p).
Demostracion:

Sip={xo, 71, -,2n} € Pla,b], en cada subintervalo I; = [r;,7;41],7 = 0,1,...,n — 1, se verifica
por definicién que m; < M;, con lo que

n—1 n—1
S(fip) =Y milwiss —2:) <Y Mi(wier —a5) = 5(f5p),
i=0 i=0

quedando probada la desigualdad. [

9.1.4 PROPOSICION. Sea f: [a,b] — R una funcién acotada y sea p € P[a, b] una particién cualquiera;
para cualquier otra particién g € Pla, b més fina que p, se cumplen las desigualdades

S(fsa)=S(fp) vy S(fi9) <S(fip),

esto es, al afinar una particién crece la suma inferior y decrece la suma superior.
Demostracion:

Dado que se cumple ¢ > p, ello significa que q puede obtenerse afiadiendo a p un nimero finito de
puntos del intervalo; para el razonamiento, basta considerar el caso en que se afiade un punto, esto
es, ¢ = pU {a}. Existe entonces un {ndice ¢ tal que z; < o < x;11; escribiendo entonces

m; = inf{f(x) / © € [ri,wiz1]}, mi=inf{f(z) )z €r;a]} y m!=inf{f(z)/x€|a,r11]}

se cumplen las desigualdades: m; < m} y m; <m}. Aplicando ahora la definicién de suma inferior,
se tiene:
S(f;q) =mo(r1 — x0) + -+ + mi(a — ;) + M} (Tiv1 — @) + -+ Mp_1(Tn — Tp_1) >
>mo(x1 — o) + - -+ mi(a — ) + mi(@ig1 — @) + - F Mg (Tp —Tp_1) =

> mo(r1 — o) + -+ mi(Tip1 — @) + -+ M1 (T — 1) = S(f5p).

El caso en el cual ¢ = pU{ay, - ,an} es una mera iteracion. El razonamiento para las sumas
superiores es completamente analogo. L]

9.1.5 PROPOSICION. Sea f:[a,b] — R una funcién acotada; si p, q son dos particiones cualesquiera
del intervalo [a, b], se cumple S(f;p) < S(f;q), esto es, cualquier suma inferior es menor que cualquier
suma superior.

Demostracion:

Inmediata, pues dadas p,q € Pla,b] dos particiones cualesquiera, basta considerar la particién
r = p Ugq, que por definicién es mds fina que ambas, esto es, se cumple r > p y r > ¢q. Aplicando
ahora la proposiciéon anterior y teniendo en cuenta 9.1.3, se obtiene

S(fip) <S(f;r) <S(f;r) <S(f34),

que completa el razonamiento. =
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9.1.6 DEFINICION. (Integral inferior e integral superior de una funcién). Sea f:]a,b) — R una
funcién acotada; dada una particién cualquiera p € Pla,b], existen las sumas inferior y superior de
f asociadas a p. En virtud de 9.1.5, la suma superior S(f;p) es una cota superior del conjunto de
todas las sumas inferiores asociadas a cualquier particién, con lo que dicho conjunto estd acotado
superiormente y, por el axioma del supremo, existe el supremo de dicho conjunto. De forma andloga,
la suma inferior S(f;p) es una cota inferior del conjunto de todas las sumas superiores asociadas a
cualquier otra particién, con lo que este conjunto esta acotado inferiormente y tiene infimo.

b
e Se define la integral inferior de f en [a,b], mediante / f= sup {S(f;p)}, v la integral superior
Ja_ pEPa.b]

b
de f en la,b], mediante / f= inf {g(f;p)}.
Ja pEPla,b]
e Estd claro que, en virtud de su definicion, se cumplen las desigualdades

S(f;p) < ﬁf < ff <S(f;p),

cualquiera que sea la particién p del intervalo [a, b].

9.1.7 OBSERVACION. Puesto que f:[a,b] — R es una funcién acotada en su dominio, existen el
infimo y el supremo del conjunto de valores de f en el intervalo, esto es, existen m = inf {f(z)} y
zE[a,b]
M = sup {f(z)}. La particién menos fina de un intervalo cerrado es la formada por los extremos
z€[a,b]

del mismo, esto es ™ = {a,b}, siendo la suma inferior asociada S(f;7) = m(b — a) y la suma superior
asociada S(f;m) = M (b—a); si p € Pla, b] es cualquier otra particién, se cumple p > 7 y en consecuencia
se cumple

m(b—a) < S(f;p) <S(f;p) < M(b—a),

con lo que

(b a) < L fsffswa).

9.1.8 DEFINICION. (Funciones integrables en el sentido de Riemann). Sea f:[a,b] — R una funcién
acotada en su dominio; se dice que f es integrable en el sentido de Riemann (en adelante diremos
simplemente integrable) si coinciden sus integrales inferior y superior, esto es, si se cumple:

[T

Entonces, se denomina integral de f en [a,b] o integral de f entre a y b el valor comin de la integral
-b

b
superior y la integral inferior de f en [a,b] y se escribe / f o bien / f(z)dz, (en el apartado
a a
9.3 justificaremos la segunda notacién). Por definicién, si f:[a,b] — R es integrable, se cumplen las

desigualdades
b

m(b—a) < / f<M(b-—a),

Ja

siendo m, M € R los valores definidos en 9.1.7.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



314 9. Integracién de funciones: fundamentos.

Se admite por convenio que

[ov s o[

9.1.9 EJEMPLO. Vamos a aplicar la definicién de funcién integrable en el sentido de Riemann en un
par de casos concretos sencillos.

1)

2)

Funciones constantes. Jonsidérese la funcién constante A:[a,b] — R definida por A(z) =
A para todo x € [a,b]. Esta funcién es evidentemente acotada en su dominio y, para cualquier
particién p € Pla,b], se cumplen las igualdades S(\;p) = A(b—a) vy S(\;p) = A(b — a). En
consecuencia, se tiene que

b b _
/ A= sup {S(\;p)} = A(b—a), v //\: inf ]{S(/\;p)}:k(bfa).

pEP|a,b] PEP[a,b

Asi, pues, puede afirmarse en virtud de la definicién 9.1.8, que toda funcién constante en un intervalo
b

[a,b] es integrable en dicho intervalo y se cumple / A= A(b—a), verificindose en este caso que
M =m =\ o

1, sizeQ
0, sizgQ
denominada funcién de Dirichlet. Si p = {xg, 21, +,2,} es una particién cualquiera del intervalo

[a,b], en cada subintervalo I; = [z;,2;41], 0 < i < n —1 inducido por la particién, se cumplen

las igualdades inf {f(x)} =0 y sup{f(z)} =1, conloque S(@p)=0 y S&p) =b—a,
z€I; z€l;
cualquiera que sea la particion p € Pla, b]. Asi pues, se cumplen las igualdades

La funcién de Dirichlet. Considérese la funcién 6: [a, b — R definida por §(z) = {

b b
/ 6= sup {S(&p)t=0 vy / 6= inf {S(Ep)}=0b—a,
Ja pEP|a,b] Ja pEPla,b]

lo cual prueba que la funcién de Dirichlet § no es integrable en el sentido de Riemann.

No resulta siempre tan sencillo establecer la integrabilidad o la no integrabilidad de una funcién en

un intervalo, aplicando tinicamente la definicién correspondiente; por este motivo, nos ocuparemos a
continuacién de profundizar en el estudio de la nocién de integrabilidad y obtener caracterizaciones mas
operativas. La proposicidn que sigue es un primer paso en ese sentido.

9.1.10 PROPOSICION. (Caracterizacién de la integrabilidad). Sea f: [a,b] — R una funcién acotada;
una condicién necesaria y suficiente para que f sea integrable en [a,b] es que cualquiera que sea & > 0
exista una particion p € Pla,b], tal que S(f;p) — S(f;p) < e. (La figura 9.3 ilustra la interpretacién
geométrica de esta condicién de la integrabilidad de una funcién).

Demostracion:

. . - S b b b
La condicién es necesaria. Por definicién de funcién integrable se cumple ['f = ["f = [’ f; dado
a a a
€ > 0 arbitrario, por definicién de supremo existe una particién p; de [a, b] tal que

[s-

b

< S(f;p1) S/ f +§;

DN ™
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de modo anélogo, por definicién de {nfimo existe otra particién py de [a, b] tal que

N ™

Ja

Si se considera la particion p = p; U po, se cumplird entonces

b b
B(/5) — SU:p) < B(fsmn) = 8(fim) < (/ i +§> - </ i —§> —,

lo que prueba que la condicién es cierta.

La condicién es suficiente. Sea e > 0 arbitrario y p € Pla, ] tal que se cumple la condicién. Puesto

b b _ b b _
que S(f;p) < / < / f < S(f;p); puede escribirse entonces /ff/ F<S(f;p)—S(f;p) <e.

) b b b
La arbitrariedad de € > 0 implica que / f- / f =0, estoes / f= / f, lo que prueba que
Ja Ja_ a Za_

la funcién f es integrable en [a, b]. [

f—— e — =

o]
[
x
o
X
x
~n
x
w
b
~
x
v
x
»
n
o

Figura 9.3. Ilustracion de la caracterizacion de integrabilidad de la proposiciéon 9.1.10.

9.1.11 EJEMPLO. (Integrabilidad de las funciones “casi nulas”). Sea f:[a,b] — R la funcién definida
f(t) =a>0,

or
flz) =0, six#t,

a, b] salvo en uno de ellos (funcién “casi nula”). Dado € > 0 arbitrario, basta considerar una particién

p siendo ¢t un punto de [a, b], esto es, una funcién nula en todos los puntos de

€ .
={xp,x1,..., 25} de [a,b] tal que ;11 —x; < 5, bara todo i =0,1,...,n — 1, para que se cumpla
a

p
?(f;p) —S(f;p) < e, lo cual implica la integrabilidad de la funcién considerada. Se tiene un resultado
analogo si a0 < 0.
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Como consecuencia inmediata de ello, si f:[a,b] — R es una funcién no nula nicamente en un
ntmero finito de puntos {t1,ts,...,t,} de su dominio, f es integrable en [a,b] y su integral en dicho
intervalo es nula. Haganse los detalles como ejercicio.

9.1.12 EJEMPLO. (Integrabilidad de la funcién coordenada de R). Sea f:R — R la funcién

coordenada (identidad) de R y sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado cualquiera. Considérese la
b—a

particién p, = {zg, 21, -, 2, } de [a,b] tal que z = a+k , 0 <k < n; se cumple entonces

b—a
Tha1 — T = , mp ==z, Mp=2+1, 0<k<n—-1
n

La suma inferior de f en [a, b] vendrd dada por

S(fipn) = xo(z1 — 20) + 1 (22 — 1) + -+ -+ Tt (T — Tp_1) =

n—1

b—a b—a b—a
T n (o + @1+ +Tp1) = n Z(a—i—k n >:
k=0
b—a b—a v (b—a)? n(n-—1) (b—a)® n—1
-— (na+ — kz_%k>_a(b—a)+ —— ——=alb—a) +

y la suma inferior sers
g(f;pn) =x1(r1 — ) + w2(T2 — 1) + -+ T (T — Tpo1) =

b—a b—a— b—a

' k=1

n n n? 2 2 n

:b_a<na+b_ak2k> za(bfa)+(b_a) .n(n—l—l) :a(bfa,)+—(b_a) .n—i—l.

, con lo que dado € > 0

_ b— )2
Asi pues, la diferencia entre ambas sumas es S(f;pn) — S(f;pn) = M
n

(b—a)?

€
que, en virtud 9.1.10, la funcién coordenada de R es integrable en cualquier intervalo cerrado [a, b] C R.

arbitrario, si se considera un mimero natural n > , se cumple S(f;pn) — S(f;pn) < €, con lo

En la proposicién que sigue se demuestra una condicién suficiente de integrabilidad de una funcién
acotada en un intervalo cerrado, que permite el célculo de la integral cuando ésta existe.

9.1.13 PROPOSICION. (Integrabilidad de las funciones acotadas). Sea f:]a,b] — R una funcién
acotada; si existe una sucesién (pn), . de particiones de [a, ] tal que lim (S(f;pn) = S(fipn)) =0,

b
entonces f es integrable en [a,b] y, ademés, se cumple / f= lim S(f;p,) = lim S(f;pn)-
Ja n—oo n—oo

Demostracion:

En primer lugar demostraremos que, si se cumple la condicién, entonces la funcién es integrable en
el intervalo, lo cual resulta inmediatamente, ya que si  lim (S(f;pn) — S(f;pn)) = 0, dado ¢ > 0
n—oo

arbitrario, existe ng € N tal que

(%) 0<S(f;pn) —S(f;pn) <&, para todo n > ng,
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v entonces la integrabilidad de f resulta de 9.1.10.
Para demostrar la segunda parte, si se cumple  lim (S(f;p,) —S(f;pn)) = 0, dado £ > 0 arbitrario,

existe ng € N, tal que se cumple la condicién (x). Pero, puesto que f es integrable en [a, b], se tendrd

S - [

con lo que, para todo n > ng, se cumple

b

b
20y /f—ﬁﬁmmzm

0s<ﬂﬁm»—/f)+</f—swmm>sswmn—ﬁumn<a

y, por lo tanto, se cumplen las desigualdades

b b
ogﬁ(f;pn)f/ f<e v US/ f=8(fipn) <e,

b
de donde, finalmente, resulta lim S(f;p,) = lim S(f;pn) = / f [
n—oo n—oo a
9.1.14 EJEMPLO. (Integral de la funcion coordenada de R en un intervalo). Continuando con el
ejemplo 9.1.12, en el cual se ha probado la integrabilidad de la funcién coordenada de R en cualquier
intervalo cerrado, puede calcularse ahora dicha integral aplicando 9.1.13. En efecto, considerando la

misma sucesiéon de particiones (p,) del citado 9.1.12, se cumple

(b—a)? n—1 (b—a)? b —a?

b
/a x = lim S(x;p,) = nlgléo <a(b —a)+ 5 - > =a(b—a)+ 7 =%

n— oo

Para finalizar este primer apartado, se establece la relaciéon entre la integrabilidad de una funcién
y la monotonia y entre la integrabilidad y la continuidad; en particular, este iltimo resultado permite
enunciar la integrabilidad de las funciones elementales.

9.1.15 PROPOSICION. (Integrabilidad de las funciones mondétonas). Si f:[a,b] — R es una funcién
mondétona (creciente o decreciente) en su dominio, entonces f es integrable en [a, b].

Demostracion:

Supondremos que f es mondtona creciente; el caso en que f es mondtona decreciente se prueba de
forma anéloga.

Al ser f:]a,b] — R una funcién creciente en [a,b], se cumple f(a) < f(b) (si no fuera asi, f seria
constante y su integrabilidad ya ha sido probada en 9.1.9). Dado e > 0 arbitrario, consideremos una

particion p = {xg, 1, -+, 2, } de [a,b] tal que

Corr — @ < c 0<i<n-—1

T TSy OSisnh
Parai=0,1,...,n— 1, en cada subintervalo I; = [z;,x;1+1] C [a,b] se cumple

mi = zigi{f(fﬂ)} =flz;) vy M;=sup{f(2)} = f(zi+1),

xzel;
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en virtud del crecimiento de f; si calculamos ahora la diferencia entre la suma superior y la suma
inferior de f asociadas a la particién p, se cumple

S(fip) —S(fip) = ;(f(miﬂ) = fz)(®iz1 — 23) < 7@ <§(f(mi+1) - f(%))) =

que prueba la integrabilidad de f, en virtud de 9.1.10. L]

9.1.16 PROPOSICION. (Integrabilidad de las funciones continuas). Si f:[a,b] — R es una funcién
continua en su dominio, entonces f es integrable en [a, b].
Demostracion:
Por ser f continua en un intervalo cerrado, f es uniformemente continua en dicho intervalo
en virtud del teorema de Heine-Cantor (5.4.5); ello significa que dado € > 0 arbitrario, existe
6 > 0 tal que cualesquiera que sean z,z’ € [a,b] tales que |z — 2’| < §, se cumple entonces
€ L -, .
|f(z) — f(2")] < T Considérese una particién p = {xg,z1, -, zp} del intervalo [a,d], tal
que ;11 —x; < 6 paratodoi=0,1,---,n—1; si en cada subintervalo I; = [x;, ;11,0 <i<n—1
se designa por m; = inf{f(z), x € I;} y por M; = sup{f(x), = € I;}, existen «;,3; € I; tales que
. & .
flai))=M; y f(Bi)=mi, 0<i<n-—1,conloque M;—m; < T 0<i<n-—1, de donde
—a

n—1 n—1

— € g
S(f;p) —S(f;p) = ;(]V[i —m;)(Tie1 —x4) < s i:0(1i+1 — ;) = - a(b —a)=c¢.
Aplicando finalmente (9.1.10) resulta la integrabilidad de f en [a, b]. [

9.1.17 COROLARIO. (Integrabilidad de las funciones clementales).
e Toda funcién polinémica P,:R — R es integrable en cualquier intervalo cerrado de R.

e Las funciones elementales estudiadas en el Capitulo 6, son integrables en cualquier intervalo cerrado
contenido en su campo de continuidad.

Demostracion:

Inmediata, en virtud de (9.1.16). ]

9.1.18 DEFINICION. (Integrabilidad de funciones complejas de una variable).

e La nocién de integral puede extenderse sin dificultad a las funciones complejas de una variable. Asi,
si f:]a,b) CR — C, se cumple f(x) = fi(x)+ifa(z), para todo x € [a,b]; si las funciones f1 y fa,
que son reales de variable real, son integrables en [a, b], se define la integral de f en [a,b] mediante

e En virtud de esta definicién, las propiedades de la integral de f:[a,b] C R — C serén consecuencia
de las propiedades de la integral de funciones reales de una variable. La integracién de funciones
definidas en subconjuntos de C, en cambio, no es tan sencilla de definir.
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9.2 LA INTEGRAL DE RIEMANN: PROPIEDADES.

En el apartado anterior se ha definido la nocién de integral de Riemann de una funcién f:[a, 0] — R
acotada en su dominio, se han establecido unos criterios de integrabilidad y se ha probado que
las funciones elementales son integrables en cualquier intervalo cerrado contenido en su campo de
continuidad. Nuestro siguiente objetivo es estudiar las propiedades de la integral de Riemann, de
modo que permitan una caracterizacién mas operativa de la integrabilidad y, en el capitulo préximo,
desarrollar métodos eficaces de cédlculo de integrales. Comenzaremos por establecer la integrabilidad
de la suma de funciones integrables y la integrabilidad del producto de una constante por una funcién
integrable.

9.2.1 PROPOSICION. (Linealidad de la integral). Sean f,g:[a,b] — R dos funciones integrables en
su dominio y sea k € R una constante real cualquiera; entonces, las funciones f + g y kf son integrables
en [a,b] y se cumplen las igualdades

/ab(f+g)=/abf+/:g y /:(kf):k/abf_

e Sea p = {wg,21,...,Ty} una particién de [a,b]; para i = 0,1,...,n — 1, en cada subintervalo
I; = [zi,2i41] C la,b] se designan mediante

My = sup{(f +g)(e)}. M{=sup{f(x)} ¥ M= sup{g(x)}.

Demostracion:

TE€l;
por las propiedades del supremo en relacién a la suma, se cumple M; < M/+M/, (i=0,1,...,n—1).
Si se definen andlogamente los infimos m;, m4, my, se cumple m; > mi +mf, (i=0,1,...,n—1).

En consecuencia, las sumas superiores y las sumas inferiores de las funciones f, g y f + g asociadas
a la particién p cumplen

S(f+ap) <S(fip)+S(gsp) v S(f+gip) = S(f;p)+S(g:p),

con lo que las integrales inferiores y superiores de estas funciones cumplen las desigualdades

£f+£g<£(f+g) /f+g /f+/

La integrabilidad de las funciones f y g motiva que el primero y el iltimo términos sean iguales, con
lo que las integrales inferior y superior de la funcién f + g son iguales y, por tanto, dicha funcién es
integrable en [a, b], cumpliéndose ademads la igualdad enunciada.

e Se propone como ejercicio probar la integrabilidad de la funcién kf y que se cumple la igualdad
correspondiente. (Sugerencia: considérense separadamente dos casos, segin el signo de k € R). =

9.2.2 OBSERVACION. La proposicién anterior establece que el conjunto de las funciones integrables
en un intervalo cerrado [a,b] C R, dotado de las operaciones suma y producto por un escalar (real), es
un espacio vectorial sobre R, y que la aplicacién que asigna a cada funcién de este espacio vectorial su
integral en el intervalo [a, b] es una forma lineal.

También puede afirmarse que dado m € N arbitrario, si se consideran m funciones integrables
en el intervalo [a,b], f1,f2,--., fm, cualquier combinacién lineal de ellas es una funcién integrable,
cumpliéndose ademas que

_/(lb<k1f1+k2f2+~--+kmfm)—k1/ f1+k2/ fat otk /fm,
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cualesquiera que sean ki, ko, ..., ky, € R.

9.2.3 PROPOSICION. (Signo de la integral). Sea f:[a,b] — R una funcién integrable y positiva en

b
su dominio; se cumple entonces que / f=>0.
Ja

Demostracion:
Sea p = {xo,x1,...,T,} una particién cualquiera de [a,b]; para cada i = 0,1,...,n — 1 se cumple
m; = inf{f(x) / © € [z, zi:1]} > 0, con lo que la suma inferior de f asociada a p cumplird
n—1
S(fip) = Z m;(xie1 — ;) > 0, y, en consecuencia, la integral inferior de f ha de ser positiva, con
i=0
lo que también debe serlo la integral de f en [a, b]. [

9.2.4 COROLARIO. Scan f,¢g: [a,b] — R funciones integrables y tales que f(z) < g(z) para todo x €

[a,b]; se cumple entonces que
b b
/ < / g
a a

En virtud de 9.2.1, la funcién g — f es integrable y positiva en [a, b], cumpliéndose

/;<g—f)—/;g—/;f;

basta aplicar ahora la proposiciéon anterior para obtener la desigualdad enunciada. L]

Demostracion:

La siguiente propiedad que se desea establecer es la aditividad de la integral en relacién al intervalo
de integracién; previamente, se estudia la integrabilidad en un subintervalo cualquiera.

9.2.5 PROPOSICION. (Integrabilidad en un subintervalo). Sea f:[a,b] — R una funcién integrable
en su dominio; si [¢,d] C [a,b] es un subintervalo cualquiera, entonces f es integrable en [c, d].

Demostracion:

En virtud de 9.1.10, dado e > 0 arbitrario, existe una particién p = {xo, 21, ..., 2.} de [a, b] tal que,
si para cada i = 0,1,...,n — 1, en cada subintervalo I; = [x;, 7;11], se designa por m; = inf {f(x)}
rel;

n—1
y M; = sup{f(z)}, se cumple: S(f;p) = S(f;p) = Y (M; —ms)(wip1 — ) <&
x€el; i=0

Puede suponerse que los puntos ¢ y d pertenecen a la particion p, puesto que en caso contrario basta
considerar la particién més fina p U {¢,d} y la condicién anterior se sigue cumpliendo.

Designemos ahora por ¢ = {x(,x%,...,27,}, el subconjunto de p formado por los puntos de p que
pertenecen al intervalo [¢, d]; estd claro que ¢ es una particién del intervalo [¢, d] y, ademés, se verifica

m—1 n—1
S(fi0) = S(f30) = > (M —my)(ahy — ) <Y (M; —my)(wis — 7;) <&,
j=0 i=0
con lo que, efectivamente, f es integrable en el intervalo [¢,d], en virtud de 9.1.10. L]

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



9.2 La integral de Riemann: propiedades. 321

9.2.6 PROPOSICION. (Aditividad de la integral). Sea f:[a,b] — R una funcién tal que es integrable
en los intervalos [a, c] y [c, b]; se cumple entonces que f es integrable en [a, b] v, ademés, se cumple

=[]

Por ser f integrable en [a, ¢], dado £ > 0 arbitrario, existe una particién p; de [a, ] tal que

Demostracion:

S(fip) —S(fip) < %;

andlogamente, la integrabilidad de f en [e,b] implica la existencia de una particién ps de dicho
intervalo, tal que

S(f3p2) — S(fip2) < %;

Esté claro que p = p1 U pa es una particion de [a, b] més fina que ambas y ademads se cumplen

S(fip) =S(f;p) +8(fipe) v S(fip) = S(fip1) + S(f;pa),

lo que implica que S(f;p) — S(f;p) < €. Por definicién de integral de una funcién en un intervalo,
se cumplen las desigualdades

c _ b _
§<f;p1>s/ F<S(fip) v ﬁ(f;m)g/  <3(f:p2),

con lo que

S(f;p) < /:f+/cbf < S(f;p)-

L[]

lo cual prueba la integrabilidad de f en [a,b] y la igualdad enunciada. [

Finalmente, se cumple

< S(fip) — S(f;p) <e,

En la proposicion que sigue se establecen dos propiedades importantes: la primera es la integrabilidad
de una funcion que difiere de una integrable en un conjunto finito de puntos; la segunda se refiere a la
integrabilidad de una funcién con una tinica discontinuidad evitable en su dominio.

9.2.7 PROPOSICION.

1) Sea f:[a,b] — R una funcién integrable; si g: [a, )] — R es tal que difiere de la funcién f tnicamente
en un conjunto finito de puntos, entonces g es integrable en [a, b] y se cumple

1=/

2) Si una funcién f:[a,b] — R tiene tinicamente una discontinuidad evitable en un punto t € [a, b],
entonces es integrable en dicho intervalo.
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Demostracion:

1) Inmediata, pues la funcién g — f es una funcién casi nula en [a, b] y, en virtud de 9.1.11, se cumple

b
/ (g — f) =0, con lo que finalmente se obtiene la igualdad enunciada.
Ja

2) Se propone como ejercicio. [

En la proposicién que sigue se generaliza en cierto modo el resultado 9.2.6 a un ntmero finito de
subintervalos y se establece la integrabilidad de una funcién continua a trozos en un intervalo.

9.2.8 PROPOSICION.
b n—1 Tit1
1) Si f:[a,b] — R es una funcién integrable, se cumple / f= Z/ f, cualquiera que sea la
a i=0 T
particién p = {zg,x1,...,2,} del intervalo [a,b].

2) Si f:]a,b] — R es una funcién continua a trozos en su dominio, entonces es integrable y se cumple:

/bf—é/f

siendo [a;, aj11], 1 < j < r—1, los subintervalos de [a,b] en los cuales f es continua.
Demostracion:

Se propone como ejercicio. L]

En las proposiciones que siguen se establece la integrabilidad de la funcién valor absoluto y de
la composicién de una funcién integrable y una funciéon continua; a partir de este tltimo resultado
obtendremos unos corolarios de gran interés.

9.2.9 PROPOSICION. (Iutegrabilidad de la funcidn valor absoluto). Seca f:[a,b] — R una funcién
integrable en su dominio; entonces, la funcién |f| es integrable en [a,b] y se cumple:

[

b

< | fI< sup [f(z)]- (b—a).
Ja z€la,b]

Demostracion:

Sea p = {xg, x1,...,Ts} una particién de [a, b]; si se considera un subintervalo I; = [z, 2,11] C [a, D],
dados dos puntos cualesquiera t,t’ € I;, se cumple |f(t) — f(t)| > |f()| — |f()], con lo que
sup f(t) — inf f(t) > sup|f(t)| — inf |f(#)|. As{ pues, puede afirmarse que
tel; tel; tel; tel;

S(Iflp) = SIS lsp) < S(f3p) = S(f3p);

teniendo en cuenta ahora la integrabilidad de f y aplicando 9.1.10, se obtiene la integrabilidad de la
funcién | f|. La desigualdad enunciada se obtiene inmediatamente, sin mds que tener en cuenta que

—|f (@) < f(x) <|f(2)] para todo z € [a, D],

y aplicando 9.2.4. L]
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9.2.10 PROPOSICION. (Integrabilidad de la funcién compuesta). Sea f:[a,b] — R una funcién
integrable y tal que f[a,b] C [c,d]; si g: [¢,d] — R es una funcién continua en su dominio, entonces la
funcién compuesta F' = g o f es integrable en [a, b].
Demostracion:

Por ser g continua en un intervalo cerrado, g es acotada en dicho intervalo, es decir, existe

K = sup |g(t)|. Por otra parte, en virtud del teorema de Heine-Cantor ¢ es uniformemente continua
te(c,d]
€

——  de tal mod )
a1 2K) e tal modo que

en el intervalo [c, d], esto es, dado € > 0 arbitrario, existe 0 < 6 <
sit',t" € [c,d] son tales que |[t' —t”| < 6, entonces se cumple

£

900) 9" < oy ey

En virtud de la proposiciéon 9.1.10, EL integrabilidad de f implica la existencia de una particién
p={z0,71,-.., 75} de [a,b] tal que S(f;p) —S(f;p) < 6. Para cada subintervalo I; = [z;,7;.1] C
[a,b] (0 <i<n-—1), designemos por

M; = sup{f(z)}, m;= inf{f(x)}, M;=sup{F(z)} vy m;= inf {F(z)}.
z€el; zel; z€l; TE€L;

El conjunto de {ndices J = {1,2,...,n} puede expresarse mediante .J = .J; U Ja, siendo
.]1:{2'6.]/]\171—771,¢<5} y Jo=J—J1.
En virtud de la definicién de J; y de las propiedades de las funciones f y g, se cumple

€
M —mj < ( , para todo i € J;.

b—a)(l + 2K)

Pero, por otra parte, se cumple

8 (@i — @) < Y (Mi = mi)(wips — i) < 5(f3p) = S(f3p) < 6,

i€Jo i€Js
con lo que E (241 — ;) < 6. Se trata por tltimo de probar que la funcién F' cumple la condicién

i€Jo
de integrabilidad establecida en 9.1.10. En efecto, se verifica

S(Fsp) = S(Fsp) = (M = mi) (@i —2:) =

ieJ
=Y (M —m) (@i — ) + > (M) = m))(xieg — ;) <
i€Jy i€Jg

€ €
<—Fn—(b— 2K———+————(b—a) =
e T T A s T wy - L A
lo que completa la demostracién. L]

9.2.11 COROLARIO. (Integrabilidad de la potencia entera de una funcién). Sea f:[a,b] — R una
funcién integrable; cualquiera que sea m € N, la funcién f™ es integrable en el intervalo [a, b].

Demostracion:
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Basta tener en cuenta que f™ = x™ o f, que la funcién potencial ™ es continua en R, y aplicar
finalmente la proposicién anterior. [

9.2.12 COROLARIO. (Integrabilidad del producto de dos funciones). Sean f,g:[a,b] — R dos
funciones integrables; entonces, la funcién producto fg es integrable en dicho intervalo.

Demostracion:
1
Téngase en cuenta la igualdad fg = 5 ((f —l—g)2 — - gz), y apliquense 9.2.1 y el corolario
anterior. (]

Obsérvese que no se cumple una igualdad andloga al caso de la suma, esto es, que

‘/abfg#./abf ~./abg~

9.2.13 COROLARIO. (Integrabilidad de la funcion reciproca).  Sea f:[a,b] — R una funcién
integrable; si existe § > 0 tal que f(x) > & paratodo x € [a,b], entonces la funcién reciproca —
es integrable en [a, b].
Demostracion:
Por ser f integrable debe ser acotada, es decir, existe K > 0 tal que 0 < § < f(x) < K para todo x €
[a,b]. Por otra parte, la funcién g: [6, K] — R definida por g¢(t) = 7 para todo t € [6, K], es continua

. . 1 . .
en su dominio, con lo que la funcién compuesta ? = go f sera integrable en [a, b], en virtud de 9.2.10.

[
De forma similar a los teoremas del valor medio vistos en el capitulo 8, pueden establecerse unos
teoremas del valor medio en el ambito de la integracion.

9.2.14 PROPOSICION. (Teorema del valor medio integral). Sean f,g:[a,b] — R dos funciones
integrables tales que g(x) > 0 para todo x € [a, b]; existe entonces un A € [m, M| tal que

./:fy=>\/abg-

Por ser f integrable en [a,b], ha de ser acotada en dicho intervalo, es decir, existen dos constantes
reales m, M € R tales que m < f(x) < M para todo = € [a,b]. Al ser g(x) > 0, para todo x € [a, D],
se cumplird

Demostracion:

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(x) para todo = € [a,b],

es decir,
(mg)(x) < (fg)(z) < (Mg)(x) para todo x € [a, b].

Las funciones mg, fg y Mg son integrables en [a,b] y, en virtud de 9.2.4, se tendrd que

b b b
/mgé/fgS/Mg,
a Ja Ja
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b b b
con lo que m/ g < / fg < ]\1/ g. Asi pues, existe A € [m, M] tal que se cumple la igualdad
Ja a Ja

enunciada. L]
9.2.15 COROLARIO. Con las mismas hipdtesis de la proposicién anterior, si ademés se cumple que f
b b
es continua en su dominio, existe entonces un & € [a, b] tal que / fa=f(&) / qg.
Ja Ja

Demostracion:

Inmediata, teniendo en cuenta la proposicién anterior y la propiedad de los valores intermedios de
una funcién continua (teorema 5.3.6). m

9.2.16 DEFINICION. (Valor medio o promedio integral de una funcién). Sea f:[a,b] — R una
funcién integrable en el intervalo [a, b]; se define el valor medio o promedio integral de f en [a, b], notado
w(f;]a,b]), mediante

b
u(filasth = 5= [ 1

Si ademds f:[a,b] — R es continua en [a, b], existe un & € [a,b] tal que f(&) = p(f;[a,b]), esto es, se
cumple

/f — [(E)(b—a).

(Véanse las figuras 9.4 y 9.5), lo cual se justifica inmediatamente considerando la funcién definida por
g(x) =1 para todo x € [a,b] en 9.2.15.

/ iz

Figura 9.4. Interpretacion geométrica del valor medio integral.

9.2.17 EJEMPLO.

1) El valor medio integral de la funcién “diente de sierra”  f(z) = x — E(x), para todo x € R, es 1/2
pues, dada su periodicidad, basta calcular la integral en un intervalo [m,m + 1] donde m € Z, con

1 ml 1
1 N = — E(z) = -.
o que: [ D) —m '/m x (z) 3
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a b

Figura 9.5. El valor medio integral en ¢l caso de una funcién continua.

2) Valor eficaz de una tension o una intensidad periddicas. En Electrotecnia, dada una funcién periddica
como por ejemplo la intensidad de corriente, se denomina valor eficaz de la funcién a la raiz cuadrada
del valor medio integral del cuadrado de los instantdneos. Al tratarse de una funcién periédica, para
calcular dicho valor basta considerar un intervalo de longitud igual al periodo fundamental T'; asi
pues,

I,
(El célculo de la integral se justificard adecuadamente en el proximo capitulo). El cociente =2
ef
se denomina factor de amplitud o de cresta de la funcién periddica.

9.3 SUMAS DE RIEMANN.

En este apartado se establece una expresion de la integral de Riemann de una funcién en un intervalo
cerrado, como limite de unas determinadas sumas. Esta expresion, que por otra parte se corresponde
con la idea intuitiva de integral de una funcién en un intervalo, permite formular con rigor diversos
problemas fisicos y técnicos.

9.3.1 DEFINICION. (Sumas de Riemann). Sea f:[a,b] — R una funcién acotada en su dominio. Sea

p={wo, 1, ..., T, } una particién del intervalo [a, b]; si en cada subintervalo I; = [z, x;41], 0 <i < n—1
se considera un punto ¢; € I; del mismo y se designa por C' el conjunto de tales puntos, se denomina
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suma de Riemann asociada a la particién p y al conjunto de puntos C' a la suma definida por

n—1

S(fipC) =Y flea)(@ipn —w2),

i=0

cuya interpretacion geométrica puede verse en la figura 9.6. Es inmediato comprobar que, cualquiera que
sea la particién p € Pla, b], en virtud de su definicién toda suma de Riemann verifica las desigualdades

S(fip) < S(f;p;C) < S(f3p).
7
/ /
|
/
|
|
|

|
|
I
|
|
|
|
|
|
!
a=Xg € X; C2 X;Cj3 X3 C4 X4 Cg X5 Cg Xg=b

.

Figura 9.6. Interpretacion geométrica de las sumas de Riemann.

Para ver el interés de las sumas de Riemann que acabamos de definir, vamos a relacionar dichas
sumas con la integral de una funcién en un intervalo, tal como se ha definido en el apartado 9.1.

9.3.2 PROPOSICION. (Caracterizacion de la integral mediante sumas de Riemann). Una condicién
b

necesaria y suficiente para que f:[a,b] — R sea integrable en [a,b] cumpliéndose / f = a, es que
a

dado & > 0 arbitrario, exista una particién p. de [a,b] tal que para cualquier otra particién més fina

p > pe, se cumpla | — S(f;p;C)| < e.

Demostracion:

e La condicién es necesaria.  Sea f:[a,b] — R una funcién integrable. Dado ¢ > 0 arbitrario,
designemos por p. una particién de [a, b] tal que se cumpla la condicién de integrabilidad de 9.1.10,
esto es, tal que S(f;p.) —S(f;p-) < . En estas condiciones, toda particién més fina p > p. cumplird
que S(f;p) — S(f;p) < € y puesto que se cumplen las designaldades

b
S(fip) <S(f;p:C) < S(fip) v §(f;p)S/ f<S(f;p),

b
se tendra que / f—=S(f;p;C)| <e, cualquiera que sea p > pe.
Ja

e La condicion es suficiente.  Sea a € R tal que se cumple la condicién enunciada, esto es, dado
€ > 0 arbitrario, existe una particién p. € Pla,b] tal que para cualquier otra particién més fina
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p = {20, %1,...,2n} > pe, se cumple |a — S(f;p; C)| < 5. Tomemos los puntos del conjunto C', de
tal modo que se cumpla

P Y
sup f(x) = flei) = Mi — f(e) < 2(b—a)’

entonces se tendra que

n—1
€
S(f;p; C) — ZZ\I (g1 —xi)| < bfa 2114_171: =5

i=0

con lo que

<|la—S(f;ip;C)+ S(f;p;C) — Z]W (i1 —mi)| <

[Nl NO)

n—1
o — Z Aﬂ(l‘lq_l - .T»L)
i=0

que demuestra que se cumple la igualdad o = f;f Se prueba de forma aniloga que o = f:f
En definitiva, se ha probado la integrabilidad de f en [a,b] y también que se cumple la igualdad

b L - .,
a= fa f, lo que demuestra que la condicién es suficiente y completa la demostracion. L]

9.3.3 OBSERVACION.

La proposicién anterior puede enunciarse también de forma equivalente, diciendo que una condicién
necesaria y suficiente para que f:[a,b] — R sea integrable en [a, D] es que, para cualquier particién

p = {xo,x1,...,2y} del intervalo [a,b] y cualquier conjunto de puntos = {¢; € [z, 211], T =
0,1,.. —1},sec la = l ;C)= 1 ci)(x
}. se cump / f= | S(fip;© s Zf i) (Tip1 — ).

La igualdad anterior expresa la integral de Riemann de una func1on f:]a,b) — R como el limite de
una suma, de forma equivalente a su definicién, motivo por el cual se adopta como tal en modelos
matematicos que requieren la formulaciéon de una integral. Ademds, justifica en parte la notacién

clésica de la integral de una funcién / f(z)dx.

9.4 CONVERGENCIA UNIFORME E INTEGRABILIDAD.

En capitulos anteriores hemos estudiado la relacién entre la convergencia uniforme de una sucesién

funcional hacia su funcién limite y las “buenas propiedades” de ésta heredadas de las funciones de la

sucesion, en el caso de la continuidad y la derivabilidad. En este apartado se hace lo mismo en relacién
a la integrabilidad.

9.4.1 PROPOSICION. (Integrabilidad del limite de una sucesion de funciones).  Sea (fn), N una
sucesion de funciones integrables en un intervalo [a,b] C R tal que es uniformemente convergente hacia
una funcién limite f = lim f, en dicho intervalo. Se tiene entonces que:

n-—oo

1) la funcién limite f es integrable en [a, b}'

'n—VOO

b
2) se verifica la igualdad f= lim fn.
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Demostracion:

1)

2)

Se probara que la funcién limite f cumple la condicién de integrabilidad establecida en 9.1.10. Sea
€ > 0 arbitrario; por definicién de convergencia uniforme de una sucesién de funciones, existe un

nimero natural ng € N tal que |f(z) — fn(z)] < para todo n > ng y para todo = € [a, b].

€
4(b—a)
Por otro lado, por ser las funciones f,, integrables en [a,b], para todo n € N, existe una particién

— €

p € Pla,b] tal que S(fn;p) — S(fn;p) < 5 bara todo n > ng, con lo que, en virtud de la condicién
anterior, se tendrd S(fn;p) — 3 < S(f3p) < S(fip) < S(fu;p) + 7 para todo n > ng, de donde se
obtiene finalmente que S(f;p) — S(fip) < S(faip) — S(fuip) + 5 < 5+ 5 = ¢, lo cual prueba la
integrabilidad de la funcién limite f en el intervalo [a, b].
Vamos ahora a probar la igualdad entre la integral del limite y el limite de las integrales. En virtud
de la convergencia uniforme de la sucesion funcional a la funcién limite, dado ¢ > 0 arbitrario, existe

ny € N tal que |[f(z) — fo(z)| < bL para todo n > m; y para todo = € [a,b], con lo que se
—a

[ n<[rni<[ 5=

cualesquiera que sean n. > ny y = € [a,b], lo cual completa la demostracién. L]

cumplird

Jomo consecuencia inmediata de este resultado se obtiene el correspondiente a las series de funciones.

9.4.2 PROPOSICION. (Integrabilidad de la suma de una serie de funciones). Sea Z fn una serie de

n>0

funciones integrables en el intervalo [a, b] C Ry tal que es uniformemente convergente en dicho intervalo

+o0

a una funcién suma f = E fn. Se cumple entonces que

1)

n=0

la funcién suma f es integrable en [a, b];

b +o0 b +00 b
2) se cumple la igualdad Z fn= / f= Z / Sn-
@ n=0 @ n=0"9a
Demostracion:
Evidente. ]

9.4.3 COROLARIO. (Integrabilidad de la suma de una serie de potencias). Sea Z a, " una serie de

n>0
“+o0

otencias de radio de convergencia . SiS(x) = apx”™ es la funcién suma de la serie dada, se
t d lio d >0. Si S nr" la fi del dada,

n=0

cumplen

1) la funcién S es integrable en cualquier intervalo cerrado tal que [a,b] C] — p, p[;

b +oo

b +00 b
2) se verifica la igualdad / S = / Z apr" = Z / anpx”.
a a n=0 n=0"2

Demostracion:

Evidente. ]
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9.5 EJERCICIOS.

1. Pruébese que la relacién de orden definida en el conjunto Pla, b] de las particiones de un intervalo
[a,b] es una relacién de orden y que dicha relacién de orden no es total.

17 i s = ) .
2. Counsidérese la funcién real f:[a,b] C R — R definida por f(z) = { b% TP iendo
0, si x# o,

xg €]a,b] un punto interior del intervalo. Pruébese que la funcién f es integrable en el intervalo [a, b] y

b
que se cumple / f=0.
a

3. Sea fi[a,b] C R — R una funcié continua en su dominio y sea xg € [a,b]. Se define una funcién

f(z), si x# o,

g:[a,b] — R mediante g(z) = ) Pruébese que la funcién g asi definida
a, sl x=umy, a# f(xo)-

b b
es integrable en el intervalo [a, b] y que, ademds, se cumple / f= / g.
a a

xr, s1 x €, .
4. Pruébese que la funcién ¢: [0, 1] — R definida por () = { 0. si i g 0 no es integrable
, si o -Q,

en el intervalo [0, 1].

senz, z € [0,7[

. . . . . 5, r=T

5. Estudiar la integrabilidad de la funcién f:[0,27] — R definida por f(z) =
cosz, x €], 27|

0, »=2m
En caso de ser integrable, calciilese su integral en el intervalo [0, 27].

6. Estudiar la integrabilidad de la funcién “signo de x” en el intervalo [—1, 1]. Si es integrable, calcular
la integral de dicha funcién en ese intervalo.

1 , siz=0.
7. Se considera la funcién real f:[0,1] — R definida por f(x) = sen x ) Discutir la
, stz €]0,1].
integrabilidad de esta funcién en su dominio.
T —senzw

- x - ——,siz £ .

8. Probar que la funcién g: [0, ] — R definida por g(x) = x es integrable en
0, sizx =0,

el intervalo [0, 5].

1
9. Expresar la integral / (x2 — x) como limite de sumas y calcularla.
0

10. Probar la integrabilidad en el sentido de Riemann de la funcién potencial de exponente natural
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f(z) = 2™ paratodox € R (n € N). Sean b > a > 0 nimeros reales positivos estrictos; aplicando la
definicién de integral de una funcién en un intervalo, o bien, su equivalente mediante sumas de Riemann,

"a an,+1 -b bn-{—l _ an+1
probar que si n € N se cumplen las igualdades / " = y / " = 1
o n

0 TL+1

1
11. Probar que la funcién f:]0, +oo[— R definida por f(z) = — para todo & > 0 es integrable en el
T

sentido de Riemann en todo intervalo [a, b] C]0, +o0o[. Aplicando la definicién de integral de una funcién
en un intervalo o bien su equivalente mediante sumas de Riemann, probar que se cumplen las igualdades

"2 b
1 1 b
/ —=In2 y / —=In —), donde [a, b] C]0,+o00[ es un intervalo cualquiera.
1T o T a

12. Probar que la funcién exponencial real es integrable en cualquier intervalo [a,b] C R y aplicando la
definicién de integral de una funcién en un intervalo, o bien, su equivalente mediante sumas de Riemann,

a b
probar que se cumplen las igualdades / ef=e"-1 y / e” = e — e
0 a

13. Probar que la funcién f:]0, +0o[— R definida por f(z) = \/z para todo z > 0 es integrable en el
sentido de Riemann en todo intervalo [a, b] C]0,+o0o[. Aplicando la definicién de integral de una funcién
en un intervalo o bien su equivalente mediante sumas de Riemann, probar que se cumplen las igualdades

“ 2 b 2
/ VI = ga\/a v / VI = 3 (b\/z — a\/5> , donde [a, b] C]0, +o0[ es un intervalo cualquiera.
0 a

14. Calcular las integrales siguientes, justificando el método elegido:

y [ VE®. W) /03l23E(m)%(E(m))2a ) /04'3(”"5('””2’ 4 /05(3m+m2)’ K /15;

2
0.5 5 5 T

(FE es la funcién “parte entera”).

15. Si a es un niimero real positivo estricto y f:[—a,a] C R — R es una funcién continua en su
a

a
dominio, pruébese que: a) si f tiene simetria par, entonces se cumple f= 2/ f; b)) sif tiene
—a 0

a
simetria impar, entonces se cumple f=0.
—a

16. Aplicando el teorema del valor medio integral, calcular aproximadamente las integrales siguientes

1 1
1 coS T
—— . _osr
2) ,/,1 0075 P ,/,1 100 _ 20

1 6
17. Aplicando el teorema del valor medio integral, acotese la integral /
0

i
V1+0.22%

18. Pruébese la segunda parte de la proposicion 9.2.1 relativa a la integrabilidad del producto de una
funcién por una constante real cualquiera.

19. Pruébese la segunda parte de la proposicién 9.2.7 relativa a la integrabilidad de una funcién con
una discontinuidad evitable en un intervalo.
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CAPITULO 10

INTEGRACION DE FUNCIONES:
CALCULO Y APLICACIONES

RESUMEN DEL CAPITULO

En este capitulo se desarrollan los métodos para calcular la integral de una funcién en un intervalo
cerrado, a partir de las definiciones y propiedades vistas en el capitulo anterior. Se estudian también
algunos métodos aproximados para el calculo de integrales y se ven algunas aplicaciones de la integral.

EI apartado 10.1 tiene como objetivo desarrollar una metodologia para calcular la integral de una
funcion en un intervalo; el concepto clave para ello es el de primitiva de una funcion, que permite
relacionar los conceptos de integral y de derivada de una funcién a través del denominado teorema
fundamental del Célculo o regla de Barrow. Se estudian también dos teoremas muy importantes: el de
integracion por partes y el del cambio de variable.

EIl apartado 10.2 se dedica a los métodos para el cialculo de primitivas; se empieza con dos métodos
generales (primitivacion por partes y por cambio de variable) y se aplica luego a las funciones racionales,
las funciones trigonométricas y a algunos tipos de funciones irracionales.

En el apartado 10.3 se estudian brevemente las funciones definidas por integrales (o integrales
dependientes de un pardmetro) y se establecen sus propiedades mds importantes; este apartado es
importante para el estudio de las funciones eulerianas que se vera en el capitulo siguiente.

El apartado 10.4 se dedica a un estudio, breve, de algunos métodos de cdlculo aproximado de
integrales; concretamente se estudian los métodos de los trapecios, de los rectangulos y de Simpson.

Por ultimo se ven en el apartado 10.5 algunas aplicaciones sencillas de la integral, basicamente en el
campo de la geometria: calculo de dreas, voliimenes y dreas de superficies de revolucion.
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10.1 INTEGRALES Y PRIMITIVAS.

10.1.1 DEFINICION. (La funcidn integral). Sea f:|a,b] — R una funcién integrable en el intervalo
[a,b]. En el capitulo anterior se vio que, entonces, la funcién f es también integrable en cualquier
subintervalo de [a,b], en particular en los subintervalos [a,z], donde = es un punto cualquiera del
intervalo [a, b]. Esto permite formular la definicién que sigue: si f:[a,b] — R es una funcién integrable,
se denomina funcién integral de f a la funcién F:[a,b] — R definida por

F(r)= / f para todo z € [a,b].

La interpretacién geométrica de esta funcién puede verse en la figura 10.1. Asi, por ejemplo,
la funcién integral de la restriccién de la funcién coordenada de R a un intervalo [a,b], es decir,
la funcién definida por f(z) = x paratodo z € [a,b], es la funciéon F:[a,b] — R definida por

2

[ a—

5 para todo = € [a,b]. Esta claro que, en virtud de su definicién, la funcién integral

b
cumple las siguientes propiedades: F(a)=0 y F(b) = / f-
a

A continuacién vamos a estudiar las propiedades de la funcién integral que se acaba de definir,
propiedades que resultaran de gran interés e importancia para el cdlculo de integrales. Estas propiedades
se establecen en las dos proposiciones que siguen.

10.1.2 PROPOSICION. (Continuidad de la funcién integral). Sea f:[a,b] — R una funcién integrable
en su dominio; entonces, su funcién integral F': [a, )] — R definida en 10.1.1 es continua en el intervalo
[a, b].
Demostracion:

Se probara que la funcién integral F: [a,b] — R es uniformemente continua en su dominio, con lo que

entonces serd también continua en él. Sea € > 0 arbitrario; si designamos por K = sup |f(z)] >0
z€la,b]

y tomamos dos puntos cualesquiera x,y del intervalo tales que |z — y| < ¢/K, se cumple entonces

. ra - rwl= [ [ - /:’f\s

lo cual prueba que, efectivamente, la funcién F' es uniformemente continua en [a, b]. L]

v €
[ < Kl < K2

10.1.3 PROPOSICION. Sea f:[a,b] — R una funcién continua en su dominio; entonces, su funcién
integral F:[a,b] — R definida en 10.1.1 es derivable en el intervalo ]a, b[ y, ademas, se cumple

DF(z) = f(z) paratodo z €]a,b[.

Demostracion:

Sea x €]a, b[ un punto cualquiera del abierto. Vamos a probar que la funcién integral F' es derivable
en dicho punto, aplicando la definicién:
x+h
[ s
= lim =& =

r+h x
[ o]
h h—0 h h—0

lim F(z+h) - Fla) = lim
h—0 h h—0
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siendo ¢ < & <z 4+ h. Obsérvese que se ha aplicado el corolario 9.2.15 sobre el valor medio integral
de una funcién continua en un intervalo. [

. 2
Area =X

Figura 10.1. Interpretacion geométrica de la funcién integral de una funcién f: [a,b] — R.
Vistas las propiedades basicas de la funcién integral, vamos a abordar a continuacién otro concepto
clave para el calculo de integrales: el de primitiva de una funcién.

10.1.4 DEFINICION. (Primitiva de una funcién. Integral indefinida). Sea una funcién f:[a, b] — R;
se denomina primitiva de f a toda funcién ¢: [a,b] — R, continua en [a, b], derivable en Ja, b y tal que

Dy(z) = f(r) para todo z €|a,b].

Asi, por ejemplo, la funcién ¢(xr) = In(1 + 2), = € [a,b] C R es una primitiva de la funcién
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1
) = ——, 2 € [a,b] y lo mismo ocurre con la funcién ¢(z) = 22 + 5, = € [a,b] C R con respecto a
1 ¥
T

la funcién f(x) = 2z, = € [a,b]. Obsérvese también que si f:[a,b] — R es continua en su dominio, su
funcién integral de F': [a,b] — R definida en 10.1.1 es una primitiva de f, de acuerdo con 10.1.3.

Si ¢:[a,b] — R es una primitiva de f:[a,b] — Ry X es una constante cualquiera, se cumple que
D(¢ + AN)(z) = Dp(z) + DAX(z) = f(z) para todo x €]a,b[, lo cual prueba que la funcién ¢ + X es
también una primitiva de f, cualquiera que sea la constante .

Por otra parte, si ¢ y 9 son dos primitivas de f, entonces se cumple D(p—1)(x) = Dp(x)— Dip(x) =
f(z) = f(x) = 0, para todo = €]a,b[, con lo que la funcién ¢ — 1) es coustante en [a,b]. Esto prueba
que, dada una funcién f:[a,b] — R, el conjunto de todas sus funciones primitivas es

/f ={p+C / Dp=f, C constante},

el cual se denomina integral indefinida de f.

Obsérvese que la integral indefinida de una funcién f es la antiimagen de f por el operador derivacién
D que asigna a cada funcién derivable su derivada, es decir, puede escribirse [ f = D=Yf)={p/ Dy =
f}; lo cual puede justificar en parte el término antiderivada que algunos autores emplean para referirse
a las funciones primitivas (véase, por ejemplo, [Ba]). Es inmediato observar, que si ¢ es una primitiva
de f y 1) es una primitiva de g, la funcién ¢ + 1) es una primitiva de f + ¢ y la funcién Ap, (A € R), es
una primitiva de Af.

10.1.5 Recordando las derivadas de las funciones elementales (véase el apartado 7.3), puede escribirse
la tabla de integrales indefinidas que sigue (C' indica una constante cualquiera).

amtl 1
/ = +C, (m#-1), /—zln\:ﬂ\+0,
x

m+1
/a

, (a>0,a#1), /e‘”zem+C,

/scnzr——cosa“—l—C /(:osx:sen:r,—f—C’,
senhz = coshz + C, /(:osh r =senhx + C,
1
= —cotx+C, =tanz + C,
sen2 cos2zx
1
—cothx 4+ C, / 5— = tanhr + C,
sonh T cosh” x

1
——— =arcsenz + C (|z| < 1),
| — (jaf < 1)
1
—In +T—|—C’ si|z| < 1,

In

1

2
T—22 Y1
Lo 3 I+ +C si|z| > 1,

i + = = = argsenhr + C = ln(z + V1 4+ 22) + C,
T

/
|
/
/
| 7=
| 7=

%ln‘m—i- Va? = 1\ +C, (2] > 1),
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10.1.6 OBSERVACION. Es inmediato comprobar por simple derivacién, que si f:[a,b] — R es una
funcién derivable, se cumplen las igualdades siguientes

D

_ ) @) e @ D () = f @)
= ml@l [ IODsE) = I 1

m—+1

[ r@psa 40 mzn

En la proposicion que sigue se podrd comprobar la gran importancia de la nocién de primitiva de
una funcién para establecer una metodologia operativa de cdlculo de la integral de una funcién en un
intervalo.

10.1.7 TEOREMA. (Teorema fundamental del Cédlculo o Regla de Barrow.) Se cumplen las propiedades
siguientes:

1) Toda funcién continua f: [a,b] — R tiene una primitiva.

b
2) Si f:]a,b] — R es una funcién continua, se cumple / f=p(b)—pla), donde ¢ es una primitiva
a

cualquiera de la funcion f.
(Es habitual emplear la notacién o(b) — ¢(a) = (|2, o bien, [p(x)]).

a

Demostracion:
1) Inmediata, a partir de 10.1.3.

2) Si ¢:]a,b] — R es una primitiva cualquiera de f, debe cumplirse ¢(z) = F(x) 4+ C, para todo x €
[a,b], siendo F:[a,b] — R la funcién integral de f y C' una constante. Se cumplen entonces las

b
igualdades ¢(b) = F(b) +C = / f+C y pla) =F(a)+C =0+ C = C. Restando ambas,

resulta la Regla de Barrow. L]

10.1.8 OBSERVACION.

e Suponemos que se ha constatado la extraordinaria importancia del teorema anterior en relacién a
nuestro objetivo de obtener una metodologia operativa para calcular la integral de una funcién en
un intervalo. En el caso de las funciones continuas, se ha probado que basta obtener una primitiva
y restar sus valores en los extremos del intervalo.

e Se ha abierto, claro esta, un nuevo frente: calcular las primitivas de una funcién dada, cuestion
que se aborda en el proximo apartado. Queremos destacar que, no obstante lo establecido en la
proposicién 10.1.7, no siempre es posible obtener facilmente las primitivas de una funcién continua;
as{, por ejemplo, no existe ninguna funcién elemental que sea una primitiva de la funciéon f:R — R
definida por f(z) = exp(—22) para todo = € R.

10.1.9 EJEMPLO. Se cumplen las igualdades siguientes:

b bn+1 o an+1

1) / 2" = ————— para todon € N.
Ja n+1

2) Si P, (z)=co+crz+cor®+---+epmr™, ¢ # 0,2 € R es una funcién polinémica de grado m € N,
se cumple

b
a
P, = colb— . . et O
/a co(b—a)+cy 5 + ¢ 3 + e —

b2 2 b3 _ (l3 bm+1 _ am—}—l

b
3) / senx = —cosb + cosa.
Ja
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b
4) / cosT = senb — sen a.
b
5) / expr = expb — expa.
Ja
b1 b
6) / —=lnb—Ilna=1In—, siendo [a,b] C]0,+o0].
Jo 7 a

A continuacién, y para terminar este primer apartado, se estudiardn dos resultados de gran
importancia y utilidad para calcular integrales: la féormula de integracién por partes y el teorema
del cambio de variable.

10.1.10 PROPOSICION. (Férmula de integracién por partes).  Sea f:[a,b] — R una funcién
continua en su dominio. Si existen dos funciones wu,v:[a,b] — R de clase Cl[a,b] y tales que
f(z) = Du(z)v(x), para todo z €la,b], se cumple entonces la igualdad

b

Lbf = uh)o(t) ~ a)o(a) ~ [ (wDv).

Demostracion:

La funcién producto uv es derivable en Ja, b[ y se cumple
D(uv)(x) = Du(x)v(z) + u(x)Dv(x) = f(x) + u(x)Dv(x), para todo z €la, b,

luego la funcién wv es una primitiva de la funcién f + uDw, con lo que en virtud de la regla de
Barrow, se tendra

b
[+ uDv) = (o)) - () @)
de donde se obtiene inmediatamente la igualdad enunciada. [

b

10.1.11 OBSERVACION. Es habitual utilizar la notacién u(z)v(z)| = u(b)v(b) — u(a)v(a), asi como

a
disponer los célculos de la forma siguiente:
b

que permite explicitar las funciones v y v y los célculos intermedios realizados.

La principal utilidad de la férmula de integracion por partes reside en que la integral de la funcién
dada se transforma en la integral de otra funcién (que se espera poder calcular de algiin modo) més
un término conocido. En los ejemplos que siguen intentaremos poner de manifiesto esta utilidad y
profundizar algo més en la aplicacién de la férmula de integracién por partes.

2
10.1.12 EJEMPLO. Para calcular la integral / Inz, puede considerarse la igualdad Inz = Du(z) -

J1
v(z) =1-Inz, para todo z > 0 con lo que, aplicando la férmula de integracién por partes, se obtiene

2 2 Du(x) =1, u(z) =x
/ lna“,:/ 1-lnz = —z-lnz
1 1 v(z) =lnz, Dv(z) =1/z

2 "2
1
—/ r-—=2In2-1.
1 1 x
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b
10.1.13 EJEMPLO. Para calcular la integral / re® mediante la férmula de integracién por partes, el

a
proceso es el siguiente

| /_ {Du(m):e-”, u() = ¢ } o

v(x) ==, Dv(z) =1

b b
f'/ e =e(b—1)+e*(1 - a).

a

10.1.14 EJEMPLO. En algunas ocasiones debe aplicarse la formula en més de una ocasién para llegar al

1
resultado final; asi, por ejemplo, para calcular la integral / z2e®, puede procederse del modo siguiente:
0

[ (s i)

1 1 1
72/ .T,em:efQ/ ze’.
0 Jo 0

La tltima integral puede calcularse también aplicando la féormula de integracién por partes, como

1
acabamos de ver en 10.1.13, resultando / ze” =e'(1=1) +e%(1=0) =1, con lo que en definitiva,
0

1
se obtiene / z2e” = e — 2.
Jo

Vistos estos ejemplos que ilustran la aplicacién de la férmula de integracion por partes, pasemos a
ver el siguiente teorema para calcular integrales: el denominado teorema del cambio de variable.

10.1.15 TEOREMA. (D¢l cambio de variable). Sea f:]a,b] — R una funcién continua en su dominio.
Si g:[e,d] — [a,b] es una biyeccién de clase Cle,d] tal que Dg(t) # 0 para todo t €]e,d], g(¢) = a'y
g(d) = b, se cumple entonces la igualdad

/abf—/cd(fog)Dg-

(La expresion x = g(t), ¢ <t < d (o equivalentemente, la expresién t = g~1(x), a < x < b) se denomina
ecuacion del cambio de variable).

Demostracion:

Sea ¢: [a,b] — R una primitiva de la funcién f, esto es, una funcién derivable tal que Dp(z) =

b
f(z) para todo x €]a,b] y tal que / f = (b)) —¢(a), por la regla de Barrow. En virtud de la regla

de la cadena, la funcién compuesta pog es derivable en ]e, d[ y se cumple D(pog) = ((Dg)og)Dg =
(fog)Dg. La funcién (f o g)Dg es continua en [c,d], luego integrable y aplicando ahora la regla de
Barrow, se obtiene

d b
/ (fog)Dg = (pog)(d) —(pog)(c)=p(g(d) —p(g(c)) = p(b) — pla) = / [

tal como se queria probar. L]

A continuacién, vamos a ilustrar la metodologia de aplicacion de este teorema con algunos ejemplos.
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1
10.1.16 EJEMPLO. Para calcular la integral / V1 — 22, se considera el cambio de variable definido
Jo
por la ecuacién

x=g(t) =sent, Dg(t)=cost, 0<t< g,

en la que, efectivamente, la funcion g que define el cambio de variable cumple las condiciones del teorema.
Entonces, resulta

1+ cos2t
((fog)Dyg)(t) = ((\/ 1—2%)o sont) cost = cos’t = —H%.
Aplicando ahora el teorema del cambio de variable, se obtiene
1 /2 } /2
/ m:/ 1+cos2t:£+50112t _T
Jo Jo 2 2 4 0 4

2
10.1.17 EJEMPLO. Para calcular la integral / considérese el cambio de variable definido
Jo

1
1+’
x=g(t) =2, Dg(t)y=2t, 0<t< \/57

por la ecuacion

que cumple las condiciones del teorema. Se cumple entonces que

(f 0 9)Dg) (1) = ((#) f) T

Aplicando finalmente el teorema se obtiene

[l el (i) o)

10.1.18 OBSERVACION. A la vista del teorema del cambio de variable surge de modo natural una

cuestién: cémo saber qué ecuacién de cambio de variable z = g(t), t € [¢,d] debe tomarse para calcular
b

la integral / f- La respuesta es tajante: no hay una norma general al respecto, sino que tal como se
Ja
vera en el proximo apartado, mediante una metodologia mas o menos empirica y para un gran nimero

de casos, se ha logrado establecer un cambio de variable que puede resultar adecuado a la vista de la
funcién f de la cual se desea calcular la integral en [a, b].

Se habré notado también que, al aplicar el teorema del cambio de variable, se efectiia la sustitucion
de los limites de integraciéon cambiando los extremos del intervalo de integrabilidad de la funcién dada
f, por los extremos del intervalo de integrabilidad de la funcién compuesta f o g; sin embargo, en la
funcién no se hace este cambio “natural”, puesto que se sustituye f(x) por f(g(t))Dg(t), que corresponde
exactamente a la sustitucién de f(x)dz por f(g(t))Dg(t)dt teniendo en cuenta que, si la ecuacién del
cambio de variable es © = g(t), entonces se tiene dr = Dg(t)dt. En consecuencia, parece que la notacién

b
/ f(x)dx para designar la integral de f en [a,b] resulta mds operativa para aplicar el teorema del
Ja

cambio de variable y, de hecho, es la que se emplea mds en la practica; con ello, la expresion (cldsica)
del teorema del cambio de variable es

b d
[ 1@z = [ fto)pg(tyar.
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10.2 CALCULO DE PRIMITIVAS.

El segundo teorema fundamental del Célculo establece que la integral de una funcién f: [a,b] — R
en el intervalo [a, b], puede calcularse como la diferencia entre los valores de una funcién primitiva de f
en los extremos del intervalo considerado. Es razonable, pues, que se dedique este apartado a desarrollar
una metodologia que permita el calculo de las primitivas de una funcién, metodologia que se conoce
a menudo como métodos de primitivacion. No pretendemos ser exhaustivos ni mucho menos; nuestro
propdsito es tratar los casos que a nuestro juicio ofrecen mayor interés y tienen una mayor aplicacién
practica. En cualquier caso, puede recurrirse a manuales que contienen gran cantidad de “tablas de
primitivas”, o bien, a los modernos programas de calculo simbdlico que, entre otras opciones, contienen
el calculo de primitivas. Por ultimo, cabe indicar que si no puede determinarse una primitiva y, en
consecuencia, calcular la integral por métodos analiticos, existen unos métodos para calcular integrales
de forma aproximada que se veran en el apartado 10.5.

El apartado se divide en cuatro bloques: en el primero se ven dos métodos generales para calcular
primitivas (por partes y por cambio de variable), en el segundo se estudia la primitivacién de funciones
racionales, en el tercero se ve la primitivacién de funciones trigonométricas y, por tltimo, se estudia la
primitivaciéon de algunos tipos de funciones irracionales.

(A) Métodos generales para el cilculo de primitivas.

10.2.1 PROPOSICION. (Mdétodo de primitivacién por partes).  Sea f:[a,b)] — R una funcién
continua, tal que existen dos funciones wu,v:[a,b] — R de clase C'[a,b], que cumplen la igualdad
f(z) = Du(z)v(z) para todo x € [a,b]. Se cumple entonces que

[r=n- [

esto es, se obtiene una primitiva de f restando una primitiva de uDv a la funcién uw.
Demostracion:

La funcién uv es de clase C'[a, b] v, ademés, cumple
D(uv)(z) = Du(x)v(z) + u(x)Dv(x) = f(x) +u(x)Dv(z) para todo x €la,b],
con lo que, si @:[a,b] — R es una primitiva de f y v:[a,b] — R es una primitiva de uDv, se

tendra
D(uv)(x) = Do(x) + Di(x) = D(p +1)(x) para todo = €]a,b],

es decir, uv—(p+1)) = C en [a, b], siendo C una constante. En consecuencia, se cumple ¢ = uv—p+C
v teniendo en cuenta la definicién de integral indefinida, resulta la igualdad formulada. (]

10.2.2 OBSERVACION. Es habitual escribir el método de primitivacién por partes en la forma siguiente:

/ Du(x)v(z)dr = u(x)v(z) — / u(z)Dv(z) + C,

donde C' designa una constante arbitraria. Por otra parte, es también habitual utilizar una disposicion
andloga a la descrita en 10.1.11 para ordenar los calculos intermedios y explicitar las funciones u y v.
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A continuacién se desarrollan algunos ejemplos ilustrativos de este método de cdlculo de primitivas.

10.2.3 EJEMPLO. Para calcular las primitivas de la funcién f(z) =Inz z > 0, se procede de la forma
siguiente
Du(xz) =1, u(x)=umx;

v(x) =Inxz, Dv(x)= !

con lo que, en virtud de 10.2.1, se tendra /lnx =zlnr— /1 =zlhhr—a+C, C eR.

10.2.4 EJEMPLO. Para calcular la integral indefinida j e’ cosbx, en la cual a,b € R son constantes
no nulas, puede considerarse lo siguiente:

1
Du(z) = cosbx, u(zr)= 3 sen bx;
v(z) = €7, Dv(z) = ae®®
con lo que se obtiene

. 1 0 I
/ e’ cosbr = }—e‘” sen br — 7 e sen bx.
) h

Para calcular [ e* sen bz puede procederse de modo similar, resultando
axr 1 ar a ar
e““senbr = ——e" cosbr + — | €*? cosbx.
b b
Sustituyendo en la expresion anterior, se obtiene
ax 1 ax 4 ax a2 ax
e cosbr = Ze sen bxr + b_26 cos br — 7 e“" cos bz,

de la cual resulta finalmente que

/e” cosbr = © bsenbr +acosbr | +C, C € R.
a? + b2

10.2.5 EJEMPLO. Se trata de aplicar el método de primitivaciéon por partes para obtener una férmula
recurrente que permita calcular las primitivas

1
Fn(l'):/m, ’I’L:LQ,...

Para ello, se considera la descomposicién siguiente

Du(z) =1, u(x) = z;
1 —2nx
v(z) = (EEoR Du(z) = 422t
con lo cual se obtiene

11‘2 xT

x : : . .
Fo(z) = (14 22)" +2n'/ 1 +22)"H ~ (1+a2)" +2n/<(1+$2)n _ (1+x2)n+1> _
TR +2nFy (1) = 2nFia (7).
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A partir de esta expresiéon puede escribirse la siguiente férmula recurrente:

T 2n—1
F, ) = F.,(z)+C, CeR, n=1,2,...
w@) = gy t T @ "
que permite calcular F,(z), para cualquier valor de n = 1,2,..., teniendo en cuenta que Fi(z) =

arctan x.

10.2.6 PROPOSICION. (Método de primitivacién por cambio de variable).  Sea f:[a,b] — R
una funcién continua en su dominio. Si g:[c,d] — [a,b] es una biyeccién de clase Cle,d] tal que
Dg(t) # 0 para todo t €]c,d], entonces se cumple

= </(f°g)Dg>Og*1+C, Cer.

En notacién tradicional se escribe [ f(z)dzr = (f f(g(t))Dg(t)dt) og t(x)+ C, C € R. La expresién

= g(t), ¢ <t <d (o equivalentemente, la expresion t = g~ (), a < x < b) se denomina ecuacién del
cambio de variable.

Demostracion:

Sea 1:[c,d] — R una primitiva de la funcién (f o g)Dg; vamos a comprobar que 1) o g~! es una

primitiva de f. En efecto, la derivada de esta funcion es

e} -1 = ) -1 -1 = ) . ; — ; —
D(wog™)(@) = Dulg™ @)Dlg™)(w) = DU1) - Gy = Fa)Da(t) s = F(a),
para todo = €]a,b[,z = g(t), con lo que la ignaldad queda probada. L]

10.2.7 EJEMPLO. Se trata de calcular la integral indefinida de la funcién f:[—1,1] — R definida por
f(z) = v/1 —22. Si se considera el cambio de variable definido por la ecuacién
x=g(t) =sent, —— <t <

3

ol
NY ]

que cumple las condiciones de la proposicién 10.2.6, entonces

1+ cos2t
flg(t))Dg(t) = ((\/ 1—2a2)o Scnt> cost = cos’t = H%.
"1 208 2t t 2t
Ahora debe calcularse una primitiva de esta funcién / H% =3 + = , con lo cual resulta

finalmente

4

t 2t 1 1
/\/1—:1“,2 = <§+ on ) o arcsen T = §arcscn:c+§m\/1—af2+0, C eR.

10.2.8 EJEMPLO. Para calcular la integral indefinida de la funcién f:]0,+oo[— R definida por

1
flz) = , puede considerarse el cambio de variable definido por la ecuacién

1+ x

r=g(t)=1%1t>0,
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con lo que se obtiene

1 2t
t)Dg(t) = | ——=o0t?) -2t = —.
Fla0)Dg(e) = (m o) -2t =
- - . . 2t
Se trata ahora de calcular una primitiva de esta funcién, lo cual es inmediato: 71 =2t—2In(1+1),

con lo que finalmente se obtiene

1
[ = -2+ 1) (V) = 2F - 21+ VE) +C. CE R

10.2.9 OBSERVACION. Para la primitivacién por cambio de variable es vélida una observacién anédloga
a la expresada en 10.1.18, esto es, que no existe una norma general para conocer el cambio de variable
que resulta adecuado para aplicar satisfactoriamente el método. En lo que resta de este apartado
pretendemos dar respuesta en parte a la pregunta sobre qué cambio de variable hay que aplicar a la
vista de la funcién f de la cual se desea calcular sus primitivas, estudiando algunos casos concretos de
uso frecuente.

(B) Primitivacién de funciones racionales.

10.2.10 Se trata de dar una metodologia que permita calcular la integral indefinida de una funcién
racional /r(T)dT Recordemos que una funcién racional 71 A — R es una funcién real definida como

el cociente entre dos funciones polinémicas P, Q: R — R sobre las cuales supondremos que el grado del
numerador P es menor que el grado del denominador Q. Asi pues, si P(z) = ap+ayz+- - -+a,x", a, # 0
vQ(x)=0bo+biz+ -+ bpx™, by # 0, con n < m, entonces

P(z) ao+aix+---+ apz”
T) = = recR T .
T(T> Q(T) b0+b11‘+"'+bm’$m’ S ) Q(T) #0

Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador, se efectua la divisién de las
funciones polinémicas en potencias decrecientes y se obtiene entonces una funcién polinémica méas una
funcién racional como la anterior. Se supone conocida la descomposiciéon de una funcién racional en
suma de fracciones simples, que depende de la descomposicién factorial del polinomio denominador Q;
asi, recordemos que si dicha descomposicién factorial es

Q(z) = (x = A)* (& = X2)® - (x = X)) (2 + pre + q1) 7 (27 + poz + ¢2) 72 - (2% + ps + ¢5) ™,

donde los términos de primer grado corresponden a las raices reales y los de segundo grado a las raices
complejas, entonces en la descomposicién de la funcién racional en fracciones simples aparecen los
términos siguientes:

, . . . A
e una raiz real simple a da lugar a una fraccién del tipo ;

e una raiz real de multiplicidad m > 1 da lugar a una suma de m fraccciones del tipo

A A A
! —22 R #;
r—a (r—a) (r—a)m™
Mz + N
e una raiz compleja simple da lugar a una fraccién del tipo QL;
e+ pr+q
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e finalmente, una raiz compleja de multiplicidad n > 1 da lugar a una suma de fracciones del tipo
]\111‘+N1 A[2I+N2 A{nI-FNn
a? tpr+q (2% +pr+q)? Tt ror
Los coeficientes de la descomposicién en fracciones simples pueden calcularse por igualacién, una vez se
han sumado todas las fracciones simples de la descomposicion; también pueden calcularse por igualacién
de valores numéricos de las funciones polindmicas en las raices del denominador, lo cual puede simplificar
notablemente los cdlculos a realizar. A partir de la descomposicién de la funcién racional r(z) en

fracciones simples, puede calcularse la integral indefinida [r(z) sumando una primitiva de cada una
de las fracciones simples de su descomposicién, la cual se determina como se expone a continuacién (se
mantiene la notacién empleada para describir la descomposicién en fracciones simples).

A
e Raices reales simples. En este caso se cumple / —— =Aln|z —a;
J r—a

e Raices reales muiltiples. Para estas fracciones se verifica

_ |
/ roaF - Do LShEm

e Raices complejas simples. Para resolver este caso, en primer lugar se escribe
2 2, .2
i tpr+q=(r—1)+s,
donde los nimeros reales r y s # 0 se determinan por igualacién de coeficientes. A continuacién se
aplica el cambio de variable definido por la ecuacién
r—r

r=g(t)=r+st — t:g_l(:c): _—

a partir del cual se obtiene

M(r+ st)+ N Mr+ N 1 t Mr+ N M.,
5= M - tant + —In(2 + 1
/ 22 +1) P /t2+1+ / 21 G Actant + = In(#7+ 1),

con lo que finalmente resulta

/ Mx+ N Mr + xr—r M m2+pm+q
= arctan + —In——.
J 22 +pr+q s ; 2 52

e Raices complejas miiltiples. En este caso se aplica el mismo cambio de variable que se ha indicado
en el caso anterior, obteniéndose

Mkr+Nk/' L, M / ¢
$2k—1 (T4 2k T 22 [ (1 42k

La primera integral se calcula por recurrencia (véase 10.2.5) y obsérvese que en cualquier caso debe
cumplirse k > 2, al ser raices multiples. Asi pues, se tiene

Myr + Ny / 1 - Mpr + Ny, t +2k73 / 1
ST Trer . T \2k—Dar e w—z2) TrerT)

o
v se sabe que para k = 1 se verifica / T = arctant. Para la segunda, resulta
M, / t M, 1
s22 | (T+12)F (2= 2k)s2k2 (14 2)F 1
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Por 1ltimo debe aplicarse la funcién inversa de la que define el cambio de variable empleado, esto

r—r .z . . ..
es, g~!(x) = ——. Los detalles de esta operacién se dejan como ejercicio.
s

10.2.11 EJEMPLO. Calcular la integral indefinida de la funcién racional

4t 4223 222 4 22— 1

r(z) = oS+t 4203 + 222 w17

En primer lugar debe efectuarse la division de los polinomios en potencias decrecientes, al ser ambos
del mismo grado; se obtiene

T —2
4+t 223 222+ +1

/ /1+/r1 —T+/r1()+C

y ahora debe calcularse la integral de r1(x). La descomposicién factorial del polinomio denominador es

=1+r(x),

r(r) =1+

con lo que

Pttt 2t +1=(x+1)(22+1)%

es decir, hay una raiz real simple y una raiz compleja de multiplicidad m = 2, con lo cual, la
descomposicion en fracciones simples es la siguiente:
T —2 A Bx+C Dr+FE
r1 (:l‘> = A 3 P} = + ) B} R
44+ 203 4+222 4+ 4+1  x4+1 2+ 1 (x2+1)

El cédlculo de los coeficientes de esta descomposicion da como resultado

con lo que finalmente resulta

/() +/ r—2 3/ 1 +3/3071+1/ 3r—1
r(z) ==z _ =r_2 2 z _
ot 223 2202 441 4) z+1 4) 2241 2 ) (x241)2

3 3, 3 3 1 1
:m—zln(m—l—l)—i—gln(m +1)—Zarctanz—4(m2+1) _5/(.772-1-1)2 —
3 3 3 3 1 : 1
=z — Zln(m—l— 1)+ gln(m2 +1) - Zarctanaf TIeIin 2 <2(m;’—|— 0 + §ar(:tana“,> =
3 3, 3
=T — Z 111(17 + 1) —+ g hl(I =+ 1) — arctanr — m + C

(C) Primitivacién de funciones trigonométricas.

10.2.12 El primer caso que estudiaremos es aquel en el cual la funcién trigonométrica se expresa como
producto del seno y/o el coseno de un monomio, esto es, si a,b, c,d € R, las funciones de la forma

f(z) = sen(ax+b) cos(cr+d), f(z) = sen(ax+b) sen(cx+d) y f(z) = cos(ax+b) cos(cx+d).
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Teniendo en cuenta las igualdades (véase el ejercico 15 del capitulo 6):

(cos(z — y) + cos(x + y))

1
senxseny = §(cos(z —y) —cos(z+y)), COSTCOSY = 3

sen T cosy = §(bGH(T —y) +sen(z +y)),

puede calcularse facilmente la integral indefinida de las funciones citadas; caso de haber méas de dos
factores, el método se reitera.

10.2.13 EJEMPLO. Si f(z) = sen(2z + 1) cos(z + 2), = € R, se tendrd

/5011(217 +1)cos(z+2) = / % (sen(3z 4 3) +sen(z — 1)) = —% cos(3x + 3) — %cos(:c -1 +C.

10.2.14 EJEMPLO. Para calcular f sen x sen 2 sen 3z, previamente debe escribirse

1 1 1 1
sen x sen 2 sen 3r = (5 cosT — 3 cos 5m> sen 3z = 3 cos xsen 3r — 3 cos 3x sen 3r =

1 1/1
= Z(senélm + sen 2.1?) — §<§ sen 61,),
1

1 1
con lo que se obtiene /scn xsen 2xsen 3z = —— cos 2z — — cosdx — — cos bz + C.

8 16 24

10.2.15 Vamos a un nuevo caso: el calculo de primitivas de funciones racionales de las funciones
trigonométricas seno y coseno, es decir, calcular primitivas de funciones del tipo:

P(senx,cosx)
r(senz,cosz) = Olsenz, cosz)’
0, COS T

donde P y @ son polinomios. Expondremos a continuaciéon la metodologia de aplicacion del método
del cambio de variable, con el objetivo de transformar la funcién racional r(senz, cos ) en una funcién
racional estandar. El cambio de variable que resulta més adecuado depende de algunas propiedades
particulares de dicha funcién racional, tal como se detalla a continuacién.

e Sila funcién racional r es impar en senz, esto es, es tal que r(—senxz, cosz) = —r(senz,cosz), el
cambio de variable méas adecuado es el definido por

r = g(u) = arccosu <= u=g ‘(v)=cosz.

e Sila funcién r es impar en cosz, es decir, es tal que r(senz,—cosx) = —r(senx,cosx), resulta
adecuado aplicar el cambio de variable definido por

r=g(u) = arcsenu <= u=g '(r)=senx.

e Sila funcién racional tiene simetria par en senx y cosz, es decir, es tal que r(—senz, —cosx) =
r(senz,cosx), el cambio de variable que resulta més adecuado es el definido por:

r=g(u) = arctanu <= u=g () =tanm.
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. . u 1
En tal caso, la expresién de senz y cosx en funcién de u es senr = ———— y €0ST = —.
u?+1 u? +1

e Si la funciéon r no cumple ninguna de las condiciones anteriores, entonces el cambio de variable
definido por

r=g(u) =2arctanu <= u=g '(r)=tan %

transforma la funcién racional trigonométrica en una funcién racional algebraica. En ese caso, la
expresion de senz y cosx en funcién de u es

2u 1 —u?

senr = —— y COST = ———.
u?2 41 u? +1

Por supuesto que este mismo cambio de variable puede aplicarse también en los casos anteriores,
pero los cambios de variable citados en cada caso simplifican, en general, los célculos a realizar.
Sen I cos T

10.2.16 EJEMPLO. La funcién racional trigonométrica r(senz,cosz) = T tiene simetria
sen

impar en cosx, pero no en senx. Aplicando el cambio de variable indicado en el segundo punto, se

obtiene
w1 —u? 1 B / U

14+u .\/17u2_ 14+u

=u—In(1+u),

Senxr cosr

con lo que, finalmente, resulta / = senx — In(1 4+ senx) + C. Si se aplica el cambio de

1+senz
2u 1—u? 9
. L. . T+  1+u? .
variable indicado en el cuarto punto, se obtiene / T 22‘“ . 5, que da lugar a unos cdlculos
. 1+ The 14+ u

notablemente mas complicados.

80112 xr

10.2.17 EJEMPLO. La funcién racional trigonométrica r(senz,cosz) = no cumple ninguna

24 cosx
condicién de simetria, con lo que abordaremos el cédlculo de su integral aplicando el cambio de variable
citado en el cuarto punto anterior, resultando

4u?

/ W 2 / 8u?
J 2+ i;ﬁ w2 +1 ) (u2+1)2(u2+3)

La descomposicion de la funcién racional en suma de fracciones simples es

Qu? 6 4 6

W+ 12w +3) w41 (W2+1)2 u+3

con lo que

/ su” 6 arctan u L arctanu + u 2v3 arctan —
——————— =(6arctanu — | —arctanu + ——— | — —— arctan —.
(u?2 4+ 1)2(u? + 3) 2 2(1 + u?) 9 V3
Asf pues, resulta finalmente
sen? o 11z senx 2/« 1 ;
sarw v osenr \/Earctan —trfmZ +C.
2+ cosz 4 4 9 V3 2
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(D) Primitivacién de funciones irracionales.
10.2.18 En este tltimo bloque del apartado abordaremos el calculo de las primitivas de algunos tipos
de funciones irracionales. Comenzaremos viendo el cdlculo de primitivas de funciones del tipo
1 P(z)
f@) = e, gl1) = L v 1
var? +bxr + ¢ vaxr? +bx +c

en las que P(x) indica una funcién polinémica de grado n. Se estudiard cémo calcular las primitivas de
las funciones del primer tipo y se verad a continuacion que las otras dos pueden reducirse a este primero

P(x)
(v — x9)™Vax? + bx + ¢

(2) =

mediante un cambio de variable adecuado.
1

Var2 +br + ¢’

ar? + bz +c=a((zx —r)*+5),

e Para calcular la integral indefinida / es conveniente escribir en primer lugar

y, a continuacién, aplicar el cambio de variable definido por

x—r
r=gu)=r+|slu = wu=g ' (z)= T
5
La primitiva que se obtiene depende de los signos de a y de s.
P(x
e El célculo de la integral indefinida /# si P(x) es de grado n = 1 es trivial, ya que

puede descomponerse en suma de una inmediata y otra del tipo anterior. Si el grado de P(x) es
n > 2, se escribe previamente

P(x) a
— =D r)Var? 4+ br + ¢) + ——m——e—oe,
var? +bxr +c (Q( ) ) var? +bx +c

donde Q(z) es una funcién polinémica de grado n — 1y @ € R; ambos se determinan a partir de
esta igualdad. Con ello se reduce el problema al calculo de la integral indefinida de una funcién del
primer tipo.

P(x
e Para calcular / (z) , se aplica el cambio de variable definido por
J (x —zo)™Vax? + bz + ¢
1 1 1
r=g(v)=20+—- <= v=g (v)= ,
v T — g

con lo que el problema se reduce al calculo de la integral indefinida de una funcién del tipo anterior.

1
VorZraz—1

corresponde a una funcién irracional del tercer tipo citado antes; aplicaremos el cambio de variable
correspondiente, es decir

10.2.19 EJEMPLO. Se trata de calcular la integral indefinida /( 12 que
J (z—

1 1 b} 2
r=1+— :(mfl)Q:—Z v 2m2+m71:2+—+—2,
v v voow

con lo que aplicando el cambio de variable en la funcién dada, se obtiene

1 —v
/ (:r,—1)2\/231",24—:6—1_/\/21)24—5@—1—27
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es decir, se ha obtenido una funcién irracional del segundo tipo en la que el polinomio del numerador

es de grado n = 1. Su resolucién es inmediata, ya que

—v 1 5 1
—_— = /202450424 - | —/ ——.
202 + 5v + 2 2 4 ) Vo2 +bu+2

Debemos ahora calcular la integral indefinida / para lo cual escribiremos

1
Vo2 £ 50 + 2’

5 9
202 + 50 4+2=2((v — )% +5) = 2((” + 2)2 - E>7

aplicando ahora el cambio de variable definido por

3t—5 dv+5
t = ’U:T = t= 3

> w

v—i—ﬁ*
1=

se obtiene

V2

3 _ argcosht
4 T Ty MBSt

1
/ \/2(31,4—5)24_51%4—5 +9

Asi pues, se tiene que

' —v 1 52 v 45
= — - V202 4+ 5v + 2+ ———argcosl
/ T, 2 Ve + oV + —l—4 5 argcom( 3 )7

y, en definitiva, la integral indefinida buscada es finalmente:

1 1 1 1 5v/2 45)+5
= ——4/2 2 | 9 cosh—r—1) "2 _
/ (-1 vz 1 2\/(I_1) +5(o—7)+2+ g argeosh——

1 5v2 s —1
= /224 —1+ O\g/_argcosh<5r .>+C’.

2z —1) 3x—3

10.2.20 Otro tipo de funciones irracionales que aparece con cierta frecuencia es el siguiente:

P1,P2, .-, Pr SO0 nimeros racionales, el cdlculo de la integral indefinida de funciones de la forma:

e ar + 0\ [ar+ 0\ ar +b\'"
"\ex+d "Nex +d U\ e +d ’

puede abordarse efectuando el cambio de variable definido por

m  ar+b b—dtm
= = x= ,
cxr+d ct™ —a
donde m es el denominador comun de los nimeros racionales p1,pa, ..., pr.

si

10.2.21 EJEMPLO. Para calcular la integral /m\/x — 1, aplicaremos el cambio de variable definido

por
l=z—-1 — mztz—l—l,
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2,5 2
que conduce al cdlculo de la integral indefinida (inmediata): /(t2 +1)t-(2t) = —t° + §t3, con lo que,
. 5
en definitiva, se obtiene

/I\/If = %(I*1)5/2+§(I71)3/2+C,

10.2.22 EJEMPLO. Para calcular la integral / se observa que m = 6 es el denominador

1
2Vr + Yz’
comun de los niimeros racionales p; = % Vv p2 = %, con lo que el cambio de variable adecuado para ello
es el definido por

tf=r — t=x1/6;
aplicando dicho cambio de variable, se obtie o/ ! 6t° =3 3f2+3f 31 (21‘+1) con lo cual

;a1 -ho camb » variable, se obtiene —Gt° =1 — ="+ =t — = In(2¢t n 1
P ’ 25 1 12 1T T3 ’

resulta finalmente

./ﬁ:f*%%‘f'%\(y_/*gln(Q%-Fl)-Fc.

10.3 FUNCIONES DEFINIDAS POR INTEGRALES.

Este apartado tiene por objeto el estudio de las funciones definidas por integrales, también conocidas
como integrales dependientes de un parametro, estableciendo sus propiedades més importantes: conti-
nuidad, derivabilidad e integrabilidad.

10.3.1 DEFINICION. (Funciones definidas por integrales). Sean [a,b] y [c,d] dos intervalos cerrados
de R; el producto cartesiano de ambos es el subconjunto I de R? definido por I = [a,b] X [¢,d] =
{(z,y) Ja<xz<bec<y<d} Sif:I— Res una funcién real definida en dicho subconjunto, para
cada yo € [c,d] puede definirse una funcién real de una variable f( ,%0): [a,b] — R, mediante

J(C,90)(@) = f(x,y0), para todo € [a,b].

Andlogamente, para cada zq € [a, b], puede definirse una funcién real de una variable f(zo, ):[c,d] — R
mediante

f(@o, )(y) = f(xo,y). para todo y € [c,d].
En la figura 10.2 se han representado dos de estas funciones en un caso concreto.

Supondremos que las funciones f( ,40) v f(zo, ) son continuas en su dominio, cualesquiera que
scan To € la,b] ¢ yo € [c,d]. Entonces, dichas funciones son integrables en su respectivo intervalo de
definicién, es decir, para cada zo € [a,b] y para cada yo € [c,d] existen las integrales

./:f( )y /jf(zno., ).

Ello permite definir dos funciones F: [¢,d] — Ry G [a,b] — R, mediante

F(y)—'/abﬂ,y) y G(af)—/cdf(ax)
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que suelen escribirse en la forma siguiente

b
F<y>:/ fayde  y G = [ fay)dy.

/hrec = G{xo)

Area = F(y,)

Figura 10.2. Interpretacion geométrica de las integrales dependientes de un parametro.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



10.3 Funciones definidas por integrales. 353

Estas funciones F y G se denominan funciones definidas por integrales, o también integrales de-
pendientes de un pardmetro. Obsérvese que la notacién tradicional de las integrales ayuda a clarificar
respecto a qué variable se hace la integracion. En la figura 10.2 puede verse la interpretacién geométrica
de estas funciones como el drea limitada por una curva.

10.3.2 EJEMPLO. Considérese el intervalo I = [0,2] x [0,1] C R? y la funcién f: I — R definida por
f(z,y) =2 +y* —1 para todo (z,y) € I.
Si 0 <yo <1 esun punto cualquiera del intervalo [0, 1], la funcién f( ,yo):[0,2] — R definida por
fCyo)(x) = 2% +yg — 1 para todo z € [0,2],

es continua en su dominio. Anélogamente, si 0 < 29 < 2 es un punto cualquiera del intervalo [0, 2], la
funcién f(zg, ):[0,1] — R definida por

fC,20)(y) =22 +y* —1 para todo y € [0,1],

es continua en su dominio. Asi, pues, las funciones F' y G seran las siguientes:

2 3 2
: 2
F(y):/(m2+?/2—1)dm:<r—+1/2m—m> — i ot l 0<y<r,
0 3 .3 3
! Y3 ! 1 2
G(w):/($2+y271)dy:<12y+'_—7y> =224+ —1=22-2, 0<z<2
Jo 3 0 3 3

La primera propiedad que se estudia de las funciones definidas por integrales es la continuidad.

10.3.3 PROPOSICION. (Continuidad de las funciones definidas por integrales). Sila funcién f: T — R
es continua en su dominio, las funciones F' y G definidas en 10.3.1 son continuas, respectivamente, en
los intervalos [¢,d] v [a, b].

Demostracion:

Probaremos la continuidad de la funcién F' en el intervalo [c,d]; la continuidad de la funcién G en
[a,b] se demuestra de forma andloga.

Sea yp un punto cualquiera de [¢, d]; por ser f: I — R continua en su dominio, dado € > 0 arbitrario,
. . & .
existe 6 > 0 tal que si |y — yo| < 8, entonces se cumple | f(x,y) — f(x,yo)| < o En consecuencia,

—a

se tiene

€

b b b b
£~ Fnl = | [ seaide = [ senan < [ 1) - el < [ 5=

lo cual prueba la continuidad de F' en el punto yp; la arbitrariedad del mismo prueba la continuidad
de F en el intervalo [c, d]. [

10.3.4 OBSERVACION. La proposicién anterior se conoce a menudo como la propiedad de paso al

Iimite bajo el signo integral, puesto que si yg € [¢, d], la continuidad de la funcién F' en dicho intervalo
permite escribir

b b b
lim/ flz,y)dr = lim F(y) :F(yo):/ f(m,yo)dm:/ lim f(x,y)dx.

Y—Yo Y—Yo a Y Yo
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De forma anéloga se cumple que

d d
lim/ f(m,y)dy:/ lim f(x,y)dy.

r—xo

A continuacién se estudia la derivabilidad de las funciones definidas por integrales F''y G en los
abiertos correspondientes.

10.3.5 PROPOSICION. (Derivacién bajo el signo integral). Si la funcién f:I — R es derivable
parcialmente en el conjunto Ja, b[x]c, d[ y las funciones derivadas parciales D, f y D, f son continuas en
sus dominios, entonces las funciones definidas por integrales F' y G son derivables, respectivamente, en
los intervalos |¢,d] vy ]a, b, cumpliéndose ademads las igualdades

) ~d
DF(y) = / D, f(x,y)dx, para todo y €]c,d] vy DG(z)= / D, f(x,y)dy, para todo x €la,b|.

Demostracion:

Probaremos la derivabilidad de la funcién F en el intervalo |e, d[; la derivabilidad de la funcién G en
la, b] se razona de forma andloga.

Sea y €]c¢,d| un punto cualquiera del intervalo; por definicién de derivada de una funcién en un
punto, se tiene

Ply+h) =Fly) o Sy hyde = [ [ y)de
h ~ a0 h -

DF(y) = lim

b b b
o fey+h) —fly (7 flayt+h) - [y,
_g,l_»mo./a > dI—.a’%/li% b dx—.a D, f(z,y)dz,
como se queria probar. [

10.3.6 COROLARIO. (Regla de Leibniz). Sean w,v funciones derivables y sea f: I — R una funcién
derivable parcialmente en el conjunto Ja, b[x]e, d[ y cuyas funciones derivadas parciales D, f y D, f son
continuas en sus dominios. Se cumple entonces la igualdad

v(z) v(x)
D[ iy = ( [ szm,y)dy) T Fa, o)) Do) — £, u()) Du()
Ju(x) Ju(x)

para todo z €]a, .

Demostracion:

v(x)
Designaremos mediante ¢(z) = / f(z,y)dy, para todo x €]a, b[, con lo que puede escribirse
Ju(x)

v(x) c v(z) u(x)
<p(fv):'/ f(ny)dm_/()f(ay)dy:/ f(m)dy;/ F,y)dy = o1(2) + a(a).

Con ello, la derivada de ¢ puede calcularse mediante

Dy(x) = D1 (x) — Dpa(x), para todo = €]a, b].
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Calcularemos la derivada de la funcién ¢1; la otra es completamente andloga. Observando que la
funcién @1 puede escribirse como la composicién

v(x)
v — (ola) — [ fe)dy,

t
y designando g(x,t) = / f(z,y)dy, aplicando la regla de la cadena para derivacién de funciones de
c

dos variables se tiene

v(z)
D¢y (x) = Dag(z,v(x)) + Dig(z,v(x))Do(z) = </ Dmf(fm})d?/> + [z, v(z))Do(z).

Andlogamente, se obtiene Dypo(z) = / Dmf(a?,y)dy> + f(z,u(x))Du(z). Restando ambas

derivadas, resulta la igualdad enunciada. [

10.3.7 EJEMPLO. Vamos a aplicar el corolario anterior para calcular la derivada de la funcién definida
por

rSen r 1 2 2
Fa)= [ =™y w2 0)

x
Se tendra

senx

2,2 2 2 2,2
DF(T) = —eTY (27.,(/2)(11/ + T sen T e ZeTTE ]
. Y sen
2, 2
sen xy? |senx 1 1
2,2 2 2 4 - 2 2 4

= 21‘,1/ efc Y dy + ez sen~ T __ _e:I: — xr“ sen“x _61- —

- tanx T T |, tanx T

2 2 4 4

xr~ sen” x xr
= 6— _ 6_ + ;Paﬁ sen® @ _ lpz‘l — _26 l 1 Prz sen® z

x T tanx x x r tanz

Para finalizar el estudio de las propiedades de las funciones definidas por integrales, estudiaremos su
integrabilidad.

10.3.8 PROPOSICION. (Integrabilidad de las funciones definidas por integrales). TLas funciones
definidas por integrales F' y G, son integrables sus respectivos intervalos de definicién y, ademds, se
cumple

./ch(y)dy = !/ab G(z)dx.

Demostracion:

La integrabilidad de las funciones F' y G es consecuencia inmediata de su continuidad. Para
demostrar con el rigor necesario la igualdad enunciada se requieren conceptos que no hemos tratado
en este texto, como por ejemplo la continuidad uniforme de funciones de dos variables. En cualquier
caso, puede consultarse, por ejemplo, la referencia [Or] para ver la demostracién completa.

No obstante, puede senalarse que si f: I — R es una funcién positiva en I, puede interpretarse
geométricamente la integral de F' en [¢,d] y la integral de G en [a,b], como el volumen del cuerpo
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tridimensional definido por Q = {(z,y,2) / (z,y) € I, 0 < z < f(z,y)}, con lo que su igualdad es
evidente a partir de dicha interpretacién. [

10.3.9 EJEMPLO. Vamos a comprobar la igualdad anterior con las funciones definidas por integrales
F'y G calculadas en el ejemplo 10.3.2. En efecto, por un lado se cumple

1 1 1
2 2 2
F(y)dy = M2 L= dy= [ 23+ = _2
/0 (y)dy /0 <?/ +3> y <3y +3y> =3
y por otro, se tiene

2 2 5
2 1 2 4
G(x)dx = 22—\ de = (23— Zp _4
./0 (x)de -/0 <T 3) v <3T 31) o 3

10.3.10 OBSERVACION. La igualdad enunciada en la proposicién anterior se escribe habitualmente

’/cddy./:f(:n,y)dm—'/abdm./cdf(m,y)dy,

motivo por el cual se denomina a la proposicién anterior teorema del cambio en el orden de integracion
v a las integrales que aparecen, integrales iteradas.

10.3.11 EJEMPLO. La interpretacion geométrica comentada en la proposicién anterior justifica el
hecho que las integrales iteradas se apliquen al calculo del volumen de cuerpos tridimensionales cuya

proyeccién sobre el plano sea un rectangulo. Asi, por ejemplo, para calcular el volumen de un cilindro
de radio R y altura H, si se considera dicho cuerpo como el conjunto definido por

Q={(z,y,2) /] 0<2x<2R, 0<y < H, —V2Rr — 22 < 2 < \/2Rx — 22},

entonces, teniendo en cuenta la simetria, el volumen V[Q] de dicho cilindro es

R H R
ViQ] :4/ dx/ V2Rx — x2 dy:4H/ V2Rr — 22 de = nR*H.
Jo Jo Jo

10.4 CALCULO APROXIMADO DE INTEGRALES.

10.4.1 El célculo de la integral de una funcién f:[a,b] — R mediante la aplicacién de la regla de
Barrow puede ser, en determinados casos, muy dificil o incluso imposible por la existencia de problemas
insalvables en la determinacién de una funcién primitiva de f; en estos casos, puede recurrirse a los
métodos de integracion aproximada, algunos de los cuales se estudian en este apartado. No es nuestro
propésito realizar un tratamiento exhaustivo del tema, del cual se ocupan los textos de Anélisis Numé-
rico, y nos centraremos en tres métodos: de los trapecios, de los rectdngulos y de Simpson.

10.4.2 Antes de entrar en el estudio de cada uno de los métodos citados, haremos unas consideraciones

de tipo general acerca de algunas hipotesis, idea general del planteamiento metodoldgico y sobre la
notacion empleada.
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e Los métodos para calcular aproximadamente la integral de una funcién en un intervalo se basan en
dos alternativas

1) la aproximacién de la funcién en subintervalos del intervalo dado (métodos de los trapecios y de
Simpson) para calcular después, a partir de ella, la integral de la funcién;

2) aproximar directamente la integral de la funcién en subintervalos mediante sumas de Riemann
(método de los rectangulos).

e Supondremos que las funciones de las cuales se plantea el célculo aproximado de su integral en un
intervalo cerrado [a,b] C R son continuas en dicho intervalo.

e Para calcular aproximadamente f; f, se cousiderard una particién p = {xg,z1,...,z,} del intervalo
[a,b] v, a partir de ella, unos intervalos I; = [x;,z;41], ¢ = 0,1,...,n — 1 en los cuales se calculard
la integral fh f= f:l’“ f, con el objetivo de aproximar la integral en [a,b] mediante la suma de
las aproximaciones obtenidas en cada intervalo I;, a partir de la propiedad establecida en (9.2.8).
Ello es factible, ya que si f:[a,b] — R es continua, la restriccién de f a cada uno de los intervalos
I;, i=0,1,...,n— 1 es también una funcién continua y, por tanto, integrable en dicho intervalo.

e (Como en todo método de célculo aproximado, nos ocuparemos también de acotar el error cometido
en dicha aproximacion, que designaremos mediante EM(fab f), donde el subindice M hard referencia
al método empleado. Sien cada intervalo I; se comete un error E]W(fli f), el error total serd la suma
de los errores parciales; acotando éstos se tendrd una acotacion del error total.

(A) El método de los trapecios.

10.4.3 Sea f:[a,b] — R una funcién continua y sea p = {zg,21,...,Tp} una particién de
[a,b]; el denominado método de los trapecios consiste, en esencia, en considerar en cada intervalo
I; = [x4,2i01], 0,1,...,n — 1 inducido por la particién la funcién cuya grafica es la recta que pasa por
los puntos (z;, f(z:)) v (zit1, f(zit1)) (véase la figura 10.3), esto es, la funcién cuya grafica es la cuerda
del arco de curva y = f(x), = € I; que une los extremos de dicho arco. Dicho de un modo informal:
se trata de sustituir la curva por un segmento de recta “que se le parece bastante”, calcular luego la
integral de la recta en cada subintervalo y sumar finalmente estas integrales. Veamoslo con mayor rigor
y en detalle.

. . b—a .
e Considérese la particién p = {xo,1,...,2,} del intervalo [a,b] definida por x; = a +1 , 1=
n

b—a

0,1,...,n; resulta evidente que, por definicién, se cumple x;41 —2; = h = ,1=0,1,...,n—1,
a

y que entonces cada intervalo I; = [z, 2;+1], i =0,1,...,n — 1 tiene la misma amplitud h = ,
n
esto es, se trata de una particidon cuyos puntos estan distribuidos regularmente.

e Sean las funciones g;: I; = [x;,7; + h] — R definidas por

flzi+h) — f(z; .
gl(T):f(fl‘l)-‘rw(T—Tz), z €l 1=0,1,...,n—1,
esto es, las funciones tales que, en cada intervalo I;, su grafica es la recta que pasa por los puntos
(24, f(x:)) v (x5 + hy f(2; + h)). La funcién g; es integrable en I; y la integral de g; en I; es una
aproximacion de la integral de f en dicho intervalo, cumpliéndose entonces

/j+h [ /:Jrh . /:Jrh <f(.77i) n M(T _ T1)> _

€T ) — f(a; 22 ih
M( ) = D)+ S+ m).

= f(zi)h +
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La interpretacién geométrica de esta integral es inmediata: es el area del trapecio rectangulo de
bases f(x; +h) y f(z:) y de altura h, lo cual da nombre a este método (véase la figura 10.3).

e TFinalmente, la integral de f en [a,b] puede aproximarse mediante la suma de las integrales de las

funciones g; en cada intervalo I;, i =0,1,...,n — 1, esto es
x;+h hn,fl o
123 / 9= 5 3 (F(m) + i+ 1) :52< Flasin)+ f(a+ G+ ) =
i=0 i=0

:h,<@+f(a+h)+f(a+2h)+...+f(a+(n_1)h)+@>7

que es la expresion del calculo aproximado de / f por el método de los trapecios.

e Obsérvese que si f:[a,b] — R es positiva y convexa en [a, ], el método de los trapecios aproxima
la integral por exceso y que si f es positiva y céncava, la aproximacion es entonces por defecto.

L »
Xi Xia1

Figura 10.3. Interpretacion geométrica del método de los trapecios.

Como ya se ha comentado, es importante conocer una cota superior del error que se comete cuando
se realiza un célculo aproximado; en la proposicién que sigue se establece una cota del error cometido
cuando se aplica el método de los trapecios basada en el conocimiento de una cota superior de la derivada
segunda de la funcién en el intervalo a, b].

10.4.4 PROPOSICION. (Acotacién del error en el método de los trapecios). Sea f:la,b] — R

una funcién de clase C%[a,b] y tal que K = sup |D*f(z)|. Si ET(fab f) designa el error cometido al
z€]a,b|
aproximar la integral de f en [a, b] por este método, se cumple entonces que

K(b—a)?
12n2

" - /abf—g§<f(a+ih)+f(a+(i+1)h)>
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Demostracion:

Se tratara de ver qué error se comete en cada uno de los intervalos I; = [z;,2;+h], i =0,1,...,n—1,
de acotar dicho error y, finalmente, sumar las acotaciones encontradas.

Con el método de los trapecios se aproxima la integral de f en el intervalo I; mediante

vith - h
/ f%i(f(fl‘z)ﬂ‘f(l’l‘i‘h)), i:O,L...,TL*L

con lo que en cada intervalo I;, i =0,1,...,n — 1, el error cometido es
h x;+h
Br([ £)= 50+ fwrm) - [ im0t
Jr; Ja;
Considérense las funciones ¢;: [0, h] — R definidas mediante
t i+t

esta claro que ¢;(0) = 0y que @;(h) = Er(f, f), i =0,1,...,n—1. Por otra parte, en virtud de su
definicién, las funciones ¢; son derivables dos veces en el intervalo 0, [ y se cumplen las igualdades

1 t t 1
Dgi(t) = 5(f () + flmi+0) + g Df (e +1) — [+ 1) = 5D +0) + 5(f(wi) — [l +0);
5 1 t o, 1 t o,
D pi(t) = §Df(~77i +1) + §D f(ri+1) - §Df(~Ti +1) = §D fli+1),
cualquiera que sea t €]0, h[, con lo que, teniendo en cuenta la definicién de K, puede afirmarse que
t
D%p;(t) < EK’ para todo t €]0,h[, i =0,1,...,n — 1.

A partir de la acotacién anterior se obtienen las siguientes:

t 3
t
\Dw(t)\:\/ D%, kD i—ot.me1,
0 12

t2 t
<k v lel=| [ pe
0
3

h3 b—a
W _ gl
12 12n3
error cometido en la aproximacién de la integral en el intervalo [a, b] mediante la suma de las cotas

del error cometido en cada uno de los intervalos I;, es decir

b n—1 n—1 _a 3 _a 3
B[ D= B[ =3 e <ol - KOgl

como se queria probar. [

para todo t €]0, h[, con lo que |p;(h)] < K . Finalmente, se obtendra una cota del

10.4.5 EJEMPLO. Como aplicacién del método de los trapecios, vamos a calcular aproximada-
2

mente la integral / 23, dividiendo el intervalo [0,2] € R en n = 10 subintervalos; se tiene entonces

0
9
h = TO = 0.2, con lo que

2 23
/ 22~ 0.2 <0.23 +0424+06>+08°+1+1.22+14%+1.63+1.8%+ 3> =
JO

=0.2(0.008 + 0.064 + 0.216 + 0.512 + 1 + 1.728 + 2.744 + 4.096 + 5.832 + 8) = 4.04.
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Puesto que la funcién 23: [0,2] — R cumple las hipétesis de 10.4.4 y K = sup |62 = 12, una cota
z€]0,2[
del error cometido en la aproximacion vendra dada por

ET('/:‘TB)

Como resulta evidente, los métodos para calcular aproximadamente la integral de una funcién en un
intervalo no se utilizan en casos como el anterior, en el cual la integral puede calcularse por métodos
analiticos. No obstante, en el ejemplo que sigue es imprescindible un calculo aproximado.

122-07° 8
12102 100 0

2
10.4.6 EJEMPLO. Se trata de calcular la integral: / e~ La funcién f:]1,2] — R definida por
1

f(x) = e~ os continua en R, con lo cual es integrable; no obstante, ya se ha comentado con anterioridad
que no es posible obtener una primitiva de esta funcién que pueda expresarse en términos de las funciones
elementales conocidas, con lo que el calculo de la integral anterior debe abordarse necesariamente
mediante métodos aproximados. Tomando, por ejemplo, n = 5 subintervalos del intervalo dado, se
tiene h = 1/5 = 0.2, con lo cual

2 -1 —4
/ e_zz ~ (0.2 (PT + e_<1'2)2 + e_<1'4)2 + e_(1'6)2 + e_(l'g)2 + %) ~ 0.13747.
J1

Para obtener una cota superior del error cometido, se observa que

4x2 —2  A4x? =2
< <

D*f(x) = e (42% — 2) , para todo z €]1,2],

e 2
9 422 -2 : ]
con lo que D?f(x) < — = 7.0, para todo x €]1,2[, y, en consecuencia, el error cometido en la
aproximacion anterior esta acotado mediante
2
2 7.0
E e ") < ——= < 0.025.
v /1 )< 1595 7

(B) El método de los rectangulos.
10.4.7 Sea f:]a,b] — R una funcién continua. Si se considera la misma particiéon p = {xg,x1,...,2,}

del intervalo [a,b] que se ha tomado en el método anterior, esto es, la particién definida por z; =

a+1

mismo ¢; = a+ (i+ %)h,, 1 =0,1,...,n—1, laintegral de f en I; puede aproximarse entonces mediante

, i =0,1,...,n, y en cada intervalo I; = [a + ih,a + (i + 1)h] se toma el punto medio del

~a+(i+1)h 1
/ f R hf(e) = hfat G+ gh), =011,
a-+ih

que puede interpretarse geométricamente de forma sencilla: es el area del rectangulo de base h y altura
f(ci), de lo cual se deduce el nombre de este método de integracién aproximada (véase la Figura 10.4).
En consecuencia, si C' = {co,¢1,...,¢,_1}, la integral de f en [a,b], puede aproximarse mediante la
suma de Riemann

b n—1
[ FRS(ne) =hY. fa+ G+ H)h),
@ i=0
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b
que es la expresion del célculo aproximado de / f mediante este método.
a

FEn la proposicién que sigue se obtiene una cota superior del error que se comete cuando se aproxima
una integral mediante el método de los rectangulos, conociendo como antes una cota superior de la
derivada segunda de f en el intervalo abierto.

y:f(X)

X; Ci Xi.1

Figura 10.4. Interpretacion geométrica del método de los rectangulos.

10.4.8 PROPOSICION. (Acotacién del error del método de los rectdngulos). Sea f:[a,b] — R

una funcién de clase C%[a,b] y tal que K = sup |D?f(z)|. Si ER(f; f) designa el error cometido al
r€la,b]

aproximar la integral de f en [a, b] por el método de los recténgulos, entonces se cumple (notaciones de
10.4.7):

b b n—1 1 (b _ (1)3
E = —h a+(i+ -)h)| < K————.
W[ 0= [r-ny st e pm) < kUG
i=0
(Obsérvese que, en las mismas condiciones el error cometido es la mitad del error correspondiente al
mdétodo de los trapecios).
Demostracion:

Jonsideremos las funciones ¢;: [0, 2] — R definidas por

c;+t ci+t c;—t
@7(f):2ff((1)7/ fZfo((1)7</ ff/ f>7 7/:0717'”71

Je;—t

En virtud de su definicién, se tiene por un lado que ¢(h/2) es el error cometido al aproximar la
integral de f en el intervalo I; por el método de los rectangulos y, por otro, que estas funciones son
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derivables dos veces en el intervalo |0, %[, cumpliéndose ademés las igualdades

Dei(t) =2f(ci) = flei +t) = f(ei = 1),
D%p;(t) = —=Df(c;i +t) + Df(ci — t) = —=2tD2f (&), i=0,1,...,n—1.

Notese que para establecer la tltima igualdad se ha aplicado la férmula del incremento finito a la
funcién Df en el intervalo [¢; — ¢, ¢; +t]. Se tiene entonces la acotacion

h
|D2pi(t)] < 2tK, te{o,ﬂ, i=0,1,...,n—1.

Integrando dos veces, se obtiene

t3 h] .
lpit)| < K—, te |0,=| i=0,1,...,n—1;
3 2
h? (b—a)® . s
con lo que ER(]“IY ) =wvi(h/2) < Kﬂ =Kg s i= 0,1,...,n — 1. Por ltimo, para obtener
Jr, n
el error cometido en la aproximacién de la integral de f en el intervalo [a, b], se suman los errores en
cada intervalo I;, i =0,1,...,n — 1, es decir

b n-1 n—1 _a)3 _a)3
ER<'/ n=y ERQ/I =Y elh/D <n UL UL

tal como se queria probar. L]

10.4.9 EJEMPLO.

1) La integral del ejemplo 10.4.5 calculada ahora por el método de los rectangulos con el mismo niimero
de intervalos es

2 9 3
/ 23~ 0.2 Z((i + 1/2)0.2) =0.2-19.9 = 3.98,
0 i=0

con un error inferior a 0.04.

2) Laintegral del ejemplo 10.4.6 calculada mediante el método de los rectdngulos y con el mismo nimero
de intervalos, resulta

.2 4
/ e 0.2 exp(—(1+ (i +0.5)0.2)%) =
1 i=0

= 0.2 (exp(—(1.1)%) + exp(—(1.3)%) + - - - + exp(—(1.9)?)) =
— 0.13414,

con un error menor que 0.0125.

(C) El1 método de Simpson.

10.4.10 Sea f:[a,b] — R una funcién continua y sea p = {xg,z1, ..., T, } una particién del intervalo
[a,b]. El método de Simpson consiste en la aproximacién de f en cada intervalo I; = [z, 2i41], 1 =
0,1,...,n — 1 mediante una funcién polinémica P, calculando luego su integral en I; que a su vez
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aproxima la integral de f en ese intervalo. Vamos a ver a continuacién el caso en el cual dicha funcién

polinémica es de segundo grado, pudiéndose establecer de forma andloga expresiones con funciones

polinémicas de grado mayor que 2.

Para definir de forma univoca una funcién polinémica de segundo grado deben tenerse tres puntos;
por ello, en la particion p = {xg,z1,..., 2y} los puntos se toman distribuidos regularmente y de
manera que los intervalos resultan del tipo I; = [22;, Zo¢;+1)] (véase la figura 10.5). Asi pues, debe
cumplirse que el ntimero n de intervalos inducidos por la particién sea par, pongamos n = 2m, lo cual
resulta si el niimero de puntos de la particién p adoptada es impar, esto es, si p = {xo,Z1,...,2T2m}

b—a
y entonces h = x4 —x; = ,1=0,1,...,2m — 1.

2m
Se trata, pues, de aproximar la integral de f en cada intervalo I; = [2g;, Zopir1)] = [T2i41 —
h,xa41 + h], i =0,1,...,m — 1 mediante la integral de una funcién polinémica de segundo grado

P(z) = A2 + Bix +Cy, © € I;, i = 0,1,...,m — 1 en dicho intervalo. Por comodidad
de notacién notaremos t el punto medio del intervalo y suprimiremos los subindices, es decir,
t+h rt+h
/ (Aa“,2+B:r,+C):/ P.
t—h t—h
Aplicando el cambio de variable definido por z = g(u) = v +t, Dg(u) = 1, resulta:

h

Tk ” 2 o A 3 B 2
/t_h P:/_h(A(u—i—t) 4 Butt)+C) = <§(u+t) + Bt +C(u+t)>

2

—h

= (?(t—kh):‘ + g(t+h)2 +C(t+h)> — (?(tfh)g—l- g(t—hf +O(t - h)> =
_ QA(H—h)Q+3(}B(t+h)+60(t+h,)— 2A(t_h>2+363(t_h)+60(t7h) _

_ 2P(t+h)+§(t+h,)+40(t+h)7 2P(tfh)+§(t*h)+40(t7h):

- %(P(wrh) + P(t—h)) + W(tﬂl) - W(t*h) =

6 6
= %(P(t +h)+ P(t—h)) + g(zlAtz + 4Bt +4C) = % <P(t +h)+ P(t—h))+ 4P(0)> :

Volviendo a la notacién original y teniendo en cuenta la coincidencia de los valores de las funciones
Jy Pi en los puntos wa;, 2i41 ¥ Tazi+1), ¢ = 0,1,...,m — 1, se obtiene

L2(i41) h .
/ [ g(f(in)+f(in+2)+4f(m2i+1)>a t=0,1,...,m—1.
24

Finalmente, si p = {xo,21,...,Zam} es la particién del intervalo [a,b] y, entonces, n = 2m es el

nimero de intervalos que induce dicha particién, resulta que la integral de f en [a, ] se aproxima
mediante

b m—1
/ [= % Z (f(Tzq) +4f(z2i41) + f(121t+2)>a
a i=0

expresion que se conoce como la formula o regla de Simpson.

Anélogamente a como se ha hecho en los dos métodos anteriores, vamos a acotar el error cometido

al aproximar la integral de una funcién en un intervalo mediante la formula de Simpson; en este caso se
requiere conocer una cota de la derivada cuarta de la funcion.
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y=g;(x)

y= f(x)

|

|

]

]

{

{

|

|

L 1
X2i X2i4+1 X2i+2

Figura 10.5. Interpretacion geométrica del método de Simpson.

10.4.11 PROPOSICION. (Acotacidn del error en el método de Simpson). Sea f:[a,b] — R una

funcién de clase C*[a,b] y tal que K = sup |[D*f(x)|. Si se designa mediante Es(f; f) el error
r€la,b]

cometido al aproximar la integral de f en [a,b] por el método de Simpson, se cumple
K(b—a)®
180n*

Es(/abf) = /abf - %tz;(f(mm) +4f(22i41) +f(-?7211+2))‘ <

Demostracion:
Se consideran las funciones ¢;: [0,h] — R, i =0,1,...,m — 1 definidas por

"Toi+1+1

wi(t) = %(f(T’QH-l —t) +4f(z2i01) + f(T20401 + t)) - / f, te€0,h].

Toiy1—1t

El error cometido al aproximar la integral de f en el intervalo I; = [x9;, Z9;+2] por el método de
Simpson, viene dado por ¢;(h), i =0,1,...,m — 1. Derivando en la expresién anterior, no es dificil
probar que se cumplen las igualdades

t
D3pi(t) = <§(D3f(x27-+1 +t) — D3 (w541 — t)) , te€]o,h, i=0,1,...,m—1.

Aplicando la férmula del incremento finito a D3 f en el intervalo [re;11 — t, 241 + t], se obtiene

D? f(wgi1 + 1) — D f(woipn — 1) = 2tD* (&), @21 —t < & < a1 +1,
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con lo que |D3p;(t)| = %D?’f(&) < K%ﬁ, i=20,1,...,m —1, de donde, integrando tres veces, se
deduce que

h? (b—a)® .
‘ES(/ f)‘ lpi(h)| < K90 K 5o 1=0,1,...,m—1

JI;
El error total en el intervalo [a, b] estard acotado por la suma de los errores correspondientes a cada
uno de los intervalos I;, es decir, se cumplira

n (b —a)? (b—a)d
| <= -
/ Z k)l < 5 Kog5ms— = K 5o

como se queria probar. L]

2

10.4.12 EJEMPLO. La integral / 23, caleulada aproximadamente aplicando el método de Simpson
0
con n = 10, da como resultado

/zmS 032( (0.2) +2(0.4)* +4(0.6)* +2(0.8)® +4(1) +2(1.2) + 4(1.4)* +2(1.6)* + 4(1.8)* +2%) = 4.

Obsérvese que en este caso K = 0, con lo que el método da resultado exacto.

2
10.4.13 EJEMPLO. La integral / efmz, calculada por la aproximacion de Simpson tomando n = 6

J1
intervalos, esto es, h = % = 0.16666, vale

2
/ e ™" & 0.05555 (0.36787 + 4(0.25638) + 2(0.16902) + 4(0.1054)+
1
+2(0.06217) + 4(0.03479) + 0.01831) = 0.13523,

siendo inmediato establecer que el error esta acotado por 0.001 (hdganse los detalles como ejercicio).

10.5 ALGUNAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL.

El concepto de integral de una funcién en un intervalo tiene un inmenso campo de aplicaciones,
tanto en el propio dmbito de la Matemadtica (algunas de ellas las desarrollaremos en este apartado)
como en otros ambitos relacionados con la Ingenierfa y las Ciencias Aplicadas (Mecdnica, Electrotecnia,
Quimica, etc). Abordarlas todas serfa una pretensién tan inverosimil como initil y debe ser en cada
ambito donde se justifique dicha aplicacion y se desarrolle de forma adecuada.

(A) Area de un subconjunto del plano.
10.5.1 Sea f:[a,b] — R una funcién acotada y positiva en su dominio; ya se ha comentado que la

integral de f en el intervalo [a,b] puede interpretarse como el drea del subconjunto W C R? definido
por W = {(T y) eR?/a<xz<b 0<y< f(x)}, drea que designaremos A[W]; asi pues, en este caso

AW] = / f. Sila funcién f:[a,b] — R no es positiva en [a, ], el drea puede calcularse mediante la

integral / |f] (véase la figura 10.6(a)).
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y:|f|(X)
a) m—0
i
i
i
v /
= /5 -
| i
l I
' 1
e |
- |
~~~~- I
---—-é
y=f(x)
b) y:f(X)
y=g(x)
i
a b -
c)

Figura 10.6. Aplicacion de la integral al cdlculo del drea de un subconjunto del plano.

Si g:la,b] — R es otra funcién acotada definida en el intervalo [a,b], tal que g(x)
f(x) paratodo z € [a,b], el 4rea del subconjunto del plano definido por W = {(x,y) € R* / a
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b b b
x <b, glx) <y < f(x)}, puede calcularse mediante la integral A[W] = / - / g= / (f—g).
(Véase la figura 10.6(b)). ‘ o ‘

Si no se cumple la condicién g(z) < f(x) en el intervalo [a,b], entonces el drea del subconjunto del
plano cuya ordenada estd limitada por las curvas planas y cuya abscisa estd en el intervalo [a, b], puede

b
calcularse mediante la integral: A[W] = / |f — gl

Finalmente, si existe un ntmero finito de puntos de interseccion entre las graficas de las curvas
{ai,ag,...a,}, el drea del subconjunto del plano cuya ordenada estd limitada por las curvas planas
y cuya abscisa estd en el intervalo [a,b], puede calcularse mediante la suma de integrales A[W] =

Q41

p—1
Z/ |f —g|- (Véase la figura 10.6(c)).
k=1"¢

k

10.5.2 EJEMPLO. Veamos dos ejemplos de aplicacion de esta metodologia.

1) Se trata de calcular el drea limitada por las pardbolas dadas por las ecuaciones
2 g 2 . _
r°—3y=0, 22" +3y—12=0.
Los puntos de interseccién de ambas curvas son: P(—2, %) v Q(2, %); si se consideran las funciones

222 22
f(T):4fTa 16[7221 y Q(T):?a .’ITE[*Q,QL
se cumple g(z) < f(z) para todo x € [—2,2], con lo que de acuerdo con lo expuesto anteriormente,

;2 222
puede calcularse el drea del subconjunto W = {(z,y) eR?/ —2<2<2, % <y<4-— %} ,

awi= [ e o= [ (02 -2)=2

J =2

mediante

2) Para calcular el drea limitada por las curvas y = cosz y y = senx entre ¢ = 0y # = 27, se
observa que en el intervalo [0,27] dichas curvas se cortan en dos puntos: P(7, @) vy Q(57%, fg)

En consecuencia, el intervalo queda dividido en tres subintervalos, en los cuales se cumple

senx < cosz, si 0 <z <

. m . ™
;0 cosx <senzx, si ZSJ:SSZ; senz < cosz, si 5Z§I§27r.

N

Por lo tanto, el drea del subconjunto W C R? limitado por las dos curvas consideradas en el intervalo
0 <z < 27 se calculara mediante la suma de tres integrales, esto es

z 5% 27
AW] = /4 (cosz —senz) + / ' (senz — cosz) + / (cosxz —senz) =
0

x =
Jz J5E

2w

= 4V/2.

P -
y )

N

+ (—cosx —senz)| + (senz + cosx)

0

= (senx + cos )

P -
Y o

wlH

10.5.3 OBSERVACION. En ocasiones, para calcular el drea limitada por dos curvas planas resulta
mucho mas practico plantear los calculos considerando que la ecuacion de las curvas planas se
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expresa mediante z = ¢(y), la cual se deduce, si ello es posible, de la ecuacién y = f(z) mediante
transformaciones algebraicas adecuadas. Con este planteamiento, denominado método de las franjas
horizontales, el area del subconjunto del plano definido por

W ={(z,y) eR* /e <y <d, p(y) <z <¢(y)}

(véase la figura 10.7) puede calcularse mediante la integral

d
AW = / (1) — ¢(y)-

siendo véalidas consideraciones similares a las efectuadas en 10.5.1 en cuando a signo, desigualdades y
descomposicién del intervalo.

} \

x=(y) x=¢ (y)

Figura 10.7. Célculo de dreas “por franjas horizontales”.

A

y=fz(x)

F{x,y)=0

y=f1 (X)

t
1
|
|
|
|

J—

a b

Figura 10.8. Célculo de dreas planas: caso mds general.
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10.5.4 OBSERVACION. En otros casos, el subconjunto W C R? se define como el limitado por una
curva plana de ecuacién F(x,y) = 0, esto cs, viene dado por W = {(z,y) € R* / F(z,y) < 0}, (véase
la figura 10.8). En este caso, las funciones a integrar, esto es, f1, fa: [a,b] — R en un caso, o bien, las
funciones 1, ¢a: [c,d] — R en el otro, se obtienen a partir de la ecuacién de la frontera o contorno
de W, que es el conjunto definido por W = {(z,y) € R* / F(z,y) = 0}, despejando la variable
correspondiente. Por otra parte, los limites de las variables se determinan a partir de la resolucién de
los sistemas de ecuaciones siguientes:

DyF(z,y) = D, F(z,y) =

b

F(‘T’ay):O? v F(T7y):0
0 . 0.

A partir del primero de ellos se obtienen los valores de a y b, para aplicar la metodologia descrita en

10.5.1 y a partir del segundo, los valores de ¢ y d para aplicar lo visto en 10.5.3

(B) Caélculo de dreas utilizando coordenadas polares planas.

10.5.5 Las coordenadas polares de un punto (x,y) € R? son (r,0), donde 7 > 0 es la distancia del
punto al origen de coordenadas y 6 €] —m,7[ es el dngulo que forman la semirecta que une el punto con
el origen de coordenadas y el semieje positivo de las x. Se relacionan con las coordenadas cartesianas
mediante las ecuaciones

r=rcosf y y=rsend.

Si un subconjunto del plano estéd limitado por dos semirectas de ecuaciones 0 = 61 y 0 = 05 y dos curvas
planas de ecuaciones r = f(0) y r = g(0), esto es, si el subconjunto W estd definido por

W= {(r,0) /01 <6 <0, g(0) <r<f(0)}

(véase la figura 10.9), el cdlculo del drea del subconjunto W puede plantearse como se ve a continuacion.
Sip={0; =01 <62 < ... <9 = g,} es una particién del intervalo [0, , 6], el &rea del subconjunto
limitado por las semirectas § = 0%F) y 0 = 9*+D =12 ... ,n— 1, y las dos curvas de ecuaciones
r= f(0) y r=g(0), puede aproximarse mediante el drea de la parte de corona circular dada por

1
Ay = §<f(wk)2 - g(wk)2> (O*+D — gy €]g®) gD 1 <k <n—1.

Entonces, una aproximacion al area del subconjunto W vendréa dada por las sumas de Riemann
n—1

Z <f(wk)2 - g(wk)2> (O%k+1) — (k)Y

k=0

n—1
1
> A=
2
k=1
Si las funciones f y g son continuas, en virtud de 9.3.2 se cumplira

n—1 02
AWw] = lim%]%%(f(wk)?g(wm)(a““)9(“)—%/ (O~ 90)?)

pEP[O1, 01

que es la expresion que proporciona un método de calculo del drea de un subconjunto del plano, utilizando
coordenadas polares planas.
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\
N
< ¢ =t )

3]
6

>

Figura 10.9. Area de un subconjunto mediante coordenadas polares planas.

10.5.6 EJEMPLO. Vamos a calcular el drea del subconjunto limitado por la circunferencia de centro el

punto (a,0) y radio a y las semirectas de ecuaciones § = Ly § = I (véase la figura 10.10). La ecuacién

4
de la circunferencia en coordenadas cartesianas es: (z — a)? +y? = a2, es decir, 22 + y? — 2az = 0. En
coordenadas polares planas, esta ecuacion se transforma en: r = 2a cosf. El subconjunto W del cual se

quiere calcular el drea, esta definido por

W={(r0)/ <0<, 0<r<2acosb},

m
47

ool 3

con lo que su area se calculard mediante la integral:

1 [7/4 /4 /4 0820 4 9v3
AW = 2 / (2a cos 9)2 = 2a” / cos?h = 2a2/ + ;OS _Tr + - \/—az.
/s Jm/8 /8

10.5.7 EJEMPLO. (Lemniscata de Bernoulli). Vamos a ver ahora otro ejemplo, que por otra parte es
un clasico del cdlculo de areas en coordenadas polares planas: se trata de calcular el area del subconjunto
W c R? limitado por la curva de ecuacion 72 = 2a2 cos26, 0 < 6 < 27 (véase la figura 10.11), curva
que se denomina lemniscata de Bernoulli. La simetria del subconjunto que corresponde a la gréfica de
esta curva permite calcular el area como cuatro veces el area sombreada en la citada figura; con las
notaciones de antes, el subconjunto del cual calcularemos el drea se describe en la forma siguiente:

Wy = {(r,0) ERQ, 0<6< %, 0<r<av2cos20},

con lo que el céleulo de su area se hara mediante la integral

A[W] = 4A[W,] = 4<% /z 2a? cos 26’) = 2a2.
0
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t -
(a,0) (2a,0)

Figura 10.10. Ilustracién del ejemplo 10.5.6.

A

/4
-av2 av2

Figura 10.11. Gréfica de la lemniscata de Bernoulli.

(C) Volumen de un sélido de revolucién.

10.5.8 Sea f:[a,b] — R una funcién acotada y positiva en el intervalo [a,b] de R; si W € R? es el
subconjunto definido por

W={(zy)/a<z<b 0<y<flz)}
se desea aplicar el concepto de integral de una funcién en un intervalo para calcular el volumen del
cuerpo generado por la rotacién de W alrededor del eje de abscisas, volumen que se designara mediante
V[y = 0, W] y cuya metodologia de cdlculo se justifica a continuacion.

Sea p = {xg,x1,...,Tn} una particion del intervalo [a,b] y sea un subintervalo I; = [x;,x;41] C
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[a,b], 0 < i < n—1. El volumen del cuerpo 2; limitado por la superficie de revolucién y los planos
de ecuaciones r = x; y ©* = x;4+1, puede aproximarse mediante el volumen del cilindro cuya base es el
circulo de radio f(¢;), siendo ¢; € I; y altura x;41 — x4, es decir

V[QJ ~ ﬂf(cj)2(xj+1 — Cl‘,), ci € 1.

FEn consecuencia, el volumen del cuerpo € es aproximado por la suma de los voliimenes de los n cilindros
correspondientes a cada subintervalo I;, es decir, se cumple

n—1 n—1
V[Q] ~ ZV[QJ a Zﬂ—f(ci)Z(Ii—H —x), ¢ €l i=0,1,...,n—1
i— i=0

Con la interpretacién de la integral como sumas de Riemann, puede afirmarse entonces que

n—1 b
VIQ=Vy=0;W]= nll)r_ir_loo ;’Hf(ci)2($i+1 — ) = 7r/a f(z)?,

que es la expresion buscada. Si la rotacién del subconjunto W se realiza en torno a una recta horizontal
de ecuacién y = h, entonces es inmediato ver que

b

Viy=h;W] =7 / (f(2) — h)*.

Ja

Tiene asimismo interés obtener la expresion del volumen del cuerpo generado mediante la rotacion de
un subconjunto W del plano en torno al eje de ordenadas, de ecuacion r = 0; manteniendo notaciones,
dicho volumen se indicard mediante Y[z = 0; W] y, entonces, el volumen del cuerpo 2f generado por la
rotacion del subconjunto

W ={(x.y) €R2 [ w € L, 0<y < f(a)}

puede aproximarse mediante el volumen del tubo cilindrico €2; generado por el conjunto

Wi={(z,y) eR® Jz€l;, 0<y < flei)ymi < i < @i},

cuya expresién es V[Q;] = (2}, —27) f(c ) = (T1+1 +x)f(ei)(Tic1 — i), @ < ¢ <xipq. Asl pues,
teniendo presente que V[QF] ~ V[QJ, i=0,1,. — 1, la suma de Riemann

n—1 -

Z Z T7+1 +'T’L (Ci)(xi-}—l*zi)v TiSCiSIiJ,—l, Z.:Oala"w,n’*la

i=0 i=0

es una aproximacion del volumen buscado, que vendra expresado mediante

VI =Viz=0W]= lim <7T i(T’Hl + ) f(ei) (i1 — l‘i)) =2n / zf(z).

i=0

Si el conjunto W gira en torno a una recta vertical de ecuacién x = k, entonces el volumen del cuerpo
Q) generado por la rotaciéon de W entorno a esta recta puede calcularse mediante

b

Vix = kW] = 27r/ (r—k)f(z).

Ja
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-

O

Figura 10.12. Toro generado por la rotacion de un circulo.

Veamos unos ejemplos ilustrativos de la metodologia que se acaba de desarrollar.

10.5.9 EJEMPLO. Si el subconjunto W C R? es un circulo, el cuerpo generado por su rotacion
en torno a una recta exterior al mismo, se dice que es un toro; se denomina radio interior del toro
(designado a) a la distancia del circulo a la recta respecto a la cual gira, y se denomina radio exterior
del toro (notado b) a la suma de su radio interior a y el didmetro del circulo que engendra el toro (véase
la figura 10.12). Se trata de calcular el volumen del toro en funcién de sus radios interior y exterior.

Para abordar la resoluciéon de este ejercicio, tomaremos un circulo de radio r centrado en punto
(0, R), cumpliéndose R > r; entonces, el toro es el cuerpo € generado por la rotacién de este circulo W

en torno al eje de abscisas, siendo su radio interior a = R — r > 0 y su radio exterior b= R+r >0y

a+b b—a ., . .
yr= —5 La ecuacién de la circunferencia de centro el punto

(0,R) y radio r es 2% 4+ y? — 2Ry + R? — r? = 0, a partir de la cual se obtendran las funciones que
deberan utilizarse en los cédlculos, que son

f) = R4V =02 € l—aal, vy  fols) = R— Vi =4, a € [—a,al.

Con ello, el toro € es el cuerpo de revolucién generado por la rotacion, en torno al eje de abscisas, del

conjunto
W:{(T,,y)ERQ/ —r<z<r, R—vVr2—22<y<R+Vr?2— 22}

cumpliéndose entonces que R =
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Teniendo en cuenta la simetria del toro respecto al plano x = 0, su volumen puede calcularse entonces
mediante la integral

Viy = 0; W] = 2<7r /Or(fl(m)Q - fQ(x)2)> =or /0 ARr? — 22 =

T — a2 2 N b\ (b—a\® =
:87TR<%+%MCSGH§> 0:27r2Rr2:27r2 <a—£ ><12a> :%(i)—ka)(b*"')?a

que es la expresiéon que se queria encontrar.

Por supuesto existe otro planteamiento alternativo al que hemos efectuado: consiste en considerar la
circunferencia de centro en el punto (R,0) y radio r < R, con lo que el toro € es entonces el cuerpo de
revolucién generado por la rotacién del circulo en torno al eje de ordenadas. Como ejercicio, detéllense
los calculos en este caso y compruébese la coincidencia de resultados entre ambos planteamientos.

L

Figura 10.13. Volumen de un casquete esférico.

10.5.10 EJEMPLO. Vamos a obtener la expresion del volumen de un casquete esférico € de altura
H en una esfera de radio R (véase la figura 10.13). Un planteamiento posible para ello es el siguiente:
considerar la circunferencia de centro en el origen de coordenadas y radio R, cuya ecuacién es x2 432 =
R? y el conjunto W € R? definido por W = {(z,y) e R* / R—H <z <R, 0 <y <R —22}. Con
ello, el casquete esférico 2 es, precisamente, el cuerpo que resulta de la rotacién de W en torno al eje
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de abscisas. Por lo tanto, el volumen de €2 puede calcularse mediante

R ™
V[Q = Viz = 0;W] :w/ (R? — %) = <H*(3R — H).

JR—H

(D) Longitud de un arco de curva plana.

10.5.11 Sea f:[a,b] — R una funcién acotada en su dominio y derivable en el abierto ]a, b[; designemos
mediante

L ={(z,y) €R* / z € [a,b],y = f(2)}

el arco de la grifica de f formada por los puntos cuya abscisa estd en el intervalo [a,b]. Queremos
deducir una expresién que permita el cdlculo de la longitud de dicho arco, que indicaremos por £(T).

Sea p = {xo,71,...,7,} una particién del intervalo [a,b] y designemos por I; = [r;,2:41], i =
0,1,...,n— 1 cada uno de los subintervalos inducidos por esa particion; designemos mediante

F7:{(Ty) ERz/mEIivy:f(‘T)}a i:1727"'an717

el arco de la grafica de f formada por los puntos cuya abscisa estd en el intervalo I;. Si admitimos que
la longitud de este arco puede aproximarse por la longitud del segmento que une sus extremos, se tendra

. _ T 2 1/2
L)~ (@ip1 — )% + (f(wisn) — fl@:))?) " = <1 n <M> ) (Tie1 — 20),

Tit1 — T

(i=1,2,...,n—1). En consecuencia, la longitud del arco de curva estard aproximada por la longitud
de la poligonal formada por los segmentos que unen los extremos de los subintervalos I; y teniendo en
cuenta la interpretacién de la integral como sumas de Riemann, se cumplird

£(r) = H,EIEOOTS <1 N <f($i+1) ~ f(ffi))2>

1/2 "
e (@is1 =) = [ VIZDF@
i=0 o v a

que es la expresiéon buscada.

10.5.12 EJEMPLO. Se desea calcular la longitud del arco de pardbola y = 22 en el intervalo [0, 1].
Si se considera la funcién f:[0,1] — R dada por f(z) = 22 y aplicando 10.5.11, se tendra

1 [
L) = / V1+(22)2 = g + iln(? + \/5) ~ 1.47894.
0

(E) Area de una superficie de revolucién.

10.5.13 Sea f:[a,b] — R una funcién acotada y positiva en su dominio y derivable en el abierto Ja, b[.
Si se designa mediante

2
I'={(z,y) eR” [z €a,b],y = f(x)}
el arco de la gréfica de f formada por los puntos cuya abscisa esté en el intervalo [a, D], se desea calcular
el drea de la superficie de revolucion generada por la rotacién de I' en torno al eje de abscisas, que
indicaremos Aly = 0,1']. Vamos a desarrollar una metodologfa para ello.
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Sip = {zo,21,...,2n} es una particién del intervalo [a,b] y designamos por I; = [z;,x;11], i =
0,1,...,n—1 cada uno de los subintervalos inducidos por la misma, puede aproximarse el area generada
por la rotacién de I' entre x = x; y £ = x;41, por el drea de un tronco de cono tal que la longitud de su
circunferencia media es

LiZQTI'f((Ti), (‘,iGL;, 7::0,1,..../’)’1,—1

y cuya apotema viene dada por

Dy = /(wiv1r — )2 + (Df (i) (wir1 — 20)2 = V1 4+ (Df(ci))? (i1 — 70).
En consecuencia, el drea del tronco de cono serd

Ai = LiDi = (27Tf(67))< 1 +Df(Ci)2 (I'H-l - 171')>7 = 0,17 P 1.

Asf pues, el drea de la superficie de revolucién generada por la rotacién de T' en torno al eje de abscisas,
puede aproximarse mediante la suma de Riemann

> =23 f(e)(VIFDIGP (o —22)).
i=0 i=0

con lo que finalmente, el drea citada puede calcularse mediante

n—1 b
Aly =0T = lim 2wy f<m>(\/1 DI (w1 — >) —2r [ f() VT DI
i=0 a

Se prueba de forma andloga que el area de la superficie de revolucion generada por la rotacién de I' en
torno al eje de ordenadas, que designaremos por A[z = 0;T'], puede calcularse mediante

b
Az =0;T] = 27r/ x\/1+ (Df(x))2.

10.5.14 EJEMPLO.

1) Vamos a calcular el drea de un casquete esférico como el que se ha descrito en 10.5.10. Si se considera
la funcién f:[R — H,R] — R definida por f(z) = v R? — 22, dicha funcién es derivable y su

derivada es v

Si se considera el arco de curva definido por T'= {(z,y) € R* / 2 € [R— H, R], y = f(z)}, el rea
del casquete esférico sera

R 2
A[,1/:0;I‘]:27r/ \/szmZ-\/1+%:27TRH-
R—H -7

2) Pruébese como ¢jercicio que el drea de la superficie del toro descrito en 10.5.9 es
Aly = 0;T] = 2(8? — a?),

manteniendo notaciones y significado.
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(F) Volumen de un cuerpo de seccién conocida.

10.5.15 Considérese un cuerpo tridimensional €) tal que existe una recta que lo atraviesa y puede
conocerse el drea A(u) de cualquier seccién resultado de cortar el cuerpo por un plano ortogonal a
dicha recta (véase la figura 10,14), variando u en un intervalo [a,b] C R. Se trata de establecer una
metodologia que permita calcular, en estas condiciones, el volumen de dicho cuerpo.

Sea {a = ug,uy, ..., u, = b} una particién del intervalo [a, b] y sean I; = [u;,u;+1], i=0,1,...,n—1,
los subintervalos inducidos por la particién. Puede aproximarse el volumen de este cuerpo mediante la
suma de Riemann

n—1
ZA(Ci)(UH—l —u;), c;e€l;, i=0,1,...,n—1,
i=0

con lo que dicho volumen se podra calcular mediante la integral

n—1 b
V[ = lim ZA(C,;)(UM—U,;):/ A(u)du.

n—-+400 4

AREA SECCION = A(u)

Figura 10.14. Volumen de un cuerpo tridimensional de seccion conocida.

10.5.16 EJEMPLO. Un cuerpo tridimensional 2 tiene por base una elipse de ejes 2m y 4m; toda
seccién de dicho cuerpo obtenida por interseccién del mismo con un plano vertical perpendicular
al eje mayor de la base es un tridngulo equildtero. Calcular el volumen de dicho cuerpo. Para

2 2
- : LTy
resolverlo, puede considerarse que la base es la elipse de ecuacion — + — =1, -2 < x < 2.

Una seccidon situada a distancia = del origen de coordenadas es un triangulo equildtero de lado 2y
y altura yv/3, con lo que el drea de la seccién correspondiente del cuerpo puede expresarse mediante
Alz) = & 2)(V3) = y*V3 = @(4 — x?). Finalmente, teniendo en cuenta la simetria del cuerpo
respecto del plano z = 0, el céalculo del volumen puede hacerse, de acuerdo con lo expuesto en 10.5.15,
mediante la integral ,

2 G 3 G

V[Sz]:Q/ £(4—m2): V3 4 z :?ﬁ.
o 4 37, 3
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10.6 EJERCICIOS.

1. Dadas las funciones f,p: I = [-0.5,0.5] — R definidas por

1 x?
r)=—o\——1, el y T)= —, €l
() 2 /() V(1 — x2)x?
compruébese si ¢ es una primitiva de f. Calctlese la integral de f en el intervalo I.

2. Sea f:R — R una funcién real continua y periédica de periodo fundamental 7' > 0; pruébese que
a+T
a) la integral / f mno depende de a;

Ja

b) si, ademds, la funcién f tiene simetria impar, entonces la funcion F:R — R definida por
x

F(x) = / f, © € R es periddica y tiene periodo T

a
3. Calcilense las derivadas de las siguientes funciones:

T q t4 1 3t — 9 3 t . 7 2 1
a) / i i b) / — <) / arctant;  d) / e ;e / ;
Jio ot J. t+1 Ja Jo cos?u Jo ¥ +1

3

sen t 0 T Int
Inz
f) / arcsin u;g) Lﬂr; h) / t?cost; i) / (% —1)e”.
JO T B

.5 Jet T Jx? —Int

2
T 2 T 1+=x 67t
T e sent -+
4. Calctlense los siguientes limites: a) lim —z2 ;b)) lim 2—0—; ¢) lim =—
z—0 2 z—0 ¢ z—0 32
e sent T e
0 0
zz+31+3
5. Se considera la funcién p: R — R definida por ¢(x) = / f(t), x € R, siendo f:R — R

Jo
una funcién real derivable y tal que Df(t) > 0 para todo t > 0y f(0) = 0.
a) Probar que la funcién ¢ es dos veces derivable y calcular la funcién D2.

b) Calcular los extremos relativos de la funcién ¢.

1
6. Se considera la funcién f: R — R definida por f(z) = / senVt, x € R. Probar que f es derivable

y calcular D f(m/2). -

., . t o, sil1<t<2, . .,
7. Sea f:R — R la funcién definida por f(t) = . Se define ahora la funcion
2(t—1), sit>2.
r+1
¢:R — R mediante ¢(z) = / f, x € R. Calcular Dp(z) en cualquier punto = > 2. Calcular la

xr
integral y comprobar el resultado.
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™ T Ky
8. Probar que si f:[0,1] — R es una funcién continua, se cumple / xf(senx) = 5/ f(senx) =
0 0

/2 T
Tsenzx
™ senz). Aplicarlo a la integral: —_—
_/0 U ). Ap & _/0 1+ cos?x
y 1 11 R
9. La funcién f(z) = — es > 0y, no obstante, se cumple == = 0. Discutir cual es el
x o T|_,

error de este razonamiento.

b 2 b b
10. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales: </ fg> < </ f2> . </ g2>.

1
Como aplicacién, probar que se cumple: / Ve < 0.47.
0

11. Sea f:[a,b] — R una funcién de clase C™[a,b] y sea T—1(f;x0) el polinomio de Taylor de grado
n—1de f en el punto g €la, b[. Probar la formula de Taylor con resto integral:

t D f()

n 7_1)! (xz — )" tdt, para cada = €]a,b[.

ﬂ@*%qﬁmmm:/

a

12. Si E es la funcién “parte entera”, se definen las funciones f, F: I =[0,2] — R mediante

x
f)y=t—E), tel y F(T)z/ f, xel
0
Estudiar la continuidad de estas funciones en su dominio. Calcular la integral de F en I.

13. Aplicando el teorema de integracién por partes, calciilense las siguientes integrales:

T Ed e /2 1 100
a) / xcosz; b) / e’senw; «) / Inz; d) / e* cosw; e) / z3e?; f) / re 7.
0 0 1 —7/2 0 J10

/2
14. Para cada numero natural n = 1,2, ..., se designa por I, la integral I, = / sen” .
0

a) Determinar una férmula recurrente que permita calcular I, en funcién de I,,_o (sugerencia: aplicar
la integracién por partes); b) Calcular I, para todo p > 1;  ¢) Calcular I, para todo p > 1.

15. Aplicando el cambio de variable que se indica en cada caso, calctilense las siguientes integrales:

4/3 1 In2
a _— t) = senht; b et —1, t) = 1In(1 + t%);
0 ) [ VEL g =mae )

- 1 ‘R
c) / ——— g(u) =2arctanu; d) / VvV Rx — 22, proponer un cambio adecuado.
o 3+2cosx 0
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16. Aplicando el método de primitivacién por partes, calcular las integrales indefinidas siguientes

a) /lnm; b) /ar(:tanm; c) /m2 sen ; d) /1263‘”'
e) /w, f) /em COS T; 2) /m2 Inz; h) /ln2 x;
T

i) / :r,?’ez2' ) " x arcsen T

; m k) / sen(ln z); 1) / o1+

17. Aplicando el método de primitivacién por cambio de variable, calcular las integrales indefinidas
siguientes:

1 1 x2 sen r
a) | ———; b) | ——; ¢) | —; d) ;
J et 4e " V25 — 1622 V1—2ab cos?x
lnzx eve 1
\ . f - . ¥ 2Inx, I /—
o [ ) == o [ ) [ =

i) arctan ) e’ ) k) 3z ) 1) x+1 .
T+a2 Vo ime VaZ 1 ’

2 -1
3 —1 1
m) —_— n) sen a cos ; o)
r—1 (

z—1)72+2

18. Calcular la integral indefinida de las siguientes funciones racionales:

4 822 —6x+5 222 + 3
a) | ——5 5735 D) ‘ ;o) ;
J (z—=1)2(22+1)2 J 23 =3x24+7x -5 (31“2—i-12
a3 22+ xd
AR A
(2 +1) 2—z+1 ot 222
r+1 1 T+ 2 2 +2
H . 3 . k
0 ,/xz—l’ j) ,/12+10x+13’ ) /:r—l—l / 1’

SNk N B

1Tt

19. Calcular la integral indefinida de las siguientes funciones trigonométricas:

a) /80112 x; b) /scnsx' c) /cos41’ /cos4x cos 2z;

CoS 27
cos 3z cos® x; sen 3z cos 5; g) 5
cos?z’ 1+tanz + tan:(
/ /lf(oq"r k) /CO§2T8911T+1 / cosT
1+senz’ 1+senx sen 1+ coszx’
' T T
111 / (097"—1—2%111"—1—3 / qonT—l—(‘ho O) / SCH(Q)COS(S)
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20. Calcular la integral indefinida de las siguientes funciones irracionales:

T+ 3 1

, 1 . 1 ,
/\/xZ—i—x—i—l’ b) Vi —dr +5 ) /\/231724—:1",—17 4 / (e +1)vVa2 +1’

v/ WJ R R P

21. A titulo de recapitulacién, calcular las integrales indefinidas que se indican a continuacién,
aplicando en cada caso el método que se crea més oportuno y justifiquese:

"1+ tanx 1113 T T scn ln:r
a) [ ——; b) ; o | =
1—tanx V2 +1
22
© /T2+2; /
. Inz
Y VT oV1—Ilz
nlz

/ v
q) /3161; g 2 s) /0082(1111’,); /arcscna“
. T .
1/x

22. Se define la funcién  f:]0, +oo[— R mediante f(z) = / cos(zt?). Estiidiese la derivabilidad
SV

—a?, z.
b P‘r,

Arcsen T
12

tan? T;

e
==
/ Vr+inz
: x

n(ln 1:)

\\\

0) / sen 27 cos® 2;
x

de f y calcilese la funcién derivada D f.

"¢ sen 22
23. Se define la funcién ¢:]0, +00[— R mediante ¢(z) = / g. Estidiese la derivabilidad
1/x ’

de ¢ y calcilese la funcién derivada De.

m t
24. Seca f:]0,4+00[— R la funcién real definida por f(z) = / arctan —. Calcilese la funcién derivada
0 T

D f por derivacion bajo el signo integral y por integracién directa.

25. Mediante la aplicacién del método de los trapecios, calcilense las integrales que siguen con un
2
1

1
error menor que 1072 a) / exz, b) / —.
Jo J1

26. Mediante la aplicacién del método de Simpson, calcilense las integrales que siguen con un error

1, 2 3 2
menor que 1073: a) / e, b) / -, ¢ / -, d) / cos x>,
0 1T 1T 1

27. Elaborar un procedimiento que, mediante la aplicacién del método de Simpson, permita calcular
aproximadamente: a) In2; b) arctan(.4, con un error menor que 1072
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28. Deducir una férmula de integracién aproximada que sea exacta para los polinomios de grado 3, de
manera andloga a la formula de Simpson deducida en el texto para polinomios de grado 2.

29. Se trata de aplicar el calculo aproximado de integrales por el método de los trapecios a la aproxi-

macién del nimero real 7, partiendo de la igualdad % = / T2 Para ello, se pide:
Jo

1

— verifica |D2f(z)| < 2 para todo z € [0,1].
— D) <2 p 0.1]
b) Calcular aproximadamente el nimero 7 tomando n = 10 y acotando el error cometido.

)
)

a) Pruébese que f:[0,1] — R definida por f(z) =

C

d

Calcular aproximadamente el niimero 7 tomando n = 50 y acotando el error cometido.

Deducir el valor minimo de n para asegurar una aproximacion que tenga un error menor que 1076,

30. Calcular el area de los subconjuntos del plano limitados por las curvas que se indican:

1) las parabolas y? =2pr y 22 = 2py;

[N}

la pardbola y? =2z y el circulo 2% +9% = §;

3) el arco de sinusoide y =senz ylasrectas z=0, r=7myy=1/2;

>~

las circunferencias 22 +y2 =9 y (z—3)° 442 = 9;

t

(=2}

las pardbolas x = —y2 +2y, = =1y>—2y+2 y el ¢je de abscisas;

2 4

)
)
)
) las curvas y=e%, z=1—192 y el cje de abscisas;
)
) la curva y? = 22 — 2.

7

22 2 22 2
31. Calcular: a) el drea comin a las elipses: — + b_2 =ly w+==1 b) el drea limitada por

dos circunferencias del mismo radio tales que cada una de ellas pasa por el centro de la otra.

32. (alcular el volumen de los cuerpos de revoluciéon generados por la rotacion del subconjunto del
plano que se indica, al girar en torno al eje que se especifica en cada caso:

1) conjunto limitado por: y = 422, x = 0, y = 16, al girar en torno al eje de ordenadas;

3

2) conjunto limitado por la curva 32 = 23, el eje de abscisas y la recta = = 1, al girar en torno de

los ejes de abscisas y de ordenadas;
3) conjunto limitado por la pardbola y = kx? y la recta y = b, al girar en torno al ¢je de ordenadas;

4) conjunto limitado por la curva y =1Inz ylasrectas =1, z=e y y =0, al girar en torno de
los ejes de abscisas y de ordenadas;

5) elipsoide de revolucién generado por rotacién de la elipse 422 + 932 = 36, al girar en torno del eje
de ordenadas;

6) toro generado por rotacién de la circunferencia x? 4 y% = 4, al girar en torno de la recta z = 3.

33. Se considera el subconjunto W del primer cuadrante del plano limitado por la recta 2z +3y =6 y
la clipse 422 4 932 = 36. Calcular

a) el drea del subconjunto W;

b) el volumen generado por la rotacién de W al girar en torno al ¢je de ordenadas.
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34. Determinar el volumen de los cuerpos siguientes:

a) sdlido de base circular de 4 m de radio, tal que toda seccién plana perpendicular a un didmetro fijo
de la base es un tridangulo equilatero;

b) sdlido de base eliptica de ejes 10 m y 8 m, tal que toda seccién plana del mismo perpendicular al eje
mayor es un triangulo isésceles de 6 m de altura.

¢) cono recto de altura H, cuya base es una elipse de semiejes a y b.

35. Calcular el volumen de un tronco de cono de radios r < R y altura H: a) aplicando el método
consistente en caracterizarlo como el resultado de la rotaciéon de un subconjunto del plano al girar en
torno a un cierto eje;  b) aplicando el método consistente en caracterizarlo como un sélido en el cual
se conoce el area de una seccion cualquiera en relacién a un eje.

36. Un vaso cilindrico de radio R y altura H esta lleno de agua; se va inclinando el vaso hasta que
la superficie libre del agua (horizontal) pasa por un didmetro de la base. Calctilese el volumen de agua
que queda entonces en el vaso.

37. Un depésito de agua tiene la forma de un cilindro recto circular de radio de la base R y altura H
y esté inicialmente lleno de agua. En la base del depdsito hay un orificio de desagiie de seccion o, el
cual esta tapado con un tapén. Calcilese el tiempo que tarda el depdsito en vaciarse desde el momento
en que se quita el tapon.

38. Determinese la forma que debe darse a un depédsito de revolucién para que la velocidad de descenso
del nivel del liquido que contiene sea constante a lo largo de todo el proceso de vaciado (reloj de agua).

10.7 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[Ap] APOSTOL, T.M. Anadlisis Matemdtico.

FExcelente texto para ampliar conceptos sobre métodos de calculo de integrales y sus aplicaciones. En
esta obra se desarrolla la teoria de la integral de Stieltjes (o de Riemann-Stieltjes) en el capitulo 7y en
el capitulo 10 se trata la integral de Lebesgue.

[Ba] BARTLE, R.G. y D.R. SHERBERT. Introduccién al Andlisis Matemadtico de una variable.
En el capitulo 6 de esta obra se trata la teoria de la integral de Riemann, con un esquema bastante
similar al del capitulo que acabamos de ver en el desarrollo de los contenidos. Se echa de menos, quizd,
un apartado dedicado al célculo de primitivas. Contiene una excelente colecciéon de ejercicios propuestos
que complementan de forma adecuada el desarrollo de los temas.

[Ca] CALM, R., N. COLL y R. ESTELA. Problemes de Calcul.
En el capitulo 7 de este texto se encontrara una buena coleccidn de ejercicios resueltos sobre aplicaciones
de la integral, principalmente en los ambitos de la geometria y la fisica.

[Li] LINES, E. Principios de Andlisis Matemdético.

De este excelente texto tiene interés la consulta de los capitulos 22 y 23. El capitulo 22 trata basicamente
los teoremas fundamentales del Célculo y el capitulo 23 se ocupa del desarrollo de la metodologia para
el calculo de funciones primitivas. A destacar también la muy buena coleccién de ejercicios y problemas.
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[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

Se recomienda la lectura del capitulo V de este excelente texto, que se desarrolla bajo un esquema similar
al que hemos visto aqui. Es recomendable asimismo la lectura de la nota histérica sobre el cédlculo
integral, asi como el apéndice en el cual se demuestra el teorema de Lebesgue sobre caracterizacién de
la integrabilidad Riemann mediante el conjunto de puntos de discontinuidad. Ejercicios interesantes y
muy bien seleccionados.

[Ste] STEIN, S.K. Célculo y Geometria Analitica.

Se recomienda la consulta de los capitulos 7 y 8 de este texto; el primero de ellos se dedica al célculo
de primitivas, aspecto que aborda con todo detalle, y el segundo a las aplicaciones geométricas y fisicas
de la integral. Contiene una excelente coleccion de ejemplos ilustrativos de los temas tratados, asi como
de ejercicios propuestos.

[Spv] SPIVAK, M. Calculus.

Pueden consultarse el capitulo 14, dedicado a los teoremas fundamentales del Calculo y su significado
y el capitulo 18, en el cual se desarrollan los métodos de primitivacién. Como en ocasiones anteriores,
recomendamos especialmente los ejercicios propuestos de este texto por su cuidada seleccién y por ser
un complemento idéneo de los conceptos y métodos desarrollados.
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CAPITULO 11
INTEGRALES IMPROPIAS

RESUMEN DEL CAPITULO

El objetivo de este capitulo es la generalizacion de la nocion de integral de una funcién en un intervalo
cerrado [a,b] C R, en el sentido de ampliar alguna de las condiciones que intervienen en la definicion
de integral que se ha visto en el capitulo 9. La necesidad de esta generalizacion esta motivada por la
existencia, tanto en el campo de la propia Matematica como en muchas de sus aplicaciones técnicas, de
determinadas situaciones que lo requieren. A lo largo de este capitulo, cuando hablemos de funciones
integrables, significa que lo son en el sentido de Riemann, visto en los capitulos 9 y 10; las definiciones
que se verdn tienen sentido tnicamente para dichas funciones.

La citada generalizacion de la nocion de integral se llevara a cabo distinguiendo los casos siguientes:
— cuando la funcién es acotada y el intervalo de integracidn no es acotado; son las denominadas

integrales impropias de primera especie y se estudiaran en el apartado 11.1;

— cuando la funcién no es acotada y el intervalo de integracion es acotado; son las denominadas

integrales impropias de sequnda especie y se estudiaran en el apartado 11.2;

— cuando se dan simultdneamente las dos condiciones de no acotacién de la funcién y del intervalo;
son las denominadas integrales impropias de tercera especie y se estudiaran en el apartado 11.3.

En el apartado 11.4 se verdn las funciones definidas por integrales impropias (o integrales impropias
dependientes de un pardmetro), estudio que generaliza el realizado en el capitulo anterior (véase el
apartado 10.3).

Por tiltimo, en el apartado 11.5 se estudian dos funciones muy importantes: las funciones “Gamma”
v “Beta” de Euler, también conocidas como funciones eulerianas.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



386 11. Integrales impropias.

11.1 INTEGRACION DE FUNCIONES ACOTADAS EN INTERVALOS NO
ACOTADOS.

En este apartado vamos a generalizar la nocién de integral para funciones cuyo dominio es un

intervalo no acotado de R, es decir, si a € R, intervalos del tipo [a,40o[ no acotados superiormente,
| — o0, a] no acotados inferiormente o | — 0o, +0o[= R no acotados por ninguno de sus extremos.

11.1.1 DEFINICION. (Integrales impropias de primera especie).

Sea f:[a,+o0o[— R una funcién real, acotada en su dominio. Si f es integrable en todo intervalo
xr

[a,z] C [a,+o00] cualquicra que sea = > a, es decir, si existe la integral / f, cualquiera que sea

x > a, puede definirse entonces una funcién £ [a, +oo[— R, mediante F(z / f, x €la,+o0].

Se define la integral impropia de f en [a,+00[, mediante

-+oo
/a - yll}-fI—loo/ f= xllvl-&l-loo F(z).

Si dicho limite existe y es finito se dice entonces que la integral impropia converge, o bien, que es
convergente. Si el limite anterior no existe o no es finito, la integral impropia se dice que diverge o
que es divergente.

De forma andloga, si una funcién f:] — oo,a] — R es integrable en todo intervalo [z,a] C] — oo, a]
cualquiera que sea x < a, puede definirse entonces una funcién G:] — oo,a] — R, mediante
a

G(r) = fy x €] — 00, a]; se define entonces la integral impropia de f en ] — oo, a], mediante
x

/ f=lim / f= "l G(x).

Si este limite existe y es finito se dice que la integral impropia es convergente y, en caso contrario,

se dice que es divergente.

Por dltimo, si una funcién f:R — R es integrable en todo intervalo [x,y] C R, se define entonces
“+00

la integral impropia / f, mediante la suma de los limites
—0o0

“+oo
/ f= lim f—l— lim / f= lim G(x)+ lim F(y),

o Tr——00 y—-+oo T——00 y——+oo

siendo @ € R un nimero real cualquiera y siempre que la suma tenga sentido. Como antes, se dice
que la integral impropia es convergente si ambos limites existen y son finitos y que es divergente en
caso contrario. Es inmediato razonar que ni la convergencia ni, es ese caso, el valor de la integral
dependen del punto a € R que se haya tomado.

Los tres tipos de integrales impropias de primera especie que acabamos de ver pueden reducirse
a
al primero de ellos mediante un sencillo cambio de variable. En efecto, si en la integral / f

efectuamos el cambio de variable definido por

€r = g(t) = 7t7 Dg(t) = 717 te [70’7 +OO[7
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resulta que

a a —a [ “+o0
[ f@= i [ pw) = i ey =t [ seo= [ e,

u——oo [ (—u)——o0 J_, u—+00 J_ —a

“+o0
que es una integral impropia del primer tipo. Vale lo mismo para el tercer tipo / f. En
— o0
“+o00
consecuencia, centraremos nuestro estudio en las integrales impropias del primer tipo, / f.
a

e Hacemos observar que algunos autores denominan convergentes a las integrales impropias con limite
finito (es decir, con valor real), divergentes a las que tienen limite infinito y oscilantes a aquellas
cuyo limite no existe.

o0
En la figura 11.1 puede verse la interpretacion geométrica de la integral impropia / !
Ja
A
|
> X
a

Figura 11.1. Interpretacion geométrica de la integral impropia de primera especie.

11.1.2 EJEMPLO.

+oo 1
1) La integral impropia / 1122 es convergente, puesto que existe y es finito el limite:
Jo xr
‘ " 1 4 u . -
lim = lim (arctanz)| = lim arctanu = —.
u—+oo [ 1+ 2 u—+00 0 Uu—+00 2

+0o0
2) La integral impropia / — es divergente, puesto que no es finito el limite:
J2 x

u

= lim lnu—1n2= + cc.
u—+00

“1
lim —= lim (Inx)
U— 400 2 €T uU——+00 9
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/2

3) La integral impropia / coST no es convergente, puesto que no existe el limite:
J—o0
/2
lim / cosr=1— lim senz.
Z——00 Jz Z——00
+oo 1

4) La integral impropia / es convergente, puesto que existen y son finitos los limites:

Jooo 1+a?

a Yy a Yy
. 1 . s . .
lim + lim = lim (arctant)| + lim (arctant) =
r——o0 [, 1+ 12 y—+oo J, 1+ 12 T——00 z y—+oo

a
( ¢ ( 7T)) . (7r ¢ ) T . ™
= (arctana — (— = — —arctana) = —+ — =.
2 2 2 2
11.1.3 EJEMPLO. Si p € R es un nimero real, vamos a estudiar la convergencia de las integrales

+0oo
impropias / e P en funcién de p € R. En virtud de la definicién vista en 11.1.1, si p # 0 se
a

lim e P = lim <fle*pm>

cumple

u e~ Pu e—Pa

=— lim
u—+0o P p

u—+00 U—+00 p

El limite depende del signo del nimero real p, cumpliéndose

a

a

sip>0 entonces lim e % =0

)
uU— +00

sip <0 entonces lim e P* = 4o0.
U— +00
Obviamente, si p = 0 la integral impropia es divergente. En consecuencia, puede afirmarse que
+o0 +o00 —pa
. . . . —px —px €
* 81 p > 0, la integral impropia e es convergente y se cumple e = ;
Ja Ja p
+o0
* s p <0, la integral impropia / e PT es divergente.

Ja

11.1.4 EJEMPLO. Sea a > 0; de modo similar a lo visto en el ejemplo anterior, si p € R es un niimero
+o0 1
real cualquiera, pueden considerarse las integrales impropias: / —- Se propone como ejercicio
X
Ja
razonar con detalle que:
“+o0

1 Tl alr
1) Sip > 1, la integral impropia / — es convergente y se cumple / — = .
Ja P Ja r p-—1
00 1
2) Sip <1, la integral impropia / —
T

a

es divergente.

11.1.5 OBSERVACION. ( Valor principal de Cauchy de una integral impropia). En el caso de la integral
" 400
impropia [ conviene precisar un detalle: es posible que dicha integral impropia no sea convergente

— 00
de acuerdo con la definicién vista en 11.1.1 pero que, no obstante, exista el denominado valor principal
de Cauchy de la citada integral, el cual se define mediante

ve (/: / ) = i / !

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



11.1 Integracién de funciones acotadas en intervalos no acotados. 389

“+0oo
En efecto, considérese la integral impropia / T2 y estudiemos su convergencia de acuerdo con
J —oco
la definicién de (11.1.1), esto es

a

/+°° f i [ —— /y ! lm S(u(l+2) + lim ~(In(1+ )
11m 1m —_— = m —=(in m —={(in
142 a—>-0of, 14+1t2 y—too ), 1+1t> 2—>-002 . y—Foo 2

Yy

a

. 1 2 : 1 2
— lim 5111(1—}-1 )+Z’Erfw§1n(l+y ).

Tr——00

Ambos limites son infinitos, con lo que la integral impropia considerada es divergente. Pero, por otro
lado, si se calcula el valor principal de Cauchy de esta integral impropia, se obtiene

+o0 t
V0</_Oo —1+t2>:0

11.1.6 PROPOSICION. (Propiedades bdsicas de las integrales impropias de primera especie). Sea un
intervalo no acotado de R, I = [a, 4+00]; se cumplen las propiedades siguientes:

1) Si f,g:1T — R son funciones cuyas integrales impropias en I son convergentes, cualesquiera que

sean A\, 1 € R se cumple
“+0oo +o00 “+oo
/ (/\f+/t9):/\/ f+/t/ 9,

2) (Generalizacién de la regla de Barrow). Sea f: I — R continua en su dominio; si ¢ es una primitiva
de f y existe y es finito el limite lim (x), se verifica
xr——+00

400
/ f= lim o) - pla)

a r— 400

3) (Generalizacion de la féormula de integracién por partes). Sean w,v: ] — R funciones de clase
+oo

CY(I); si la integral impropia / uDv es convergente y existe y es finito el limite hgl_l u(x)v(x),
r— oo
a too
entonces la integral impropia / vDu es convergente y se cumple
a

+o00 +o0
/ vDu = lim wu(z)v(x) —ula)v(a) — / uDwv.

r— 400

4) (Generalizacion del teorema del cambio de variable). Sea f:I — R una funcién continua en su
dominio; supongamos que J = [b,+oo[ es un intervalo no acotado de Ry que g:J — [ es una
biyeccién de clase Ct(J) tal que g(b) = a, t_l}gloog(t) = +o00, Dg(t) # 0, para todo t € .J. Entonces
+00 +oo

la integral impropia / (fog)Dg es convergente si, y sélo si, la integral impropia / [ es
b too too a

1= eans

asimismo convergente, verificindose que /
a

Demostracion:

Todas ellas se demuestran simplemente por paso al limite en la propiedad correspondiente de la
integral. L]
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390 11. Integrales impropias.

Vista la definicién de integral impropia de primera especie y estudiadas sus propiedades bésicas,
abordamos a continuacién un nuevo aspecto de gran interés: establecer criterios que nos permitan
afirmar el caracter convergente o divergente de una integral impropia sin necesidad de recurrir a su
calculo explicito. Empezaremos con el denominado criterio de Cauchy.

11.1.7 PROPOSICION. (Criterio de Cauchy). Una condicién necesaria y suficiente para que la integral
~+00
impropia [ sea convergente, es que cualquiera que sea € > 0, exista k > 0 tal que cualesquiera

-y
que sean x,y > k, se cumpla entonces que ‘/ f‘ < ¢ (véase la figura 11.2).
xr

Demostracion:
“+o0
Veamos que la condicién es necesaria. Si se supone que la integral impropia / [ es convergente,
x a
entonces existe y es finito el limite L = liIil / [ por definiciéon de limite, dado € > 0 arbitrario,
r— oo Ja

existe k > 0 tal que
xr
‘/ f—L‘ <% para todo z > k,
Ja

con lo que si z,y > k, se verifica

L= [l =\ [r-rlele- [ <5052

lo cual prueba que la condicién es necesaria.

Para ver que la condicién es suficiente, supondremos cierta ésta y consideraremos la funcién integral
de f, esto es, la funcién F definida por F(x) = ]; f para todo = > a; se sabe que esta funcién es
continua en todo intervalo [a,z] C R, esto es, en el intervalo [a, +00[. Sea (an), N una sucesion
cualquiera tal que lima,, = +o00; vamos a probar que la sucesién (F(ay)), N es de Cauchy. En
efecto, dado £ > 0 arbitrario, existe ng € N tal que a,, @, > k para todo n > ng, con lo que

\Flan) = Flay)| = ‘/aa" / 7/:mf‘ B /ajn f‘ N

siempre que n,m > ng, lo cual prueba que la sucesién (F(ay)) es de Cauchy y, por lo tanto,
convergente. Teniendo en cuenta ahora la continuidad de F en [a, +00[ y la relacién entre continuidad
y limites de sucesiones, se obtiene inmediatamente la existencia del limite lim F(z), esto es, la
r—+0o0
“+o0

convergencia de la integral impropia / f. L]
a

11.1.8 COROLARIO. (Condicién necesaria de convergencia) Si la integral impropia de primera especie

“+o0
f es convergente, se cumple entonces que lim  f(z) = 0.
a r——+00
Demostracion:
Evidente a partir del criterio de Cauchy. L]

La condicién necesaria anterior no es suficiente, como demuestra el hecho de que la integral impropia

+0o0
/ — es divergente (véase 11.1.4) y, no obstante, la funcién cumple la condicién necesaria. En los
T
a
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11.1 Integracién de funciones acotadas en intervalos no acotados. 391

enunciados que siguen supondremos que las funciones cumplen la condicién necesaria de convergencia
cuando ello no se mencione explicitamente.

>
V2

|I<x y

\/

Figura 11.2. Ilustracion del criterio de Cauchy.

7
'

Figura 11.3. Interpretacion geométrica del criterio de comparacion.

11.1.9 PROPOSICION. (Criterio de comparacion). Sean dos funciones f,g: [a, +0o[— R integrables
en todo intervalo [a,z] C [a,+o0[ y tales que

lg(z)| < f(z) para todo = € |a,+o0].

—+00 +o0
Si la integral impropia [ es convergente, entonces la integral impropia / g es también
Ja

Ja
convergente (véase la figura 11.3).
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392 11. Integrales impropias.

Demostracion:

Se hard aplicando el criterio de Cauchy (11.1.7). En virtud de la convergencia de la integral impropia

“+o0
/ f, dado € > 0 arbitrario, existe un k£ > 0 tal que cualesquiera que sean z,y > k, se cumple
Ja

Y
/ f‘ < e. En consecuencia, cualesquiera que sean y > = > k se cumple también que
xr

Y y y v
/g‘s/ o< [ f=‘/ f‘<s,
Jaxr T T Jr

+0o0

lo cual prueba la convergencia de la integral impropia / g. L]
a

11.1.10 COROLARIO. Sean dos funciones f,g:[a,+o0o[— R integrables en todo intervalo [a,x] C

+o0
[a, +oo] ¥ tales que f(x) > g(x) > 0 paratodo x € [a,+oo[. Si la integral impropia / g ecs
a

+oo

divergente, entonces lo es también la integral impropia / f.
a

Demostracion:

Evidente, pues en virtud de las propiedades de la integral de Riemann se cumple

“+o0 “+o0
/ fz/ g = 0;
+o0

si la integral impropia / g no es finita, tampoco puede serlo / I L]

a a

400

11.1.11 PROPOSICION. (Criterio del cociente). Sean dos funciones f, g: [a, +oo[— R integrables
en todo intervalo [a,z] C [a,+oo[ y tales que f(x) >0 y g(r) > 0 para todo z € [a, +oo[. Si existe el

limite L = lim =, se cumplen entonces las propiedades siguientes:
+o0 g

“+o0 +o0
1) si 0 < L < 400 las integrales impropias / [y g tienen el mismo caracter, es decir,

a Ja
son ambas convergentes o ambas divergentes. En particular, si (f ~ g)(+o0) o bien si f y g son
infinitésimos del mismo orden en +oo, las integrales impropias correspondientes tienen el mismo
caracter.
+o0
g es convergente, entonces lo es también la integral / f-
Ja
+o0
3) si L = +00 y la integral impropia / g es divergente, entonces lo es también la integral / f-

Ja Ja

“+o0
2) si L =0y la integral impropia /
Ja

+o0

Demostracion:

1) Por definicién de limite en el infinito de una funcién, tomando 0 < e < L, existe 29 > 0 tal que, si

f(x)

* > g, se cumple | ——= — L‘ <eg, es decir |f(x) — Lg(x)| < elg(x)| = eg(z), o equivalentemente

g9(z)

—eg(x) < f(z) — Lg(x) < eg(x) para todo z > xy,
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con lo que

fz) < (L+¢e)g(x) v g(x) < LL—E (z) para todo z > xo.

Aplicando finalmente el criterio de comparacién (11.1.9) se obtiene la conclusién.

—~

(x)
7

el criterio de

2) Si L = 0, tomando ¢ = 1, existe zg > 0 tal que para todo = > zo se cumple <1, es

—

o

decir, f(x) < g(z). El razonamiento se concluye como el punto anterior, aplicand
comparacion.

3) Si el limite no es finito, tomando k& = 1, existe un xg > 0 tal que para todo z > z( se cumple

f(z)

——= > 1, estoes f(z) > g(x) y se acaba aplicando el criterio de comparacién. ]

g(z)

Si se aplica el criterio del cociente tomando como funciéon g: [0, +oo[— R la funcién potencial
definida por g(z) = zP para todo = > 0 (p € R), se obtienen las conclusiones que se ven a continuacion.

11.1.12 COROLARIO. Sca una funcién f:[a,+oco[— R (a > 0) integrable en todo intervalo
[a,z] C [a,+oo[ y tal que f(z) > 0 para todo x € [a, +00[. Se cumplen las propiedades siguientes:
1) Siexiste el limite L = lim 2P f(z) para un cierto p > 1y se tiene 0 < L < 400, entonces la

r—+00
“+ o0
integral impropia / [ es convergente.
a

2) Si existe el limite L = 11141_1 zP f(x) para un cierto p < 1y se tiene 0 < L < 400, entonces la
Tr—T0Q
+oo
integral impropia / [ es divergente.

a

Demostracion:
T
Para ambos casos basta tener en cuenta que z? f(x) = {/( 2} , aplicar la proposicion anterior y recordar
X
las integrales impropias estudiadas en el ejemplo 11.1.4. [

11.1.13 EJEMPLO.

+o0 1
1) Para estudiar la convergencia de la integral impropia / P observaremos que se cumple
0o € x
1 1 o . 4 Y A
= e ", paratodor > 0, y dado que la integral impropia e es

e2r + 2 T g2z 0
convergente, segin se ha visto en 11.1.3, en virtud del criterio de comparacion resulta la convergencia
de la integral impropia considerada.

+o00
2) Por aplicacién del mismo criterio, la integral impropia / T es divergente, puesto que se
9 T

1 1 oo

cumple s > — para todo z > 1y dado que la integral impropia / — es divergente, en virtud
nr x 9 x

de 11.1.4.

* arctan x

e es convergente en virtud del criterio del cociente, puesto que
X

+
3) La integral impropia /
Jo

arctan o T +oo 1
. Z . . . .
se cumple  lim L — Jim arctanz = — > 0, y se sabe la integral impropia
T ’ 2
r——+00 HT r—+o0 2 0 1 +x

es convergente segin lo visto en 11.1.2.
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+oco
4) En virtud del criterio del cociente, la integral impropia /1 m es convergente, puesto
, 1/x? , 2 5 , , ,
que mkgloo — g = xk:{loo <1 + pyE) + T—2> =1 > 0, y dado que la integral impropia
22 +2z+5

xr

“+o0
/ — es convergente en virtud de 11.1.4. También puede hacerse aplicando 11.1.12 con p =2y
J1 -
L=1.

. . . . nr o
5) Vamos a probar la convergencia de la integral impropia / —; en efecto, calculemos el limite
1 x
. Inz . Inx . 1/x . 1
L= lim 2/ — = lim = lim #: lim ———.
r— +o00 r2 r—-+oo 127D r—+00 (2 — p)a’,'l*P r—+00 (2 — p)xQ*P

Si p > 2 el limite no es finito y si p < 1 el limite es 0, con lo cual no se obtiene ninguna conclusiéon
a partir del corolario 11.1.12. En cambio, cualquiera que sea 1 < p < 2 se cumple L = 0, con lo que
en virtud del mismo corolario, la integral impropia considerada es convergente.

+oo 2
6) La integral impropia ———————es divergente, puesto que

0 Vat 4222+ 3

lim - 2v =2>0.

; . 222 . 2
_— = |llm —m= lim —
r— 400 A /.’174 + 2.’172 + 3 r—4+00 4 /.774 + 2.772 + 3 r— 400 2 3
I+=+
xr xr

11.1.14 OBSERVACION. (Aplicacion de las funciones equivalentes al estudio de integrales impropias

de primera especie).
+oo
Sea una integral impropia de primera especie f donde f:[a,+oo[— R es integrable en todo

a
intervalo [a, z] para todo x > a. Si puede escribirse f(z) = F(z)G(z) para todo = € [a, +0o[, entonces

cualquiera que sea la funcion G equivalente a G en el infinito, esto es, tal que lim o= 1, en virtud
+oo (g

+00 +0o0

F(z)G(x) v / F(z)G1(z), tienen el mismo

del criterio del cociente, las integrales impropias /
a

a
caracter, puesto que se cumple

PG . G

En particular, ello permite tratar facilmente los casos denominados de “factores neutros” o de “sumandos
despreciables” | que detallamos a continuacién.

00
e Sien la integral impropia / [ se verifica

a

f(z) = u(z)v(r) para todo x € [a,+oo] vy Enw =LeRY,

+o0 “+o0
entonces las integrales impropias u(x)v(z) v / u(x), tienen el mismo cardcter, puesto
a

que se cumple TEIEOO % = T‘ETOO v(r) = L € R].
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+o00o
e Sien la integral impropia / f se verifica que
Ja

= ; todo x € |a, 7 li =0,
f(z) = u(x) + v(x) para todo x € [a, +00] y lim e :
+o00 +oo
entonces las integrales impropias / (u(z)+v(x)) y / u(), tienen el mismo cardcter, puesto
Ja Ja

que se cumple

lim M = lim (14 v(z) =1€eR{.
z—+o0 u(x) z—+oo u(r)

“+o0
e Sien la integral impropia / f se cumple que

Ja

f(x) = u(x)p(x), para todo z € [a, +oo| con ¢ € C¥a, +ool,
u(z) > 0, ¢(r) > 0 para todo = € [a,+o0|
o(x) =v(c+6(x)), con liI_*I_l O(z)=0, ceR

¢)=Duv(c)=---=D"u(c) =0, D"v(c) >0,

~
—

“+o0 “+o0
entonces las integrales impropias / u(z)v(ec + 6(z)) vy / w(z)(0(x))*, tienen el mismo
Ja Ja

caracter, puesto que se cumple

lim u@)o(c +6(x)) lim Do(c+6(x)) - Db(x) - .. = Dk”(”) > 0.

a=+oo  u(z)(f(x))F T a—oo k(6(x))k—1DO(x) k!

11.1.15 EJEMPLO. Veamos unos e¢jemplos de aplicacién de estas situaciones.

T arctan x /'+°° 1
Ty

—, tienen el mismo cardcter, puesto que
T

1) Las integrales impropias / 3
2 T 2
. m
lim arctanr = = € R{.
r—+00 2

T 9 +3lnx

“+o0
2) Las integrales impropias / / gl tienen el mismo caracter, puesto que
1 1 2

T3 4 e”
3 1
im L= im =X - 0.
r—-+oco el r—+oco T
T r+1 oo 2
3) Las integrales impropias / e “ln T y / e " T son ambas convergentes, puesto
J3 xr — 3 xr —
r+1 2 ., . .
que =1+ y la funcién definida por 6(z) = ——, para todo x > 3, es tal que
r—1 r—1 z—1
z+1 .
In = In(1 + 0(z)), hlil O(z)=0, In1=0 y Dlnl=1+#0.
r — r—+00

De forma andloga a otros casos estudiados anteriormente (series numéricas, series de potencias, ete.),
el valor absoluto da lugar a la nocién de convergencia absoluta, concepto que se define a continuacién
para las integrales impropias de primera especie.
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11.1.16 DEFINICION. (Convergencia absoluta de una integral impropia). Se dice que la integral

“+o0
impropia / [ es absolutamente convergente, o bien, que converge absolutamente, si la integral
Ja

+o0
impropia / |f| es convergente.
Ja

+o0
11.1.17 PROPOSICION. Si la integral impropia / [ es absolutamente convergente, entonces es
Ja
convergente.
Demostracion:

Inmediata, aplicando el criterio de comparacion, puesto que al cumplirse

|f (@) < [f(x)], para todo x € [a,+oc],

+o0 400

|f| implica la convergencia de la integral / f-m

Ja

la convergencia de la integral impropia /

Ja

Se hace observar que el reciproco no es cierto, esto es, una integral impropia puede ser convergente
y, no obstante, no converger absolutamente, como se pone de manifiesto en el ejemplo que sigue.

11.1.18 EJEMPLO. Vamos a estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de la integral impropia

T senx . . ..
, conocida como integral de Dirichlet.
T
™

1) Estudio de la convergencia. Por definicién de integral impropia sabemos que

T sen . “senz
= lim .
p T u—+oc [ T

Aplicando la férmula de integracién por partes

" senx flz)=1/z; Df(z) = —1/x? cosw
e g B

T Dg(x) =senwx; g(x) = —cosx

u
/“ CcoST
_ —,
™ s T

xr

con lo cual pasando al limite cuando u — +00 se obtiene

/+°° senx 1 /+°° cosT
= __ _ —.
- x T . x

cos T 1
5 ‘ < — para todo z € [, +00[. Se ha
x x

Puesto que |cosz| < 1 para todo x € R, se cumplird ‘

+0o0

probado en 11.1.4 que la integral impropia / — s convergente, con lo que por el criterio de
J= oz
cos T ., " .
5— es también convergente. En definitiva, la integral
x

“+o0
comparacion, la integral impropia /
s

. . T senx
impropia es convergente.
T
Jr
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2) Estudio de la convergencia absoluta. Deberd estudiarse la convergencia de la integral impropia

“+oo
sen T . . . . .
/ ‘ ‘ Teniendo en cuenta las propiedades de la integral de Riemann, puede escribirse
x
Ky

+o0
/+°° ‘sonm‘ Z /("H)” scnm‘
Jr T n=1/nm T

Para calcular las integrales del segundo miembro, aplicaremos el cambio de variable definido por
x=g(t) =t+nm, Dg(t) =1, obteniéndose

“+o0
/+°°‘sonm‘ Z/”
Jx T ne1"0

> 0 para todot € [0,7], puede suprimirse el valor absoluto. Por

sent
t+nm

-io/w sen t
—Jo t+nm

puesto que al ser

nmw
otro lado, se cumple t + nm < ™+ nm = (n + 1) para todo t € [0,7], con lo que =
nmw
1 . sent sent
———— vparatodot € [0,7], vy en consecuencia > para todo t € [0,7].
(n+1)m t+nm (n+1)m
Calculemos ahora la integral
/'7T sen t 1 ( " T 2
= — cos =—
o (n+)mr  (n+1)rw o (m+1)7’
con lo que puede escribirse finalmente
/+°°‘scncr, +§/W sen t >+§/“ sent *+ZOO 2 72+°°1
Jx T o t+nm T = o (n+ 1) n:l(n+1)7r TEign
T sen
La suma de la serie armonica no es finita, con lo que la integral impropia / ‘ no es
Jr T

T senx

convergente, es decir, la integral impropia / no converge absolutamente.

ks

Terminaremos este apartado con un resultado muy interesante que relaciona la convergencia de
integrales impropias de primera especie con la de las series numéricas.

11.1.19 PROPOSICION. (Relacion entre integrales impropias y series). Sea f: [a,+o0o[C [1, +oo[— R
una funcién continua, mondtona decreciente y positiva en su dominio. Una condicién necesaria y
“+oo
suficiente para que la integral impropia / f sea convergente es que lo sea la serie numérica Y f(n).
a

Demostracion:

Sea ng el primer mimero natural tal que ng > a; esta claro que la convergencia de la integral impropia

+oo “+o0

/ f equivale a la de la integral impropia / f, con lo que probaremos el resultado con esta
a

. no
ultima integral.
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Para cada p € N con p > ng, considemos los intervalos [p,p + 1] C [a, +oc[; en cada uno de ellos, en
virtud de la monotonia y la positividad de f, se cumple

p+1
f(p+1)§/ f(x) < f(p), para todo p =ng,no+1,....
P

Sumando estas desigualdades desde p = ng hasta un natural cualquiera p = n > ng, se obtiene
n n n—1
SNCEY RCES S}
no+1 o no
Pasando al limite cuando n — +oo resulta
+o00 " +oc0 +o00
S0 - S0 < i [ f@)= [ s < s
no 0 n0 ng

Estas desigualdades ponen de manifiesto la equivalencia entre el caracter de la integral impropia y
la serie numérica asociada a los valores de la funcion en los nimeros naturales (a partir de ng), como
se queria probar. ]

11.1.20 OBSERVACION. A partir de las desigualdades

p+1
fp+1) < / f(x) < f(p), para todo p=mng,ng+1,...,
Jp
p+2 p+1
se obtiene que / flx) < f(p+1) < / f(z), para todo p = ng,no+1,---, con lo que, si m > ng
p+1 P

es un numero natural cualquiera, se cumple
p+m+1 p+m

[ i@t e e form < [ S,
Jp+1 p

que puede escribirse mediante

n+m n+m—1
/ f(:r,)gf(n)+f(n+1)+---+f(n+m—1)g/ f(z), para todo m > n > ng.
n n—1

Pasando al limite cuando m — +o00, resulta finalmente

n—1 +00

400 +00
/ @< 10 - 1) < / f(@).

no Jn—1
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11.2 INTEGRACION DE FUNCIONES NO ACOTADAS EN INTERVALOS
ACOTADOS.

Para la generalizacion de la integral que abordaremos en este apartado, las funciones que intervienen

estaran definidas en intervalos acotados del tipo [a, b[ o bien ]a, b], cumpliéndose que el limite lateral en
el extremo que no pertenece al intervalo, es infinito.

11.2.1 DEFINICION. (Integrales impropias de segunda especie).

e Sea f:]a,b[— R una funcién tal que
1) f es integrable en todo intervalo [a, b — ¢], cualquiera que sea 0 < & < b — a;
2) se cumple lim f(z) = oco.
r—b—
b b—e
Se denomina integral impropia de f en [a,b] el limite / f= lim / f. Si el limite existe y es
a e—0 a
finito se dice entonces que la integral impropia es convergente; si el limite anterior no es finito o no
existe, la integral impropia se dice que es divergente.
e De modo andlogo puede definirse la integral impropia de una funcién f:]a,b] — R tal que
1) f es integrable en todo intervalo [a + €, ], cualquiera que sea 0 < e < b — q;
2) se cumple lim f(z) = oc.
z—>a+
b b
Se denomina integral impropia de f en [a,b] el limite / f= 111114r f. Si el limite existe y es
a e—0 ate
finito se dice entonces que la integral impropia es convergente y que es divergente si el limite no
existe o no es finito.
e Siel limite infinito de la funcién se da en un punto interior del intervalo, z¢ €la,b[ y se verifican las
condiciones
1) f es integrable en todo intervalo [a, 29 — €], cualquiera que sea 0 < £ < g — a y en todo intervalo
[zo + 8, b], cualquiera que sea 0 < § < b — xq;
2) lim f(x) =00 obien lim f(x)= oo,
"IJ—KIJO 1}—)1}3’
se define la integral impropia de f en [a, ], mediante la suma de limites
b ro—e b
= lim + lim .
Ja f e—0t /a f §—0t | 2o+ f
Si ambos limites existen y son finitos se dice que la integral impropia es convergente y que es
divergente en caso contrario.
e De forma analoga a lo visto en el apartado anterior, se define el valor principal de Cauchy de una
b ro—e b
integral impropia de segunda especie, mediante Vi / f] = lim / f+/ f|. Este
a e—0+ a rote
limite puede existir y ser finito, ain en el caso en que la integral impropia sea divergente en el sentido
que se ha establecido en la definicién.
En la figura 11.4 se ha representado la interpretaciéon geométrica de la integral impropia de segunda
especie.
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Figura 11.4. Integral impropia de segunda especie.

v

(@]

11.2.2 EJEMPLO.
1) Sea p > 0 un nimero real positivo estricto; vamos a estudiar la convergencia de las integrales
b
impropias / W, donde [a,b] C R es un intervalo cualquiera. En primer lugar observamos
o (®—a

que la funcién definida por f:la,b] — R, f(x) = 7 para todo # €la,b], cumple las
—a
condiciones requeridas en (11.2.1), esto es, f es integrable en todo intervalo [a + €, b], cualquiera que

sea 0 < e < b—a yse cumple lim+ f(z) = +o00. Para estudiar la convergencia de la integral
r—a

b
impropia debe calcularse el limite lim —_—
e—0t Joro (x—a)P

estudiaremos separadamente los casos p # 1y p = 1. Si p # 1, se cumple

; como la primitiva depende del valor de p,

b

1
= — <(b7 a)™? — lim 51_p> .
ade 1—p e—0t

ot : 1 -
lim ——— = lim (r—a) P
=0t Joro (x—a)P  e—ot \1-—p

verificindose que

% sip> 1, entonces lim £'7P =

e—0

400, con lo que la integral impropia es divergente;

% 510 < p <1, entonces lim 7P = 0, con lo que la integral impropia es convergente y se tiene

e—0
b (b—a)t
L oap Top
* si p=1, la primitiva de (z —a)~! es In(z — a) y la integral impropia es divergente en este caso.

b
1
2) De modo anélogo, es inmediato probar que las integrales impropias / (b—)P
o (b—x

se comportan
exactamente igual que las estudiadas en el punto anterior.
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5

3) La integral impropia / no es convergente, pues para calcularla deben considerarse los

_
Joq (@ —1)3

limites

1—e 1 5 1
I — I —
i / T ) R ;S /M (x— 1)

no siendo finito ninguno de ellos en virtud de lo establecido en los puntos anteriores. No obstante,
si se calcula el valor principal de Cauchy de esta integral impropia, es inmediato comprobar que se

cumple
V /5 1 B l /1—5 1 +/5 1 B 3
N vr) 2\, G o) T

11.2.3 OBSERVACION. (Reduccidn a integrales impropias de primera especie). Vamos a probar que
las integrales impropias de segunda especie pueden transformarse en integrales impropias de primera
especie mediante un cambio de variable adecuado. Con ello, las propiedades de las integrales impropias
de segunda especie seran idénticas a las vistas para las de primera especie.
b
e En efecto, sea [ una integral impropia de segunda especie en la que supondremos que
lilllf = +o00 y qug f es acotada en [a + ¢,b], cualquiera que sea b —a > ¢ > 0. Consideremos
a

el cambio de variable definido por = = ¢(t) = a4+ 1, Dg(t) = —Z; con ello, la integral dada se
t T

transforma en .
N = 1 1 tee lat+ 1Y 1
[ +mf<“+¥><‘rz>—/%f< )

que es una integral impropia de primera especie.

Asi j lo, la integral i i i L
o si, por ejemplo, la integral impropia , m,

r=g(t) =2+ %, Dg(t) = ;—21, se transforma en la integral

/5;_/”3;.—_1_/+°°L_£_ﬁ_
Js (m72)1/2 Jooso t—1/2 2 Jis $3/2 %_1 3

b
e Si la integral impropia de segunda especie f cumple que lim f = 400 y que f es acotada en
p

mediante el cambio de variable definido por

Ja
[a,b — €], cualquiera que sea b —a > & > 0, aplicando el cambio de variable definido por

r=g(t)=b—7. Dglt) = 7.

: , : , ot feo /bt—1\ 1
se transforma en la integral impropia de primera especie f= f — ) =
1

a =

Para las integrales impropias de segunda especie pueden enunciarse propiedades basicas de forma
andloga a lo visto en 11.1.6, cuya redaccién concreta se propone como ejercicio.  Asimismo, se
tienen criterios de convergencia analogos a los establecidos en 11.1.9 hasta 11.1.12, que se enuncian
a continuacién sin demostracion, en virtud de 11.2.3.
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11.2.4 PROPOSICION. (Criterio de comparacién.) Sean f,g: [a,b|[C R — R dos funciones tales que
las integrales f; fy fabg son integrales impropias de segunda especie, de acuerdo con 11.2.1. Si se
cumple

l9(x)| < f(z) para todo z € [a, +oo],
entonces

1) Sila integral impropia f; [ es convergente, también lo es la integral impropia ]ab g.

2) Si la integral impropia f;g es divergente, también lo es la integral impropia f; f.

11.2.5 PROPOSICION. (Criterio del cociente). Sean f,g:]a,b] C R — R dos funciones tales que
las integrales fab fy fabq son integrales impropias de segunda especie, segin 11.2.1 y que, ademas,
cumplen

f(x)>0 y g(x) >0 para todo = € [a,b].

Entonces, si se designa por L el limite L = lim [(@)
r—at g((l‘)

, se verifica que

b b
1) Si0 < L < +oo, las integrales impropias / fy / g tienen ambas el mismo caracter, esto es,
a a

son ambas convergentes o ambas divergentes.
b
2) Si L =0y la integral impropia /

b
g es convergente, entonces también lo es la integral / f.
a a

b

b
3) Si L = +oco y la integral impropia / g es divergente, entonces también lo es la integral / f-
a

a

11.2.6 COROLARIO. Sea f:]a,b] — R una funcién real, positiva en su dominio e integrable en todo
b

intervalo [a + ¢, b] cualquiera que sea 0 < € < b — a, siendo / f una integral impropia de acuerdo con
a
la definicion 11.2.1. Si se designa por 3 el limite

B = lim (x —a)?f(x)

r—at

se cumplen entonces las propiedades siguientes
1) Si0<p<1yp >0, laintegral impropia considerada es convergente.

2) Sip>1y0<pf<+00, laintegral impropia considerada es divergente.

11.2.7 DEFINICION. (Convergencia absoluta). El concepto de convergencia absoluta de una integral
impropia definido en el Apartado anterior para las integrales impropias de primera especie, puede
establecerse de forma anédloga para las integrales impropias de segunda especie. Asi, la integral impropia

b
/ f se dice que converge absolutamente si la integral impropia / |f| es convergente.
a a

Es inmediato probar que la convergencia absoluta de una integral impropia de segunda especie
implica su convergencia ordinaria, pero no a la inversa.

11.2.8 OBSERVACION. (Aplicacidn de las funciones equivalentes al estudio de integrales impropias de
segunda especie).
b

Sea una integral impropia de segunda especie / f donde f:]a,b] — R es integrable en todo intervalo
Ja
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[a+e,b], para todo 0 < ¢ < b—a (los otros casos de integrales impropias son completamente anélogos).
Si puede escribirse  f(x) = F(x)G(z) para todo x €]a,b], entonces cualquiera que sea la funcién Gy

equivalente a G en el punto a por la derecha, esto es, tal que li1+n reni 1, en virtud del criterio del
a 1
b

b
cociente, las integrales impropias / F(x)G(z) vy / F(x)Gy(x), tienen el mismo cardcter, puesto
a

a
que se cumple

F(x)G(x G(x
lim M = lim (z) =1e€ RS’.
z—at F(’I‘)Gl(T) z—at Gl (T)
Anélogamente a las integrales impropias de primera especie, esta propiedad permite tratar facilmente

los casos de “factores neutros” o de “sumandos despreciables”, tal como se ve a continuacién.

e Sien la integral impropia / f se cumple

f(z) = u(x)v(zr) para todo x €]a, b v lir+n v=LcRy,

b b
entonces las integrales impropias / u(z)v(z) y / v(z), tienen el mismo cardcter, puesto que se
cumple ¢ ¢

u(z)v(z
lim Mz lim v(z) = L € Ry.
r—at U(T) r—at
e Sien la integral impropia / f se cumple
Ja
. v(x)
f(z) = u(x) + v(x) para todo z €]a, b] v lim =0,

at u(x)

b b
entonces las integrales impropias / (u(z) +v(x)) v / u(x), tienen el mismo cardcter, puesto
Ja Ja

i @) o) <1+ ET)>:1ER3.

e—at  u(x) z—at u(x)

que se cumple

b
e Sien la integral impropia / [ se cumple

a

flz)= (), para todo z €]a,b] con ¢ € C¥[a,b],

u(z) > 0, ¢(z) > 0 para todo = €]a, b,
ST i 0() =0

v(a) = Dv(a) = --- = DF"tu(a) = 0,
Dv(a) > 0,

tonces las integrales | i /b ulw) /b ) enen ol mi fct ¢
entonces las integrales impropias — ¥ ———~_ tienen el mismo caricter, puesto
Ja vla+0(x)) o (0(x))F
que se cumple
u(x)
. @) wla+0(x) Dv(a+60(x))DO(x) _ DFu(a)
R ) N = S ) L i T T ey R TR

v(a+0(z))
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11.2.9 EJEMPLO. Veamos unos cjemplos de aplicaciéon de estas situaciones.
1 1
1) Las integrales i i ! ! 1 t t
as integrales impropias —_— ¥ ——, son ambas convergentes, puesto que
g prop AR N gentes, p q

x2 /T

zlil%ﬁ 2\/x - zlgg+ 9 0-

el -1

2
) y / —, son ambas divergentes, puesto que
1T

2
2) Las integrales impropias / _
1 xrsen(r —1

(=D~ @—1)1%) ¥ (sen(e— 1)~ (z - 1) (17).

b osen®z —sena® . P o
es divergente, puesto que los términos principales de

0o V1+26—1—25
x 225

Taylor en el origen de las funciones numerador y denominador son, respectivamente —— —_—
g . b) 2 3 bl

3) La integral impropia

. : . : ! .
con lo que la integral dada tiene el mismo caracter que la integral 3 que es divergente.
0 T

11.2.10 DEFINICION. (Integracién en intervalos acotados no cerrados). Sea f:]a,b[C R — R una
funcién acotada en su dominio y supongamos que se cumplen las condiciones siguientes:

1) f es integrable en todo intervalo cerrado [x,y] Cla, b[;

2) 1i1+nf v lim f existen y son finitos.
a b~

Si definimos la funcién ¢: [a,b] C R — R mediante
p@) = f(x) para todo = €la,bl, p(a) = lm f, o(b) = lim f,
a b~

estd claro que ¢ es integrable en el sentido de Riemann en el intervalo [a,b]. Pues bien, se define la
b b
integral de f en ]a, b mediante / f :/ ©.
a a
Obsérvese que de hecho podrian tomarse valores cualesquiera para definir ¢ en los extremos del

intervalo, resultando igualmente una funcién integrable y de la misma integral en dicho intervalo.

La definicién anterior se extiende de forma andloga al caso en que el dominio de la funcién sea un
intervalo de tipo mixto ]a, b] o bien [a,b].

. . . T1—cosz
11.2.11 EJEMPLO. Para calcular la integral (aparentemente impropia) ———— se observa que
Jo r
1 —cosx senr 1
la funcién integrando estd definida en el intervalo |0, 7] y que se cumple lim = lim = -,
. ot a2 ot 2w 2
con lo que si se considera la funcién ¢: [0, 7] — R definida por
1 —cosz 1
¢(r) = ——— paratodo 0 <z <m, ¢(0)= 3
T

. . T1—cosx i
esta funcion es integrable y se cumple — = o(x).
0 v 0
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11.3 INTEGRACION DE FUNCIONES NO ACOTADAS EN INTERVALOS NO
ACOTADOS.

En este apartado se generaliza la integral para funciones definidas en intervalos no acotados, esto
es, si a € R, intervalos no acotados superiormente [a, +00[, o bien, intervalos no acotados inferiormente
| = 00, al], cumpliéndose ademés que la funcién tiene limite infinito en el extremo real del intervalo.

11.3.1 DEFINICION. (Integrales impropias de tercera especie).

e Sea f:]a,+oo[— R una funcién integrable en todo intervalo [a + e, 2] C [a, +00[, cualesquiera que
sean e > 0y x> a+e. Se define la integral impropia de tercera especie de f en el intervalo [a, +00]
mediante la suma de los limites

“+oo
/ f= lim+ f—|— lnn/ f (a+e<b<ua).
a e—0 Ja+

r—0o0
Si ambos limites existen y son finitos se dice entonces que la integral impropia es convergente y, en
caso contrario, se dice que es divergente.

e Se definen de forma completamente andloga las integrales impropias de tercera especie / f-

e Asipues, una integral impropia de tercera especie se define mediante la suma de una integral impropia
de primera especie y una integral impropia de segunda especie. En consecuencia, el estudio de una
integral impropia de tercera especie se reduce a analizar dos integrales impropias como las que han
sido estudiadas en los apartados anteriores, con lo que pueden aplicarse los criterios de convergencia
que en cada caso se han establecido.

11.3.2 EJEMPLO. Sea a > 0 un nimero real positivo estricto; la integral impropia de tercera especie

definida por
+o0 1
/a (z —a)p

no puede ser nunca convergente, puesto que por una parte, la integral impropia de primera especie
+o0 1

/ W (b > a), es convergente dnicamente si se cumple p > 1, tal como se ha probado

Jb r—a

en 11.1.4; pero por otra parte, y segun lo visto en 11.2.2, la integral impropia de segunda especie
C

/ m (¢ > a), es convergente si, y solamente si, se cumple que p < 1.
a

11.3.3 EJEMPLO. En algunos casos se producen singularidades diversas, como por ejemplo en la
integral impropia

/ N 1\/
3 3
J —oo .172 + 1‘2
para cuyo estudio debe descomponerse en suma de cuatro integrales impropias, dos de primera especie
y dos de segunda:

—a 1 0
/_oo m2+\3/m2 —a T2+\/ / T2+\/ / T2+\/
siendo @ > 0 un numero real positivo estricto cualquiera. Es inmediato ver que cada una de estas

integrales impropias es convergente; en efecto, para las de primera especie, basta aplicar el criterio de

comparacién 11.1.9 viendo que
1

22 4+ 22

1.
< =3, si[7| > a,
T
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y tener en cuenta 11.1.4. Para las de segunda especie, basta aplicar el criterio de comparacién 11.2.4,
viendo que
1

1 .
m<m, SIU<|.T|§G,,

y tener en cuenta 11.2.2.

11.4 FUNCIONES DEFINIDAS POR INTEGRALES IMPROPIAS.

En este apartado se estudian las funciones definidas mediante integrales impropias, denominadas
también integrales impropias dependientes de un pardametro y que no son mas que una generalizacion
de las funciones definidas por integrales o integrales dependientes de un pardmetro, estudiadas en el
capitulo anterior (véase el apartado 10.3).

11.4.1 DEFINICION. (Integrales impropias uniformemente convergentes). Sea f: I — R una funcién

real definida y continua en el subconjunto I = [a, +oo[x[c,d] € R?; entonces, la restricciéon de f al

subconjunto I, = [a, z] X [¢,d] C I, cualquiera que sea z > a, es también una funcién continua en I,. Si

se fija un punto y € [¢,d], la funcién f( ,y): [a, 2] — R es continua en [a, 2], luego es integrable y existe
nZ rZ

la integral / f(,y), que se acostumbra a escribir / f(z,y)dz (aqui la notacién clsica ayuda a
a a
precisar la variable respecto a la que se efectiia la integracion). Tiene sentido plantear la existencia del

z
limite L, = lim / f(z,y)dx, el cual, de acuerdo con la notacién introducida en el apartado 11.1, si
h z—+00
Ja

“+oo
existe y es finito se escribird L, = / f(z,y)dx.

a
En estas condiciones, dado ¢ > 0 arbitrario, existe k& > 0 (que depende de ¢ y del punto y € [¢,d])
tal que, para todo z > k, se cumple

<E.

\Ly - [ @y

En el caso en que k depende iinicamente de e pero es independiente del punto y € [¢, d], se dice que la
“+o0
integral impropia f(z,y)dx es uniformemente convergente en el intervalo [c, d]; en tal caso, dado

a
g > 0 arbitrario, existe k > 0 de tal manera que, cualquiera que sea z > k, se cumple

[m [z, y)dr — /a fla,y)dz

“+o0
/ f(z,y)dx| < e para todo y € [c,d].

11.4.2 EJEMPLO. Considérese la funcién f:I = [1,4+00[x[0,7] — R definida por f(z,y) =
seny

para cada (z,y) € I; se trata de estudiar la convergencia y la convergencia uniforme de las

72
. . . T seny . o .
integrales impropias 5—dz en el intervalo [0, 71]. La convergencia es inmediata, puesto que
J1 T
T sen y T
—dx =seny - —dr = seny.
1 x )1 x
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Veamos ahora que la convergencia es uniforme. En efecto, dado € > 0 arbitrario, se cumplird

* seny 1
5—dr —seny
J1 T

21
:\scny\‘/ —dr—1 <= <g,
Ji ox z

. 1 .
siempre que z > k= = y cualquiera que sea y € [0, 7].
€

11.4.3 DEFINICION. (Funciones definidas por integrales impropias). Sea una integral impropia
+00
/ f(z,y)dx tal que es uniformemente convergente en el intervalo [¢,d] C R. Puede definirse entonces

la funcién F: [¢,d] — R, mediante

+0oo
Fo) = [ e, ye e,

que se denomina funcion definida por una integral impropia o también integral impropia dependiente
de un pardmetro.

En lo que resta de este apartado nos proponemos estudiar las propiedades mas destacables de estas
funciones.

+o00
11.4.4 PROPOSICION. (Criterio de Cauchy). La integral impropia / f(z,y)dx es uniformemente

a
convergente en [c,d] si, y solo si, para cada e > 0 existe k > 0 tal que, cualesquiera que sean u,v > k,
se cumple

< e para todo y € [¢,d].

‘/: f(x,y)dx

Demostracion:

La condicién es necesaria. Sea ¢ > 0 arbitrario; en virtud de la convergencia uniforme de la integral
impropia, existe k > 0 tal que cualquiera que sea u > k se cumple

‘ /:OO fz,y)de — /au [z, y)dx

€
< 5 para todo y € [c, d].
En consecuencia, cualesquiera que sean u,v > k se cumplird

v v “+oo
‘/ [z, y)dx < ‘/ f(m,y)d-’r/f/ [z, y)dr|+

=\ PR T

u

+ '/:oo f(m,y)d:v*/ [z, y)dx

Ja

< ¢ para todo y € [¢,d],

lo cual prueba que, efectivamente, la condicién es necesaria.

La condicién es suficiente. En efecto, supongamos cierta la condicién; entonces, en virtud del criterio
~+o0

de Cauchy (11.1.7), la integral impropia / f(x,y)dx es convergente para todo y € [¢,d]. Con

a

ello, dado € > 0 arbitrario, existe k > 0 tal que ‘ / f(z,y)dx

< % para todo y € [¢,d], y por lo

tanto

<=
2

i [ fe)is

u——+00

<& para todo y € [c,d],

/:0" f(r,y)dr — /: flz,y)dx
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que prueba la convergencia uniforme de la integral impropia. [

11.4.5 PROPOSICION. (Criterio de Weierstrass). Sea f:la,+oo[x[c,d] € R* — R y sea
+o00
g:la, +00[C R — R una funcién real y positiva en su dominio y tal que la integral impropia / g
es convergente. Si se cumple o
| f(z,y)| < g(x) para todo = € [a,+00[ y para todo y € [c,d],
+oo
entonces la integral impropia / f(z,y)dx es uniformemente convergente en [c, d].
Ja
Demostracion:
+o0
Sea ¢ > 0 arbitrario; la convergencia de la integral impropia / g implica que existe k& > 0 tal
Ja

“+o0
que / g < € para todo z > k. Por otra parte, en virtud del criterio de comparacién (11.1.9), la
Jz

“+o0
integral impropia / | f(z,y)|dx es convergente y, por lo tanto, también lo es la integral impropia
a

+o0
/ f(z,y)dz, cualquiera que sea y € [¢,d]. En consecuencia, cualquiera que sea z > k, se verificard
Ja

\ / " f g [ stenas] - \ / T frya] < / )l < / Ty<e

+oo
para todo y € [¢,d], que prueba la convergencia uniforme de la integral impropia / flz,y)dx. m
Ja

+oo
11.4.6 EJEMPLO. La integral impropia / e " coszy dr, esuniformemente convergente en R, pues
Jo

la funcién g: [0, +00[— R definida por g(z) = e™", x € [0, 400[ es positiva en su dominio, la integral
+o0o

impropia e~ es convergente y, finalmente, se cumple |e” " coszy| < e

para todo =z >

0
0 y para todo y € R.

En las dos proposiciones que siguen se estudia la continuidad y la integrabilidad de las funciones
definidas por integrales impropias.

11.4.7 PROPOSICION. (Continuidad de las funciones definidas por integrales impropias).  Si la

+ o0
integral impropia / f(z,y)dx es uniformemente convergente en el intervalo [, d], entonces la
a

“+0o0o
funcién F: [¢,d] — R definida mediante F(y) = / f(z,y)dx, y € [c,d], es continua en su dominio.

Ja

Demostracion:

Se hara aplicando la definiciéon de funciéon continua en un punto. Sea ygo € [¢,d] un punto cualquiera
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de este intervalo; se cumple entonces que

+o00 +o00
Flon+ 1)~ Fo)l = [ fap+hde— [ oo =

Ja

“+00 —+o0

/f(f(m,ywh)—f(m,yo»dxf/u Fa+ 0z = [ o is] <
Y

“+o0
+ / f(x,yo0 + h)dz| +

“+o0
<[ (oo +h) — fla,po))da [t

El concepto de integral impropia uniformemente convergente permite afirmar que, dado ¢ > 0
arbitrario existe k > 0 tal que, cualquiera que sea v > k, cada una de las dos ultimas integrales
anteriores estd acotada en valor absoluto por /3 para todo u > k. Fijado un tal valor de u, para la
primera integral y en virtud de la continuidad de f en su dominio, existe 6 > 0 tal que

3/’\(f(l“/ayo-i-h)—f(m,yo))|d:r,</ ﬁdeg

/u(f(m,yo +h) — f(x,y0))dx

siempre que |h| < 6. En definitiva, se ha probado que dado € > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal que
para todo |h| < 6, se cumple |F(yo+ h) — F(yo)| < &, con lo que la funcién F es continua en el
punto g € [¢,d]. La arbitrariead del punto permite afirmar la continuidad en todo el intervalo. m

11.4.8 PROPOSICION. (Integrabilidad de las funciones definidas por integrales impropias). Si la

+o00
integral impropia / f(z,y)dx es uniformemente convergente en el intervalo [c,d], entonces la
a

“+0oo
funcién F:[c,d] — R definida mediante F(y) = / f(z,y)dx, y € [c,d], es integrable en su
Ja

dominio, escribiéndose habitualmente
+o0 +oo
[ ([ o) o] s

Inmediata, teniendo en cuenta que F:[c,d] — R es continua, en virtud de 11.4.7. L]

Demostracion:

11.4.9 EJEMPLO. En 11.4.6 se ha probado la convergencia uniforme en R de las integrales impropias
“+ o0 “+ o0

/ e T cosxy dr; si se define la funcién F:[0,1] — R mediante F(y) = / e " cosxy dr, esta

0

0
funcion es continua en su dominio y, por lo tanto, integrable. La integral de esta funcién en [0, 1] serd

+oo w
/ F(y)dy = / dy/ Teosxy dr = / ( lim / e~ T cosxy d:v) dy =
u—-+00 0

_ 1
> — 1

_ / < lim r "(=cosay +ysen TU)} > dy = / ——dy = arctan 1 — arctan 0 = z

J0 0 Jo 1+ Y 4

U——+00 1 + ’1]

En la proposicion que sigue se trata de ver la conmutatividad de las integrales de 11.4.8, cuestion
que tiene interés en muchas aplicaciones practicas. Se trata, en definitiva, de establecer una expresion
andloga a la de 10.3.10.
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410 11. Integrales impropias.

11.4.10 PROPOSICION. (Permutabilidad del orden de integracién). Si la integral impropia

+o00
/ f(z,y)dx es uniformemente convergente en el intervalo [¢,d] C R, se cumple la igualdad
a

./Cddy/:oof(:v,y)d:c_/:oodm/cdf(m,y)dy,

Por definicién de convergencia uniforme de una integral impropia, dado € > 0 arbitrario existe & > 0
tal que, cualquiera que sea u > k, se cumple

“+00
/ f(x,y)dx

Por lo tanto, cualquiera que sea u > k, se cumplira también que

/j <‘/:°° f(x’y)d“") dy /j <_/:oo f(rvy)dm) dy — /cd </a f(:r.,y)dm) dy

Demostracion:

<— para todo y € [¢,d].
d—c

= <e.
Aplicando ahora el cambio en el orden de integracién probado en 10.3.8, se obtiene
d +oo u d
/ </ f(m,y)dm) dy — / / f(r,y)dy | dr) < e
c a a Jc
para todo u > k, lo cual concluye la demostracion. L]
. . TR e~Tsenz T
11.4.11 EJEMPLO. Puede utilizarse el resultado anterior para probar que — =7 pues
0 x

1 —+o0
en virtud de 11.4.9 se sabe que / dy / e" T cosxy dr = %, y en virtud de 11.4.10, se cumple
Jo Jo

-1 400 ~+o00 -1
/ dy/ e *cosxy dr = / dm/ e “cosxy dy.
0 0 0 0

La igualdad enunciada resulta entonces teniendo en cuenta que se verifica

_ 1 -
e~ "senxy e Tsenx
T

1
/ e~ cosry dy = {
JO T 0

Para completar el estudio de les propiedades més importantes de las funciones definidas por integrales
impropias, queda en 1ltimo lugar establecer la derivabilidad de dichas funciones, cuestion que se aborda
en la proposicién que sigue.

11.4.12 PROPOSICION. (Derivabilidad de las funciones definidas por integrales impropias).  Sea
f:1 = [a,+o0[x[ec,d] € R* — R una funcién continua en su dominio. Si la funcién derivada parcial
“+o0
D, f es continua en I y la integral impropia D, f(xz,y)dx es uniformemente convergente en el

Ja
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“+oo
intervalo [e,d], entonces la funcién F:[c,d] — R definida por F(y) = / f(z,y)dx es derivable en

+oo
le,d] ¥, ademds, se cumple DF(y) = / D, f(z,y)dz.

a

Demostracion:

Sea yy €]c¢,d[ un punto cualquiera del intervalo; se tiene

Flyo+h) = F(yo) [T f(z,y0+h) = [(x,0)
Y —/a W dx.

Aplicando la férmula del incremento finito a la funcién f(z, ) en el intervalo [yo,yo + k] Cle, d], se

obtiene f(z,yo +h) — f(w,50) = hDF(z, )(€) = hDyf(1,€); yo < € < yo + h, con lo que pasando

al limite en la igualdad anterior cuando h — 0 y teniendo en cuenta la convergencia uniforme de las
+o00

integrales impropias / D, f(z,y)dz, se obtiene finalmente

a

— +o0 “+o0o

Ja

como se queria probar. L]

11.4.13 EJEMPLO. Sca f:I — R, donde I = [0,400[xR C R? definida por f(z,y) =

e " coszy para cada (z,y) € I. La funcién derivada parcial D, f(z,y) = —ze "senzy, (z,y) € I,
400
es continua en el intervalo I y las integrales impropias —ze "senxy dr, son uniformemente

0
convergentes en R, como es inmediato establecer aplicando, por ejemplo, el criterio de Weierstrass. En
consecuencia, la funciéon F:R — R definida por

+0oo
F(y) = / e~ *cosxy dr, para todo y € R
Jo

es derivable en R, cumpliéndose

“+oo “+oo

D, f(z,y) de = / —xe Tsenzy dr, paratodoy e R
0

re) = [

J0

11.5 LAS FUNCIONES “GAMMA” Y “BETA”

Este apartado tiene como objetivo el estudio de dos funciones denominadas genéricamente “funciones
eulerianas”. La primera de ellas es la funcién “gamma” T', la cual es un ejemplo de funcién definida por
una integral impropia tal como se han definido estas funciones en el apartado anterior. La segunda es
la funcién “beta” B, que es una funcién de dos variables reales definida por una integral que, en unos
determinados casos, es impropia de segunda especie.
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412 11. Integrales impropias.

La funcion Gamma, I’

11.5.1 DEFINICION. Sea la funcién real f:Rj x R — R definida por f(x,t) = 2!~te™?; pueden
+o0

considerarse las integrales impropias siguientes / ' te %dx, t € R. Vamos a estudiar su conver-
0

gencia. La integral anterior puede doscomponorsb como suma de dos integrales:
1 00
/ e " dx +/ o' le ™ dr = I(t) + J(t), tER.
0 1

lo cual facilitard, como veremos, el estudio de la convergencia, considerando separadamente los casos
t>0yt<O0.

e Supongamos t > 0. La integral I(t) no es impropia si ¢ > 1y, puesto que entonces la funcién f es
continua en su dominio, la integral existe. Si 0 < ¢ < 1, se cumple

li /171‘, /tfl —Ty — 1
AT =1

con lo que I(t) es convergente en virtud de 11.2.6. En cuanto a J(t), se tiene

lim 2%(zte™™) =0,
r—+o0

y entonces J(t) es convergente por 11.1.12.

e Supongamos t < 0. En tal caso, se cumple

li . ’t—l -z _
z£é1+:r(a" e™") = oo,

con lo que la integral impropia I(t) es divergente en virtud de 11.2.6; independientemente del caracter
de J(t) en este caso (que es convergente), resulta en definitiva que la suma es divergente.
“+o0
e Fn resumen, se ha probado que la integral impropia / z'=le~%dx es convergente si, y solamente
0

si, se cumple t > 0, con lo que tiene sentido considerar la funcién T : Rg — R, definida por

+o0
I'(t) = / e dx, t>0.
0

En la proposicién que sigue se establecen las propiedades béasicas de esta funcién.

11.5.2 PROPOSICION. (Propiedades bésicas de la funcion Gamma). La funcién I' definida en el
punto anterior verifica las siguientes propiedades:

1) es continua en su dominio |0, 4+o0cf;

2) I'(1)=1,;

3) I'(t+1) =tI'(t) paratodot >0 (férmula de recurrencia);
4) I'(n) = (n—1)! paratodon=1,2,3,....

Demostracion:
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+o0
1) Se hard viendo que la integral impropia / '™ te™dx es uniformemente convergente en |0, +o0f;
Jo
la continuidad de I" serd entonces consecuencia del criterio de Cauchy (11.4.4). En efecto: si a > 0

es un numero real positivo estricto cualquiera, considérese la funcién g:]0, 00— R definida por

() 227 si0<x <1,
g(x) =
Xe 2 six > 1,

donde A > 0 es una constante positiva. Es inmediato comprobar que se cumple g(z) >
+o0
0 para todo z €]0,4+00[ y que la integral impropia / g es convergente.
Jo

Si 0 < a < b, cualquiera que sea t € [a,b] se cumple f(z,t) = 2!~ le™ < g(x), con lo que, en
virtud del criterio de Weierstrass (11.4.5), se cumple la convergencia uniforme de la integral impropia

400
/ z'~le™®dz, lo que prueba la continuidad de la funcién T.
0

2) Basta aplicar la definicién de la funcién T

3) Basta calcular I'(t + 1) a partir de la definicién de la funcién I' y a continuacién aplicar la férmula
de integracién por partes, obteniéndose

400 ~+00
Lt+1) = / rle " dr = t/ 2= te™%dx =t T(t).
0 0

4) Inmediata en virtud de 3). [

11.5.3 OBSERVACION. Cabe destacar dos propiedades de interés que se deducen de la proposicién
anterior:

e En primer lugar, que basta conocer los valores de la funcién I' en [1, 2] para poder calcular su valor
en cualquier punto de su dominio.

e En segundo lugar, que la igualdad 4) de la proposicién anterior permite afirmar que la funcién T" es
la extensién de la funcién factorial definida en los niimeros naturales.

11.5.4 PROPOSICION. (Derivabilidad de la funcién Gamma). La funcién T es infinitamente derivable
en |0, +o0], verificindose

“+oo
D"I(t) = / x'e™(Inx)"dx para todo n € N.
Jo

Demostracion:

La funcién f:R§ x Ry € R?* — R definida por f(x,t) = x'~le*, es continua y derivable
parcialmente en su dominio; la funcién derivada parcial Dof estd definida por Dof(z,t) =
e % Inx, (2,t) € ]RSr X RS“ v es también continua en su dominio. En consecuencia, aplicando
la proposicién 11.4.11 se obtiene que la funcién I' es derivable en su dominio ]0, +00], cumpliéndose
ademas que

+00
DI (t) = / z'e™" Inzdz.
Jo

Aplicando reiteradamente n veces el razonamiento, se obtiene la expresion de la derivada n-ésima
de la funcién T'. m
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414 11. Integrales impropias.

11.5.5 OBSERVACION. (Extensidn de la funcién Gamma a los reales negativos). Se ha probado que
la funcién I' estd definida en ]0, +o00[; no obstante, teniendo en cuenta 11.5.2 puede extenderse el campo
de definicién de esta funcién a los niimeros reales negativos no enteros, esto es, al conjunto | — oo, 0[—Z,
mediante el procedimiento que se estudia a continuacién.

e Sit <0, existen un nimero real z > 0 y un ntmero natural m, no tinicos, tales que t = z —m (por
ejemplo, si t = —7.65, se cumplen ¢t = 0.35—8 = 1.35 —9 = 2.35— 10, etc.). Para nuestros propdsitos
tomaremos los menores nimeros que cumplen la igualdad. Teniendo en cuenta esto y la férmula de
recurrencia establecida en 11.5.2, resulta:

F2)=-1TIz-1)=>z-1)z-2)I(z2-2)=---=(z=1)(z—2)---(z—=m)['(z —m),
con lo que puede escribirse

I'(z)
(z=1)(2=2)...(2=m)’

I(z—m)=T() =

Obsérvese que si t es un namero entero negativo, entonces se cumple z =0y m = —t, con lo que la
expresion anterior carece de sentido, pero si lo tiene cuando ¢ no es un nimero entero negativo. La
expresion anterior se denomina extension de la funcion I' a los nimeros reales negativos no enteros.

e Asi, por ejemplo, en el caso apuntado antes en que t = —7.65, se tendrd z = 0.35 y m = 8, con lo
que

1'(0.35) 2.546287

= = 1.8365.10%.
(0.35 —1)(0.35 — 2)(0.35 — 3) ... (0.35 — 8)  13865.02064 i

I(—7.65) =

11.5.6 EJEMPLO. (Aplicacién de la funcion T' al cdlculo de integrales).

“+oo
1) Para calcular la integral impropia / 28¢72% puede recordarse que la funcién I se define mediante
0

“+ o0
() = / 2 le™"dz  (t > 0),
0

con lo que planteando en la integral dada el cambio de variable definido por

U 1
I:g(u):§, Dg(u):§7

se obtiene
Feo Feo 6 1 1 [T 1 4
/ 28727 = / (E) e " =)= —/ ule™™ = —=I(7) = 0— = —5
0 Jo 2 2 27 Jo 27 27 8

1
2) El célculo de la integral / zlnz puede abordarse mediante el cambio de variable definido por
0

u

r=g(u)=e" Dglu)=—e"

1 0 +oo
/ T 1114 T = / efu(_“)4(_efw,) — / ’11,4672“.
0 +00 0

resultando
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Si en esta integral se hace ahora el cambio de variable definido por

1

u=g(v)= 3. Dglv) =3

se obtiene

e VI 1 1o[ree 1 43
4 —2u o 3 —v - I 4 —v P _ - _Z
'/0 u“e du—./o (2) e <2> 5 ./0 vie” dv 25F(5) 5 =71

La funcién Beta, B

11.5.7 DEFINICION. Sean p,q € R ntimeros reales cualesquiera; pueden considerarse las integrales
definidas por / mpfl(l — .T,)qfl, cuyo caracter vamos a estudiar a continuaciéon en funcién de los

valores de p, q G(iR. Obsérvese que si p > 1y g > 1, la integral anterior no es impropia y la definicién
es correcta, puesto que es la integral de una funcién continua en un intervalo contenido en su campo de
continuidad. En cualquier otro caso, la integral anterior es una integral impropia de segunda especie,
con lo que para que la definicién sea correcta debe estudiarse su convergencia.

e Considérese la integral descompuesta mediante la suma siguiente:

1 1/2 1
/ Pl —2)?t = / 2P —2) 4 / P71 —2)97 Y
Jo Jo .

1/2

si se cumple p > 0y 0 < ¢ < 1, ambas integrales son convergentes en virtud de 11.2.6, puesto que,
por ejemplo, para la primera se tiene que

lim :tlfp(l“/pfl(l - fl"r)qil) =1,

x—0

v el exponente verifica 1 — p < 1. Un razonamiento idéntico para la segunda integral prueba su
convergencia. Se prueba de forma andloga la convergencia de ambas integrales en el caso en que
0<p<lyqg>0.
e Sip <0, se verifica
lim 2P (1 —2)9 ) =00

r—0t

cualquiera que sea el valor de ¢, con lo que en virtud de 11.2.6, la primera integral impropia es
divergente y también lo es la suma. Mediante un razonamiento idéntico se prueba la divergencia de
la segunda integral en el caso en que ¢ < 0y p es cualquiera, siendo divergente también la suma.

e A partir de las cousideraciones auteriores puede definirse la funcién B:Rg x R — R mediante
la integral

B(p,q) = '/01 aP N1 —a)?

A continuacién se estudian esquemaéticamente las propiedades mas importantes de esta funcién.
11.5.8 PROPOSICION. (Simetria de la funcién Beta). Se verifica la igualdad

B(p.q) = B(q,p)-
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Demostracion:
Si en la integral que define la funcién B se realiza el cambio de variable definido por
r=g@y)=1-y, Dgly)=1,
se obtiene
1 -0 1
Boa)= [ 21— = [amgr -y = [ a-g = Bl
0 1 0
como se queria probar. [
11.5.9 PROPOSICION. (Expresién de Beta mediante funciones trigonomdtricas).  Se verifica la

igualdad
/2
B(p,q) = 2/ sen??7 1t cos?1
0

Demostracion:

Inmediata, sin méas que aplicar el cambio de variable definido por
r=g(t) =sen’t, Dg(t) =2sent cost,
en la integral que define la funciéon Beta. [

11.5.10 PROPOSICION. (Relacidn entre las funciones Gamma y Beta). Sip,q > 0 son nimeros reales
positivos estrictos cualesquiera, se cumple la igualdad

L(p)I'(q)

B(p,q) = Trtq)

Demostracion:

Para demostrar rigurosamente esta propiedad se requieren conceptos tales como integrales dobles
y cambio de variables en integrales dobles que no han sido estudiados en este texto, con lo que se
omite su demostracién. Puede consultarse la referencia [DeB].

Se propone como ejercicio probar la igualdad en el caso en que p y ¢ son niimeros naturales. ]

11.5.11 EJEMPLO.

1
> = /7. En efecto, a partir de 11.5.10si p = g = >

N —

1) Vamos a probar que se cumple la igualdad: T’ (

1(34) - ()
1
57

se cumple que

v a partir de 11.5.9, si p = g = =, se obtiene

11 /2
B<§,§>:2/ sonotcosot:m
Jo

de donde resulta la igualdad enunciada.
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2) Teniendo en cuenta que I' (3) = /T y que ['(n) = (n — 1)1, se obtiene

1\ 1-3-5---(2m—1 9m — 1)1l
F<m+§>: 35 2m( d )ﬁ:(m2m ) ﬁa m=1,2,3,...

3) Aplicando la propiedad anterior y teniendo en cuenta la extensién de la funcién Gamma a los reales
negativos, es inmediato establecer que se cumple

1\ (-pmeam _(—pmgm o
F<_m+2>71-3-5---(mel)ﬁi(mel)!! v m=123,...

4) Se propone como ejercicio probar que

T(p)T(1 - p) = — (p > 0),

sen pmw

teniendo en cuenta 11.5.9 y 11.5.10.

11.5.12 EJEMPLO. (Aplicacion de la funcién B al cdlculo de integrales).

[evEm = [ i (3)

aplicaremos a esta integral el cambio de variable definido por

1) Para calcular la integral

2
r=g(u)=2u'®=u, Dglu)= 51172/3

obteniéndose

2 N 3 1 2 39./2 1
2\/5/ 3\ /1— (1) = 2\/5/ Suv1—u su™?® = M / ul/B(l - 11,)1/2 =
Jo 2 Jo 3 3 JO

3vE 43 3VAT(H) TR)
I IRE I U S Ve

/2
2) Para calcular la integral / cos® 8, basta observar que
Jo

w/2 1 /2 1 /2 1 7
/ cosb9==1(2 / sen®@ cos®h | == (2 / sen?2719 cos?z7l0 | =
Jo 2 Jo 2 Jo

:lB lZ :11"(%~
27\22) T 271
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11.6 EJERCICIOS.

1. Calcilense las integrales impropias siguientes:

+o00 3 +oo 1 +o0 .2 1 +o0 2
a) / — a> 0; (t) / — s b) / T4 + ; d) / —_—
a T Jo 1+ o TrH1 J1 avrl04+ a5 +1

2. Estudiar la convergencia de las integrales impropias siguientes
) / Foo x b) oo 22 1

a —_— ) —_—
1 3zt 4bx2 417 2 VIS +16

3. Pruébese la convergencia de las integrales impropias siguientes

+o0 +oo
sen r
a) / ; b) / e
Jo T Jo

4. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias

T Inx T ] _cosz
) / n:r’ (a > 0); b) / cQos:r.
J1 r+a Jo T

5. Estudiar la convergencia y calcular, en su caso, las siguientes integrales impropias de segunda especie

) /# X /1 ®) /% 9 /ﬁ

6. Calcular la integral / 2 In(sen z).
0

4 1
1 1
7. Calcular las integrales  a) '/0 m; b) '/_1 T i
e : Tz
8. Calcular las integrales impropias — a) /1 ﬁ, b) /0 ﬁ

9. Pruébese que las integrales impropias

oo g T arctanz
vy —_—
1w+ . 1 x2

son ambas convergentes. Calciilese directamente su diferencia.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



11. Ejercicios. 419

10. Aplicando la definicién, estudiar la convergencia de las integrales impropias que siguen, calculdn-
dolas en caso de convergencia:

e 1 3
) / 2(lna) /3’ /o cosz’ © / Vir—i2-3
f= /1 e
o /1 —22] o 1—a8 0 2375

11. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias:

1 @ 1 1
e ) T

- . ¢ V[ ——

/0 Vi /o 1712 =2 / V=2t

Q) /1 1 _ /1 0 / Inzt/*+1
Jo 1—a3+25 o T—senz’ Jo etanz —1°
+o00 ‘Tn
12. Estudiar para qué valores del niimero natural n € N existe la integral impropia / T
0 xr
) , ® Inx , L )
13. Pruébese la igualdad: T2 = 0. (Sugerencia: estidiense separadamente los intervalos
Jo x

10,1] ¥ [1, +00] v en este Altimo apliquese el cambio de variable definido por u = 1/x).

14. Con el objetivo de generalizar el concepto de valor medio integral de una funcién integrable en un
intervalo cerrado y acotado, se define el valor medio generalizado de f eun el intervalo [a, +00[, notado
Hh(oo)(f), como el limite (si existe y es finito) siguiente:

u—-+o0 14

ooy (f) = lim / S

Calciilese el valor medio generalizado de las funciones siguientes, en el intervalo que se indica en cada
€aso:

1) f(x) = arctanz, en el intervalo [0, 4+o00].
2) f(z) = 24/x senz, en el intervalo [0, +o0l.

3) flz) = ﬁ—?), en el intervalo [1, +00[.

COS ™

+o00
15. Sip € R se indica mediante I(p) la integral impropia [(p) = / (a>0). Estidiese su
a

xP
convergencia en funcién de p.

16. Sea f:]0,a]— R una funcién monétona en su dominio y tal que existe la integral / zP f(x).
0

Pruébese que se cumple entonces la igualdad

P+l
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420 11. Integrales impropias.

1+.'1c2 —t
e
17. Se considera la funcién f: R — R definida por f(x) = / -
1 f

a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f en su dominio.

too ot
b) Estudiar la convergencia de la integral impropia / -

1 j

T
¢) Calcular el limite lim f( 2)
z—0 o
18. Sean f,g:[a,+oo[— R dos funciones reales tales que
x
1) / f(t) esta acotada para todo x > a;
Ja
2) la funcién g es monétona;
3) se cumple la igualdad lim g¢(z) = 0.
xr— 400
+o0
Pruébese que, en estas condiciones, la integral impropia / f(x)g(x) es convergente.
Ja

19. Se designan por I y .J las integrales impropias siguientes:

I:/+oo e—m’ ]:/+oo me—z‘
Jo 1+ 0 1+

1) Pruébese que ambas son convergentes.

2) Expresar la integral .J en funcién de la integral 1.

1
3) Compruébese que se cumple 1 <I<1

20. Sea f:[0,4o00[— R una funcién real; se denomina transformada de Laplace de f, notada Lf, la
funcién F: [0, +o0o[— R definida por

+o0
(Lf)(s) = F(s) = /0 e~ F (1) dt.

Calcular las transformadas de Laplace de las funciones f: [0, +0o[— R siguientes:

1) f(t) =, t >0 (a = constante);

2) f(t)y=t", t>0 (neN)
) ft)=eM t>0 (AeR);
4) f(t) =senwt, t >0 (weR);
5) f(t) =coswt, t >0 (weR).

21. Sea f:[0,400[— R una funcién en el intervalo |0, +o0o[ y tal que f(0) = yo. Si F(s) designa la
transformada de Laplace de f, compruébese que la transformada de Laplace de su funciéon derivada D f
es

(LDf)(s) = sF(s) — yo.
Generalicese el célculo a funciones sucesivamente derivables, determinando la expresion de la
transformada de Laplace de la derivada k-6sima, £D* f cualquicra que sea k € N.
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22. Calciilese el potencial electrostatico creado por un hilo conductor de longitud 2L que esté cargado
con una densidad lineal de carga constante ¢, en un punto situado a una distancia d del punto medio
del hilo. Dediizcase una expresién para el caso en el cual el cociente d/ L sea muy pequefio.

11.7 GUIA DE REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

[DeB] DE BURGOS, J. Cédlculo Infinitesimal (teoria y problemas).
Excelente texto de consulta. Se recomienda la lectura del capitulo 7, dedicado a las integrales impropias
y a las integrales dependientes de un parametro (funciones definidas por integrales). Contiene también
una excelente coleccién de ejercicios resueltos de gran interés didéactico.

[Di] DIXMIER, J. Matemdticas Generales.

Las integrales impropias se tratan en el capitulo 38 del segundo volumen de esta obra, bajo el titulo
“Generalizacién de la integral”. El enfoque es parecido al que hemos utilizado en nuestro desarrollo del
tema y el contenido estd desarrollado con una amplitud suficiente. El autor utiliza una terminologia
ligeramente distinta a la nuestra, pues habla de “existencia” y de “convergencia” de una integral impropia
con significado diferente al que hemos empleado aqui. Cabe destacar la excelente coleccién de ejercicios
propuestos, muchos de ellos de nivel bastante elevado.

[Kr] KRASNOV, M. y otros. Curso de Matematicas Superiores para Ingenieros.

En el primer volumen de esta obra, las integrales impropias se estudian en el capitulo X. El desarrollo
es muy completo, riguroso y actualizado, destacando la extension y el detalle con que se tratan los
diversos criterios de convergencia de interés practico, que se complementan con gran cantidad de ejemplos
resueltos y ejercicios propuestos muy bien seleccionados. Las funciones eulerianas I' 'y B se tratan en el
segundo volumen.

[Or] ORTEGA, J.M. Introduccié a I’Analisi Matematica.

Las integrales impropias se estudian en el capitulo VIII de esta obra, bajo el titulo Ampliacions del
concepte d’integral. El contenido es distinto al de nuestro capitulo 11, pues incluye junto a las integrales
impropias las integrales dependientes de un pardmetro. Se recomienda este texto de manera especial,
pues para el estudio de las integrales impropias es una de las referencias mas completas en lo referente
a la exposicién de los conceptos y al desarrollo de las propiedades correspondientes. El nivel es muy
similar al que hemos desarrollado aqui y destacan los numerosos ejemplos que ilustran las exposiciones.
Queremos destacar también la interesante coleccién de ejercicios, si bien no es muy extensa.

[Spi] SPIEGEL, M.R. Cilculo Superior.

Recomendamos esta obra basicamente para hacer ejercicios. Las integrales impropias se tratan en
el capitulo 12 y las funciones eulerianas en el capitulo 13. Dentro del estilo de la coleccién a la
que pertenece este texto, los conceptos y propiedades estan presentados de forma muy esquematica
y sin demostraciones, las cuales se encuentran propuestas y desarrolladas en forma de ejercicios; esta
organizacién motiva que inicialmente no sea facil encontrar la informacién. Sin embargo, compensa
en cierto modo la coleccion de ejercicios resueltos y de ejercicios propuestos, muy completa y bien
estructurada.
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