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Esencialmente, la teoria expuesta en este texto coinci-
de con la de la asignatura troncal de Geometria. que el
autor ha impartido durante los tres Ultimos anos en la
Facultat de Matematiques i Estadistica (FME). A la hora
de seleccionar el contenido y la forma de tratarlo, se
han tenido en cuenta varios factores: el caracter cuatri-
mestral de la asignatura: el hecho de que se imparta en
el primer curso. inmediatamente despues de cursar un
cuatrimestre de algebra lineal; sus contenidos tronca-
les: la preparacion geomeétrica que puede esperarse de
los alumnos de primer curso y, como idea directriz. el
papel que ha jugado la geometria desde Euclides, como
disciplina tecnica y como herramienta para modelar la
realidad.

Atendiendo a dichos factores, se ha optado por incluir
un capitulo de geometria clasica encaminado basica-
mente a reforzar la capacidad de resolver problemas de
geometria elemental. Este capitulo no es necesario,
desde el punto de vista logico, para seguir la lectura del
libro, pero consideramos que tiene un valor pedagogico
de puente entre la ensenanza secundaria y la universi-
taria. Los demas capitulos estan dedicados. por este
orden. a la geometria afin, a la geometria euclidiana, a
la geometria proyectiva y al estudio de las conicas y las
cuadricas. Como herramienta de trabajo, utilizamos
decididamente el algebra lineal. pero solo en la propor-
cion que nos permite llegar a los resultados sin tener
que hacer contorsiones innecesarias -ni por exceso ni
por defecto. Cada capitulo contiene numerosos ejer-
cicios que se intercalan en la exposicion en el momen-
to que hemos considerado mas adecuado, desde el
punto de vista formativo. asi como una lista de proble-
mas. dispuestos al final, que pueden servir al lector
para ampliar o profundizar en algunos puntos del tema-
rio. pero que no forman parte del curso propiamente
dicho.
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Introduccién

En esencia, la teorfa expuesta en este texto coincide con la de la asignatura troncal de
la Facultat de Matematiques i Estadistica de la Universitat Politécnica de Catalunya
denominada Geometrfa, la cual ha sido impartida por el autor durante los tdltimos
cuatro cursos.

Para la determinacién de los contenidos y su presentacién hemos considerado distin-
tos factores. Digamos ya que una idea directriz, en el trasfondo, ha sido la voluntad de
tener presente la larga e ilustre historia de la geometria, que desde Euclides ha sido un
modelo de conocimiento que han seguido, refinado y ampliado los espiritus mas clarivi-
dentes, tanto en trabajos de fundamentacién matematica como en los de modelizacién
de la realidad.

De una parte, se da la circunstancia favorable de que los estudiantes ya conocen, al
empezar el curso, las nociones bdsicas de dlgebra lineal que son imprescindibles para
una exposicién eficaz de la materia.

Pero, por otra parte, en un primer curso de geometria pueden converger otras cir-
cunstancias menos favorables. Hay una que parece bastante general: los conocimientos
con los que se llega hoy a la universidad suelen ser deficitarios en aspectos basicos del
lenguaje geométrico, con la subsiguiente disminucién del abanico de recursos para la
resolucién de problemas. También se puede dar el caso de que el curso cuatrimestral
del cual hablamos sea el tnico obligatorio para tratar, al lado de la geometria afin y
euclidiana, las ideas bdsicas de geometria proyectiva y algunas nociones fundamentales
sobre cénicas y cuddricas.

Con estas condiciones de contorno, solo se puede aspirar a tratar los conceptos
mds bdsicos, y sus interrelaciones mds fundamentales, y a incluir una muestra de los
problemas que permiten resolver. Este niicleo de conocimientos, sin duda importante,
aunque mds reducido de lo que quizd serfa deseable, es el que recogemos en el texto
y que tiene que permitir que aspectos mds especificos de la formacién geométrica se
puedan considerar ulteriormente, si llegara el caso, segin el contexto de docencia, de
investigaciéon o de trabajo en que se encuentre cada uno. De este modo, puede suce-
der que en un curso sobre compactacién de imdgenes deban considerarse previamente
algunas cuestiones de geometria afin; que en un curso sobre geometria computacional
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deban mencionarse algunos complementos de geometria métrica; o que en cursos sobre
métodos de factorizacién en criptografia, o sobre codificacién, deban tratarse primero
algunos puntos de geometria proyectiva necesarios para poder discutir estos términos
con una preparacién apropiada.

Para responder a los retos que hemos citado, y en contraste con el método sintético
(o axiomdtico) de la geometria cldsica (véase, por ejemplo, la Geometria métrica de
Puig-Adam), tenemos a favor que se puede hacer una exposicién sistemadtica y eficiente
de la geometria basdndose en el dlgebra (método algebraico o analitico). Es el camino
que seguimos en este texto, no solamente por razones de economia conceptual, sino
porque la teorfa es mds general, como tiene que ser para que pueda ser utilizada en
cursos paralelos o posteriores, y considerablemente mds potente en las aplicaciones.
Surge la paradoja, ademds, de que con el método algebraico se puede profundizar
considerablemente en la naturaleza de la geometria, siguiendo las directrices dadas por
F. Klein hace mds de un siglo en su Programa de Erlangen, segin las cuales la esencia
de una geometria es su grupo de transformaciones. De hecho, es el seguimiento de
esta idea la que explica la manera como se ha agrupado la materia de los capitulos
1-3 (Geometrfa affn, Geometrfa métrica y Geometrfa proyectiva, respectivamente) y
también la manera de estudiar las figuras de segundo grado en el capitulo 4 (Cénicas y
cuddricas).

El método algebraico permite reconstruir, como un caso muy particular, la geo-
metrfa clasica (en el sentido que le hemos asignado antes) y, por tanto, ésta no es
estrictamente necesaria, desde un punto de vista puramente légico, para seguir el cur-
so. Pero la conclusién es muy diferente si planteamos la cuestién desde un punto de
vista pedagdgico, ya que, para que el método algebraico de exponer la geometria pueda
arraigar con fuerza y dar sus frutos, es imprescindible conocer los conceptos y hechos
geométricos mas bdsicos y saber utilizarlos para la resolucion de problemas. Es por este
motivo que hemos incluido un capitulo 0 sobre geometria cldsica que puede utilizarse
tanto para repasar (o estudiar) los citados conceptos y hechos como para familiarizar-
se con el tipo de problemas que permiten resolver. No es, légicamente, un capitulo
autocontenido, ya que presuponemos un conocimiento intuitivo de las nociones y los
enunciados mas elementales sobre puntos, rectas, dngulos, circunferencias, etc. Pero,
tal como hemos dicho anteriormente, la teorfa de los capitulos 1 y 2 nos permite dar
una fundamentacién matematica adecuada de estos conocimientos. Asi lo haremos en
este texto y, a la vez, daremos referencias precisas, en los puntos oportunos, con el fin
de guiar al lector sobre estas interrelaciones.

Los ejercicios intercalados en el texto se distinguen con el simbolo E, seguido del
nimero del ejercicio dentro del capitulo, y, dado que forman parte del contenido del
curso, se recomienda al lector que los resuelva en el momento que crea que ya ha
entendido la materia precedente. El signo [0] al final de una afirmacién significa que se
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considera que su demostracién es ficil o rutinaria, pero quizd no totalmente inmediata
y, por tanto, se recomienda que el lector la compruebe efectivamente antes de proseguir
la lectura. El simbolo O indica el final de una demostracién o de un enunciado cuya
demostracién es clara por el contexto.

Al final de cada capitulo hay un listado de problemas. Estos problemas no son
estrictamente necesarios para entender la teoria, pero son importantes para profundizar
en la comprensién de los temas tratados y en su significacién, razoén por la cual se
recomienda que el lector los intente resolver tan completamente como le sea posible.
Para ulteriores referencias, estos problemas se distinguen con el simbolo P, seguido del
nimero del problema dentro del capitulo.

Los enunciados (proposiciones, teoremas, notas, etc.) estdn numerados correlativa-
mente dentro de cada capitulo. Por ejemplo, una referencia a la «proposicién 2.5» nos
remite al quinto enunciado del capitulo 2, el cual lo reconoceremos por la cabecera 2.5
Proposicién. Las férmulas numeradas también se numeran correlativamente dentro de
cada capitulo, independientemente de la numeracién de los enunciados y con nimeros
dispuestos a la derecha de la pagina. Para evitar confusiones con la otra numeracion,
los nimeros de las férmulas se ponen entre corchetes. De este modo, la «férmula [2.5]»
hace referencia a la quinta férmula numerada del capitulo 2, la cual es precisamente
la senalada por los simbolos [2.5] escritos al final de su linea. Debido a que los apar-
tados (titulos dentro de una seccién, destacados con letra cursiva negrita grande), los
subapartados (titulos dentro de un apartado, destacados con letra negrita normal) y
los epigrafes (titulos dentro de un subapartado, destacados con letra cursiva negrita
pequefia y acabados con un punto y seguido) no llevan numeracién, nos referimos a
ellos dando el titulo completo y la pdgina en la cual se encuentran.

Nota bibliografica

Citamos algunas referencias que pueden ser ttiles al lector para profundizar en el estudio
de la geometria.

e Geometria cldsica: [1, 2, 3, 4].
e Referencias generales: [5]; también [6], si exceptuamos la geometria cldsica.
e Algebra lineal, geometrfa afin y geometria euclidiana: [7].

e Geometria proyectiva: [8, 9, 10, 11]; véase también [13]. Estos textos también
contienen materiales relativos a cénicas y cuddricas.

e Grupos y geometria: [12]; véase también [14, 28].
e Textos cldsicos: [13, 14].

e Fundamentos de la geometria: [15, 16, 17].
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e Textos complementarios: {18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].
e Historia: [25, 26, 27, 28|.

o Referencias auxiliares: [29] (para cuestiones de IXTEX) y [30] (para los graficos).
(Las figuras se han dibujado con MATHEMATICA 2.2, utilizando el paquete de
funciones GX.M, desarrollado por Josep Grané y el autor.)
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0 Geometria cldsica

Razones meramente pedagégicas inducen a creer que el estudio riguroso y general de la
geometria serd més provechoso a quienes tengan un cierto conocimiento de los conceptos
y hechos bésicos de la geometrfa euclidiana cldsica y una cierta iniciacién en el uso de
estas herramientas para la resolucién de problemas.

En consonancia con estas ideas, este capitulo contiene un prontuario de conceptos
basicos de geometria elemental (secciones 0.1 y 0.2) y una coleccién de problemas
(seccién 0.3).

Se recomienda al lector que esté mads interesado en la resolucién de problemas de
geometria cldsica que empiece a trabajar directamente la lista de problemas, y que
recurra a la materia del capitulo (o a alguno de los textos indicados en la bibliograffa)
cuando lo considere necesario.

En cambio, al lector mds motivado por completar sus conocimientos geométricos
basicos (una necesidad que puede ser més general de lo que el nivel de nuestra exposicién
podria hacer pensar, sobre todo si se tiene en cuenta el tratamiento de la geometria en
la ensefianza primaria y secundaria), tenemos que recomendarle que estudie primero las
secciones 0.1 y 0.2, hasta que sea capaz de llenar todos los detalles de las demostraciones
que se omiten, o de las demostraciones de las que solo se dan las pinceladas principales,
y de resolver satisfactoriamente los ejercicios que se intercalan.

En contraste con los capitulos posteriores, en los que los sistemas geométricos méds
importantes se erigen sistemdticamente a partir de axiomas convenientes, en éste la
exposicién presupone un conocimiento intuitivo de las nociones y los enunciados mds
primitivos de la geometria euclidiana plana, como por ejemplo los relativos a puntos,
rectas, angulos o circunferencias. Se evitan asi prolijas disquisiciones, relativas a la
construccion y al analisis metédico de estos conceptos y enunciados, que poco aportarfan
a los objetivos del capitulo y que, en todo caso, se pueden formular mediante las técnicas
desarrolladas en el capitulo 2.
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0.1 Tridngulos y circunferencias

El hecho de que muchas figuras se puedan estudiar relaciondndolas con tridngulos, como
por ejemplo cuando admiten una triangulacién, hace que el tridngulo deba considerarse
una figura fundamental, y es por esta razén que se le dedica un amplio espacio en los
textos de geometria clédsica. Por otro lado, el estudio del tridngulo ha sido inseparable
del estudio de la circunferencia, bédsicamente por el hecho de que todo tridngulo de-
termina una tnica circunferencia en la cual estd inscrito (circunferencia circunscrita).
El objecto de esta seccién es, pues, hacer una revisién de algunas de las propiedades
bésicas del tridngulo y de algunas de las relaciones mds notables entre tridngulos y
circunferencias.

Propiedades bdsicas del triangulo

Si ABC' es un tridngulo, indicaremos mediante a,b,c los lados opuestos a A, B,C,
respectivamente.

Los dngulos correspondientes a los vértices se denotardn ;1\, B, @, o «,f,; son
los dngulos opuestos a los lados a, b, ¢, respectivamente. La altura correspondiente al
vértice A se expresard mediante hy o h, (y, andlogamente, hp o hy para el vértice B, y
hc o h. para el vértice C'). Con las notaciones AB y [AB] indicamos, respectivamente,
la recta que une los puntos A y B y el segmento (cerrado) de extremos A y B. El
correspondiente segmento abierto serd denotado (AB). La longitud del segmento [AB]
serd expresada mediante AB si por el contexto no hay peligro de que se pueda confundir
con la recta que une A y B; en caso contrario, la indicaremos con |AB| o AB.

Igualdad de tridngulos

Un desplazamiento es una transformacién de los puntos del plano que conserva las
distancias (v. subapartado « Desplazamientos», pag. 13). Dos tridngulos ABC'y A'B'C’
se denominan iguales, o congruentes, cuando hay un desplazamiento ¢ tal que ¢(A) =
A", o(B) = B' y ¢(C) = C'. Para los tres criterios de igualdad, o congruencia, que
siguen, v. figura 0.1.

Criterro LAL. Dos tridngulos son iguales si tienen dos lados y el dngulo que forman
iguales, respectivamente. En particular, dos tridngulos rectdngulos son iguales cuando
los correspondientes catetos son iguales.

Criterio ALA. Dos tridngulos son iguales si tienen un lado y sus dos dngulos conti-
guos iguales, respectivamente. En particular, dos tridngulos rectdngulos son iguales si
tienen iguales un cateto y el correspondiente dngulo agudo.

Criterio LLL. Dos tridngulos son iguales si tienen los tres lados iguales, respectiva-
mente.
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LAL ALA LLL
Figura 0.1: Criterios de igualdad de tridngulos

Suma de los dngulos de un tridngulo

La suma de los tres angulos de cualquier tridngulo es m (figura 0.2).

Figura 0.2: Suma de los dngulos de un tridngulo

E.0.1. Probar que la altura sobre el mayor de los lados de un tridngulo es interior al tridngulo
e inferior a las otras dos alturas.

E.0.2. Sea P el punto en el interior de un cuadrado ABCD tal que PCD = PDC = 15°. De-
mostrar que el tridngulo ABP es equildtero. (Indicacién: formar un tridngulo BC' P’ congruente
con CDP y con P’ interior al cuadrado.)

Desigualdad triangular
En un tridngulo, cada lado es inferior a la suma de los otros dos.

E.0.3. Dado un punto P en el interior de un tridngulo ABC, demostrar que AP + BP <
AC + BC.

Area de un tridngulo

Se obtiene como la mitad del producto de un lado (base) por la altura correspondiente
(por ejemplo, drea = %ahA, donde h4 denota la altura correspondiente al vértice A).
También es igual a la mitad del producto de dos lados por el seno del dngulo que
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forman (por ejemplo, hy = bsen () y, por tanto, drea = %absen (7)). Observamos que
si movemos un vértice sobre la paralela en la base opuesta, los tridngulos resultantes
tienen todos la misma &rea.

E.0.4. Dado un cuadrildtero convexo ABC'D, demostrar que su &rea es igual a %AC -BD -
sen (a), donde « es uno cualquiera de los dos dngulos que forman las diagonales AC' y BD.

E.0.5 (Teorema de Ceva). Sea ABC un tridnguloy X, Y y Z puntos de los segmentos abiertos
(BC), (CA) y (AB), respectivamente. Demostrar que las rectas AX, BY y C'Z son concurrentes
si y solo si

BX CY AZ _

(st AX, BY y CZ son concurrentes en el punto P, probar que BX/XC es igual al cociente de
las dreas de los tridngulos APB y APC).

La recta que une un vértice A de un tridngulo con un punto del lado opuesto [BC]
se denomina ceviana del tridngulo respecto del vértice A.

Teorema de Pitdgoras

En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es la suma de los cuadrados
de los catetos. Para una demostracion, v. el ejercicio que sigue.

E.0.6. Con las notaciones de la figura 0.3, mostrar que si el tridngulo ABC' es rectdngulo, con
A el dngulo recto, y AP es la altura correspondiente al vértice A, entonces el drea del cuadrado
AD es igual al drea del rectdngulo BPP'B’. Deducir el teorema del cateto (v. subapartado
«Teorema del cateto», pag. 18) y el teorema de Pitdgoras.

Teorema del coseno

En un tridngulo de lados a, b, ¢, se cumple que
a? = b? + ¢* — 2bccos(a)

donde « es el dngulo opuesto al lado a (este enunciado se deduce ficilmente a partir
del teorema de Pitdgoras aplicado a los tridngulos APC' y BPC, donde P es el pie de
la altura de C).

E.0.7. Si dos tridngulos tienen dos pares de lados respectivamente iguales y los correspondientes
angulos desiguales, mostrar que entre los lados opuestos a estos dngulos hay la misma relacién
de desigualdad.
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D A
| E
B ‘P C
B/ P! c’

Figura 0.3: Teorema de Pitdgoras

Teorema de los senos

En un tridngulo de lados a,by c y dngulos o, B y 7, se cumple que

sen(a) sen(f) sen(y)

a b c

Esta propiedad se deduce directamente de las definiciones: si h es la altura del vértice
C' de un tridngulo ABC', entonces h = asen () = bsen (), de donde resulta la primera
de las igualdades. Aplicando el mismo razonamiento a los lados b y ¢, se obtiene la
segunda igualdad. El valor comin de los cocientes a/sen(a), b/sen () y ¢/sen(vy) se
determina en el subapartado «Radio de la circunferencia circunscrita», pag. 23.

E.0.8. Sea ABC un tridngulo y supongamos que 3’ y ¥’ son dngulos tales que o+ ' +v' ==
y b/sen(#') = c/sen(v'). Demostrar que ' =By v =4.

Longitud de las medianas

Las medianas de un tridngulo son las rectas que unen sus vértices con los puntos medios

de los lados opuestos correspondientes.
Si M es el punto medio del ladoAB y m = CM, donde ABC es un tridngulo dado,
aplicando el teorema del coseno a los tridngulos M AC'y M BC, y sumando y restando
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las dos relaciones que se obtienen (suponemos a > b), ficilmente se llega a las dos
relaciones siguientes:

2
a? 4 b* :2(%+m2), a® — b% = 2cd

donde d es la distancia de M al pie P de la altura del vértice C'.
La primera de las relaciones anteriores nos permite encontrar la mediana m en

funcién de los lados a, b, c:
2

c
2 4

E.0.9. Si en un tridngulo dos medianas son iguales, demostrar que es isésceles.

E.0.10. Sean A y B dos puntos, M su punto medio, ¢ = AB y k > ¢?/2 un nimero real.
Probar que la circunferencia de centro M y radio 1/k/2 — ¢%/4 coincide con el lugar geométrico
de los puntos tales que la suma de los cuadrados de sus distancias a A y a B es igual a k.

E.0.11. Sean A y B dos puntos, M su punto medio, ¢ = AB y k > 0 un nimero real. Probar
que el lugar geométrico de los puntos tales que la diferencia de los cuadrados de sus distancias
a By a A esigual a k, coincide con la recta perpendicular a AB por el punto del segmento
[AM] que estd a distancia k/(2c) de M.

Algunos puntos asociados a un tridngulo

En cada tridngulo se pueden considerar distintos puntos que tienen, cada uno de ellos,
una relacién geométrica distinguida con el tridngulo. En este apartado consideraremos
el circuncentro, el ortocentro, el incentro y los excentros. Mds adelante estudiaremos
otros puntos.

Circuncentro

Las mediatrices de los lados de un tridgngulo ABC' se cortan en un punto O, llamado
circuncentro del tridngulo (la mediatriz de un segmento es la recta perpendicular por
su punto medio; sus puntos son precisamente los que equidistan de los extremos del
segmento). De este modo, el punto O equidista de los tres vértices y es, por tanto, el
centro de la unica circunferencia que pasa por ellos. Esta circunferencia se denomina
circunferencia circunscrita del tridngulo ABC'. También nos referimos a ella diciendo
que es «la circunferencia ABC'» (figura 0.4).

Ortocentro y tridngulo értico

Las alturas de un tridngulo se cortan en un punto H, llamado ortocentro del tridngulo
(figura 0.5).
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Figura 0.4: Circuncentro

Figura 0.5: Ortocentro y tridngulo drtico

Esta propiedad es una sencilla consecuencia del ejercicio que sigue. El tridngulo
PQR cuyos vértices son los pies de las alturas de un tridngulo dado ABC' se denomina
tridngulo ortico de ABC.

E.0.12. Probar que las alturas de un tridngulo son las mediatrices del tridngulo cuyos lados son
las paralelas por los vértices del primer tridngulo a los correspondientes lados opuestos (figura
0.6).
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Figura 0.6: Circuncentro A'B’'C' = ortocentro ABC

Incentro

Las bisectrices de los angulos de un tridngulo se cortan en un punto [, llamado incentro

del tridgngulo (figura 0.7).
V2

Figura 0.7: Incentro y ezcentro

La bisectriz de un angulo es la recta que lo divide en dos dngulos iguales; sus puntos
son precisamente los que equidistan de los dos lados del angulo. Asi pues, el punto I
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equidista de los tres lados y es, por tanto, el centro de la circunferencia inscrita al
tridngulo, es decir, la circunferencia que es tangente a los tres lados.

Excentros

Las bisectrices exteriores de dos éngulos B y C' de un tridngulo se cortan en un punto
I, que equidista de las prolongaciones de los dos lados del tercer éngulo A (lados c
y b) y del lado a opuesto a A. Por tanto, la bisectriz de A también pasa por I,, y
asf I, es el centro de una circunferencia que es tangente al lado a del tridngulo y a las
prolongaciones de by c (v. figura 0.7). Se dice que el punto I, es el ezcentro del triangulo
relativo al lado a. Los excentros I y I. se definen andlogamente. Del hecho que la
bisectriz y la bisectriz exterior de un dngulo de un tridngulo sean perpendiculares (0]
se deduce sin dificultad que las bisectrices de un tridngulo son las alturas del tridngulo
I, IyI.. De este modo es claro que el incentro I de ABC coincide con el ortocentro de
Iplp 1

E.0.13. Dado un éngulo APB y un punto P’ # P sobre su bisectriz exterior, demostrar que
|AP|+ |BP| < |AP'| + |BP'|.

Figura 0.8: Angulos inscritos en una circunferencia

Circunferencias y dngulos

La relacién que hay entre un dngulo y una circunferencia tiene propiedades y aplica-
ciones notables. Este apartado contiene una muestra de ello.
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Angulo inscrito en una circunferencia

Un dngulo inscrito en una circunferencia (es decir, un dngulo cuyo vértice estd sobre
la circunferencia) es la mitad del dngulo central correspondiente al arco comprendido
por aquél. De este modo, estd claro que el valor del dngulo sélo depende del arco que
comprende y no de la posicién de su vértice sobre la circunferencia (figura 0.8).

E.0.14. Comprobar que dos tridngulos rectdngulos con la misma hipotenusa tienen la mis-
ma circunferencia circunscrita, y que el centro de esta circunferencia es el punto medio de la
hipotenusa compartida.

E.0.15. Dado un tridngulo ABC, sean P,V € [BC] el pie de la altura de A y el punto de
interseccién de la bisectriz de A con BC. Sean D y E los pies de las perpendlculares a ABy
AC por Py V, respectivamente. Demostrar que si o = A/2 entonces DPB = EPC = a.

Un dngulo inscrito en una circunferencia es recto cuando el arco que comprende es
una semicircunferencia (v. figura 0.9a). Esta propiedad se puede utilizar para encontrar
las tangentes a una circunferencia C' desde un punto P exterior: son (figura 0.9b) las
rectas que unen P con los puntos de interseccién de C' con la circunferencia que tiene
por didmetro el segmento O P, donde O es el centro de C.

Figura 0.9: a) Angulo recto inscrito. b) Tangentes desde un punio a una circunferencia

Angulo interior y dngulo exterior

Un 4ngulo cuyo vértice es exterior a una circunferencia y cuyos lados la cortan (se
admite también que un lado del dngulo o los dos le sean tangentes) es la semidiferen-
cia de los dos dngulos centrales correspondientes a los dos arcos de la circunferencia
determinados por el dngulo.

Esta propiedad es una consecuencia inmediata de que un dngulo interior z de un
tridngulo es, con las notaciones de la figura 0.10a, la diferencia de los dngulos a y 3.
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Andlogamente, un éngulo cuyo vértice es interior a una circunferencia es la semisuma
de los dngulos centrales correspondientes a los dos arcos determinados por el dngulo

(figura 0.100).
a)

r=a—-0

Figura 0.10: Angulos ezterior e interior a una circunferencia

Arco capaz

Dado un segmento AB y un dngulo a, el lweométrico de los puntos P de uno de los
semiplanos definidos por AB y tales que APB = « es un arco de circunferencia cuyos
extremos son A y B (a este arco se le denomina el arco capaz del angulo « respecto al
segmento AB). Veamos cémo se puede construir.

P

Figura 0.11: Arco capaz de un dngulo respecto a un segmento

Supongamos primero que o < 5. Sobre la mediatriz de AB (v. figura 0.11), y en el
semiplano en cuestion (en la ﬁgura 0 11 Supongamos que es el semiplano por encima de

AB), consideramos el punto O tal que AOM = a, donde M es el punto medio de AB.
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Entonces, los puntos P de la circunferencia de centro O/y\radio OA que pertenecen
al citado semiplano son precisamente los que cumplen APB = « y forman, con las
notaciones de la figura 0.11, el arco APB. Si ahora observamos que el arco AP'B es
el capaz de m — a respecto a AB en el semiplano opuesto, también queda claro cémo
podemos construir el arco capaz de un dngulo § € (m, 27).

E.0.16. En la figura 0.12, un barco situado en el punto P ignora las coordenadas de esta
posicién, pero mediante un mapa puede obtener las de los puntos A, B y C, situados en la
costa, y mediante un goniémetro puede determinar los dngulos o y 8. ;Pueden obtenerse las
coordenadas de P, sabiendo que A = (6,5), B = (10,28), C = (43,48), @ = 1,04754 rad y
B =0,53791 rad?

C

ip

Figura 0.12: Un barco determina su posicion

Criterio LAA

Dos tridngulos son iguales si tienen iguales, respectivamente, un lado, un dngulo con-
tiguo a este lado y el dngulo opuesto. En particular, dos tridngulos rectdngulos son
iguales si tienen iguales las hipotenusas y un dngulo agudo. Estas afirmaciones se pue-
den obtener aplicando el subapartado anterior. En particular, la construccién de un
tridngulo del cual conocemos un lado, uno de sus dngulos contiguos y el &ngulo opuesto,
se puede hacer fécilmente construyendo el arco capaz del dngulo opuesto.

0.2 Semejanzas

En la geometria cldsica, las ideas relacionadas con la nocién de semejanza de figuras
tienen un papel importante. Para las necesidades de este capitulo, los enunciados mds
titiles son los siguientes criterios de semejanza de tridngulos:
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Criterio LAL. Dos tridngulos son semejantes si tienen un dngulo igual y los corres-
pondientes lados proporcionales.

Criterio AA. Dos tridngulos son semejantes si tienen iguales dos éngulos correspon-
dientes.

Criterio LLL. Dos tridngulos son semejantes si los correspondientes lados son pro-
porcionales.

El lector que no tenga dudas sobre el significado y fundamento de estos criterios
puede omitir el apartado que sigue y continuar la lectura en el apartado «Semejanzas
y geometria del tridngulo».

Generalidades

En este apartado exponemos brevemente los conceptos y enunciados mds relevantes
relativos a las semejanzas. Primero consideramos los desplazamientos. Después el
teorema de Tales, que es la herramienta esencial para el estudio de las homotecias, y
seguidamente las semejanzas en general. Finalmente, revisamos las relaciones entre el
producto de los nimeros complejos y las semejanzas.

Desplazamientos

Un desplazamiento del plano es una transformacién que conserva las distancias. Los
desplazamientos conservan los dngulos. Un desplazamiento se llama directo si conserva
la orientacién del plano; de otro modo, se llama tnverso. Las translaciones y los giros
son ejemplos de desplazamientos directos. Dados dos puntos P y P’, denotamos tpp:
la dnica translacién que transforma P en P’. Dados un punto O y un éngulo «, el giro
de centro O y amplitud « serd denotado go -

Las simetrias son ejemplos de desplazamientos inversos. La simetria respecto de la
recta £ serd denotada sp: es la transformacién P — P’ tal que P’ es el simétrico de P
respecto de £. La recta £ se denomina eje de la simetria.

Puede observarse (cf. capitulo 2) que los puntos fijos de un desplazamiento directo
lo clasifican del modo siguiente: si no tiene puntos fijos, es una translacion; si tiene
exactamente un punto fijo es un giro; si tiene mds de un punto fijo es la identidad.
En cuanto a los desplazamientos inversos, se dan dos casos: si tiene puntos fijos, se
trata de una simetria; de otro modo, es la composicién ts; de una simetria s, con una
translacién t en la direccién del eje £ (se habla de una simetria con deslizamiento).

E.0.17. Sean s y s’ las simetrias respecto de las rectas £ y £. Para estudiar qué desplazamiento
es la composicién s’s, sea « el dngulo formado por £ y £ y pongamos O para denotar el punto
de interseccién de £y £ cuando a # 0, y d para denotar la distancia entre £ y £ cuando oo =0
(rectas paralelas). Demostrar que s's es el giro de centro O y amplitud 2a si @ # 0, y la
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translaciéon de magnitud 2d segiin la direccién perpendicular de £ a £ si o = 0. Nétese que s's
es la identidad si £ = £'.

E.0.18. Sea ABC un tridngulo y construyamos cuadrados ACDS y BCET como en la figura
0.13. Demostrar que el punto M de interseccién de la altura he con DE es el punto medio del
segmento DE.

M

e~
I
I
1
1
I
1
1
I
I
I
I
L
|
|
I
I
]
]

C

A P B

Figura 0.13: La altura de C pasa por el punto medio de DE

Teorema de Tales

Si dos rectas son cortadas por un sistema de rectas paralelas, los segmentos asi obtenidos
sobre una de las rectas son proporcionales a los segmentos correspondientes obtenidos
sobre la otra (figura 0.14).




0.2 Semejanzas 15

E.0.19. Si en la figura 0.14 las rectas L y L’ son paralelas y /¢’ = y/y’, demostrar que L”
también es paralela a L.

E.0.20 (Teorema de Menelao). Sea ABC un tridnguloy X, Y y Z puntos sobre las rectas BC,
CA y AB, respectivamente. Demostrar que X, Y y Z estdn alineados si y solo si

BX CY AZ _

donde convenimos que un cociente como BX/CX es positivo o negativo segin que X sea
exterior o interior al segmento [BC] (indicacién: si X, Y y Z estdn sobre una recta L y dga,
dg y dc indican las distancias de A, B y C a L, respectivamente, con el convenio de que estas
distancias se cuentan como positivas a un lado de L y como negativas al otro, entonces se
cumple la relacién BX/CX = dg/dc, y las andlogas para Y y 7).

Homotecias

La homotecia de centro O (un punto) y mddulo o razén k (un nimero real no nulo) es
la transformacién A — A’ tal que O’ = O y, si A # O, A’ es el punto de la recta OA
tal que OA’/OA = k (A’ es de la semirecta OA si k > 0y de la semirecta opuesta a
OA si k < 0). Los enunciados que siguen se prueban fécilmente utilizando el teorema
de Tales y el ejercicio E.0.19.

La transformacién de una recta por una homotecia es una recta paralela a la primera.
Es vélido un enunciado andlogo para segmentos. Angulos homdélogos por una homotecia
son iguales.

Las rectas por el centro de homotecia son fijas, y son las inicas rectas fijas si k£ # 1
(si k =1, la homotecia es la identidad).

Segmentos homélogos por una homotecia son proporcionales segin el valor absoluto
|k| de la razén de homotecia. De aquf resulta que la transformacién de la circunferencia
de centro Py radio r por la homotecia h de razén k es la circunferencia de centro h(P)
y radio |k|r.

E.0.21. Probar que dos tridngulos no congruentes son homotéticos si los lados de uno son
paralelos a los correspondientes lados del otro.

E.0.22. Probar que dos circunferencias siempre son homotéticas y que sus centros estdn ali-
neados con el centro de cualquier homotecia que transforme una en la otra.

Figuras semejantes

Dos figuras son semejantes si una se puede obtener de la otra mediante la composicién
de una homotecia y un desplazamiento. Una semejanza transforma rectas en rectas y
segmentos en segmentos. Segmentos homoélogos son proporcionales y dngulos homélogos
son iguales. Una semejanza se llama directa o inversa segin conserve la orientacién del
plano o la invierta.
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E.0.23. Probar los criterios de semejanza de tridngulos enunciados al principio de esta seccién.

Razon durea. Dado un segmento de longitud a > 0, su segmento dureo es el segmento
de longitud z > 0 tal que a/z = z/(a — z). Puesto que esta relaciéon es equivalente a la
ecuacién z? 4 az — a? = 0, obtenemos que z = pa, donde

VE—1

p= 9

El nimero real p se denomina la razén durea. Puesto que p% + p — 1 = 0, resulta que

Vb+1

2
Un rectdngulo dureo es aquél cuya base menor es segmento dureo de la base mayor. Esto
equivale a decir que el rectdngulo es semejante al que resulta de separarle el cuadrado
cuyo lado es la base menor (figura 0.15).

p_1:1+p:

A
|

Figura 0.15: Rectdngulo dureo

Semejanzas y nimeros complejos

Si representamos los puntos del plano por nimeros complejos, y w = 1o =114 es el
nimero complejo de médulo r y argumento «, entonces la transformacién z — wz es
la composicién del giro de dngulo a con centro en el origen seguido de la homotecia
de razén r con el mismo centro. La razén de esto es que el médulo y el argumento
de un producto de dos nimeros complejos son el producto y la suma de los médulos
y argumentos de los factores, respectivamente (|wz| = |wl||z| y arg(wz) = arg(w) +

arg(w) ).

E.0.24. Sean ABC y A'B'C’ dos tridngulos e interpretemos B— A, C— A, B' = A"y C' — A’
como numeros complejos. Demostrar que ABC'y A’ B’C’ son directamente semejantes si y solo

si (C'— A')/(B' — A') = (C — A)/(B — A).
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E.0.25. Sean A1 AyA3 y AJA3AY dos tridngulos directamente semejantes. Sea t € R fijo y
definamos A} = A; +t(A; — Ai), i = 1,2,3. Demostrar que los tridngulos A; Ay A3 y AV AYAY
son directamente semejantes. Es vdlida la misma conclusién si, en lugar de tridngulos, tenemos
figuras directamente semejantes A1 Ay ... Ay y AjA5 ... A} y definimos AY como antes para
i=1,2,...,k (en la figura 0.16 ilustramos el caso en que la figura es un pentdgono regular).

Figura 0.16: A} divide A; A} en la proporcién 3/5

En el resto de esta seccién presentamos, agrupadas en dos apartados («Semejan-
zas y la geometria del tridngulo»y «Inversiones», pdg. 24) un nimero de situaciones
geométricas en las cuales las semejanzas son el elemento decisivo para probar los enun-
ciados.

Semejanzas y la geometria del triangulo

En este apartado se exponen algunas de las aplicaciones mds bésicas de las semejanzas
al estudio de las propiedades del tridngulo.

Medianas y baricentro

Las tres medianas se cortan en un punto GG, denominado baricentro del tridngulo. Si A
es un vértice cualquiera y A’ el punto medio del lado opuesto a A, entonces GA = 2G A’
o, equivalentemente, AA" = 3GA’ (v. figura 0.17 y nétese que los tridngulos ABG y
A'B'G son semejantes, por el criterio AAA de semejanza, y que A'B’ = %AB).

Teorema de la altura

La altura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo (v. figura 0.18) es la media
proporcional entre los dos segmentos en que el pie de la citada altura divide la hipo-
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Figura 0.17: Baricentro de un tridngulo

tenusa. En simbolos, CP? = AP - BP, donde el tridngulo ABC' se supone rectdngulo
en el vértice C'y P es el pie de la altura del mismo. En efecto, los tridngulos BPC
y CPA son semejantes, ya que tienen los tres dngulos iguales (recordemos que dos
angulos son iguales si sus correspondientes lados son perpendiculares). De este modo,
z/h = h/(a — ), igualdad que equivale a la relacién enunciada.

C

P & B

b
(@)
|
=2

Figura 0.18: Teoremas de la altura y del cateto

Teorema del cateto

Con las mismas notaciones de la figura 0.18, los tridngulos BPC'y BC A son semejantes,
ya que son rectdngulos y tienen un dngulo comun. Por tanto, z/a = a/c, lo cual nos
dice que en un triangulo rectdngulo la longitud de un cateto, por ejemplo a, es la media
proporcional entre la hipotenusa, ¢, y la proyeccién del cateto, z, sobre aquélla. Para
otra demostracién, y también una interpretacién, v. el ejercicio E.0.6.

Asi, teniendo en cuenta el subapartado anterior, vemos que los tridngulos rectdn-
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gulos ABC', ACP y CBP son semejantes. Estd claro, ademds, que el drea de ABC es
la suma de las dreas de ACP y CBP. Esto nos proporciona una nueva comprension
del teorema de Pitdgoras: si el cociente del drea del cuadrado de lado AB por el del
tridangulo ABC' es k, es decir, si ¢? = k- ABC, entonces a?> = k-CBP y b2 =k - ACP,
de donde a? + b* = k(CBP + ACP) = k- ABC = ¢*. Observemos que este argumento
prueba que si aplicamos una misma construccién sobre la hipotenusa y los catetos de
un tridngulo rectdngulo (suponiendo que la construccién proporcione un drea a partir
de un segmento), entonces el 4rea de la figura sobre la hipotenusa es la suma de las
dreas de las figuras sobre los catetos.

Figura 0.19: Teorema de Pitdgoras para semicirculos

Por ejemplo, si la construccion es la del poligono regular de n > 3 lados sobre un
segmento dado, obtenemos que el drea del n-gono regular de lado la hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo es la suma de las dreas de los n-gonos regulares cuyos lados son
los catetos. Andlogamente, tenemos que el drea del semicirculo que tiene por didmetro
la hipotenusa es la suma de las dreas de los semicirculos que tienen por didmetro los
catetos (figura 0.19).

Potencia de un punto respecto de una circunferencia

Sea P un punto y C una circunferencia que no pasa por P. Consideremos dos rectas
por P que cortan C en los puntos A y A’, B y B’, respectivamente (figura 0.20).
Entonces, los tridngulos PAB' y PBA' son semejantes (ya que el 4ngulo APB es comiin
y los dngulos inscritos PA'B y PB'A cortan el mismo arco) y, por tanto, PA/PB =
PB'/PA’, o bien PA-PA" = PB - PB'. De este modo, el producto PA - PA' es
independiente de la recta que tomemos por P (entre las que cortan C) y su valor se
denomina potencia de P respecto a C'. Tomando la recta que pasa por Py por el centro
O de C, vemos que la potencia es igual a (d —r)(d+r) = d? —r?, donde d = PO y r
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es el radio de C.

BI

Figura 0.20: Potencia de un punto respecto a una circunferencia

Puntos conciclicos. Ahora no es dificil deducir quesi Ay A’, By B’, son dos pares
de puntos distintos y las rectas AA’ y BB’ se cortan en un punto P, entonces los puntos
A, A', By B’ son conciclicos (esto es, estdn contenidos en una misma circunferencia)

siysolosi PA-PA'= PB-PB'.

Eje radical. Fllugar geométrico de los puntos que tienen la misma potencia respecto
a dos circunferencias no concéntricas es una recta perpendicular a la que une sus centros
O:1 y Oy, y se denomina eje radical de las dos circunferencias. En efecto, sean d; y
dy las distancias de un punto P en los centros de las dos circunferencias, y sean r; y
ro sus radios. La condicién de que la potencia de P sea la misma respecto a las dos
circunferencias es d? — r? = d% — r2, o bien d? — d% = r — r3. Puesto que § = r} — r3
es constante, el lugar geométrico es el de los puntos P tales que d? — d3 = §, que es,
suponiendo que 7, > 79, la recta perpendicular a 0103 por el punto de [0, M] que estd
a la distancia 6/(2c) de M, siendo M y c el punto medio de y la distancia entre O y
O,, respectivamente (v. ejercicio E.0.11).

Si las dos circunferencias se cortan, el eje radical es la recta que une los dos puntos de
interseccién (o la tangente comun si son tangentes). En efecto, los puntos de interseccién
tienen la misma potencia (= 0) respecto a las dos circunferencias.

Centro radical. El centro radical de tres circunferencias que no tienen los centros
alineados es el dnico punto que tiene la misma potencia respecto a las tres circunferen-
cias. Este punto es la interseccién de dos cualesquiera de los ejes radicales de los tres
pares de circunferencias que podemos formar.
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Propiedades métricas de las bisectrices

Consideremos el tridngulo ABC' de la figura 0.21.

e
\

D

Figura 0.21: Determinacidn de las bisectrices

Sea M el punto sobre BC, a continuacién de C, tal que C'M = b. Por construccion,
el tridngulo ACM es is6celes. Por tanto, la bisectriz v’ de ACM es perpendicular a
la base AM. Puesto que la bisectriz v es perpendicular a v’, v es paralela a AM.
Aplicando el teorema de Tales, obtenemos que

BY _ AV _ c
a b a+b

Considerando ahora el punto N del segmento BC' tal que NC = b, resulta que AN es
paralela a v’ (por ser perpendicular a v), y razonando de manera similar obtenemos
que
BV' AV' ¢
a b a-b

Por otro lado, no es dificil ver que si D es el punto de interseccién de la semirecta
CV con el circulo ABC, entonces los tridngulos AVC y DBC son semejantes (tienen
dos dngulos iguales: uno por definicién de bisectriz, el otro por el hecho de ser déngulos
inscritos que comprenden el mismo arco BC' de la circunferencia ABC'). De esto resulta
que a/v = (v+ V D)/b, o bien ab=v*+v-VD. Pero puesto que v- VD =VA-VB =
abc?/(a+ b)?, tenemos que

5 abc? (a+b)% - c? p(p— ¢)
v ab (ot AL ab at BE a (a1 0)?

donde hemos puesto p = (a+ b+ c)/2 (el semiperimetro del tridngulo).
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E.0.26 (Teorema de Steiner-Lehmus). Probar que un tridngulo es isdsceles si tiene dos bisec-
trices iguales.

Radio de las circunferencias inscrita y exinscrita

Consideremos la figura 0.22. Si ponemos p = (a + b + c)/2, entonces se cumple que
AB' = AC' = p—a: la primera igualdad es clara y la segunda resulta de que AB'+a =
AB'+CA'+A'B = AB'+CA’4+BC' = p. Igualmente tenemos que BA' = BC' = p—by
CA' = CB' = p—c. También tenemos que AB” = AC" y, puesto que AB" = AC+C A"
y AC" = AB + BA", vemos que AB" = AC" = p [¢]. Por tanto, BA” = BC" =p—c
y CB" = CA" = p—b. Finalmente, C'C" = B'B" = AB" - AB'=p—(p—a)=ay
A'A" = |BA' — BA"|=|p-b—-(p—¢)|=1b—¢|.

Figura 0.22: Radio de las circunferencias inscrita y eminscrita

Debido a que los tridngulos AIC" y AI,C" son semejantes, serd (1) r/r, = (p—a)/p.
Y debido a que los tridngulos BIC' y I,BC" también son semejantes, r/(p — b) =
(p— ¢)/ra, 0 bien (2) rry = (p — b)(p — ¢). De las ecuaciones (1) y (2) se deduce que

_\/(zo—a)(p—b)(p—c), :\/M

p p—a

Los radios 7 y 7. de las otras dos circunferencias exinscritas se obtienen permutando
ciclicamente a,b y c en la segunda de las férmulas anteriores.

Expresién de las alturas en funcién de los lados

Consideremos la figura 0.23, en la cual N y M se definen de manera que estén alineados
con Ay B, respectivamente, con BM = BC'y AN = AC. Asf pues, NM =a+b+
¢ = 2p. Por las consideraciones hechas en el subapartado «Propiedades métricas de
las bisectrices» (pag. 21), sabemos que C'M (respectivamente, C'N) es paralela a la
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bisectriz interior /B (respectivamente, /A), de manera que los tridngulos ATBy NCM
son semejantes. Asi, h./r = 2p/c, de donde resulta

he, _2pr/C——\/P (p—a)(p—0b)(p—c)

Cambiando sucesivamente ¢ por b y por a se obtienen las férmulas que dan hy y h,.
De estas expresiones estd claro que el drea S del tridngulo viene dada por

S=+vplp—a)p-b)(p-c)

(féormula de Herén).

Figura 0.23: Alturas en funcidn de los lados

C

Figura 0.24: Radio de la circunferencia circunscrita

Radio de la circunferencia circunscrita

Consideremos la figura 0.24. Los tridngulos APC y AC'O son semejantes: los dos son
rectdngulos y AOC" es la mitad del arco central comprendido por el angulo inscrito
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ACB. Asf pues, AOJAC' = AC/AP, o bien p/(c/2) = b/h,. Por tanto, p = bc/2h, vy,
recordando la expresion hy = 2+/p(p — a)(p — b)(p — ¢) de hq en funcion de los lados,

abce

N e

Notemos también que si vy = C y ¢ = AB, entonces c¢/sen (y) = 2AC’/sen (v) = 2p, ya
que AC'/p = sen(y). Esto nos revela que el valor a/sen(a) = b/sen(B) = c/sen(y)
(teorema de los senos) es 2p, el digmetro de la circunferencia circunscrita.

Inversiones

Dado un punto O y un nimero real p £ 0, la inversion de centro O y potencia p, Invo ,,
es la aplicacion A — A’ (A # O), definida por la férmula

' _P _
A-0=15m(A-0)

Asf A’ es el punto que estd sobre la recta OA, a una distancia lp|/|OA| de O, en la
misma semirrecta que A si p > 0 y en la semirrecta opuesta si p < 0. Debido a
que |OA| = |p|/|OA]|, tenemos A” = A (lo expresaremos diciendo que la invp,, es
involutiva).

Sip>0yr = ,/p, entonces los puntos A que invp,, deja fijos son los de la
circunferencia de centro O y radio r, ya que si |OA| = r entonces p/|OA|? = 1. En este
caso se dice también que invp , es la inversién respecto a la, circunferencia S = S(O,r)
de centro O y radio r, y que A’ es el inverso de A respecto a S. Por lo que ya hemos
dicho, también se tiene que A es el inverso de A’ tespecto a S.

P
A
S— o
Q

Figura 0.25: Construccidn del inverso de A
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Consiruccion. El punto A’ inverso de A rtespecto a S se puede construir de la si-
guiente manera. Supongamos primero que |OA| > r. Si Py Q son los puntos de
interseccién de la circunferencia de centro A y radio [OA| con S, entonces los puntos de
interseccién de las circunferencias de radio r con centros en Py Q son O y A’ (figura
0.25).

En efecto, los tridngulos AOP y OPA’ son semejantes, ya que por construccién son
isosceles y comparten el éngulo del vértice O. Por tanto, |OA|/|OP| = |OP|/|OA|
que equivale a [OA|-|OA’| = r?, donde r = |OP|. Para construir el inverso de un punto
interior de S respecto a .S, basta ver cémo podemos reconstruir el punto exterior A a
partir de A’. Ahora bien, con las notaciones anteriores, PQ es la mediatriz de O A’ y
A es la interseccion de las tangentes a S en los puntos P y Q.

Inversion de rectas y circunferencias. Una figura F’ se llama inversa de una
figura F respecto a la circunferencia S si, cuando A recorre los puntos de F (diferentes
del centro O de ), el punto A’ inverso de A respecto a S recorre los puntos de F’
(diferentes de O). Si F' = F, diremos que la figura F es doble por (o de) la inver-
sién. Por ejemplo, los puntos dobles son los fijos por la inversién, es decir, los puntos
de S; por tanto, S es una circunferencia doble; de la definicién de inversién, resulta
inmediatamente que las rectas por O son dobles.
Pl A/

@
] /
|
I
I
|

a) b)

Figura 0.26: Inversa de una circunferencia por el centro de inversién

Una circunferencia C' de didmetro d por el centro de inversién O (figura 0.26a) y
la recta perpendicular P'A’ al didmetro OP de C a una distancia d’ = r2/d de O son
figuras inversas (observemos que OP es el unico didmetro de C' que pasa por 0O). En
efecto, los tridngulos OPA y OA'P’ son semejantes, ya que son recténgulos (a A y
P', respectivamente) y tienen un dngulo comun. Teniendo en cuenta que |OP|=d y
|OP'| = r?/d, tenemos que |OA|/d = r?/d|OA'|, de donde |OA| - |OA'| = r%. Notemos
que si A,B € S (figura 0.26b), entonces la recta AB y la circunferencia OAB son
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figuras inversas respecto a S, ya que la inversa de la recta AB es una circunferencia
que pasa por O y por los puntos dobles A y B.

Ahora vamos a ver que la inversa C’ de una circunferencia C' que no pasa por el
centro de inversién O es una circunferencia. De hecho, veremos que si P y () son
los extremos del didmetro de C' que pasa por O, entonces C’ es la circunferencia de
didmetro P'Q’ (figura 0.27), donde P' y Q' son los inversos de Py @ respecto a S.

Figura 0.27: Inversa de una circunferencia C que no pasa por O

En efecto, sea C’ la circunferencia que acabamos de definir. De |OP| - |OP'| =
|0Q| - |0Q'| obtenemos |[OF'|/|0Q| = |OQ'|/|OP|, valor que coincide con el médulo
k de la homotecia de centro O que transforma C en C’. Sea ahora A un punto de C
y determinemos B y A’ sobre C’ como en la figura 0.27. Entonces |OB| = k|OA| y
|OA'| -|OB| = |0Q'| - |OP'| (potencia de O respecto a C'). Por tanto,

|OA| - [0A'| = £|OB| - |0A| = £|0Q'| - |OP'| = |OP| - |OP'| = 1,

y esto termina la prueba.
Observemos que la razén k de la homotecia de centro O que transforma C en C’ es
igual a r2/p, donde p es la potencia de O respecto a C":

_|oP| _|oP|-|OP'| _

b= — -
0Q|  |OP|-10Q| p

E.0.27. Demostrar que la recta PQ que une dos puntos P y () de una circunferencia C' que no
pasa por el centro O de una circunferencia S y la recta P'Q’ que une los inversos P'y@ de P
y Q respecto a S, o bien se cortan sobre el eje radical de C'y C’, o bien este eje es paralelo a
ambas rectas (indicacién: mostrar que los puntos P,Q, P’ y Q' estén sobre una circunferencia
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K, con lo cual el punto de interseccién de PQ y P'Q’" —si se cortan— es el centro radical de
C,C'y K).

E.0.28. Con las notaciones del problema anterior, mostrar que la recta tangente a C' en un
punto P y la recta tangente a C’ en el punto P’ forman dngulos iguales con la recta PP’
Ademiés, o bien se cortan sobre el eje radical de C'y C’, o bien éste es paralelo a ambas.

E.0.29. Con las notaciones de la figura 0.26 ¢, mostrar que OA'P' es igual al dngulo agudo que
OA forma con la tangente a C por el punto A (indicacién: este tltimo dngulo coincide con el
éngulo agudo que forma la tangente a C en el punto O con OA).

Conservacién de los dngulos. Los ejercicios anteriores se pueden usar para de-
mostrar que las inversiones conservan los dngulos. Para precisar mds, un arco serd
un segmento (que puede ser una semirrecta) o un arco de circunferencia. Si dos arcos
tienen el mismo origen, convendremos a medir el dngulo que forman como el de las
semirrectas tangentes a los arcos en el origen de los mismos. Puesto que las inversiones
transforman arcos en arcos, también transforman dngulos en dngulos y la propiedad a la
que nos hemos referido es que la medida de un dngulo coincide con la de su transforma-
do por una inversién. La demostracién de este hecho se puede dejar como ejercicio para
el lector. Sin embargo, conviene darse cuenta de que el sentido del transformado de un
dngulo por una inversién es el contrario del sentido del 4ngulo antes de transformar.

0.3 Problemas

Resolver un problema, especialmente un problema de geometrfa, es encontrar un camino
entre lo que nos dan y lo que nos piden. A partir de lo que nos dan podemos intentar
progresar haciendo deducciones sucesivas aplicando conocimientos ya conocidos: es el
proceso de sintesis en el sentido de los antiguos griegos, y que en algunos diccionarios
aparece reflejado como una de las acepciones de la palabra. Fijémonos como, con
frecuencia, los conocimientos adecuados para avanzar se presentan con claridad cuando
prestamos atencién a las cosas que nos dan.

En el otro extremo, alli donde queremos llegar, a menudo es itil preguntarse qué tipo
de cosas nos piden, ya que las respuestas a esta pregunta suelen dar claves inequivocas
sobre qué conocimientos conviene invocar para conseguirlo: es el proceso de andlisis de
los antiguos griegos.

Estos principios, y otros, se ilustran en la muestra de soluciones, presentadas en
forma dialogada, en la seccién 0.5. Por otro lado, la seccién 0.4 contiene indicaciones
sobre cémo podemos resolver todos los problemas de la lista que viene a continuacién,
pero debemos animar al lector o a la lectora para que la consulte solamente en el caso de
aquellos problemas que no le salgan después de un esfuerzo razonable. Conviene tener
presente que el orden en el cual damos los problemas no presupone ninguna gradacién
progresiva de dificultad.
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Figura 0.28: Se pide el drea del cuadrado sombreado en funcidn det

A B

Figura 0.29: Una construccidn geométrica de segmenios dureos

P.0.1. Con las notaciones de la figura 0.28, calcular el drea del cuadrado interior en
funcién de t.

P.0.2. Dada una cuerda a de una circunferencia C' de radio 1 y centro O, considerar
la circunferencia C’ determinada imponiendo que @ sea un didmetro. Si P es el punto
de C' més alejado de O, jcudl es el valor méximo de la distancia PO?

P.0.3. En un tridngulo isésceles ABC), el dngulo Aes igual a 2/5 de un dngulo recto y
B = C. Sea D el punto de interseccién de la bisectriz del dngulo C con el lado opuesto.
Calcular los valores de los éngulos del trisngulo BC'D. Expresar la longitud a del lado
BC' en funcién de la longitud b del lado AB = AC.

P.0.4. Sea ABC un tridngulo isésceles con B =C =80°. Sean D € (A,B) y E €
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(A, C) los puntos tales que BCD = 50° y CBE = 60°. ; Cuédntos grados tiene el 4ngulo
BED?

P.0.5 (Construccién de Descartes de segmentos dureos). En la figura 0.29, la circun-
ferencia es tangente a AB en el punto B y su didmetro es igual a AB. Demostrar que
AB es el segmento dureo de AD y que AC es el segmento dureo de AB.

P.0.6. Probar que en un pentdgono regular el lado es segmento dureo de la diagonal.

P.0.7. Dado un punto P interior a un tridngulo ABC, sean X,Y y Z los pies de las
perpendiculares desde P a los lados BC, CA y AB, respectivamente (se dice que XY Z
es el tridngulo pedal del punto P relativo al tridgngulo ABC)). Probar que

vZ=2pPa, zx=LpPB xv=SpC
2p 2p 2p

donde p es el radio de la circunferencia circunscrita al tridgngulo.

P.0.8. En un tridngulo acutdngulo ABC, la bisectriz interior del dngulo A corta el
lado BC' en el punto K y el circulo circunscrito en el punto M. Sean L y N los pies de
las perpendiculares por K a AB y AC, respectivamente. Demostrar que el cuadrildtero
ALMN Yy el tridngulo ABC tienen la misma &rea.

P.0.9. En cada uno de los vértices de un cuadrado de 1 km de lado, hay una casa,
y las cuatro casas quieren construir caminos que les permitan comunicarse unas con
otras. ;Qué pueden hacer si sélo disponen de materiales para construir 1 ++/3 km del
camino?

P.0.10. Probar que los tres dngulos de un tridngulo ABC son agudos si y sélo si existen
puntos A’, B’ y C' del interior de los lados BC, AC'y AB, respectivamente, tales que
los segmentos AA’, BB' y CC" tienen la misma longitud.

P.0.11. Demostrar que cualquier poligono convexo de drea 1 estd contenido en un
rectdngulo de drea no superior a 2.

P.0.12. Sea ABC' un tridngulo y P un punto tal que PA =7, PB =5y PC = 3.
Demostrar que si ABC' tiene, en estas condiciones, perfmetro méaximo, entonces P es
el incentro de ABC.

P.0.13. Sean P, @, Ry S los centros de los cuadrados construidos externamente sobre
los cuatro lados de un rombo. Demostrar que PQRS es un cuadrado. Si fijamos el
centro, el lado y la orientacién del rombo, y dejamos que el dngulo entre dos lados
contiguos varie, jqué lugar geométrico describe el punto P?
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P.0.14. Probar que un cuadrildtero convexo se puede circunscribir a una circunferencia
si y s6lo si las sumas de los dos pares de lados opuestos son iguales.

P.0.15 (Teorema de Morley). Dado un tridngulo ABC, construimos el tridgngulo PQR
tal como indica la figura 0.30. Demostrar que

|QR| = 8psen (a)sen () sen (v),

donde p es el radio de la circunferencia circunscrita a ABC. Observemos que la simetria
de la relacién obtenida muestra que el tridngulo PQ R es equildtero, lo cual se conoce
como el teorema de Morley.

Figura 0.30: Teorema de Morley: PQR es equildtero

P.0.16. Demostrar que la suma de las distancias de un punto interior de un tridngulo
a los tres vértices es superior a la mitad del perimetro e inferior al perimetro.

P.0.17. Sea 2p el perimetro de un tridngulo y p la suma de sus tres medianas. Demos-

trar que
3p
—<pu<2p
2
P.0.18. Demostrar que un cuadrildtero convexo es inscribible en una circunferencia
(es decir, que existe una circunferencia que pasa por sus vértices) si y solo si tiene dos

angulos opuestos suplementarios.

P.0.19. Probar que las alturas de un tridngulo son las bisectrices de su tridngulo értico
(v. figura 0.5). Resulta asi que el ortocentro de un tridngulo coincide con el incentro
de su tridngulo ortico.

P.0.20 (Circulo de Euler). Demostrar que los puntos medios de los lados de un triéngulo
(figura 0.31) y los pies de sus alturas estdn sobre un circulo.
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c
Q
P
B ,
~ A
A c' R B

Figura 0.31: CPrculo de Euler o de los nueve puntos

P.0.21. El circulo de Euler de un tridngulo también pasa por los puntos medios de los
segmentos que unen los vértices de un tridngulo con el ortocentro (por esta razén, el
circulo de Euler se llama también circulo de los nueve puntos del trigngulo; v. figura
0.31).

C

Figura 0.32: Recta de Simson

P.0.22. Sea P un punto, ABC un tridngulo y X,Y, Z los pies de las perpendiculares
por P a los lados BC, CA y AB, respectivamente. Demostrar que X,Y y Z estén
alineados si y sélo si P estd sobre la circunferencia circunscrita de ABC' (en este caso,
la recta que contiene los puntos X,Y y Z se denomina recta de Simson de P relativa
al tridngulo ABC'; v. figura 0.32).
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P.0.23 (Problema de Fagnano). Demostrar que el perimetro minimo de un tridngulo
inscrito en un tridngulo acutdngulo dado es el del tridngulo értico (v. figura 0.5).

P.0.24. Encontrar el punto interior de un tridngulo acutdngulo tal que la suma de sus
distancias a los vértices sea minima (punto de Fermat del tridngulo).

P.0.25. Demostrar que las circunferencias circunscritas de los tridngulos equildteros
construidos sobre los tres lados de un tridngulo, en su exterior, pasan por el punto de
Fermat. Ademds, los centros de estos tres tridngulos forman otro tridngulo equildtero.

P.0.26 (Teorema de Ptolomeo). En un cuadrildtero convexo, la suma de los productos
de los dos pares de lados opuestos es no inferior al producto de las dos diagonales, y la
igualdad se da si y sdlo si el cuadrildtero es inscribible.

P.0.27. Sea ABC' un tridngulo isésceles con BC' como lado desigual. Sea Q el pie de
la altura del vértice B y P el pie de la perpendicular a BC' por ). Hallar el drea del
tridngulo en funcién de 2 = BP e y = PC.

P.0.28. En un tridngulo ABC', escogemos puntos X, Y y Z sobre los lados BC, C'A
y AB, respectivamente, y formamos las rectas por X, Y y Z perpendiculares a BC,
CA y AB, respectivamente. Probar que estas tres rectas son concurrentes si y sélo si

AZ?+ BX?4+CY?= AY?+CX?+ BZ2.

P.0.29. Sea O el centro de una circunferencia K, AB un didmetro de la misma y ¢ la
recta tangente a K en el punto B. Dado un punto P de K distinto de Ay B, sean C'y
D los puntos de interseccién con t de la tangente a I en el punto P y de la recta AP,
respectivamente. Probar que BC = CD.

P.0.30. Encontrar el drea de un octégono convexo inscrito en una circunferencia sa-
biendo que tiene cuatro lados consecutivos de longitud 2 y los otros cuatro de longitud 3.

P.0.31. Sean P y O puntos fijos. Encontrar el lugar geométrico del simétrico de P
respecto a una recta variable por O.

P.0.32. Sea H el ortocentro de un tridngulo, P el pie de una altura y @ el punto de
interseccién de la semirecta H P con el circulo circunscrito. Demostrar que HP = PQ).

P.0.33. Probar que el baricentro de un tridngulo ABC' es el punto GG del segmento
HO tal que GO = %GH y que el punto medio de HO es el centro de la circunferencia
circunscrita al tridngulo A’B’'C’ cuyos vértices son los puntos medios de los lados de
ABC (la recta HO se denomina recta de Euler del tridngulo ABC v. figura 0.33).
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N |

N

Figura 0.33: Recta de Euler

P.0.34. 5i la recta de Euler de un tridngulo pasa por uno de los vértices, probar que
el tridngulo es rectdngulo o isésceles.

P.0.35. Con las notaciones de la figura 0.31, sea P’ el punto del arco A’P del circulo de
Euler tal que arco(A’P') = Larco(A’P). Definimos Q' y R’ de forma similar. Demostrar
que el tridngulo P'Q’'R’ es equildtero (figura 0.44).

P.0.36. Sean A y B dos puntos no diametralmente opuestos de un circulo C dado
y sea XY un didmetro variable de C. Determinar el lugar geométrico del punto de
interseccién de las rectas AX y BY.

P.0.37 (Erdés—Mordell). Sea E un punto en el interior de un tridngulo ABC, s la
suma de las distancias de F a los vértices y ¢ la suma de las distancias de E a los lados.
Demostrar que s > 2t.

P.0.38. Sea E un punto interior de un tridngulo ABC. Sean z,y y z las distancias de
E alos vértices A, B y C, respectivamente, y p,q y r las distancias de F a los lados
BC, CAy AB, respectivamente. Entonces,

zyz 2 (p+q)(p+r)(g+r)

P.0.39. Sean S y K circunferencias distintas. Demostrar que K es doble por la inver-
sién respecto a S si y sélo si K y .S son ortogonales.
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Figura 0.34: Una aplicacion de las inversiones

P.0.40. En la figura 0.34, el arco AB es un cuadrante de la circunferencia de centro O
y radio [OA| = 1, y AC es el arco que corresponde a la circunferencia de radio 2 con
centro en el punto simétrico de A respecto al punto O. Comprobar que K y K’ son
circunferencias inversas respecto a la circunferencia S de centro A y radio 1. Si P’ es
el inverso de A respecto a K', probar que P’ y el centro P de K son inversos respecto
a S. Hallar también la posicién del centro @ de K’ (y nétese que ) y P’ son distintos).

P.0.41. Sean Py A dos puntos distintos dados y O un punto variable en una semirrecta
o de origen A dada. Sea S la circunferencia de centro O y radio [OA| y P’ el inverso
de P respecto a S. Sea L la recta perpendicular a o por el punto A. Demostrar que el
limite de P’ cuando O se aleja indefinidamente de A es el punto simétrico de P respecto
a la recta L (si miramos L como el limite de S cuando O se aleja indefinidamente de A,
vemos que podemos considerar la simetria respecto a L como el limite de la inversién
respecto a ).

P.0.42. Sea S una circunferencia de centro O, y Py P’ dos puntos no pertenecientes
a Sy distintos de O. Demostrar que las condiciones siguientes son equivalentes:

1) Py P’ son inversos respecto a S.
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2) Py P’ estdn alineados con O y existe una circunferencia K ortogonal a S que
pasa por Py P’

3) Existen dos circunferencias distintas K y K’ que pasan por Py P’y son ortogo-
nales a S.

P.0.43. Sea S una circunferencia de centro O, L una recta que no pasa por O y
C = L' la circunferencia inversa de L respecto a S. Demostrar que si P y () son
puntos simétricos respecto a L, entonces los inversos P’ y Q' de P y () respecto a S
son inversos respecto a C' (es decir, la simetria respecto a L y la inversién respecto a
C' se corresponden por la inversién respecto a .S).

P.0.44. Consideremos la figura 0.35, en la cual C'y C’ son dos circunferencias tangentes
del mismo radio K. La recta L es una tangente comtin a C'y C’ y las circunferencias
Ch (n > 1) se determinan de manera que estén contenidas en la regién entre L, C' vy
C'y que Cj, sea tangente a C},_;, C'y C’ (convenimos que Cj) = ). Comprobar que
C,, es la inversa de C, respecto a la circunferencia punteada y usar este hecho para
demostrar que el didmetro de C7, es igual a R/n(n + 1) (la circunferencia punteada es
la que pasa por los puntos de contacto de L con C'y C’ y que tiene por centro el punto
de contacto de C' y C”).

Figura 0.35: Cdlculo del didmetro de las circunferencias entre L, C y C'

P.0.45. En la figura 0.36, la circunferencia C’ es interior, y tangente en el punto B,
a la circunferencia C, y las circunferencias Cop,C1, ... se construyen tal como indica la
figura. Probar que el didmetro de C, (n > 1) es igual a y, /n, donde vy, es la distancia
del centro de C, a la recta AB (indicacién: hallar las inversas de Co, C1,...,Cr_1,C,
respecto a la circunferencia de centro B que es ortogonal a C,).
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Figura 0.36: ;Qué didmetro tiene Cy, ?

0.4 Indicaciones

1.0.1. Repasar el teorema de Pitdgoras, el teorema de Tales y la semejanza de tridngulos
(especialmente el caso de tridngulos rectangulos).

1.0.2 (XXIX Olimpiada Matemadtica, 1993, primera fase). Expresar PO como una
funcién f(a) del d4ngulo o formado por PO y el radio de un extremo de la cuerda, y
hallar el méximo de f en el intervalo 0 < a < 7/2.

1.0.3 (XXX Olimpiada Matemdtica, 1994, segunda fase). Aplicar repetidamente que
la suma de los dngulos de un tridngulo es 7, y la semejanza de tridngulos.

1.0.4. Considerar el punto F' de interseccién con AB de la paralela a BC' por E y
el punto G de interseccién de FC con BE. Entonces, BC'G es equildtero y BDG' es
isosceles.

1.0.5. Aplicar el teorema de Pitdgoras. Revisar, si hace falta, la definicién de segmento
dureo.

1.0.6. Considerar el trapecio formado por cuatro vértices del pentdgono, y las diago-
nales de este trapecio. Se verdn dos tridngulos isésceles semejantes. (Para una solucién
completa, en forma dialogada, v. seccién 0.5, pdg. 41, y para una solucién completa
convencional, v. seccién 0.6, pdg. 53.)
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1.0.7. Los tridngulos rectangulos AY P y AZP comparten la hipotenusa AP. Aplicar el
teorema de los senos al tridngulo AY Z, teniendo en cuenta su relacién con el didmetro
de la circunferencia.

1.0.8. Sea P el pie de la altura del vértice A. Probar, utilizando el ejercicio 0.15, que
LP y NP son paralelas a BM y CM, respectivamente.

1.0.9. La suma de las diagonales del cuadrado es 24/2, que es algo mayor que 1 + /3.
Modificar el camino formado por las dos diagonales, conectando un pequeno segmento
paralelo a dos lados y con punto medio en el centro del cuadrado, con los cuatro
segmentos que unen cada vértice con el extremo mds préximo del segmento. Expresar
la longitud del camino asf obtenido como una funcién f(z) de la longitud z del pequeno
segmento y hallar su minimo en el intervalo 0 < z < 1/2.

1.0.10. Supongamos que el tridngulo es acuténgulo. Cambiando el orden de los vértices
si hace falta, podemos suponer que ¢ < b < a. Consideremos el caso ¢ < b. Puesto
que A es agudo, existe C' € (AB) tal que ¢ < CC’ < b. Si r = |CC'|, mostrar que
existen B’ € (CA) y A’ € (AB) tales que BB’ = AA’ = r. En el caso ¢ = b, existe
A’ € (BC) tal que |AA'| es igual a la altura de B (que es igual a la altura de C). Por
lo que se refiere al enunciado reciproco, mostrar que para tridngulos con A > m/2 se
tiene |AA’| < b para todo punto A’ € (BC) y |CC'| > b para todo punto C' € (AB).

1.0.11. Considerar las cintas de amplitud minima que contienen el poligono, una con
bordes paralelos a un didmetro maximo del poligono y la otra perpendicular a la pri-
mera.

1.0.12. Si P no estd sobre una bisectriz, por ejemplo la del dngulo A\, entonces la
circunferencia de centro P y radio |PA| corta la bisectriz exterior de A en el punto A
y en otro punto diferente A’. Entonces PA’ = PA, pero el tridngulo A'BC tiene el
perimetro mds grande que el tridngulo ABC. Para ver esta dltima afirmacién, utilizar
el ejercicio E.0.13.

1.0.13. Por trigonometria elemental se ve que si O es el centro del rombo y X e Y
las proyecciones del centro P de uno de los cuadrados sobre las diagonales del rombo,
entonces [OX| = |0Y]|.

1.0.14. Para la parte directa, observar que las tangentes a una circunferencia desde
un punto exterior tienen la misma longitud. Para la parte reciproca, considerar la
circunferencia tangente a AB, BC' y CD, con centro interior al cuadrildtero, y probar
que AD es tangente a esta circunferencia.

1.0.15. Aplicar el teorema de los senos a los tridngulos ABC y ABR y deducir que

|AR| = 2psen (8)sen (3a + 38)/sen (o + f).
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Como sen (3z)/sen(z) = 4sen (5 — z)sen (% — z), resulta que |AR|/sen (% + ) =
8psen (B)sen () y, andlogamente, |AQ|/sen (5 + 8) = 8psen(y)sen(B). Teniendo en
cuenta que a+ (5 + B) + (5 +v) = 7, en el tridngulo AQR se tiene que Q= L+
y R = Z + B (v. ejercicio 0.8). Por tanto, 8psen(B)sen(y) = |AR|/sen(§ +v) =
|QR)|/sen (), que equivale a la relacién pedida.

1.0.16. Parala primera desigualdad, aplicar la desigualdad triangular. Para la segunda,
aplicar el ejercicio 0.3. (Para una solucién completa, en forma dialogada, v. seccién
0.5, pdg. 43, y para una solucién completa convencional, v. seccién 0.6, pdg. 53.)

1.0.17. Para la primera (segunda) desigualdad, aplicar la desigualdad triangular a los
tridngulos del tipo BCG (AA’B’, donde A’ es el punto medio de [BC] y B’ el punto
medio de [C'A]). (Para una solucién completa, en forma dialogada, v. seccién 0.5, pag.
45, y para una solucién completa convencional, v. seccién 0.6, pag. 54.)

1.0.18. Repasar, si hace falta, los 4ngulos inscritos en una circunferencia. También los
dngulos interiores y exteriores.

1.0.19. Usando las propiedades de los dngulos inscritos en una circunferencia, demos-
trar (con las notaciones de la figura 0.5) que QRH = QAH = PBH = PRH. Observar,
por ejemplo, que los tridngulos rectangulos AQH y ARH comparten la hipotenusa AH .

1.0.20. |A'R| = a/2, ya que A’ es el circuncentro de BCR, y también estd claro que
|B'C'| = af2.

1.0.21. Si se aplica el problema anterior al tridngulo ABH, se encuentra que el circulo
PQR pasa por los puntos medios de los segmentos AH y BH.

1.0.22. Si P es de la circunferencia ABC, probar que AZY = BZX.

1.0.23. Manteniendo R € [A, B] fijo (figura 0.5), el tridngulo PQ R con minimo perime-
tro es el determinado imponiendo que P y () estén alineados con los puntos simétricos
R’y R"” de R respecto a las rectas AC y BC, respectivamente. Si esta condicién se
cumple, entonces R'R" es minimo (debido a que el tridngulo R'C' R" es is6sceles y el dn-
gulo R'CR" = 2ACB es constante) cuando la longitud de los lados iguales R'C = R"C
(=RC') es minima, es decir, cuando R es el pie de la altura de C'. (Para una solucién
completa, en forma dialogada, v. seccién 0.5, pdg. 46, y para una solucién completa
convencional, v. secciéon 0.6, pag. 54.)

1.0.24. Si P es un punto interior al tridngulo acutdngulo ABC y ponemos P’ y B’
para denotar los transformados de los puntos Py C por el giro antihorario de centro A
y amplitud 60°, entonces la suma PA+ PB+ PC (que es igual a PP+ PB+ P'B’) es
minima si y solo si B, P, P’ y B’ estdn alineados. Asi P tiene que ser el punto comin
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a las rectas BB', CC'y AA' (C' y A’ se definen andlogamente a como se ha definido
B,

1.0.25. Con las notacioEs\del problema anterior, si P es el punto de Fermat del tri-
dngulo ABC', entonces APA’ = w/3. En cuanto a la segunda parte, si O, es el centro
del tridngulo equildtero construido sobre BC, en el exterior de ABC, y O se define
andlogamente, entonces 0,0, es ortogonal a PC.

1.0.26. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo. Pongamos A’, B y C’ para indicar los pies
de las perpendiculares por el punto D alas rectas BC, CAy AB, respectivamente. Para
la desigualdad, aplicar el problema P.0.7 y la desigualdad triangular. La caracterizacién
de la igualdad se puede obtener mediante el problema P.0.22.

1.0.27. Si R es el pie de la altura del vértice A, ARC' y QPC son semejantes.

1.0.28. Aplicar el teorema de Pitdgoras a los tridngulos PAY y PAZ, y luego a otros
dos pares andlogos.

I.0.29. Observar que BC' = PC'. Basta ver entonces que CPD = BDP.
1.0.30. Dos sectores desiguales contiguos forman un cuarto del octégono.
I.0.31. Considerar la circunferencia de centro O y radio OP.

I.0.32. Considerar la homotecia de centro H y razén 1/2.

I.0.33. La homotecia de centro G y razén —1/2 transforma la circunferencia ABC' en
la circunferencia A’B’C’, el ortocentro H en el circuncentro O y el circuncentro O en
el circuncentro O’ de A’B'C".

1.0.34. Considerar primero el caso en que el ortocentro coincida con un vértice.

1.0.35. Teniendo en cuenta la relacién entre la circunferencia circunscrita al tridn-
gulo ABC' y el circulo de Euler, se deduce que arco(B'C’) = 24, arco (C'A") = 2B,
arco(A'B’) = 2C. Mirando los dngulos AICTH y A’/BTH, se obtiene que arco(A'B'Q) =
arco(A’C" ) = 2A de donde resulta que arco(B'Q) = 24 — 2C vy, andlogamente,
arco(C'R) = 2A — 2B, arco(A'P) = 2B — 2C. Con esto se obtiene finalmente que
arco(P'Q’) = 2n/3, y andlogamente para los arcos Q'R' y R'P’. (Para una solucién
completa, en forma dialogada, v. seccién 0.5, pdg. 49, y para una solucién completa
convencional, v. seccién 0.6, pag. 55.)

1.0.36. Si P es del lugar geométrico, 9APB v AOB son suplementarios.
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1.0.37. Denotemos z, y, 2, p, q, 7 las distancias de E' a los vértices A, B, C'y a los lados
BC, CA, AB, respectivamente. Sea P’ el punto de interseccién de la bisectriz del
éngulo 2o = BEC con el lado BC' y p' = |EP'|. Definamos ¢’ y ' de manera similar
relativamente a los dngulos 23 = CEA y 2y = AEB. Entonces es suficiente ver que
z+y+z2>20p +q¢+r"), ya que una bisectriz no es inferior a la correspondiente
altura. Teniendo en cuenta que yzsen(2a) = p'ysen(a) + p'zsen(a), mostrar que
p' < \/yzcos(a) = p”, y las desigualdades andlogas para ¢’ y r'. Véase, finalmente, que
z4+y+2z2>2(p"+q¢"+r"), ya que la diferencia de las dos expresiones es

(V@ — Vi cos(y) — vz cos(B))” + (v/ysen (v) — v/zsen (8))*

1.0.38. Con las mismas notaciones que en la indicacién anterior, az > gb+ rc, ya que
a(z + p) > ah, = pa+ gb+ rc. También tenemos az > rb+ gc (aplicar la desigualdad
anterior al punto E’ simétrico de E respecto a la bisectriz del dngulo @) y, por
tanto, 2az > (b+¢)(¢+r). Como b+ c 2> 2v/be, az > V/be(qg + r). Multiplicando
ordenadamente esta desigualdad y las desigualdades andlogas para y y z, se obtiene la
conclusién.

1.0.39. Si K es ortogonal a .S,y A y B son los puntos de intersecciéon de K y S, véase
que si P es un punto de K y P’ el punto de corte de OP con K (otro que P), entonces
el tridngulo O AP’ es semejante al tridngulo OPA.

1.0.40. Utilizar el problema anterior para ver que si P y P’ son inversos respecto a .S,
entonces todas las circunferencias por P y P’ son ortogonales a S.

1.0.41. Escoger coordenadas de manera que A sea el origen y o la semirrecta de las
abcisas positivas. SiO = (r,0),r > 0,y P = (a,b), calcular P’ (el inverso de P respecto
a la circunferencia de centro O y radio OA) en funcién de r, a y b.

1.0.42. Usar el hecho de que las inversas de dos figuras tangentes son tangentes. Para
la segunda parte, utilizar el problema anterior.

1.0.43. Considerar las inversas respecto a S de las circunferencias que pasan por Py

Q.

1.0.44. Los inversos de los extremos del didmetro horizontal de C),, son extremos del
didmetro horizontal de Cj,.

1.0.45. Estudiar las inversas de las circunferencias Cj, ..., C, respecto a la circunfe-
rencia de centro B ortogonal a la circunferencia Ci,.
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0.5 Raquel y Pablo resuelven problemas

En esta seccién damos las soluciones, en forma dialogada, de cinco problemas de la lista
(P.0.6,P.0.16, P.0.17, P.0.23 y P.0.35). Nos hemos decidido a utilizar este medio porque
nos ha parecido indicado para intentar explicar, ademds de la solucién, algunas ideas
y procesos que consideramos relevantes para la resolucién de problemas de geometria.
Las soluciones convencionales de los mismos, que son las que, en definitiva, se exigen
en los exdmenes, pueden hallarse en la seccién 0.6.

En los didlogos, Pablo y Raquel son estudiantes dedicados a la tarea de aprender a
resolver problemas de geometria. En la clase de ciencia-ficcién donde trabajan, Ariadna,
una terminal de ultimisima generacidn, sigue atentamente sus pasos. Ocasionalmente,
cuando lo cree oportuno, hace que Euclides, uno de sus médulos mds avanzados, ayude
a los estudiantes a reencontrar el hilo de sus disquisiciones. Para aprovechar de manera
6ptima las cavilaciones de Euclides, conviene darse cuenta de que tiene dos modos de
funcionamiento. Uno, que podemos calificar de declarativo, imita el proceso de «sinte-
sis» de los antiguos griegos, es decir, enuncia conclusiones que se obtienen directamente
de las proposiciones generadas hasta el momento mediante conocimientos establecidos
(y generalmente conocidos). El otro, que podemos calificar de interrogativo, imita el
proceso de «andlisis» en el sentido de los antiguos, es decir, hace preguntas clave con las
cuales usualmente se reducen a un corto nimero los conocimientos que deben ponerse
en juego para intentar conseguir el objetivo del problema. Como veremos, los estudian-
tes aprenden rapidamente las técnicas de resolucién de problemas, y progresivamente
la ayuda que necesitan de Euclides se hace més esporddica y considerablemente més
sofisticada.

Problema 0.6

Después de leer el enunciado, Pablo y Raquel dibujan la figura 0.37. Recuerdan muy
bien que en el inicio de las clases el profesor les dijo que, cuando se trataba de resolver
problemas de geometria, un dibujo puede ser decisivo. Pero es el primer problema,
estdn una poco cohibidos y no saben muy bien como empezar. Viendo la situacion,
Ariadna solicita a Fuclides que les ayude.

EucLipEs: El cuadrilditero PQUT es un paralelogramo.

RAQUEL: Tiene razon, la diagonal QS es paralela al lado PT y la diagonal T'R es
paralela al lado PQ).

EvucLipEs: El cuadrildtero PQUT es un rombo.

PaBLO: Claro, PT = P(Q porque el pentdgono es regular.
EucLipes: Asi QU = PT.

RaqQuEL: Obvio.

EvcrLipEs: Por tanto, QS — PT =QS — QU =US.
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R S

Figura 0.37: El pentdgono y la razén durea

P. Yy R.: Evidente.
EucLipEs: Los tridngulos QTU y RUS son semejantes.
RAQUEL: Ya lo veo, podemos aplicar el criterio AA de semejanza.

PaBLO: ,El que dice que dos tridngulos son semejantes cuando tienen dos dngulos
iguales?

RAQUEL: Si, si no lo recuerdo mal.

FEuclides ha aprovechado estos instantes para acabar su tarea y descarga dos lineas
de simbolos:

EucLipes: Por tanto, % = % %. Y como % = QSP_%, por lo que ya hemos

visto, obtenemos que % = Q—;—ZPT'

Pasan unos momentos y Fuclides ya no dice nada mds.

R.yP.: ;Y..7

EvucLiDES: ;Qué querfais demostrar?

PaBro: Que el lado del pentdgono regular es segmento dureo de la diagonal.
EucLIDES: ;Y esto qué significa?

RAQUEL: Segin la definicién, que si a es la diagonal y z el lado, entonces a/z =
z/(a - z).

EvucLIDES: ;Y hasta dénde hemos llegado en modo directo?
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Fuclides llama «modo directo» a lo que nosotros hemos llamado «declarativoy,
y llama «modo inverso» a lo que hemos llamado «interrogativo», esto es, lo que ha
utilizado después de «;Y...7».

. ign @9 —  PT _
PaABLO: Hasta la relacion #7 = 05-PT"

R. Y P.: jAh, ya lo vemos! Efectivamente se ha establecido que el lado PT es seg-
mento dureo de la diagonal @).S, y esto termina la prueba.

Problema 0.16

Ariadna también solicita la ayuda de Fuclides, que empieza en modo interrogativo.

EucLIDES: ;Qué tipo de cosas os piden?
PaBLO: No entiendo qué quiere decir.

RAQUEL: Yo creo que lo sé: tenemos que demostrar que se cumplen unas ciertas
desigualdades.

EvucLipEs: Magnifico. Desigualdades... jentre qué?
PaBro: Entre distancias.

EucripEs: Excelente. ;Y de qué disponéis para demostrar desigualdades entre distan-
cias?

PAaBLO:  Sélo conozco la desigualdad triangular.
EvucLipEs: jPuedes enunciarla?
PaBLO: Si: en un tridngulo, todo lado es inferior a la suma de los otros dos.

EucLIiDpES: ;Y cémo podriamos intentar aplicarla a las desigualdades que nos piden?

Pablo y Raquel piensan un momento. No saben muy bien qué decir. Fuclides
interviene, en modo declarativo, para facilitarles la tarea.

EvucLipEs: El problema pide dos desigualdades; en realidad, estamos en presencia de
dos problemas.

RAQUEL: Deberiamos hacer un dibujo.

En un abrir y cerrar de ojos dibujan la figura 0.38a.

RAQUEL: Si ponemos 2p para denotar el perimetro de ABC', tenemos que ver, por un
lado, que p < z +y + 2, y, por el otro, que z 4+ y + z < 2p.

EucLiDES: Os haré una pregunta mds explicita que la anterior: cdmo podéis utilizar
la, desigualdad triangular para establecer p < z +y + 27
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PaBLO:

RAQUEL:

PaBLoO:

RAQUEL:
PaBLO:

RAQUEL:

EucLIDES:
PaBLO:

RAQUEL:

PaBLO:

Figura 0.38: Figuras usadas para resolver el problema P.0.16

Deberfamos buscar tridngulos, en la figura 0.38a, en los que un lado estu-
viera relacionado con el perimetro y los otros dos con los segmentos z, v, .

;Los tridngulos PAB, PBC y PC A, por ejemplo?

Si, por ejemplo. La desigualdad triangular, aplicada a PAB, nos da ¢ <
T +y.

Y aplicada a los otros dos nos da, andlogamente, a < y+ 2z y b < z + z.

Sumando las tres desigualdades tenemos a + b + ¢ < 2z + 2y + 22.

Y puesto que a + b + ¢ = 2p, resulta que p < z + y + 2z, como querfamos
demostrar.

Habéis demostrado una parte del problema P.0.16.
La otra parte era la desigualdad z +y + z < 2p.

Si intentamos proseguir el andlisis de Euclides, ahora nos deberfamos pre-
guntar cémo podemos usar la desigualdad triangular para establecer z 4
y+ 2z < 2p.

Como en el caso anterior, deberfamos buscar tridngulos en los cuales, a la

inversa de antes, un lado esté relacionado con los segmentos z, y y 2, y los
otros dos, con el perimetro.

Miran la figura 0.38a y no consiguen ver ningin tridngulo que cumpla lo que quieren.
Por un instante no saben qué hacer. Pero de repente Raquel tiene una idea; le parece
buena y esto la empuja a explicar sus consecuencias sin pausa:

RAQUEL:

PABLO:

No nos hace falta la desigualdad triangular: es evidente que z +y < b+ a;
andlogamente, y+ 2 < ¢+ by z4+ 2 < a+ ¢; sumando, 2z + 2y + 2z <
2a + 2b+ 2c¢, es decir, 2 + y+ 2 < 2p. Y ya estd, jhemos terminado!

Esto ha sido brillante, Raquel. Pero... jcémo ves que 2 + y < a + b?
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RAQUEL: jHum!

PaBLO: Puesto que es una desigualdad entre distancias, quizd lo que tenemos que
intentar es probarla aplicando de nuevo la desigualdad triangular.

RAQUEL: Tienes razén; ya nos hemos convencido de que es la tinica herramienta que
conocemos para intentar resolver este tipo de cuestiones.

Pablo completa la figura 0.38a hasta obtener la figura 0.38b.

PaABLO: Creo que ya lo tenemos. Fijate: 2 < AQ + QP, por la desiguladad triangu-
lar; por tanto, 24y < AQ+QP+y = AQ+Q B; ahora @B < QC+C B, otra
vez por la desigualdad triangular, de donde AQ +@QB < AQ+QC +CB =
AC + CB =b+ a. Por tanto, z +y < b+ a.

RAQUEL: Efectivamente. Y asi, si que la demostracién es completa.

Problema 0.17

Antes de pasar a intentar resolver el problema P.0.17, Pablo y Raquel leen su enun-
ctado muy atentamente y dibujan la figura 0.39a.

C

Figura 0.39: Figuras usadas para resolver el problema P.0.17

PaBLO: Me pregunto si el problema anterior, aplicado al baricentro G, nos darfa
alguna cosa.

RAQUEL: Podemos probarlo. Sélo nos harfa falta saber el valor de z + y + z [con las
notaciones del problema anterior y con P = G| en términos de p [la suma
de las tres medianas.

PaBLO: Esto es facil. Sabemos que AG = %AA’, donde A’ es el punto medio de BC'.
En otras palabras, ¢ = %mA, donde m4 es la mediana correspondiente al
vértice A. Por tanto, z+y+ 2= %,u.

RAQUEL: Y como p < & +y+ 2z (por el problema P.0.16), resulta que p < 2p.
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PABLO: Que es equivalente a %p < 1, la primera de las relaciones que queremos
demostrar. jQué pasard con la segunda?

RAQUEL: Si aplicamos la segunda desigualdad del problema anterior, obtenemos %u <
2p.

PaBLO: Pero lo que queremos es p < 2p. Y p < 2p es mds fuerte que %u < 2p.

RAQUEL: (Porque %/L < p, no? jQué le vamos a hacer! Deberemos investigar otra
via.

PABLO:  Podemos intentar aplicar la desigualdad triangular otra vez.

RAQUEL: jBuena idea! Por lo que hemos aprendido hasta ahora, nos hace falta en-

contrar tridgngulos con un lado relacionado con p, y los otros dos, con el
perimetro.

Piensan un poco. Al final dibujan la figura 0.39b.

PaBLO:  Puesto que A’B’ = ¢/2, el tridngulo AA'B' tiene un lado, AA’, que es la
mediana m 4, mientras que los otros dos lados son iguales a ¢/2 y b/2.

RAQUEL: Ergo, ma < ¢/2+ b/2. Andlogamente tenemos mp < a/2+c/2y mo <
b/2 + a/2.
PaBLO: Y sumando, p < 2(a/2+ b/24¢/2) = 2p.

Raquel y Pablo se disponen a celebrar el éxito. Todavia no han tenido tiempo de
empezar, cuando Euclides pregunta:

EucrLipis: jCreéis que las desigualdades obtenidas son 6ptimas?

El interés con que reciben esta cuestion no les priva de tomarse un descanso.

Consignemos aqui solo que cuando regresaron a la cuestion se dieron cuenta de lo
siguiente. En el problema P.0.16, si hacemos P = C, entonces z +y + 2 = a+ b+ 0.
Por tanto, si hacemos que c sea cada vez mds pequedo, entonces 2p = a + b+ c tiende
aa+b=2z+y+ 2y, por tanto, la desigualdad z + y + 2z < 2p no se puede mejorar.
Por otro lado, si hacemos P = A y hacemos tender c a 0, entonces z+y+2z=0+a+c
tiende a a y p= (a+ b+ c)/2 tiende a (2a)/2 = a, con lo cual se ve que la desigualdad
p < z + y + z tampoco se puede mejorar. En cudnto al problema P.0.17, se dieron
cuenta, considerando un triangulo con ¢ cada vez mas pequefio, que la desigualdad
{1 < 2p no se puede mejorar, y considerando un trigngulo en el que C tiende al punto
medio de AB, que tampoco no se puede mejorar la desigualdad %p < p.

Problema 0.23

EucLIDES: ;Qué nos piden?
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RAQUEL:

PaBLO:

EUucCLIDES:

RAQUEL:

EucLIDES:

PaBLO:

Demostrar que el tridngulo 6rtico de un tridngulo dado es el que tiene el
perimetro mds pequeno entre todos los tridngulos inscritos al primero.

Es decir, se trata de ver que una determinada longitud es minima entre las
que satisfacen unas ciertas condiciones.

;Qué enunciados conocéis que permitan concluir que una longitud es mini-
5
ma/]

Yo sélo sé que entre todas las curvas que unen dos puntos, la recta es la
que tiene longitud menor.

;Podriamos usar este conocimiento para determinar si un tridngulo inscrito
tiene perimetro minimo?

No lo veo fécil, ya que el tridngulo es una linea cerrada.

Hacen una pausa para dibujar la figura 0.40a.

RAQUEL:

PABLO:

RAQUEL:

a) C

Figura 0.40: Resolucidn del problema de Fagnano

Quizd podriamos abrirlo [el tridngulo PQR]... de algin modo que nos
resultara itil.

iGenial! Quizd una forma de conseguirlo sea cambiar los lados QR y PR
por sus simétricos QR’ y QR" respecto a los lados AC'y BC'.

Veamos qué aspecto tendria haciendo una figura.

Dibujan la figura 0.400.

RAQUEL:

PaBLO:

RAQUEL:

La linea R'QPR" tiene asf la misma longitud que el perfmetro del tridngulo
inscrito PQR.

Si, claro; por las propiedades de las simetrias sabemos que R'QQ = RQ y
B'P=HP,

Ademds, R’ y R" no dependen en absoluto de P y @; solo dependen de la
posicion de R.
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PaBLO: iYa veo cémo utilizar la propiedad de la linea recta!

Pablo dibuja la figura 0.41a, mientras explica:

Figura 0.41: Resolucién del problema de Fagnano (continuacidn)

PABLO:  Si consideramos el segmento R'R",y este corta los segmentos AC'y BC en
los puntos Q' y P’, entonces R'R" es el perimetro del tridngulo P'Q'R. Y
puesto que R'R" es més corto que R'QPR" (o igual, si por casualidad fuese
Q' =Q y P = P), el tridgngulo P'Q'R tiene el perfmetro mds pequeno (o
igual) que PQR. De hecho, es el de perfmetro mds pequeilo siempre que
mantengamos R fijo.

RAQUEL: Ahora deberfamos ver, pues, para qué punto R tiene el segmento R'R"
longitud minima, ya que entonces el tridangulo P'Q’R serd la solucién del
problema.

Pablo y Raquel permanecen en silencio. No ven qué pueden hacer. Han llegado
hasta aqui ayudados por Euclides en modo inverso. Para que puedan seguar, Fuclides
cambia stubitamente a modo directo.

Evctipes: El tridngulo CR'R" es isésceles.
RAQUEL: jPor qué?

EvcLipes: CR' = CR = CR! por las propiedades de las simetrias.

Para poder seguir, dibujan la figura 0.41b. Deciden olvidarse de los puntos P y Q)
del tridngulo inscrito inicial y usar las letras P y () para designar los puntos que antes

eran P' y Q'.

PaBLO:  De hecho, pues, CR'R y CRR" también son isdsceles.

RAQUEL: Ademds, CAy CB son las alturas de los dos dltimos tridngulos respecto al
vértice C.



0.5 Ragquel y Pablo resuelven problemas 49

PaBLO:  De esto resulta que el dngulo R'CR" es el doble del angulo ACB. Puesto

que este dltimo es fijo, R'CR" también es fijo; quiero decir que no depende
de R.

RAQUEL: Tenemos un tridngulo isésceles, R'C'R”, queremos minimizar su base R'R"
y sabemos que el dngulo opuesto a la base es constante.

PaBLO: En estas condiciones, la base serd minima cuando los lados (que son iguales)
sean minimos.

RaQUEL: Como los lados son iguales a CR, la base R'R" serd minima cuando el
segmento C'R lo sea.

PaBLO: iFantdsticol C'R es minimo cuando R es el pie de la altura respecte al
vértice C.

RAQUEL: Por tanto, el tridngulo inscrito de perimetro minimo es tal que R es el pie
de la alturay Py @ se construyen como ya se ha indicado.

PaBLO: Puesto que el papel de R en las consideraciones anteriores lo podrfan haber
hecho P o (), realmente P y () también son los pies de las correspondientes
alturas.

RAQUEL: De hecho, hemos demostrado, pues, que el tridngulo inscrito de perfmetro
minimo es el tridngulo értico, y que los simétricos de un vértice del tridngulo
értico respecto a los dos lados que no lo contienen estdn alineados con los
otros dos vértices (del tridngulo 6rtico).

PABLO: iEs muy curioso!

Mzientras celebran alegremente estas excelentes conclusiones...

Evcripes: ;Dénde habéis utilizado la hipétesis de que el tridngulo es acutdngulo?
;s indispensable esta hipétesis? ;jPodriais utilizar vuestra conclusién para
resolver el problema P.0.197?

Problema 0.35

Raquel y Pablo recuerdan que el circulo de los nueve puntos es el circulo A'B'C’,
donde A’', B',C" son los puntos medios de los lados, y que este circulo, también deno-
minado «de Fuler», pasa por los pies P,Q), R de las alturas y por los puntos medios
A" B" C" de los segmentos HA, HB, HC. También recuerdan, por lo que han visto en
problemas anteriores, que la homotecia de centro el baricentro G transforma el circulo
circunscrito ABC' en A'B'C’. Antes de decidir qué hacer, dibujan la figura 0.42 (se lo
arreglan de manera que A > B > 6’) De acuerdo con el enunciado, el punto P' del
arco A'P se define de manera que el arco A'P' = %A’P,’ y los puntos Q' y R’ se definen
de manera similar.
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RAQUEL:

PaBLO:

RAQUEL:

PaBLO:

RAQUEL:

PABLO:

RAQUEL:

PABLO:

R/
Cl

BII

B p p A C
Figura 0.42: Puntos P',Q', R' del circulo de Euler

Queremos ver que P'Q'R’ es un tridngulo equildtero.

Seguro que aquf Euclides preguntarfa: ;Cémo podemos ver que un tridngulo
es equildtero?

Una manera de hacerlo es aplicar la definicién: un tridngulo es equildtero
cuando sus tres lados son iguales. También basta ver que sus tres dngulos

son iguales (necesariamente de amplitud 7/3). Lo que todavia no veo es
cémo aplicar alguno de estos criterios al problema.

Debido a que P'Q'R' estén sobre el circulo de Euler, quizds el segundo
criterio irfa mejor.

A mi también me lo parece. Deberfamos ver que, en el tridngulo P'Q'R’,
los éngulos P, Q' y P’ tienen amplitud /3.

Puesto que estos dngulos estdn inscritos en el circulo de Euler, esto equivale
a decir que los arcos P'Q’, Q'R y R'P’ sobre el circulo de Euler tienen una
amplitud de 27 /3 radianes.

Quiza no serd tan dificil como podfa parecer. Sobre el circulo de Euler
tenemos ahora 12 puntos y quizd nos irfa bien, antes de seguir, deducir las
amplitudes de algunos de los arcos entre estos puntos.

Me parece bien. Los arcos A’B’, B'C' y C'A’, por ejemplo, son faciles:
sus amplitudes son las mismas que las de los arcos AB, BC y CA sobre el
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RAQUEL:

PaBLO:

RAQUEL:

PaBLO:

circulo circunscrito ABC, es decir, iguales a 25’, 24 y 2B.

Supongo que la primera afirmacién que haces proviene de la homotecia que
transforma ABC en A’B’C’, y que la segunda es consecuencia directa de lo
que sabemos de dngulos inscritos.

Efectivamente.
arcoA'B' = 2C, arcoB'C’ =24, arcoC'A’' = 2B

Ahora ya no veo ninguna m4s.

Yo veo una relacién que quizd nos puede dar algo mds. Fijate [mientras
lo dice, dibuja la figura 0.43]: Como A’ es el punto medio de BC' y C” el
punto medio de C'H, resulta que A’C" es paralela a la altura BH.

Figura 0.43: Determinacion de dngulos centrales sobre el circulo de Euler

Andlogamente, A’B" es paralela a la altura CH.
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RAQUEL: Y asi A’‘C"HB" es un paralelogramo.

PaBLO: ;Y todo esto qué tiene que ver con los dngulos?

Raquel pone la letra o en cada uno de los dngulos AICTH Y HBA,

RAQUEL: Son iguales porque son dngulos opuestos en un paralelogramo.

PABLO:  Ya veo. Por dngulos inscritos otra vez, 2a es igual al arco A’C'R y también
al arco A'B'Q.

RAQUEL: Los lados C”A’ y C"H del éngulo A'C"H son perpendiculares, respectiva-
mente, a los lados AC'y AB. Por tanto, de hecho, a = A.

PaBLO: Un gran paso: ahora ya tenemos que la amplitud de los arcos A’B'Q) y
A'C'R es igual a 2A.

RAQUEL: Y por diferencia [BQ = AQ A'B" y C"R = A'R — A'C"] obtenemos
que arcoB’ Q= 2A ~ 50 y arcoC'R = 24 — 2B. Andlogamente, serd
arcoA'P = 2B — 2C. Es decir,

arcoB'Q =24 — 2C, arcoC'R =24 — 2B, arcoA’'P = 2B — 20

PaBLo:  Ahora ya podemos calcular el arco P'Q’:
arcoP'Q" = farcoA'P + arco A’B’ 4 arco 2 1B'Q
=2(B-0)+20+4A-0C)
= %(A +B+0)

|

Que arco@Q'R' = 4L y arcoR'P’' = 4F, se ve de manera analoga.

Pablo y Raquel dibujan la figura 0.44, simplemente para disfrutar de ver con imdge-
nes lo que han visto antes con los ojos de la geometria. Antes de tener tiempo de cerrar
la terminal y los cuadernos, Fuclides tiene tiempo de generar una pregunta.

EucLIDES: ;Qué podéis decir de las tres parejas de arcos A'C" y B'C", PB" y C'B",
QA" y RA™

Podemos transcribir brevemente que Raquel y Pablo vieron rdpidamente que RA” =
QA", basandose en que las alturas son bisectrices del tridngulo 6rtico, y que RA" =
QA" = — 2A usando el trabajo realizado en el dltimo problema. Andlogamente,
PB" = RB" =n—2By PC" = QC" = n — 2C. Esto, y de nuevo los resultados del
primer problema, les permite ver que B'C"” = C'B" =1 —2Ay A'C" = PB" = n —2B.
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B P p A c

Figura 0.44: El tridngulo equildtero P'Q'R’

0.6 Muestra de soluciones

En esta seccién se incluyen soluciones convencionales de los problemas P.0.6, P.0.16,
P.0.17, P.0.23 y P.0.35. Estas mismas soluciones las podemos encontrar expuestas en
forma dialogada en la seccién 0.5, lo cual puede resultar de interés para los lectores que
quieran reflexionar con mds detenimiento sobre el proceso de resolucién de problemas.

Problema 0.6

Consideremos la figura 0.37 (pdg. 41). El cuadrilitero PQUT es un rombo, ya
que la diagonal QS es paralela al lado PT, la diagonal TR es paralela al lado PQ y
PT = PQ (porque el pentigono es regular). Asi QU = PT, de donde resulta que
QS -PT=QS-QU=US.

Por otra parte, los trigngulos QTU y RUS son semejantes (criterio AA de seme-
: QU _ QT _ QS QU _ _PT _
janza). Por tanto, g = %5 = pr- Y puesto que g = gg=pr, POT lo que ya hemos

visto, obtenemos que % = QTP—TP_T- Por tanto, el lado PT es segmento dureo de la

diagonal @S, por la definicién de segmento dureo.

Problema 0.16

Como nos piden que demostremos dos desigualdades entre distancias, intentaremos
aplicar la desiguadad triangular. Con las notaciones de la figura 0.38a, si denotamos
2p el perimetro de ABC, tenemos que ver, por una parte, que p < z +y + 2z, y, por la
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otra, que ¢ + y + 2 < 2p.

Para establecer que p < z + y + z, fijémonos en los tridngulos PAB, PBC'y PCA.
La desigualdad triangular, aplicada a PAB, nos da ¢ < z+4y. Anélogamente, a < y+ 2
y b < z+ x. Sumando las tres desigualdades tenemos a + b + ¢ < 2z + 2y 4 2z. Puesto
que a + b+ ¢ = 2p, resulta que p < z 4+ y + 2.

Falta ver la desigualdad z +y+ 2z < 2p. Consideremos la figura 0.38b. Aplicando la
desigualdad triangular obtenemos: z 4+ y < AQ+ QP +y = AQ + QB < AQ +QC +
CB = AC +CB = b+ a. Andlogamente, y+ 2 < c+by 2+ 2z < a+ c¢; sumando,
2z + 2y + 22 < 2a + 2b+ 2c, es decir, z + y 4+ 2z < 2p.

Problema 0.17

El problema P.0.16, aplicado al baricentro G, nos da la primera desigualdad. En
efecto, con las notaciones de la figura 0.39a, sabemos que AG = %AA’, donde A’
es el punto medio de BC. En otras palabras, z = %mA, donde my4 es la mediana
correspondiente al vértice A. Por tanto, z +y+ 2 = %,u. Como p < z 4+ y + z (por el
problema P.0.16), resulta que p < %u, que es equivalente a %p < p. Cabe destacar que,
si aplicamos la segunda desigualdad del problema P.0.16, obtenemos %u < 2p, que es
una desigualdad mds débil que la desigualdad p < 2p que queremos demostrar.

Para ver que g < 2p, consideremos la figura 0.39b. Puesto que A'B’ = ¢/2, el
tridgngulo AA’B’ tiene un lado, AA’, que es la mediana my4, mientras que los otros dos
lados son iguales a ¢/2 y b/2. Por tanto, mag < ¢/2 4 b/2. Anédlogamente, tenemos
mp < a/2+¢/2y mg < b/24 a/2. Si ahora sumamos estas tres desigualdades,
obtenemos u < 2(a/2+b/2+ ¢/2) = 2p.

Problema 0.23

Consideremos la figura 0.40a. Queremos ver que PQR tiene perimetro minimo si
y solo si PQR es el tridngulo értico de ABC. Sean R’y R los simétricos del punto
R respecto a los lados AC' y BC, respectivamente (figura 0.40b). La linea R'QPR"
tiene la misma longitud que el perfmetro del tridngulo inscrito PQR. Si consideramos
los puntos de interseccién, Q' y P’, de R'R" con los lados AC' y BC, respectivamente
(figura 0.41a), entonces el perfmetro de P'Q’R es igual a R'R". Como la longitud de
R'R" es inferior (o igual) a la longitud de la linea R'QPR", vemos que el tridngulo
P'Q'R es el de perfmetro més pequefio entre todos los tridngulos inscritos PQR (con R
fijo). Ahora nos hace falta ver para qué punto R del lado AB tiene el segmento R'R"
longitud mifnima, ya que entonces el tridngulo P'Q)'R serd la solucién del problema.

Destaquemos que el tridngulo CR'R" es isésceles (CR' = CR = C'R" por las propie-
dades de las simetrias; v. figura 0.415). De hecho, CR'R y CRR" también son isdsceles
y CAy CB son perpendiculares a RR'y RR". Resulta que el déngulo R'CRY es el doble
del dngulo ACB. Puesto que este tltimo es fijo, R‘C'R" también es fijo (es decir, no
depende de R). Por tanto, la base R'R” del triangulo isésceles R'CR" tiene longitud
minima si y solo si sus lados tienen longitud minima. Pero como los lados son iguales
a CR, la base R'R" serd minima cuando el segmento C'R lo sea, es decir, si y solo si R
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es el pie de la altura del vértice C. Andlogamente, se veria que P y () tienen que ser
los pies de las alturas de A y B, respectivamente.

Problema 0.35

Recordemos que el circulo de los nueve puntos es el circulo A’B’C’, donde A’, B',C"’
son los puntos medios de los lados, y que este circulo, también denominado de Fuler, pa-
sa por los pies P, @, R de las alturas y por los puntos medios A", B”,C" de los segmentos
HA,HB,HC. Recordemos también, por lo que hemos visto en problemas anteriores,
que la homotecia de centro G (el baricentro) transforma el circulo circunscrito ABC
en A'B'C’.

Consideremos la figura 0.42 (supondremos que A > B > 6’) De acuerdo con el
enunciado, el punto P’ del arco A’P se define de manera que arco(A’P’) = 1arco(A'P);
y los puntos Q' y R’ se definen de manera similar. Queremos ver que P'Q'R’ es un
tridngulo equildtero, por lo cual es suficiente ver que los 4ngulos P’ Q)" y P’ (del tridngulo
P'Q'R') tienen amplitud /3. Como estos dngulos estan inscritos en el circulo de Euler,
esto es equivalente a decir que los arcos P'Q)’, Q'R' y R'P’ sobre el circulo de Euler
tienen una amplitud de 27 /3 radianes.

Las amplitudes de los arcos A’'B’, B'C’ y C'A’ coinciden con las de los arcos AB,
BC y CA sobre el circulo circunscrito ABC), es decir, son iguales a 2C’ 24 y 2B (por
la homotecia que transforma ABC en A'B'C’' y por las propiedades de los dngulos
inscritos en el circulo ABC'). Por tanto,

arco(A'B') = 2C, arco(B'C') = 24, arco(C'A’) = 2B

Consideremos ahora la figura 0.43. Puesto que A’ es el punto medio de BC' y C”
el punto medio de BH, resulta que A’C" es paralela a la altura BH. Andlogamente,
B'A" es paralela a la altura CH y C'B” es paralela a la altura, AH. Por tanto,
A'C"HB' es un paralelogramo. Asi obtenemos que los dngulos AICTH y HB'A" son
iguales. Pero, para dngulos inscritos otra vez, 2« es igual al arco A'C'R y también al
arco A'B'Q. Ademds, los lados C"A’ y C"H del dngulo A’C”H son perpendiculares,
respectivamente, a los lados AC' y AB. Por tanto, o = = A. Tenemos, pues, que la
amplitud de los arcos A’B'Q y A'C'R es igual a 24. Por diferencia [B'Q = A'Q — A'B’
y C'R = A’'R — A'C'| obtenemos que arcoB'Q) = 94 — 92C v arcoC'R = 2A — 2B.
Anélogamente serd arcoA’P = 9B —2C. Es decir,

arco(B'Q) = 24 —2C, arco(C'R) =24 — 2B, arco(A'P) = 2B — 2C

Ahora ya podemos calcular el arco P'Q)":

arco(P'Q') = }arc (A’P) + arco(A B') + Larco(B'Q)
=2B-0)+2C+3(4-0)
= 5(A+B+C)
2w

7T

Anélogamente, arco(Q'R') = & y arco(R'P') =
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1 Geometria afin

En este capitulo introducimos primero el espacio afin, mediante axiomas basados en
el dlgebra lineal y sugeridos por las propiedades del cdlculo vectorial asociado a un
espacio geométrico ordinario. A continuacién consideramos las variedades lineales de
un espacio afin (en particular, los puntos, las rectas y los planos), las cuales se pueden
definir, en un sentido natural, como los subespacios afines del citado espacio.

Con tal de manipular efectivamente las figuras de un espacio afin, por ejemplo las
variedades lineales, se introducen los sistemas de referencia afines. Fijada una referencia
afin, cada punto tiene unas coordenadas univocamente definidas y asi las relaciones
entre puntos se traducen en relaciones entre las correspondientes coordenadas. Por
ejemplo, los puntos cuyas las coordenadas satisfacen un sistema dado de ecuaciones
lineales forman una variedad lineal, y reciprocamente, toda variedad lineal se puede
describir de esta manera.

Las aplicaciones entre espacios afines que son compatibles con las estructuras de
espacio afin se denominan aplicaciones afines. Las aplicaciones afines biyectivas de un
espacio afin en sf mismo se denominan afinidades y constituyen un grupo con el producto
de composicién (el grupo affn del espacio en cuestién). Mediante referencias afines, las
afinidades se pueden representar algebraicamente y esta representacién (ecuaciones de
las afinidades) nos permite manipularlas de forma efectiva.

Conviene decir aquf que la geometria afin es el estudio de los conceptos y propie-
dades que permanecen inalterados por las afinidades. Estos conceptos y propiedades
se dice que son afines. Por ejemplo, el concepto de variedad lineal y la relacién de pa-
ralelismo de variedades lineales son afines, pero el concepto de dngulo o la relacién de
perpendicularidad no lo son (en el capitulo 2 veremos que son de naturaleza métrica).
Un concepto afin bdsico, ya que se puede usar para definir conceptos y relaciones afines
més complejos, es la razén simple de una terna de puntos alineados. En cierto modo,
es el concepto afin fundamental, ya que una aplicacién de un espacio affn en s{ mismo
es una afinidad si y solo si transforma puntos alineados en puntos alineados y conserva
el valor de las razones simples.
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1.1 Espacio afin

La estructura de espacio afin es una abstraccién de las propiedades del cdlculo con vec-
tores libres del espacio geométrico ordinario que no dependen del concepto de distancia
(cf. ejemplo 1.3). Esta nocién fue introducida formalmente por H. Weyl en su libro
Space, time, matter (Dover, 1952), pero de hecho sus rasgos principales se empezaron
a entrever con la obra de Descartes y se han ido perfilando lentamente en el transcurso
del tiempo. La nocién de espacio afin, ademds de su importancia en geometrfa, es la
base de la mecénica de Newton y de la relatividad especial de Einstein.

Definiciones y notaciones bdsicas

Sea K un cuerpo. Un espacio afin sobre K es una terna (A,V,¢) formada por un
conjunto no vacio A, cuyos elementos denominaremos puntos, un K-espacio vectorial
V, cuyos elementos llamaremos vectores, y una aplicacion

S:AXA—-V

—
que denotaremos (P, Q) — PQ y llamaremos aplicacion estructural, que verifican los
dos axiomas siguientes:

1.1 Axioma (Homogeneidad). Para todo punto P y todo vector v existe un Unico pun-
—)
to Q tal que PQ =v.

— — —
1.2 Axioma (Ley de adicién). PQ + QR = PR, cualesquiera que sean P,Q,R € A.

El axioma de homogeneidad se puede expresar también diciendo que para todo punto P,
la aplicacion

—)
§p: A=V tal que Q— PQ

— —
es una biyeccion. La inyectividad de dp significa que de PQ = PR podemos inferir
Q) = R. Por otro lado, la ley de adicién también se puede escribir en la forma

5p(R) = 8q(R) + PQ [L.1]

o, abreviadamente, ép = 0g + Ii)) (v. figura 1.1).

Abusando de notacién y de lenguaje, a menudo escribiremos A en lugar de (A, V,9),
y nos referiremos a A diciendo que es un espacio affn y a V' diciendo que es el espacio
vectorial asociado al espacio afin. Por ejemplo, diremos que A tiene dimension n, y
escribiremos dim(A) = 7, o simplemente A", si V' tiene dimensién n sobre K. Estos
abusos, en general, son inofensivos debido a que por el contexto siempre estd claro a
qué espacio afin nos estamos refiriendo.



1.1 Espacio afin 59

Q

Figura 1.1: Ley de adicidn

E.1.1. Comprobar que un espacio afin de dimensién 0 contiene un tnico punto.

A pesar de que los espacios afines de dimensién infinita tienen importancia en dis-
tintos contextos, en este curso sélo consideraremos espacios afines de dimensién finita,
condicién que supondremos de ahora en adelante. Los espacios afines de dimensién
1 (respectivamente, 2) se denominan rectas afines (respectivamente, planos afines).
Las locuciones espacio afin real y espacto afin complejo se usardn como sinénimas de
espacio afin sobre R y de espacio afin sobre C, respectivamente.

1.3 Ejemplo (Espacio afin ordinario). En la presentacién que hacemos en este texto,
en el capitulo 2, la nocién de espacio euclidiano se define a partir de la nocién de
espacio afin real. Sin embargo, el proceso histérico fue justo al revés: la nocién de
espacio afin se origin6 en el estudio del espacio euclidiano. Incluso las notaciones y
la nomenclatura relativas a los espacios afines se explican, en buena medida, por este
origen. Asi pues, una explicacién de este proceso, a pesar de que solo sea de una
manera muy esquemdtica e informal, puede ayudar a comprender la naturaleza de los
ingredientes y de los axiomas de espacio afin que hemos introducido.

El espacio afin que se asocia al espacio euclidiano £ estd formado por el conjunto
A de los puntos de £, por el espacio vectorial real V' de las traslaciones de £ y por la
aplicacién 6: A x A — V tal que §(P, Q) es la traslacion tpg tal que tpg(P) = Q. La
ley de adicién es consecuencia de que la composicién de las traslaciones tpg y tgr es la
traslacién tpg y el axioma de homogeneidad se cumple por cuanto una traslaciéon queda
univocamente determinada por la imagen de un punto. Seguidamente explicamos con
cierto detalle cémo se definen la traslacién tpg y la estructura de espacio vectorial real
en el conjunto V de las traslaciones.

Primero es preciso introducir algunas notaciones. Dados dos puntos distintos P, () €
A, la recta PQ es unién de dos semirrectas de origen P. De estas semirrectas, la que
contiene Q serd denotada |PQ) y la que no contiene @, (PQ|. Asimismo utilizaremos
PQ para denotar la distancia entre Py Q. Si A € R, la expresién My (P, Q) denotard,
cuando A > 0, el punto M de la semirrecta |PQ) tal que PM = APQ y, cuando
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A < 0, el punto M de la semirrecta (PQ| tal que PM = —AP(Q (este punto coincide
con My_»(Q,P)). La aplicacion A — M) (P,Q), de R en la recta PQ), es biyectiva.
Convendremos que My (P, P) = P para todo punto P € A y todo A € R.

Para definir la traslaciéon tpg tenemos que especificar cémo transforma un punto R
cualquiera. Si R ¢ PQ, tpg(R) es el punto de interseccién de la recta por R que es
paralela a la recta PQ con la recta por @) que es paralela a la recta PR (v. figura 1.3,
en la cual S =tpg(R)). Si R € PQ, entonces escogemos un punto S exterior a la recta
PQ (v. figura 1.2), formamos el punto 7" de interseccién de la recta por S paralela a PQ
con la recta por @) paralela a PS y definimos tpg(R) como la interseccién de la recta
por T paralela a SR con la recta P(). Esta definicién tiene sentido porque se puede
comprobar que no depende del punto S escogido. También se puede definir tpg(R),
cuando R € PQ), por la férmula tpg (R) = My14(P,Q), donde d = PQ y donde A € R
es tal que R = M, (P, Q).

S, .. T =tpq(S)

. R "a__tPQ(R)

Py @
@ @ @

‘"U\ o
L e)

Figura 1.2: Definicién de tpg(R) cuando R € PQ

La suma de traslaciones se define como la operacién de composicién. El conjunto V
de traslaciones, con esta suma, resulta ser un grupo abeliano. Por otro lado, el producto
Atpg del nimero real A por la traslacién tpg se define como la traslacién {pps, donde
M = M,(P,Q). Este producto estd bien definido, debido a que se puede comprobar
que si tpg = trs, M = M\(P,Q) y N = M)(R, S), entonces tpps = tgn. Finalmente
se comprueba que V, con el producto R X V' — V que acabamos de describir, es un
espacio vectorial real.

Veamos, para terminar, otra manera de entender el espacio vectorial V. Un segmen-
to orientado de A es un par ordenado (P, Q) de puntos de A: se dice que P es el origen
y @ el extremo del segmento. Dos segmentos orientados (P, Q) y (F',Q’) se llaman
equipolentes si y solo si tpg(P') = Q' o, equivalentemente, si tpg = tpig. De aquf
resulta que la relacién asi definida en el conjunto de segmentos orientados (relacién de

—

equipolencia) es de equivalencia. Sea PQ la clase correspondiente al segmento (P, Q),

que llamaremos vector libre asociado al segmento orientado (P, Q). Con esto tenemos
—

que existe una biyeccién entre el conjunto de vectores libres y V' tal que PQ — ipg,
con lo cual podemos identificar cada vector libre con la correspondiente traslacién.
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1.4 Ejemplo (La recta afin del tiempo). Un espacio afin real (A,V,§) de dimensién
1 se puede usar para modelizar el tiempo: los puntos de A se interpretan como los
«instantes», los vectores de V como «cantidades de tiempo» y §(P,Q) € V, si P
y Q) son instantes, como la cantidad de tiempo transcurrido entre el instante Py el
instante ().

Dado que en un espacio affn no hay ningin punto distinguido, en este modelo del
tiempo no hay ningin instante distinguido. Tampoco hay unidad de tiempo distinguida,
ya que ninguno de los vectores no nulos de V' es distinguido. El modelo nos permite
interpretar facilmente la «medida» de una cantidad de tiempo v respecto a una cantidad
no nula de tiempo vg que tomamos arbitrariamente como «unidad»: es el tnico ¢ € R
tal que v = tvp. Si con la unidad de medida v identificamos los elementos de V con
nimeros reales (haciendo corresponder tvg con t), entonces d(P,Q) € Rindica el tiempo
transcurrido entre los instantes Py @) (medido en unidades wvp).

En el sistema de Newton, la recta del tiempo es independiente de cualquier obser-
vador, y por eso se dice que el tiempo newtoniano tiene cardcter absoluto. En la fisica
de Einstein (v. ejemplo 1.6) hay una recta del tiempo para cada observador inercial, y
por eso se dice que en este sistema el tiempo es relativo.

Fisicamente, el tiempo entre dos instantes se mide mediante un reloj, es decir, por
un mecanismo que permite contar el nimero de veces que un determinado fenémeno
ciclico ha ocurrido entre el primer y el segundo instantes. Que la relacién entre el tiempo
dado por dos relojes sea lineal (como lo pide el modelo matemdtico) es un enunciado
fisico no trivial, pero que cumplen con mucha aproximacién los mejores relojes y bajo
una gran variedad de circunstancias. El cardcter absoluto del tiempo en el sistema
newtoniano implica que la relacién entre dos relojes tiene que ser independiente de
su estado de movimiento respecto a un observador, mientras que la teorfa de Einstein
predice una dependencia precisa que ha sido confirmada experimentalmente.

1.5 Ejemplo (Espacio afin asociado a un espacio vectorial). A todo espacio vectorial
E sobre un cuerpo K se le puede asociar un espacio affn sobre K haciendo A = F,
V = Ey 6(v,w) = w— v. El axioma de homogeneidad se cumple: dado v € V, la
aplicacién 6, : V — V tal que w — w — v es biyectiva (la aplicacién inversa es la dada
por w' — w'4v) y laley de adicién se cumple porque tenemos (w—v)+ (z—w)=2z—v,
cualesquiera que sean v, w,z € V.

De este espacio afin diremos que es el espacio afin asociado al espacio vectorial E.
En contraposicién a un espacio afin arbitrario, tiene la particularidad de tener un punto
distinguido (el 0 € E).

El espacio afin numérico de dimension n, A%, se define como el espacio afin asociado
al espacio vectorial K™.

1.6 Ejemplo (Espacio-tiempo). En la teorfa de la relatividad especial (o restringida),
introducida en 1905 por Einstein, un concepto fundamental es el suceso. Un suceso,
como la emisién de un fotén por un atomo, se puede caracterizar por el punto donde
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ocurre y el instante en que se produce. Esta nocién tiene un sentido absoluto en el
marco newtoniano, a causa del caracter absoluto del tiempo (cf. 1.4), pero el significado
en relatividad es més sutil a causa del famoso andlisis de Einstein segin el cual la
simultaneidad es un concepto relativo (es decir, sucesos simultdneos para un observador
pueden no ser simultdneos para otro). En todo caso, un descubrimiento fundamental
de Einstein fue que el conjunto de sucesos, analizados teniendo en cuenta la relatividad
del tiempo, tiene estructura de espacio afin real de dimensién 4 (a este espacio afin, lo
denominaremos el espacio-tiempo de Einstein).

Para otros ejemplos de espacios afines, v. problemas P.1.3 y P.1.4.

Vector de posicién

_> . . .
Fijado un punto O € A, el vector OP se denomina vector de posicion de P respecto
a O. Cuando O se puede sobreentender por el contexto a veces se € escribe, abusando
de la notacién, P en lugar de OP Puesto 0 que PQ OQ OP con este abuso

de notacién podemos escribir PQ = Q - P De hecho es costumbre denotar esta
diferencia con la expresién Q P, de manera que Q — P es simplemente una expresién

alternativa para designar PQ, y en este texto utilizaremos las dos indistintamente. La
ley de adicién se escribe, con esta notacién, (Q — P)+ (R — Q) = R — P. La operacién

Q- P = l% = 6p(Q) (diferencia de puntos) es una operacién binaria externa del
conjunto A a valores en el espacio vectorial V. Sin embargo, hay que tener en cuenta
que en general no existe ninguna operacién natural de «suma, de puntos», sino solo de
suma de vectores y, como veremos después, de suma de un punto y un vector.

1.7 Proposicién. Dados los puntos P,Q, R, S,
H
1) PQ =0 siy solosi()=P.
— —
2) PQ =-QP.
— — — —
3) Si PQ = RS, entonces PR = QS (figura 1.3).

Demostracmn De PP-i— PP PP que vale por la ley de adicion 1.2, inferimos que

PP = 0. Por otro lado, si PQ = 0, entonces PQ = 0= PP de donde @ = P por el
axioma 1.1. Esto prueba 1.
El enunciado 2 es una consecuencia directa de la ley de adicién y de la primera

parte: PQ + QP PP = 0 o,

Fmalmente tenemos PR PQ + QR por la ley de adicién. Ahoi Q__) + QR
QR+ RS’ por la hipétesis PQ RS y la conmutatlwdad dela suma,y QR+ RS =
otra vez por la ley de adicién, de donde PR QS

@
O Enln
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P

Figura 1.3: Si @ — P =S — R, entonces R— P =5-Q

Traslaciones

Sea (A, V,6) un espacio afin. Dados Pe Ay v eV, el axioma 1.1 nos dice que existe

_)
un tnico punto Q € A tal que v = PQ. Este punto @ sdlo depende de Py v,y diremos
que es el trasladado de P segin v. Para denotarlo, usaremos la expresién P + v, de
_)

forma que la relacién @ = P+ v es equivalente, por definicién, a la relacion v = PQ, o
_)
v = @Q — P. En particular, tenemos que P+ PQ =Q, 0 P+ (Q-P)=Q.

E.1.2. Probar que P + 0 = P para todo punto P.

E.1.3. Probar que en el espacio affn asociado a un espacio vectorial E (ejemplo 1.5) la suma
w + v de vectores coincide con la suma de w interpretado como punto y v interpretado como
vector.

Si fijamos v € V, podemos considerar la aplicacion ¢, : A — A tal que ty(P) = P4,

Diremos que t, es la traslacion de vector v. Nétese que, dados P,Q € A, v = P—Q) es
el tinico vector tal que t,(P) = Q [¢]. Por otro lado, tenemos, segin el ejercicio E.1.2,
que to = Id (la aplicacién identidad).

La propiedad fundamental de las traslaciones es la siguiente:

1.8 Proposicién. Siv,w € V, tyoly = tytw-

Demostracién: En efecto, la igualdad equivale a decir que (P4+v)+w=P+ (v+w)

para todo punto P. Ahora bien, esta dltima relacién es consecuencia de la ley de

adicién, ya que si ponemos P+v =Q, Q+w =Ry P+ (v+ w) = R/, entonces
—

— — —
PR = PQ+QR=v+w= PRy, por tanto, R = R'. O
1.9 Corolario. Para todo v € V, t, es biyectiva y -l =i .

Demostracién: En efecto, tyot_, = to = Id. O
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1.10 Corolario. Dado v € V, las siguientes condiciones son equivalentes: 1) v = 0;
2) t, = Id; 3) t, tiene puntos fijos.

Demostracién: Sélo nos queda por ver que 3 implica 1. Si P fuese un punto fijo de
ty, tendrifamos P4+ v = P = P + 0, de donde v = 0. O

E.1.4. Verificar que la relacién P+v = Q4w (donde P,Q € A, v, w € V) equivale a la relacién

— —
v = PQ+ w, o alarelacién v — w = PQ (que también podemos escribir v — w = Q — P).

Pondremos 7" = T(A) para denotar al conjunto {¢,|v € V} de las traslaciones de
A. Este conjunto es cerrado por la operacién de composicién (por la proposicién 1.8),
to = Id es elemento neutro de esta operacién y, por el corolario 1.9, todo elemento
t, € T tiene inverso (el elemento ¢{_,). Como ademds t, = Id si y solo si v = 0 (por
1.10) y tyoty = tyoty (por 1.8 y el hecho de que la suma de vectores es conmutativa),
podemos sumarizar estas consideraciones tal como sigue:

1.11 Proposicién. El conjunto T = T(A) de las traslaciones de A es un grupo con-
mutativo y la aplicacion (V,+) — (T,0) tal que v — t, es un isomorfismo de grupos.

O

Definicion alternativa de espacio afin

1.12. Si (A, V) es un espacio afin, la aplicacion A x V — A tal que (P,v) = P+ v
tiene, segun se ha visto, las propiedades siguientes:

1) Dados P,Q € A, existe un unicov € V tal que Q = P + v.

2) (P4+v)+w=P+ (v+ w), cualesquiera que sean P € A yv,w € V.

Seguidamente mostramos que, reciprocamente, estas propiedades son suficientes
para determinar, en el sentido que se precisa, una estructura de espacio afin.

1.13 Proposicién. Sea A un conjunto no vacio, V un K -espacio vectorial y AXV — A
una aplicacion, que denotaremos (P,v) — P + v, que satisface las propiedades 1.12 .1

y 1.12.2. Dados P,Q € V, pongamos Ii)) = §(P, Q) para denotar el unico vector dado
por la propiedad 1.12.1. Entonces (A, V,0d) es un espacio afin tal que P+ v =P+ v
cualesquiera que sean P € A yv € V, donde P+ v indica la suma definida al principio
del apartado «Traslaciones».

Demostracién: En efecto, primero tenemos que ver, para un punto P fijado cual-
—

— —
quiera, que la aplicacién @) — PQ es biyectiva. En efecto, si P(Q = PR, entonces
_)

_}
Q = P+ PQ = P+ PR = R, lo cual establece que la aplicacién es inyectiva. Y
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. —
si v € V, entonces el punto ¢ = P + v cumple que PQ) = v y esto muestra que la
aplicacién es exhaustiva.
También tenemos que comprobar la propiedad 1.2. Pero dado que

P+ (PQ+QR) =(P+PQ)+QR por 1.12.2
— —
=Q+QR por definicién de PQ
_)
=R por definicién de QR
L — —
=P+ PR por definicién de PR

— — —
de 1.12.1 obtenemos que PQ + QR = PR.
Nos falta ver que P+v=P-+wv. Por deﬁmclon el punto () = P + v es el dnico

puntotanquePQ—v Por tanto, P+v—P+PQ Q=P+ O

1.2 Variedades lineales

Los subconjuntos més sencillos de un espacio afin, definidos por abstraccién de los
conceptos de recta y plano del espacio ordinario, son las variedades lineales. Como
veremos, una variedad lineal no es mds que un «subespacio afin». El adjetivo lineal
proviene de la propiedad segin la cual un subconjunto es una variedad lineal si y solo
si contiene la recta («linea») que une dos puntos cualesquiera del mismo (v. problema
P.1.2).

Generalidades

Definicién de variedad lineal

Sea (A, V,6) un espacio afin. A un subconjunto L no vacio de A se le denomina una

_)
variedad lineal si, para todo P € L, el conjunto dp(L) de vectores de la forma PQ,
@ € L, forman un subespacio vectorial de V.

1.14 Proposicién. Si L es una variedad lineal y P,Q € L, entonces ép(L) = §g(L).

— —

Demostracién: En efecto, §g(L) = 6p(L) — PQ, por la férmula [1.1], y ép(L) — PQ =
.—)

5p(L), ya que 6p(L) es un subespacio vectorial y PQ € ép(L).

O
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Espacio director

Asf pues, si L es una variedad lineal, el subespacio 6p(L) es independiente de P € L.
Escribiremos W = W (L) para denotarlo y diremos que es la direccion o el subespacio
director de L. Se tiene que L = P + W (L) para todo P € L.

1.15 Proposicién. Reciprocamente, si W es un subespacio vectorial de V y P € A,
entonces L = P + W es una variedad lineal, P € L, y W = W(L). En particular, se
cumple que L = Q + W para todo Q € L y que (Q+W)N(P+W)=0sQ¢ L.

Demostracién: Es inmediata y se deja para el lector. O

Diremos que P + W es la variedad lineal que pasa por el punto P con direccion W.

E.1.5. Si L es un subconjunto de un espacio afin A tal que dp(L) es un subespacio vectorial
de V para algin punto P € L, entonces L es una variedad lineal.

E.1.6. Dado un subespacio W de V, probar que la relacién

s
P~Q&PQeW

es de equivalencia y que las clases respecto de la misma son las variedades lineales que tienen
subespacio director W.

El ejercicio que sigue da contenido a la afirmacién que una subvariedad lineal es un
«subespacio afin».

E.1.7. Sea L una variedad lineal y W = W(L). Probar que (L, W,d|L) es un espacio afin,
donde d|L denota la restriccién de § a L. -

Dimensién

Si L es una variedad lineal, tiene sentido hablar de su dimensién como espacio afin,
dim(L): segin la definicién general (pdg. 58), es igual a dimg (W), donde W es el
espacio director de L.

E.1.8.Si L y L' son variedades lineales y L C L', demostrar que dim(L) < dim(L') y que vale
la igualdad si y solo si L = L'. Verificar también que existe una variedad lineal L de A" tal que
dim(L) = d si y solo si d es un mimero entero tal que 0 < d < 7.

Las variedades lineales de dimensién 0 se pueden identificar con los puntos de A, ya
que P + {0} = {P}. Las variedades lineales de dimensién 1 se denominan rectas y las
de dimensién 2, planos. Las variedades lineales de dimensién n—1 de A™ se denominan
hiperplanos. Observemos, pues, que los hiperplanos de A! son los puntos, que los de
A? son las rectas y que los de A® son los planos.



1.2 Variedades lineales 67

Variedades paralelas

Sean L y L' dos variedades lineales. Diremos que L y L’ son paralelas, y escribiremos
L || L' para denotarlo, si W(L) C W(L') v W(L') C W(L). Observemos que si
dim (L) = dim(L’), entonces L || L' si y solo si W(L) = W(L'). De esto resulta que la,
relacién || es de equivalencia en el conjunto de las variedades lineales de una dimensién
dada.

E.1.9. Sea L una variedad lineal de dimensién 7 y @ un punto. Comprobar que L' = Q@+ W (L)
es la tnica variedad lineal de dimensién 7 que pasa por @ y es paralela a L. Diremos que L' es
la variedad paralela a L por el punto Q.

Ecuacién paramétrica vectorial

Sea L una variedad lineal y W = W (L) su espacio director. Sea r = dim(L) = dim(W).
Diremos que wy,...,w, € W es un sistema de vectores directores de L si wy,...,w,
forman una base de W.

Si wy,..., w, € W es un sistema de vectores directores de L, la aplicaciéon K™ — W
tal que (A1,...,Ar) = Aqwy + -+ A.w, es biyectiva. Si ahora escogemos un punto
P e L, tenemos L = P+ W,y si ponemos

X=P+ wi+ -+ Xw,, A,..., A\ EK [12]

entonces la aplicacién K™ — L tal que (Aq,...,A;) = X es biyectiva. A la relacién
[1.2] se la denomina una ecuacidn paramétrica vectorial de L. Esta ecuacién nos da un
punto de L para cada valor particular asignado a los «pardmetros» Ay,..., A, y todo
punto de L se puede obtener de este modo para un tnico valor de los pardmetros.

E.1.10. Dados dos puntos distintos, probar que hay una unica recta que los contiene.

Tres puntos se dicen no alineados si no hay ninguna recta que los contenga. Para
que existan tres puntos no alineados es necesario (y suficiente) que dim(A) > 2.

E.1.11. Dados tres puntos no alineados, mostrar que hay un tnico plano que los contiene.

Puntos independientes

Las nociones «dos puntos distintos» o «tres puntos no alineados» son un caso particular
de la nocién de «puntos independientes». Dados los puntos Fy, ..., P, € A, diremos que
son independientes si los vectores Py — Py, ..., P, — Py son linealmente independientes.

E.1.12. Fijemos un punto O € A. Demostrar que los puntos Py, ..., P € A son independientes
si y solo si las relaciones

MPo—O0)+ - +XF—-0)=0y o+ +A =0
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implican A\g = --- = A, = 0. Como estas relaciones permanecen invariantes si permutamos los
puntos, vemos que si Py, ..., P, € A son independientes, entonces P, ..., P;, son independien-
tes para cualquier permutacién g, ..., %, de los indices 0, ..., 7.

1.16 Proposicién. Si Py, ..., P, son puntos independientes, entonces hay una inica
variedad lineal de dimension r que los contiene.

Demostraciéon: Pongamose; = P;,—Fy,1=1,...,7. Puesto que los puntos Fy, ..., P
son independientes, ey, ..., e, son linealmente independientes y, por tanto, la variedad
lineal L = Po+{ey,...,e,) tiene dimensién r. Esto prueba la existencia de una variedad
lineal de dimensién r que contiene los puntos, ya que obviamente Fy € L y, para
t=1,...,7, P, = Py +e; € L. Para ver la unicidad, sea L’ una variedad lineal de
dimensién r que contiene los puntos Fy, ..., P.. Entonces tenemos, para ¢t =1,...,r,
e, = P, — Py € W(L'), de donde (ey,...,e,) C W(L'). Como W(L') tiene dimensién
r por hipétesis, serd (ej,...,e,) = W(L'). Finalmente, dado que Py € L', L' =
Po+W(L'") = Po+ (e1,...,e-) = L, y con esto se concluye la prueba. O

La variedad lineal de la proposicién anterior se denomina variedad determinada por
los puntos Py, ..., P.. La denotaremos FyP; - -- P.. Asf pues, si Py () son dos puntos
distintos, P() designa la tnica recta que los contiene, y si P, @, R son tres puntos no
alineados, PQ R designa el dnico plano que pasa por ellos.

E.1.13. Sea L una variedad lineal y Py,..., P, puntos independientes de L. Verificar que
PyP;---P. C L, y que vale la igualdad si y solo si dim(L) = 7.

Interseccion y suma de variedades lineales

En este apartado L y L’ son dos variedades lineales y W y W' sus espacios directores.
Sean P un punto de L y P’ un punto de L’. Asi tenemos L=P+W y L' =P +W'.

Si LNL # 0, entonces podemos escoger P’ = Py, por tanto, L = P+ W'y
L' = P+ W' De aqui resulta que LN L' = P+ (WNW'). Puesto que WN W’ es un

subespacio vectorial de V, tenemos:

1.17 Proposicién. Si LNL' # (), entonces LNL' es una variedad lineal y W(LNL')
W(L)NW(L').

ool

E.1.14. Sean L1, ..., Ly variedades lineales. Si la interseccién Ly N---N Ly es no vacfa, probar
que es una variedad lineal y que su espacio director es W(Ly) N--- N W (Lg).

Vamos a ver ahora cudl es la condicién que deben cumplir P, P', W y W' para que
la interseccién LN L' sea no vacia. Si L y L’ tienen un punto en comun, entonces existen
weWyw € W tales que P+ w = P’ + v, de donde resulta que P' — P = w — w'.
Como —w' € W', vemos que P' — P € W + W'. Reciprocamente, si P/ — P € W + W',
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entonces existen u € Wy v’ € W' tales que P’ — P = u + v/, de donde resulta que el
punto P +u = P’ — u' pertenece a P+ W = Ly a P'+ W' = L'. Notemos que de
estas consideraciones se desprende que si P — P € W + W' para un cierto P € L y un
cierto P’ € L', entonces P — P € W + W' para todo P € L y todo P’ € L', afirmacién
que se puede demostrar también directamente sin ninguna dificultad. Asi pues, hemos
demostrado:

1.18 Proposicién. La condicion necesaria y suficiente para que las variedades lineales
L y L' se corten es que P' — P € W + W', para un cierto P € L y un cierto P' € L'.

Ademds, en el caso de que se corten, P' — P € W + W' cualesquiera que sean P € L y
Pel. .

1.19 Corolario. La condicion W + W' =V es suficiente para que LN L' # (. O

Con el fin de utilizar la propiedad de la proposicién 1.18 de una manera mds cémoda,
observemos primero que el espacio

W(L,L')y=(P' - P)+ W+ W
sélo depende de L y L', y no de los puntos P € L y P’ € L' que hayamos escogido.
De hecho, si @ € Ly Q' € L', digamos Q = P+wy @ = P +w (w € W,
w' € W'), entonces Q' —Q = (P = P)+w—-w € (P—P)+ W+ W/, con lo cual
Q - Q)+ W+ W' C (P'—P)+ W+ W. La inclusién contraria se demuestra
intercambiando los puntos P y P’ por los puntos @ y Q.

E.1.15. Verificar que P+ W(L,L') = P' + W(L, L") y que esta variedad solo depende de L y
L' ynode Pe Ly P' € L' Siponemos LV L' para denotar esta variedad lineal, comprobar
que L,L' C LV L'y que si M es una variedad lineal tal que L, L' C M, entonces LV L' C M.

Férmula de las dimensiones

Segun el ejercicio anterior, L V L’ es la variedad lineal mds pequefia que contiene L y
L'. Diremos que L V L' es la variedad lineal generada por L y L', o que es la suma de
LylL.

1.20 Proposicién. La dimension de LV L' se calcula por la siguiente formula:

dim (L) 4+ dim(L’) — dim (L N L) st LNL' #0

1.3
1+dim(L) + dim(L") —dim(WnNW') st LNL =0 [1.3]

dim(LV L') = {

Demostracién: Por la definicién de L V L/, su dimensién coincide con la dimensién
de W (L, L") como subespacio vectorial de V. Como W(L,L') = (P' = P)+ W + W',
tenemos que

dimg (W + W') siPP—PeW+W,

i L) = dimg ((P'=Py4+W+W') =
dim(LVL') = dimg (( W) {1—|—dimK(W+W') siPP—P¢gW+W.
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Pero por dlgebra lineal sabemos que
dimg (W + W') = dimg (W) + dimg (W') — dimg (W N W)

y estd claro que dimg (W) = dim(L) y dimg (W’) = dim(L’). Teniendo en cuenta que
P'— P € W+ W' equivale a que LN L' # §, y que en este caso dimg (W N W') =
dim(L N L'), la demostracién es completa. O

Nos referiremos a la relacién [1.3] como la férmula de las dimensiones para varieda-
des lineales del espacio afin (en el capitulo 3 estudiaremos la férmula de las dimensiones
para variedades lineales del espacio proyectivo). En el resto de esta seccién la ilustra-
remos con algunos ejemplos.

1.21 Ejemplo. Supongamos que dim(L) = dim(L’) = d y que L y L’ son paralelas,
es decir, que W =W'. Si LN L' # 0, entonces L = L', LN L' = L y la férmula de las
dimensiones nos da dim(L V L') = d, lo cual concuerda con el hecho que en este caso
LvL =L.Si LNL" =0, que bajo las hipétesis equivale a L # L', entonces la férmula
de las dimensiones nos da

dim(LV L') = 1+ dim(L)
ya que W N W' =W tiene dimensién d.

1.22 Ejemplo. Supongamos que L y L’ son rectas. Entonces hay dos posibilidades:
o bien W N W' = {0} (las rectas no son paralelas), o bien W = W' (las rectas son
paralelas). Si se da la primera posibilidad, la férmula de las dimensiones nos dice que
LV L' es un plano si L y L' se cortan, y que tiene dimensién 3 si L y L’ no se cortan
(naturalmente esta tltima situacién solo puede ocurrir en un A" tal que n > 3). Si se
da la segunda posibilidad, el ejemplo precedente nos dice que L = L' =LV L'si Ly
L' se cortan y que LV L' es un plano si L y L' no se cortan. Observemos que, como
consecuencia de esta discusién, obtenemos que dos rectas no paralelas de un plano A?
se cortan exactamente en un punto.

1.23 Ejemplo. Supongamos ahora que L es un plano y L’ una recta de A® no paralela
a L. Entonces estd claro que L V L' = A® (ya que la dimensién de L V L' es superior
a?2)yque WNW'={0}. La férmula de las dimensiones nos da que L y L’ se cortan
(de otro modo L V L' tendrfa dimensién 4) y que su interseccién es un punto [o].

E.1.16. Sea L una variedad lineal de dimensién d y P un punto tal que P ¢ L. Verificar que
LV P tiene dimensién d + 1.

E.1.17. Comprobar que la interseccién de dos planos no paralelos de A3 es una recta.
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E.1.18. Demostrar que la variedad generada por dos planos no paralelos de A* sélo puede ser
A* o una variedad lineal de dimensién 3, y que en el primer caso su interseccién es un punto y
en el segundo una recta. Vemos, pues, que dos planos no paralelos de A* siempre se cortan al
menos en un punto.

E.1.19. Sean H un hiperplano de A™. Sea L una variedad lineal no paralela a H. Probar que:
1) HVL=A".

2) HNL # 0 (st HN L = 0, la férmula de las dimensiones nos darfa que dim(H V L) > n,
lo cual no es posible).

3) dim(H N L) =dim(L) — 1.

. Qué afirmaciones de los ejemplos 1.22 y 1.23, y de los ejercicios anteriores, son casos particu-
lares de este ejercicio?

1.3 Referencia afin

Una referencia de un espacio afin A™ nos permite representar un punto de este espacio
por un vector de K™, cuyas componentes son las coordenadas del punto respecto a la
referencia. De esta manera se incorpora el espiritu de las ideas de Descartes sobre la
geometrfa, en el sentido de que las relaciones entre objectos de A™ se pueden traducir
a relaciones entre coordenadas, y viceversa. Por ejemplo, que un punto esté sobre una
variedad lineal dada equivale a que sus coordenadas satisfagan un cierto sistema de
ecuaciones lineales e, inversamente, las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales
son las coordenadas de los puntos de una variedad lineal. En todo caso, la represen-
tacién de los puntos por entidades de naturaleza algebraica es la base para manipular
efectivamente los objectos geométricos.

En el primer apartado, damos las definiciones basicas y, como ejemplo, introducimos
la razén simple de tres puntos alineados. Al final del apartado probamos que la razén
simple se conserva por proyecciones paralelas (teorema de Tales). En el segundo apar-
tado se estudian las ecuaciones de las variedades lineales (paramétricas y cartesianas)
y se consideran distintos ejemplos.

Sistema de referencia y coordenadas

Sea A un espacio afin y V su espacio vectorial asociado. Una referencia afin de A,
o simplemente una referencia de A, es una pareja R = [O, e] formada por un punto
O € Ay una base e = (e1,...,e,) de V. Diremos que el punto O es el origen y el
vector ey el k-ésimo eje de la referencia K.
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Dado un punto X y una referencia R = [O, €], las coordenadas de X respecto a R, o

R-coordenadas de X, son las componentes © = (zy,...,2,) del vector X — O respecto
a la base e = (ey,...,€,), es decir, los 2y, ...,z2, € K tales que
X-0O=zmze+ ...+ ape, =exl (notacién matricial) [1.4]

0, equivalentemente,

X=0+ze1+ ...+ ze,=0+ex? [1.4']

O+ mgeg d 7T O+ zie1 + zaey

€2

0 el O+ zie1

Figura 1.4: Referencia afin y coordenadas

En el caso del plano o del espacio, las coordenadas se denotan a menudo por simbolos
como (z,y) o (z,y, z), respectivamente. En lugar de «sea R una referencia de A3 y
pongamos (z, y, z) para denotar las correspondientes coordenadas», usualmente se dice
«sean z,v, z [un sistema de] coordenadas afines de A%», o expresiones similares.

E.1.20. Fijada la referencia afin R = [O, €], comprobar que la aplicacién K™ X, A, tal que
z — O+exT, es biyectiva. Remarquemos que la relacién X = O+ezT, z € K™, no es mas que
una ecuacién paramétrica vectorial de A" (v. férmula [1.2]). La aplicacién inversa A =% K™
es la que transforma cada punto X en sus R-coordenadas .

Si R =[O, €] es una referencia, y si ponemos Pp =0y P, =0 +¢; (1 < k < n),
entonces Pp,..., P, son puntos independientes de A. Recfprocamente, si Fy,..., P,
son puntos independientes, y definimos ex = P, — P (1 < k < n)y O = Py, entonces
[O,e1,...,e,] es una referencia de A. De esta manera tenemos una correspondencia
biyectiva entre las referencias de A y las sucesiones Fy, ..., P, de n + 1 puntos inde-
pendientes. Para designar la referencia [Py, P, — Fo, ..., P, — Fy] correspondiente a
Py, ..., P,, también pondremos [Py, Py,..., P,]. Asi, la referencia [O, ey, ..., e,] tam-
bién se puede denotar [0,0 +e1,...,0 + e,].

E.1.21.Si Py, ..., P. son puntos independientes, entonces S = [Py, P, ..., P;] es una referencia
afin de la variedad lineal PyP; --- P. determinada por los puntos Py,...,P.. La aplicacién



1.3 Referencia afin 73

biyectiva K" X p (v. E.1.20) es la dada por la ecuacién paramétrica vectorial

.
X =P+ Z/\i(Pi-PO); N ER
=1

1=

Cambio de coordenadas

Sean R = [0,e] y R' = [0', €] dos referencias afines de A. Para describir R’ mediante
R, pongamos p = (p1,...,pn) para denotar las coordenadas de O’ respecto a R, con
lo cual

0'=0+epT [1.5]

y A = (ai;) para denotar la matriz de la base e’ respecto a la base e. Por definicién,
las columnas de la matriz A son las componentes de los vectores €}, ..., e, respecto a

la base e, lo cual equivale a la relacién matricial
e=eA [1.6]

Sea ahora X un punto y pongamos ¢ = (z1,...,2,)y &' = (2}, ...,z,) para denotar
las coordenadas de X respecto a las referencias R y R’, respectivamente. Queremos
encontrar cémo se relacionan z y /. Con tal fin, fijémonos en que X — O = ez”, por
definicién de z, y X — O' = e’m’T, por definicién de ', de donde resulta, teniendo
en cuenta [1.6], que X — O’ = eAz'T. Puesto que también se cumple X — O =
(0" = 0) + (X — O'), tomando componentes de los vectores de esta igualdad respecto
a la base e obtenemos

zT :pT+Aa:'T [1.7]

que es la relacién que buscdbamos. En forma explicita,
Tp =Pk +apzi + ...+ akz, (1<k<n) [1.7']
E.1.22. La relacién [1.7] se puede entender como la aplicacién f4 , : K — K™ tal que ¢’ — .
Demostrar que {fa,,|A € GLo(K), p € K™} es un grupo con la composicién de aplicaciones

(es el grupo de los cambios de coordenadas afines). Aqui GL,(K), el grupo lineal, es el grupo
de matrices A € M, (K) tales que det(A4) # 0.

Ejemplo: razén simple

Dados tres puntos alineados P, @, X tales que P # @, consideremos la referencia R =
[P,Q] de la recta L = PQ. La coordenada de X respecto a R es el escalar o tal que

X =P+0(Q-P)
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Diremos que o es la razén simple de la terna P,Q, X y pondremos o(P,Q, X) para
designarla. Estd claro que o(P,Q,P) =0y o(P,Q,Q) =1y, por tanto, o(P,Q, X) #
0,1 si los puntos P,() y X son distintos. Observemos que si P = Q, 0si P # Q y
X ¢ PQ, entonces o(P,Q, X) no estd definida.

Sean Py () puntos distintos y pongamos L = PQ). Sea, X € L. Dada una referencia
afin [O,v]de L (v € V), sean p, ¢ y z las coordenadas de P,Q y X respecto a la misma,
es decir, que P =0 +pv, Q =0+ quy X = O + zv. Entonces Q — P = (¢ — p)v,
X—-P=(z—-pv,y

(@, X)= — [1.8]

E.1.23. Sean P,@Q y R tres puntos alineados y distintos. Pongamos ¢ = (P, @, R). Aplicar la
férmula [1.8] para mostrar que la terna resultante de trasponer Py @, (@, P, R), y la resultante
de permutar P, Q y R ciclicamente, (@, R, P), tienen la siguiente razén simple:

QPR =1-0, o(QR,P)= IL —1/0(Q, P, R).

-0

Si ahora volvemos a transponer los dos primeros elementos de la terna (@, R, P), por un lado,
y a permutarla ciclicamente, por el otro, obtenemos

1 o
o(R,Q,P) =1-0(QRP)=1-1—=—=

1

o(R,P,Q) =1/0(R,Q,P)= ";

Volviendo a repetir lo mismo con la terna (R, P, Q)) obtenemos

o(P,R,Q) =1-0(R, P,Q)= %

o(P,@Q,R) =1/0c(P,R,Q)=0¢

donde la iltima igualdad nos sumimistra, consistentemente con su definicién, el valor ¢ =

(P, @, R).

El ejercicio anterior muestra que la definicién de razén simple que hemos adoptado
no es mds que una entre seis posibles. Como no hay un criterio generalmente aceptado,
nosotros hemos escogido la que nos resulta mds cémoda. En todo caso, de las férmulas
anteriores se puede deducir facilmente cémo pasar de una definicién a otra.

1.24 Teorema (de Tales). Sean Hy, Hy y H3 tres hiperplanos paralelos tales que Hy #
Hy. Sea L una recta no paralela a los hiperplanos y pongamos X; = LN H;, 1 = 1,2, 3.
Entonces 0 = o(X1, X2, X3) solo depende de los hiperplanos Hy, Hy y Hs y es, por
tanto, independiente de L.

Demostracién: Sea W C V el subespacio director de los hiperplanos H; (por hipéte-
sis, es el mismo para los tres). Sea w € V* tal que ker(w) = W. Como W tiene
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codimensiéon 1, W determina w salvo un factor escalar no nulo. Si tomamos puntos
P; € H;, entonces X € H; siy solo si w(X — F;) = 0. Para encontrar los puntos X;,
sean P y v un punto y un vector director de L, de manera que X = P + Av es una
ecuaciéon paramétrica vectorial de L. Ademds, la condicién que L no sea paralela a
los hiperplanos significa que v ¢ W, es decir, que w(v) # 0. Dicho esto, estd claro
que X; = P + \;v, donde A; € K debe cumplir w((P + Av) — R-) = 0. Si ponemos
u; = P, — P, obtenemos \; = w(u;)/w(v). Ahora la férmula [1.8] de la razén simple nos
da que 0 = (A3 — A1) /(A2 — A1), es decir,

w(U3) = w(ul) _ w(Pg = Pl)
w(ug) —w(uy) w(P— b))

o=

valor que sélo depende de los hiperplanos H;. Nétese que w(u;) — w(u;) = w(u; — u; )
¥y 4 —u;=F—F;. O

E.1.24. Sean A, B,C, D cuatro puntos no coplanarios del espacio afin y supongamos que el
cuerpo no tlene caracteristica 2. Sea M el punto medio de A y C, y N el punto medio de
B y D (se define el punto mediode dos puntos P y @, M(P,Q), por la férmula M(P,Q) =
P+ 2(Q — P)). Silarecta MN corta en un punto P a una recta XY tal que X € AD y
Y € BC, probar que P es el punto medio de X e Y.

Ecuaciones de las variedades lineales

Sea L una variedad lineal. Si P € Ly w = (wy,...,w,) es un sistema de vectores direc-
tores de L (o sea, una base de W = W(L)), entonces tenemos la ecuacién paramétrica
vectorial X = P + wsT, s € K", de los puntos X de L. Ahora queremos ver qué
forma adopta esta ecuacién vectorial cuando disponemos de una referencia R = [O, €]
del espacio afin A. Este problema ya lo hemos resuelto cuando L = A, en cuyo caso la
solucién no es més que las ecuaciones del cambio de coordenadas (v. férmulas [1.7] y
[1.7]).

La situacién més general que ahora nos ocupa se resuelve de modo similar. Sea B
la matriz de w respecto a e, de manera que B es la matriz n X r tal que w = eB.
Asi, X = P+ eBsT. Sean z y p las R-coordenadas de X y P, respectivamente,
de manera que X = O +ez” y P = O + ep”. Entonces, de la igualdad vectorial
X -0 =(X~-P)+ (P - 0) obtenemos la igualdad ez = eBsT +epT y, después de

tomar componentes respecto a e, la igualdad
el =pT +BsT (s € K") [1.9]
Si escribimos [1.9] separando componentes, obtenemos las ecuaciones

mk:pk+bk151+---+bkr3ra S1y--,8r € K (1<k‘<n) [19’]
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De la relacién matricial [1.9], o de las ecuaciones equivalentes [1.9], podemos decir que
es un sistema de ecuaciones paramélricas de L: podemos mirarla como la aplicacién
(biyectiva) s — @ entre K" y el subconjunto de K" formado por las coordenadas de
los puntos de L [o].

E.1.25. Mostrar que si se tienen ecuaciones de la forma [1.9'], con bgy,...,bx, € K, y una
referencia R, entonces los puntos de A que tienen coordenadas z = (z,...,z,), cuando s =
(1,...,8) recorre K", son los de una variedad lineal de dimensién rango(B), donde ponemos

B para denotar la matriz (bkj)lﬁkﬁ,,. Esta variedad pasa por el punto de coordenadas p =
1LJ8r

(P1,...,pn) y los vectores cuyas componentes son las columnas de B generan su espacio director.
La aplicacién s — @ es inyectiva si y solo si rango(B) = r.
E.1.26. Comprobar que la relacién [1.9] equivale a la relacién
g7 = B3T
1 0
»" B
[1.7], el grupo de los cambios de coordenadas afines (ejercicio E.1.22) es isomorfo al grupo de

matrices de la forma
1 0
pT A

donde & = (1,21,...,2,), 3 = (1,81,...,8,), y B = . Puesto que [1.9] generaliza

donde A € GLn(K)y p € K™.

Interseccién de dos variedades lineales en paramétricas

Para obtener la interseccién de dos variedades lineales L y L', dadas, en una cierta

referencia, por ecuaciones paramétricas 7 = pT 4+ BsT (s € K"), /T = p’T + B's'T
ol . . .

(s’ € K"'), basta con resolver el sistema de ecuaciones lineales

pT-}-BsT:p'T-i—B's'T [1.10]

considerando s = (s1,...,8,) y 8’ = (s},...,s.,) como incégnitas, y sustituir las solu-
ciones s obtenidas en la relacién 7 = pT 4 BsT. Si el sistema, [1.10] es compatible, el
resultado es un sistema de ecuaciones paramétricas de L N L’. Sustituyendo los valores
s’ en larelacién z'7 = p’T+B’s’T, obtendrfamos otro sistema de ecuaciones paramétri-
cas de la misma variedad L N L'. Por el primer camino, las ecuaciones paramétricas
describen L N L' como subconjunto de L, y por el segundo, como subconjunto de L.

Ecuaciones cartesianas de una variedad lineal

Sea L una variedad lineal de dimensién r, P un punto de L y W = W(L). Escogemos
una base w = (wy, ..., w,) de W (un sistema de vectores directores de W). Puesto que
la condicién necesaria y suficiente para que un punto X sea de L es que

X—-PeW=(w,...,w,),
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vemos que los puntos de L son precisamente los que cumplen la condicién

dim(X — Pwy,...,w) <7 [1.11]
(dado que wy,...,w, son linealmente independientes, la relacién [1.11] equivale a la
igualdad dim(X — P,wy,...,w,) = r). Veamos cémo se traduce [1.11] respecto a una

referencia afin R = [O, e]. Si ponemos & y p para denotar las R-coordenadas de X y
P, respectivamente, y B para denotar la matriz de w respecto a e, entonces estd claro
que [1.11] equivale a

rango(zT — pT|B) < r [1.11a]

Esta tltima condicién es equivalente, como es sabido del dlgebra lineal (véase, si es
preciso, el problema P.1.6), a la anulacién del sistema de n — r menores de orden r + 1
de la matriz (27 — pT|B) que contienen uno cualquiera de los menores no nulos de
orden r de B (por lo menos hay uno, debido a que B tiene rango r). Ahora bien, la
anulacién de los n — r menores citados nos da un sistema de ecuaciones de la forma

ap1(z1 —p1)+ ...t an(n—pn) =0 (1<Ek<n—r1) [1.110]

para ciertos agi, ..., ak, € K que se pueden calcular explicitamente a partir de B y p.
Si ponemos axg = —(ak1p1 + - ..+ @knPn), entonces las ecuaciones anteriores adoptan
la forma

aro + ag1T1+ ...t agpe, =0 (I1<k<n—r) [1.11c]

Por todo lo que llevamos dicho, las coordenadas z = (zy,...,z,) de los puntos X
de L son precisamente las soluciones del sistema de n — 7 ecuaciones lineales [1.11¢].
Debido a que las diferencias ¢ — p son las componentes de los vectores de W respecto a
la base w, por [1.11b] vemos que las componentes de los vectores de W son precisamente
las soluciones del sistema homogéneo asociado al sistema [1.11¢]. Como la dimensién
de W es r, resulta que el rango de la matriz del sistema 1.11c es n — r [o].

Inversamente, sea

aro + ak1Z1 + ..o+ apnzn, =0 (1 <k < m) [1.12]

un sistema de m ecuaciones lineales en las variables z1,...,&,. Sea s < min(n,m)
su rango. Si el sistema es compatible, y p es una solucién particular, por dlgebra
lineal sabemos (teorema de Rouché-Frobenius) que las soluciones @ de [1.12] se pueden
expresar en la forma

z=p+tiw;+...+th—sWn_s [1.1:3]

donde wy, ..., w,_s es una base de las soluciones del sistema homogéneo asociado a
[1.12]. Ahora bien, [1.13] son las ecuaciones paramétricas de la variedad lineal que pasa
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por el punto de coordenadas p y cuyo espacio director es el generado por los vectores
cuyas componentes son wi, ..., Wn—s (v. £.1.25). En particular, esta variedad tiene
dimensién n — s.

Para ulteriores referencias, resumimos las consideraciones de este subapartado en
el enunciado que sigue.

1.25 Teorema. Dada una referencia afin de A™, las soluciones de un sistema compa-
tible de ecuaciones lineales [1.12], en las incdgnitas z1, ..., T, y con coeficientes de I,
son las coordenadas de los puntos de una variedad lineal L de dimension r = n — s,
donde s es el rango de la matriz del sistema (diremos que L es la variedad determinada
por el sistema [1.12]). Ademds, los vectores del espacio director de L son los vectores
cuyas componentes son solucion del sistema homogéneo asociado a [1.13].
Reciprocamente, toda variedad lineal L de dimension r es la variedad determinada
por un sistema de ecuaciones [1.13] de rango n — r (de este sistema, que no es tnico
como es obvio, diremos que es un sistema de ecuaciones cartesianas de L). O

Ejemplos

Las relaciones
i=a;+Abi—a;), ANeK [1.14]

son ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos de coordenadas a =
(a1,...,a,) y b = (by,...,by) (estos puntos se suponen distintos). Eliminando ), se
obtiene el sistema de ecuaciones cartesianas

Ty —a Ty — Qnp

b b [1.15]

del cual se suele decir que son ecuaciones cartesianas de la recta en forma continua o,
por abuso de lenguaje, una ecuacion continua de la recta. Conviene observar que si
a; = b; para algin ¢, entonces z; = a; para todo punto de la recta (por [1.14]), de forma
que si uno de los denominadores de la ecuacién continua es 0, esto se debe interpretar
como la anulacién del correspondiente numerador.

E.1.27. Supongamos dada una referencia de A". Comprobar que la variedad lineal determinada
por una ecuacién lineal

ag+aiz1+ -+ ape, =0 (ao,al,...,anEK)

tal que a; # 0 para algin ¢ € {1,...,n}, es un hiperplano H. Mostrar también que si H' es el
hiperplano determinado por otra ecuacién lineal

bo+ by + -+ bpz, =0
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tal que b; # 0 para algin j € {1,...,n}, entonces H y H' son paralelos si y solo si

rango (le Z"):l
oo by

Esta condicién se puede escribir en la forma

a) an
5T
silempre que interpretemos que a; = 0 cuando b; =0,7=1,...,n.

Comprobar, por otro lado, que H = H’ si y solo si

ap _ ay _ _ an
bo b T b
(interpretando que a; = 0sib; =0, =0,...,n).
E.1.28. Sean ay, ..., a, escalares no nulos. Probar que el hiperplano que tiene por ecuacién
T
L=
ay an
coincide con el que pasa por los puntos (a1,0,...,0), ..., (0,...,0,a,).
E.1.29. Comprobar que la relacién
ay bl (5}
as b2 Cy| = 0
as b3 c3

es una condicién necesaria y suficiente para que las rectas de ecuaciones
a;z +biy+c¢; =0, (a,-,b,-);é(0,0) (i:1,2,3)
sean concurrentes (es decir, que tengan un punto en comun).

E.1.30. Si
az+by+cz+d=0y dz+by+cz+d =0
son ecuaciones de dos planos m y 7’ no paralelos de A3, respecto a un sistema de coordenadas
afines z, y, z, mostrar que
b ¢
b

son las componentes de un vector director de la recta L = 7w N7’ interseccién de los dos planos.

E.1.31. Con las notaciones del ejercicio anterior, demostrar también que, para todo A € K, el
plano 7 de ecuacién

(@ +Xa)z+ (b + Ab)y + (' + Ae)z+ (d'+ Ad) =0

contiene L y que la aplicacién A — H) es una biyeccién entre K y el conjunto de planos distintos
de 7 que contienen L.
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E.1.32. Comprobar que la ecuacién del plano de A3 que pasa por los puntos de coordenadas
(ala as, (13), (bly b2J b3) ¥ (cl) C2, CS) €s

L1 —ay Ty —az T3—as
bl—al bg—az b3—a3 = [)
C1 —a; Cy — a3 C3 — as

E.1.33. Sea A un espacio afin real de dimensién n, H un hiperplano de A y X = A — H. Sea
P un punto cualquiera de H y, si V es el espacio vectorial asociado de A, sea w una forma
lineal de V' tal que W = ker(w) sea el espacio director de H. Consideremos la relacién binaria
~ definida entre puntos de X de manera que Q ~ R si y solo si

w(Q — P)w(R—P) >0

Probar que:

1) La relacién ~ no depende ni de P ni de w (ndtese que si w’ es otra forma lineal tal que
ker(w') = W, entonces existe un mimero real no nulo A tal que w’ = Aw). Por tanto, ~
sélo depende del hiperplano H.

2) Larelacién ~ es de equivalencia.

3) La relacién ~ define exactamente dos clases de equivalencia: los conjuntos Xr={Qc¢
X|lw(@—P) > 0}y X; = {Q € X|w(Q — P) < 0}. En particular, la particién
X = X} U X, de X no depende ni de P ni de w, pero obsérvese, por ejemplo, que
XY, =X; yX-, =X}

4) Larelacién ~ cumple que Q ~ R si y solo si el segmento [Q, R] no contiene puntos de H.

Las clases de equivalencia X y X, se denominan semiespacios abiertos definidos por H. Los
semiespacios cerrados definidos por H son los conjuntos X} UH y X, UH. Paran = 1, los
semlespacios se denominan semirrectas y para n = 2, semiplanos. Observemos, finalmente,
que si a;T; + -+ anTy + ag = 0 es la ecuacién de un hiperplano en una referencia, entonces
los semiespacios abiertos (cerrados) definidos por este hiperplano quedan determinados por las
condiciones a1z + -+ anzn+ag >0y a1+ - +apz,+ag <0 (miz1+ - +apz,+ag >0
yaizi+ -+ apzy +ap < 0).

1.4 Aplicaciones afines

La nocién de aplicacién afin entre dos espacios afines de la que partiremos es la que
nos parece mds natural cuando se tiene en cuenta la definicién de espacio afin dada en
la seccién 1.1. Entre otras ventajas, nos permite establecer ficilmente las propiedades
mads destacadas y la manera de utilizarlas en coordenadas, lo cual constituye lo indis-
pensable para el resto del curso. En la tdltima parte mostramos que las aplicaciones que
conservan la razén simple son afines (teorema 1.41). También enunciamos el teorema
fundamental de la geometria afin (teorema 1.42) y comentamos brevemente el tema de
la axiomatizacién de la geometria.
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Definicion de aplicacion afin y de aplicacion asociada

Consideremos primero dos espacios afines A y A’ y a: A — A’ una aplicacién. Sea ahora
P € Ay pongamos P’ = a(P). SiV y V' son los espacios vectoriales asociados a A y A/,
entonces tenemos aplicaciones biyectivas dp: A = V y 6pi: A" — V' (cf. el comentario
que sigue a los axiomas 1.2 y 1.1). Sea ap: V — V' la aplicacién 5p/oao5}§1. Como
dp y dp: son biyectivas, ap: V — V' es la tinica aplicacién tal que dproav = arpodp, es
decir, tal que

a(X) - a(P)=ap(X - P) [1.16]

Aplicacién afin

Diremos que una aplicacién o: A — A’ es una aplicacion afin si ap es lineal para algin
punto P. El enunciado que sigue muestra que en tales circunstancias la aplicaciéon ag
es la misma (por tanto, igual a ap) para todo punto @) € A.

1.26 Lema. Sea o.: A — A’ una aplicacion y supongamos que, para un cierto punto
P € A, la aplicacion ap: V — V' es un homomorfismo aditivo (esto es, un homomor-
fismo de (V,+) en (V',4)). Entonces ag = ap para todo Q) € A.

Demostracién: En efecto,

(¢(X) - (@) + ep(@ = P)) = (a(X) - a(Q)) + ((Q) — «(P)) por [1.16]

= a(X) - a(P) ley de adicién
= ap(X — P) por [1.16]
=ap((X -Q)+(Q — P)) ley de adicién
=ap(X —Q)+ ap(Q - P) hipétesis

Por tanto, a(X) — a(Q) = ap(X — Q). Ahora, por la definicién de ag, tenemos
a(X) —a(Q) = ag(X — Q) y esto nos permite concluir que ag(X — Q) = ap(X — Q).
Como el vector X — @) puede ser cualquier vector de V, efectivamente tenemos que
ag = ap para todo punto Q). O

Aplicacién lineal asociada

Dada una aplicacién affn o: A — A’, pondremos & para denotar la aplicacién lineal
V — V' tal que & = ap para cualquier punto P (por el lema anterior sabemos que ap
es independiente de P), y diremos que & es la aplicacion lineal asociada a la aplicacién
afin «. Estd claro que la férmula [1.16] se puede reescribir en términos de a: Si
a: A — A es una aplicacién afin, entonces

a(X) - o(P) = &(X - P) [1.17]

cualesquiera que sean P, X € A.
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E.1.34. Probar que una aplicacién afin o es inyectiva (exhaustiva, biyectiva) si y solo si su
transformacién asociada @ es inyectiva (exhaustiva, biyectiva).

De una aplicacién afin biyectiva, diremos que es una transformacion afin. Las
transformaciones afines de un espacio A en si mismo serdn denominadas afinidades
de A. Aprovechamos para decir que la geometrfa afin es, en esencia, el estudio de los
conceptos y propiedades que permanecen invariantes por transformaciones afines.

Expresion en coordenadas

Sean R = [O,e1,...,e,] y R' = [0,€],..., €] referencias de los espacios afines A
y A', respectivamente. Sea a: A — A’ una aplicacién afin de A en A’. Pongamos
p = (p1,...,pn) para denotar las R'-coordenadas de a(O) y A para denotar la matriz

de & respecto a las bases e = (e1,...,e,) vy e’ = (e!,..., € ,). Por definicién, la i-ésima
] ) 1 ' “n )

columna de A contiene las componentes de &(e;) respecto a la base e/, .. ., el lo cual
se resume en la relacién matricial a(e) = e’A. Diremos que A es la matriz de o en las

referencias R y R'.

1.27 Proposicién. Sean @ = (z1,...,2,) las R-coordenadas de un punto X € A.
Entonces las R'-coordenadas @' = (z},...,2!,) del punto X' = a(X) se obtienen por
la formula

2T =pT + AxT [1.18]
Demostracion: En efecto, por un lado tenemos
a(X) =a(0)+a(X -0) « es afin
=0"+epT + a(ezT) definicién de p
=0'+epT +a(e)aT linealidad de @
=0'+epT +eAdaT definicién de A
=0+ e’(pT s A:ET)

y

y por el otro, a(X) = O'+e'z'T, por definicién de z'. La férmula [1.18] resulta entonces
de comparar estas dos expresiones de a(X). d

Enfatizamos que [1.18] generaliza la férmula del cambio de coordenadas [1.7], ya

que si A" = Ay o = Idy, entonces [1.18] es la férmula del cambio de R-coordenadas a
R'-coordenadas. Teniendo en cuenta el ejercicio E.1.22, es natural mirar [1.18] cémo la
aplicacién fgp: K™ — K™ tal que z — ', donde z'T = pT + AzT.
El caso de las afinidades. En el caso de las aplicaciones afines o de un espacio
afin A en si mismo, podemos escoger R’ = R. Si este es el caso, la matriz A de
a respecto a R es la matriz de o respecto a la base e, es decir, la matriz tal que
a(e) = eA, y la férmula [1.18] expresa las R-coordenadas de a(X) en términos A y de
las R-coordenadas de X y a(O).

La condicién para que « sea una afinidad es que det(A) # 0.
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Ejemplos

La férmula [1.17] nos muestra cémo podemos obtener todas las aplicaciones afines de
A en A’. De hecho, dada una aplicacién lineal f: V — V' y puntos P € A, P’ € A', si
definimos fpp/: A — A’ por la férmula

fppr(X) = P'+ f(X - P) [1.19]

entonces @ = fpps es una aplicacion afin de A en A’ tal que o(P) = P'y a = f.
Ademés, por [1.17] toda aplicacién afin de A en A’ es de esta forma. Si A’ = Ay
P’ = P, en lugar de fpp escribiremos simplemente fp. Asi pues, fp: A — A se define
por la férmula

fp(X) = P+ f(X ~ P) [1.19]

E.1.35. Si f y g son aplicaciones lineales de V en V', P,Q € Ay P',Q" € A’, probar que
fpp =g siysolosig=fy Q =P+ f(Q-P).

E.1.36. Las translaciones son afinidades. Si f = Idy (la identidad de V), P€ Ay v € V,
comprobar que fp pyy(X) =X + v para todo X € A. Asf fp,p+v = ty, con lo cual vemos que
las translaciones de A son las afinidades 7: A — A tales que 7 = Idy.

Homotecias

En un espacio affn A, la homotecia de centro O € A y razon A € K*, que denotaremos
ho», es la aplicacion A — A definida por la férmula

ho,,\(X)ZO—{-)\(X—O) [1.20]

Puesto que ho »(O) = O y la aplicacién hy: V — V tal que v — Aves lineal, ho,) es una
aplicacién affn: con las notaciones de [1.19'], ho x coincide con (hy)o y, en particular,
%O,,\ = hy. Como hy es un automorfismo de V, las homotecias son afinidades de A.
Noétese que hpo,1 = Id.

Ahora es inmediato comprobar, si A\, p € K*, que

hoxoho,u = hoau [1.207]
con lo cual vemos que el conjunto
Ho = {hox| X € K™}
de las homotecias de centro O es cerrado por la operacién de composicién. Ademds,
hg = ho [1.207]
para todo A € K*, ya que
ho s-10hox = ho y-1x = ho,1 = Id.

Las consideraciones precedentes prueban el enunciado que sigue:
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1.28 Proposicion. El conjunto Ho(A) de las homotecias de A con centro O € A
forman un grupo con la operacion de composicion. O

E.1.37. La aplicacién K* — Ho tal que A — hp ) es un isomorfismo de grupos.

Ecuaciones paramétricas

Sea A un espacio affn, V' su espacio estructural, O € Ay e = (ey,...,€,) vectores de
V. Entonces la aplicacién

ape: K" = A talque a(A,...,A) =0+ Are; + -+ Ave,
es una aplicacién afin. En efecto, la aplicacién
fe: KT =V tal que Aq, ..., A, = Aer+ -+ e,

es lineal y, con las notaciones de [1.19], @p.e = (fe)o,0. Notemos que 0p e es inyectiva
si y solo si los vectores ey, ..., e, son linealmente independientes. De estas aplicaciones
hemos visto casos especiales antes:

1) La aplicacién X del ejercicio E.1.20, en la cual r = n (la dimensién de A) y
donde e = (ej,...,e,) es una base de V.

2) Mids generalmente, la aplicacién Xs del ejercicio E.1.21, en la cual e; = P, — B,
y O = Fy, donde Fy, Py, ..., P. son puntos independientes de una variedad lineal
L de dimensién r.

3) En el ejemplo del ejercicio E.1.25, A = A" es el espacio afin numeérico de dimensién
n, €1, ..., €. son los elementos de A™ correspondientes a las columnas de la matriz
By O es el punto (pi1,...,Pn)-

4) Observemos que las aplicaciones f4,, de cambios de coordenadas afines introdu-
cidas en el ejercicio E.1.22 son casos particulares de las aplicaciones descritas en
el punto 3.

Teorema fundamental de las aplicaciones afines

El siguiente teorema nos muestra cémo podemos construir las aplicaciones afines en
términos geométricos, y también cémo podemos reconocer cuando son inyectivas, ex-
haustivas o biyectivas. Por ejemplo, hay una transformacién afin entre dos espacios
afines A y A’ si y solo si tienen la misma dimensién, y en este caso hay una tnica tal
transformacién de A en A’ que transforma una referencia dada de A en una referencia
dada de A'.

Para una ilustracién gréfica, véase la figura 1.5: para construir la figura de la
derecha, F’, que es «afin» de la de la izquierda, F', hemos encontrado la afinidad ¢ que
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transforma tres puntos de F' en tres puntos que hemos escogido previamente y después
hemos calculado la imagen de F' por ¢. El mismo método se ha seguido para generar
la ilustracion del final del capitulo.

Figura 1.5: Una afinidad

1.29 Teorema. S1 R = [Py, P, ..., P,] es una referencia del espacio afin A y P§, P,
..., P! son puntos arbitrarios de un espacio afin A', existe una unica aplicacion afin
a: A — A tal que a(P;)) = P! (0 < i < n). Esta aplicacion es inyectiva (exhaus-
tiva) si y solo si los puntos Py, P,..., P, son independientes (generan A') y es una

transformacion afin si y solo si [P}, P|, ..., P.] es una referencia de A'.

Demostracién: Paral <7 < n,pongamose; = P;—Fy € Vye, = P/—Fj € V', donde
V y V' denotan los espacios vectoriales asociados a A y A’, respectivamente. Si existe
una aplicacién afin o que satisface el enunciado, entonces a(FPy) = P y a(e;) = €.
Como R es una referencia, e = (ey,...,€e,) es una base de V' y, por tanto, existe una
tinica aplicacién lineal f: V — V' tal que f(e;) = €}, lo cual muestra que si existe o,
entonces @ = f. Ahora bien, esta igualdad y la condicién a(Fp) = P} implican que
a = fp, py (v. férmula [1.19]), lo cual establece la unicidad.

Para ver la existencia, pongamos o = fp, p,, de forma que « es la aplicacién affn
de A en A’ tal que a(Fy) = F} y a = f. Entonces

a(P) = a(R) + a(P; — Po) = Py + f(ei) = Py + ¢; = P!

Para terminar la demostracién, basta observar que f es inyectiva (exhaustiva) si y
solo si e}, ..., el son linealmente independientes (generan V'), y que es biyectiva si y
solo si €}, .., e, forman una base de V. O

Composicién de aplicaciones afines. Grupo de afinidades

1.30 Proposicién. La composicion o de aplicaciones afines a: A — A" y §: A" —
A" es una aplicacion afin y foa = foar.
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Demostracién: En efecto, si P, () € A, entonces

(Boc) (@) = B((Q))
= B(a(P) + &(Q — P))
= B(a(P)) + B(x(@Q - P))
= (Boa)(P) + (B-0)(Q — P)
y las dos afirmaciones quedan establecidas por ser Eo& lineal. O

1.31 Proposicién. Si a: A — A es una transformacion afin, entonces a”l: A — A
1

es una transformacion afin y o=t =a™ .
Demostracién: Sean P’y Q' puntos arbitrarios de A’. Como « es biyectiva, podemos
considerar los puntos P y @ de A tales que P' = a(P) y Q' = &(Q), es decir, a [ P)=
Py~ 1(Q") = Q. Dado que « es una aplicacién affn, tenemos la relacién o(Q)—a(P) =
a(Q — P) y, por tanto, la relacién Q' — P = a(a Q") - a~1(P')). Ahora bien,
puesto que « es biyectiva, @ es biyectiva (E.1.34) y la tltima relacién es equivalente
a2 1(Q — P) =a Q) - a'(P'). La demostracién queda concluida por ser a~!
lineal y P' y Q' puntos arbitrarios de A'. a

1.32 Proposicién. Las afinidades de un espacio afin A forman un grupo con el pro-
ducto de composicion.

Demostracién: Que la composicién de dos afinidades es una afinidad es una conse-
cuencia directa de la proposicién 1.30 y de que la composicién de dos biyecciones es
una biyeccién. Por otro lado, la identidad de A es una afinidad y claramente es un
elemento neutro por la operacién de composicién. Finalmente, la proposicién 1.31 nos
dice que la inversa de una afinidad es una afinidad. O

Escribiremos GA(A) para denotar el grupo de las afinidades de A. También diremos
que es el grupo afin de A. Por lo que hemos visto entre la proposicién 1.11 y el
ejercicio E.1.36, el grupo T (A) de las translaciones de A es un subgrupo de GA(A).
Anslogamente, por la proposicién 1.28 tenemos que el grupo Ho(A) de las homotecias
de A con centro O es un subgrupo de GA(A).

E.1.38. Sea A un espacio affn y V su espacio vectorial asociado. Sea v € Vy a € GA(A).
Entonces, para todo P € A,

(awoty)(P) = a(P +v) = a(P) + a(v) = ta)(a(P)) = (ta(yoa)(P)

lo cual muestra que
aoiuoa_l = t&(u)

Es decir, T(A) es un subgrupo normal de GA(A) (un subgrupo 7' de un grupo G es llamado
normal, o invariante, si gtg~! € T cualesquiera que sean g € GyteT).
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E.1.39. Las afinidades de un espacio afin A que dejan fijo un punto O € A forman un subgrupo
GAo(A) de GA(A). SiV es el espacio vectorial asociado de A, entonces la aplicacién

GL(V) — GAo(A) tal que fw fo

es un isomorfismo (recordemos que, segin la definicién 1.19, fo(X) = O+ f(X — O) para todo
X € A). El isomorfismo inverso es la aplicacién a — a.

E.1.40. Con las notaciones del ejercicio anterior, probar que la aplicacién
V x GL(V) — GA(A) tal que (v, f) — tyofo

es biyectiva y que la biyeccién inversa es la aplicacién o — (a(O) -0, &) (en otras palabras,
toda afinidad o de A se descompone de manera tdnica como producto 78 de una translacién
7 y una afinidad B que deja O fijo). Comprobar también, usando E.1.38, que la operacién de
V x GL(V) correspondiente al producto de composicién de GA(A) segin la biyeccién anterior
(también la denotamos o) es la dada por la expresién

(', fo(v, ) = (v + ' (v), fof)

Puntos fijos

Para el estudio de una afinidad o« es importante el conocimiento de su conjunto de
puntos fijos, esto es, los puntos X tales que a(X) = X. En este apartado, primero
explicaremos cémo encontrar este conjunto y, en particular, cémo decidir si es vacio o
no. Después demostraremos, en el caso que sea no vacio, que es una variedad lineal y
a la vez daremos la férmula para calcular su dimensién. También incluimos un criterio
que da una condicién suficiente para que una afinidad tenga un tnico punto fijo.

Si « es una afinidad, para estudiar el conjunto

Fo={X € Ala(X) = X}

de puntos fijos para « se puede proceder como sigue. Pongamos f =ay v = a(0) -0,
donde O es un punto fijado arbitrariamente. Entonces, el transformado a(X) de un
punto X = O +z (z € V) es el punto a(0O) 4+ f(X —O) = O + v + f(z). Por tanto,
O + z es fijo para « si y solo si z = v+ f(z), es decir, si y solo si

(Id = f)(z) = v. [1.21]

De esta relacién diremos que es la ecuacion de los puntos fijos de . Si R = [O, €] es
una referencia y ponemos f(e) = eA, v = ep’ y z = ez (por tanto, A, p y = son la
matriz de f, las componentes de v y las componentes de z respecto a la base e de V,
respectivamente), entonces la ecuacién [1.21] se escribe

(In — Az =p” [1.21
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A esta ecuacién la denominaremos ecuacion de los puntos fijos de a en la referencia R.
Equivale a un sistema de n ecuaciones lineales en las incégnitas 2, ..., z,. El conjunto
F, es vacio (es decir, @ no tiene puntos fijos) si y solo si este sistema es incompatible,
esto es, si y solo si rango(I, — A) < rango(I, — A|pT). En el caso de que F, sea no
vacio, entonces su estructura queda determinada por la proposicién que sigue.

1.33 Proposicién. Sia es una afinidad y F, # 0, entonces F, es una variedad lineal
y W(Fa) = ker(ld — @). En particular, dim(F,) = n — r, donde r = rango(ld — @)
(= rango(I, — A), si A es la matriz de a en una referencia cualquiera).

Demostracién: Pongamos f = &, h = Id — f y v = a(0) — O (O un punto fijado
arbitrariamente). Entonces las soluciones ¢ de [1.21] forman el conjunto h~!(v). Si
suponemos que F, # ), podemos escoger & € h™!(v) y entonces tenemos h~!(v) =
z +ker(h). Por tanto, F,, = O+ +ker(h), lo cual muestra que F, es la variedad lineal
que pasa por el punto O + Z con espacio director ker(h). O

1.34 Corolario. Si & no tiene el valor propio +1, entonces o tiene un tnico punto
fijo.

Demostracién: Si f = @, por definicién del polinomio caracteristico Q) ; de f tenemos
que

det(ld — f) = Q(1)
Como las raices de () son los valores propios de f, por hipétesis tenemos @ (1) # 0.
Asf Id — f es un isomorfismo y la ecuacién de puntos fijos (/d — f)(z) = v tiene como
dnica solucién el vector z = (Id — f)~!(v). Por tanto, X = O + (Id — f)~1(v) es el
tinico punto fijo de a. O

1.35 Ejemplo (Afinidades de una recta afin). Sea ¢ una afinidad de A'. Entonces
@ = hy, para algin A € R — {0}, ya que todo automorfismo lineal de un espacio
vectorial de dimensién 1 es de esta forma. Si A =1, ¢ es una translacién. Si A # 1, ¢
tiene un tnico punto fijo (corolario 1.34). Si ponemos O para denotar este tinico punto
fijo, entonces ¢(X) = O + A(X — O) y, por tanto, ¢ = hp,), la homotecia de centro O
y razén A. Hemos encontrado, pues, que una afinidad de A! es una homotecia cuando
tiene un tdnico punto fijo y una translacion cuando no tiene puntos fijos.

Algunas propiedades de las aplicaciones afines
Dados dos puntos P y ) de un espacio afin A y una escalar A € K, pondremos
My\(P,Q) =P+ XAQ-P)

Fijémonos en que M)(P, P) = P, para todo A € K, y que si P # @, entonces \ —
M (P, Q) es una biyeccién entre K y la recta PQ [¢]. Ademds, o (P, Q, M)(P, Q)) = A.
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Si 2 # 0 en el cuerpo K, en lugar de M;,y(P,Q) = P+ 1(Q — P), escribiremos
M(P,Q),y diremos que M (P, () es el punto medio de los puntso Py Q {P,Q} (cf. el
ejercicio E.1.24). El ejercicio que sigue muestra que M (P, Q) sélo depende del par no
ordenado {P,Q}.

E.1.41. Comprobar que M) (P, Q) = M1-x(Q, P), cualesquiera que sean los puntos Py @, y el
escalar A € K. En particular, M (P, Q) = M(Q, P) (esta relacién también se obtiene haciendo
@ = P en el gjercicio E.1.42).

De ahora en adelante supondremos ticitamente, siempre que consideremos una
expresion de la forma M (P, Q), que 2 # 0 en el cuerpo K.

E.1.42. Si P y @ son puntos y v es un vector, probar que M (P,Q + v) = M (P +v,Q).

1.36 Proposicién. St a: A — A’ es una aplicacion afin, entonces

a(Mr(P,Q)) = Mx(a(P), 2(Q))
cualesquiera que sean P, Q) € A.

Demostracién: Sea M = M (P,Q)y M' = M)(a(P),a(Q)). Por definicién, tenemos
M — P = XQ — P). Pero si a es la aplicacién asociada a «, entonces a(M) =
a(P) 4+ a(M — P). Como @ es lineal, a(M — P) = Aa(Q — P), y esta tltima expresién
es igual a A(a(Q) — a(P)). Asi a(M) = a(P) + Ma(Q) — a(P)) = M'. O

1.37 Corolario. Si o es una aplicacion afin, a(M(P,Q)) = M(a(P),a(Q)), cuales-
quiera que sean los puntos P y Q). O

1.38 Corolario. Sea L una recta de A. Si a|L no es inyectiva, entonces a|L es cons-
tante. Si a|L es inyectiva, entonces L' = (L) es una recta y

o(P,Q, M) = o(a(P), a(Q), a(M))
cualesquiera que sean P,QQ,M € L, P # Q.

Demostracién: Si a|L no es inyectiva, existen puntos P,Q) € L tales que P # @
y o(P) = a(Q). Siahora M € L'y A = 0(P,Q,M), entonces M = My(P,Q) y
a(M) = My (a(P),®(Q)) = a(P). Esto prueba la primera afirmacién.

Para ver la segunda, supongamos que «|L es inyectiva y sean P,QQ,M € L, P # Q).
Dado que «|L es inyectiva, tenemos «(P) # «(Q). Si ponemos A = o(P,Q, M),
entonces M = M) (P,Q) y, por la proposicién 1.36, serd a(M) = M) (a(P), a(Q)).
Ahora bien, esta relacién nos muestra que la imagen de L = PQ es la recta a(P)a(Q)
y que o(a(P),a(Q),(M)) = A=0o(P,Q, M). O
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De acuerdo con el corolario 1.38, de una aplicacién a: A — A’ entre espacios afines
que cumple la relacién de la proposicién 1.36 diremos que conserva las razones simples.
Andlogamente, de una aplicacién que cumpla la relacién del corolario 1.37, diremos
que conserva los puntos medios. Las aplicaciones afines, pues, conservan las razones
simples y, en particular, los puntos medios. Al final de esta seccién demostraremos que
el enunciado recfproco también es cierto (si 2 es no nulo a K/, como ya se ha advertido):
una aplicacién que conserva las razones simples es una afinidad.

En el corolario 1.38 hemos visto que la imagen de una recta por una aplicacién afin
es una recta o un punto. Esta propiedad es un caso muy particular del resultado que
sigue.

1.39 Proposicién. Sea a: A — A’ una aplicacion afin, L una variedad lineal de A y
L' una variedad lineal de A’. Pongamos W = W (L) y W' = W(L'). Entonces o(L) es
una variedad lineal de A' y su espacio director es &(W). En particular, dim(a(L)) <
dim(L), con igualdad si y solo si @|W es inyectiva. Similarmente, a (L") esol o
una variedad lineal de A y, en este tltimo caso, su espacio director es a~t(w’).

Demostracién: Si P € L, entonces los puntos de L son de la forma P +w, w € W.
Por tanto, los puntos de a(L) son de la forma a(P+w) = a(P) +a&(w), lo cual muestra
que a(L) = a(P) + &(W). Esto prueba la primera afirmacién, ya que la linealidad de
& implica que &(W) es un subespacio vectorial de V.

Anglogamente, si a~!(L') # 0, existe P € A tal que a(P) € L', con lo cual L'
a(P)+ W'y un punto @ = P+v (v € V) cumple a(Q) € L' si y solo si a(P) + a(v)
a(P) 4+ W', esto es, si y solo si @(v) € W'. Por tanto, oY (L) = P+a Y (W),

Om |l

1.40 Corolario. Si L y M son variedades paralelas de A, y o: A — A" es una aplica-
cién afin, entonces a(L) y a(M) son variedades paralelas de A'.

Demostracién: Es inmediata utilizando la primera parte de la proposicién 1.39. [

E.1.43. Una afinidad o de A transforma una variedad lineal en una variedad lineal de la misma
dimensién (proposicién 1.39). Si ponemos L(A) para indicar el conjunto de variedades lineales
de A, demostrar que la aplicacién £(A) — L(A) tal que L = (L) es biyectiva y que cumple
a(LNL)=a(l)Na(l), a(LV L) =a(l)Va(l).

Caracterizaciones de las afinidades

El primer resultado de este apartado, junto con la proposicién 1.36 y el corolario 1.38,
muestra que las aplicaciones afines coinciden precisamente con las que conservan las
razones simples, suponiendo que la caracterfstica de K es distinta de 2.
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1.41 Teorema. Sean A y A’ espacios afines sobre un cuerpo K de caracteristica dis-
tinta de 2. St a: A — A’ una aplicacién que conserva las razones simples, entonces «
es una aplicacion afin.

Demostracién: Si V y V' son los espacios vectoriales asociados de A y A’, hace falta
ver que la aplicaciéon ap: V — V' definida por la relaciéon ap(v) = a(P +v) — o(P) es
lineal para algin punto P € A.

Con tal fin, primero veremos que ap = g, cualesquiera que sean los puntos Py
@, es decir, veremos que

a(P+v) - a(P) = (Q +v) - o(Q)

para todo v € V, P y @ arbitrarios. Para ver esta relacién, usaremos la igualdad
M(P,Q+v) = M(P+v,Q), establecida en E.1.42. Puesto que o conserva las razones
simples, en particular conserva los puntos medios y, por tanto, tendremos

M (a(P), a(Q + v)) = M (a(P +v), 2(Q))

Si ahora hacemos las sustituciones a(P+v) = a(P)+ap(v) y a(Q+v) = o(Q)+ag(v),
obtenemos

M (a(P), a(Q) + aq(v)) = M(a(P) + ap(v), ¢(Q))

Por la definicién de punto medio, esta dltima relacién es equivalente a
a(P) + 3 (w + ag(v)) = a(P) + ap(v) + 5 (w — ap(v))

donde hemos puesto w = a(Q) — a(P). Y ahora es inmediato ver que esta iltima
igualdad equivale a ap(v) = ag(v).

Como ap es independiente del punto P, podemos poner f = ap, P un punto
cualquiera. Esto quiere decir que f(v) = a(P 4+ v) — a(P), P arbitrario. Nos falta por
ver que f es lineal. Veamos primero que es aditiva, esto es, que f(u+v) = f(u) + f(v),
cualesquiera que sean los vectores v y v: si O es un punto cualquiera, entonces

flu+v) =a(0+u+v)-alO)
= (a(0O +u+v) — &(0 +v)) + (2(0 +v) — a(0))
= f(u) + f(v)
Subrayemos que hasta aquf solo hemos utilizado que « conserva los puntos medios.

Probemos, para acabar, que f(Av) = Af(v) (A € K, v € V). Si O es un punto
arbitrario, entonces O + Av = M, (O, O + v) y, por tanto,

f(A) =a(0+ Iv) — a(0)

= oz(M,\(0,0+ v)) - a(0)

= My(a(0),a(0 +v)) - «(0)

= M, (a(O), a(0) + f(v)) - a(0)
= («(0) + A f(v)) = a(0)

= Af(v)

como queriamos demostrar. O
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Aplicaciones semiafines y colineaciones

Sabemos que la imagen de una recta por una transformacién afin es una recta. La afir-
macién reciproca no es cierta: una aplicacién biyectiva arbitraria entre dos rectas afines
es un contraejemplo. Para un contraejemplo en cualquier dimensién, consideremos la
aplicacién (biyectiva) B : AE — A tal que z = (21,...,2,) = (Z1,...,2,) = Z (aplica-
cién de conjugacién). Entonces estd claro que la imagen de la recta z + (v) es la recta
Z+-(v) pero, en cambio, B no es una afinidad. Recalquemos que B(z+2z") = B(z)+B(2")
(decimos que f es aditiva) y $(Az) = AB(z) (decimos que 3 es antilineal).

De hecho, el ejemplo de la conjugacién se puede formular de una manera general.
Supongamos que tenemos una aplicacién biyectiva K — K, A — \*, tal que (A+p)*=
A"+ p*y (Aw)® = A*p*, cualesquiera que sean A,y € K (diremos que A — A* es un
automorfismo de K la identidad de K y la conjugacién de C son ejemplos).

Ahora diremos que una aplicacién f: V' — V' entre K-espacios vectoriales V y V'
es x-lineal si es aditiva y f(Av) = A*f(v) para todo v € V y todo A € K. Y una
aplicacién a: A — A’ entre espacios afines diremos que es #-afin si existe un punto
P € A tal que la aplicacién ap: V — V' definida por [1.16] es #-lineal (donde V y V'
son los espacios vectoriales asociados a A y A’, respectivamente). Por el lema 1.26, ap
es independiente de P y, si ponemos @ = ap para un P arbitrario, entonces tendremos
[1.17], ahora con @ una aplicacién *-lineal.

A las aplicaciones V' — V' (A — A’) que son x-lineales (*-afines) para algin auto-
morfismo * de K las denominaremos semilineales (semiafines). Las transformaciones
semiafines (semiafinidades) son las aplicaciones semiafines biyectivas (transformaciones
semiafines de un espacio afin en si mismo).

Sia: A — A’ es x-lineal, entonces tenemos, calcando la demostracién de la propo-
sicién 1.36, que

OZ(M,\(P,Q)) = M) (a(P)>a(Q))

El corolario 1.37 es vélido sin cambios [0] y, calcando la demostracién del corolario 1.38,
vemos que éste es vdlido con la férmula

o(P,Q,M)* = U(a(P), a(Q), a(M))

En particular, pues, toda aplicacion semiafin inyectiva transforma rectas en rectas.

El caso K = Zj también nos da contraejemplos: puesto que una recta solo contiene
dos puntos, estéd claro que cualquier aplicacién inyectiva entre espacios afines sobre Z,
transforma rectas en rectas.

Las consideraciones anteriores plantean el problema de saber cuales son las aplicacio-
nes biyectivas mds generales entre espacios afines de dimensién n > 2 que transforman
puntos alineados en puntos alineados (a estas aplicaciones las denominaremos colinea-
ciones). La respuesta, el citado teorema fundamental de la geometria afin, nos dice
que los contraejemplos que hemos examinado son esencialmente los tnicos.
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1.42 Teorema (fundamental de la geometria afin). Sea a: A — A’ una colineacion
entre espacios afines A y A’ de dimension n > 2 sobre un cuerpo K # Zy. Entonces o
es x-afin por un automorfismo A\ — X\* de K univocamente determinado por a.

Demostracion: A pesar del interés conceptual de este teorema, no damos una de-
mostracién aqui. Si bien las ideas bdsicas de la demostracién son naturales y sencillas,
cubrir todos los detalles es un poco laborioso y, en conjunto, excede el objeto de este
curso. El lector interesado puede componer una demostracién resolviendo los problemas
P.1.8 a P.1.12. O

1.43 Corolario. Si a: A — A’ es una colineacion entre espacios afines reales de di-
mension n > 2, entonces a es una transformacion afin.

Demostracién: Puesto que por el teorema sabemos que « es *-afin para un cierto
automorfismo A — A\* de R, basta ver que el tinico automorfismo de R es la identidad.
Ello se puede argumentar como sigue.

En primer lugar, tenemos 1* = 1 (es inmediato ver que todo automorfismo cumple
esta condicién). De aquf se puede deducir ficilmente que n* = n para todon € Z, y
después que r* = r para todo r € Q. Ahora observemos que z* > 0 cuando z > 0 (si
z > 0y ponemos y = ++/z, entonces ¢ = y? y z* = (y*)? > 0). Con esto obtenemos
que a* < b* cuando a < b (ya que en R la relacién a < b equivale a b — a > 0). Sea
ahora z € R arbitrario y escojamos sucesiones {a, € Q}n>1 y {bn € Q},>1 tales que
an <z <by,yb,—a, <10™™" para todo n. Entonces

Oy = @, < 2" < b= by

y estas relaciones implican z* = z. O

Sobre la ariomatizacion de la geometria

El teorema fundamental de la geometria afin sugiere que las propiedades puramente
geométricas de las rectas de un espacio afin tendrfan que ser suficientes para determinar
la estructura de espacio afin: el cuerpo K, el espacio vectorial asociado V y la aplicacién
estructural 6: A — V.

La determinacién de propiedades bdsicas de las rectas y sus interrelaciones a partir
de las cuales sea posible inferir toda la estructura afin es el tema de la aziomatiza-
cion de la geometria, afin en el caso que nos ocupa. Las investigaciones sobre este
tema empezaron con los Elementos de Euclides, han continuado a lo largo de los si-
glos y han determinado, en gran medida, la concepcién actual de las matemdticas.
Tradicionalmente, las presentaciones axiomdticas de la geometria se agrupan bajo la
denominacién de geometria sintética, en contraposicién a las presentaciones (empezan-
do con la de Descartes) modeladas en estructuras algebraicas y que se conocen como
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geometria analitica. En el caso de la geometria afin, diremos que una construccién es
sintélica si solo intervienen las nociones de punto y recta, la relacién de paralelismo
entre rectas, o nociones y relaciones derivadas de estas a partir de los axiomas admiti-
dos, como, por ejemplo, que por dos puntos distintos pasa una dnica recta o que por
un punto dado pasa una tnica recta paralela a una recta dada.

Para dimensién n > 3, las axiomdticas razonables conducen efectivamente al modelo
(analitico) de geometrfa afin que hemos adoptado en este curso (axiomas 1.1y 1.2). En
cambio, el caso n = 2 es excepcional, ya que hay muchas geometrias que son razonables
desde el punto de vista sintético y que no son afines en el sentido de este texto (las
razones de esta situacién las discutiremos en el capitulo 3). De hecho, los planos afines
(y proyectivos) axiomédticos siguen siendo el objeto de numerosas investigaciones, tanto
puras como aplicadas. Como muestra, se puede consultar el libro Designs and their
codes, de B. Bollobas, P. Sarnak y C. T. C. Wall (Cambridge Tracts in Mathematics,
Cambridge University Press, 1992), y las numerosas referencias que dan tanto sobre
resultados de geometria pura como sobre sus aplicaciones, particularmente a la teorfa
de cddigos autocorrectores para la transmisién de informacién a través de canales de
comunicacién con «ruido».

Para algunas claves sobre c6mo se puede proceder para la construccién del cuerpo K
y del espacio vectorial asociado V' a partir de una presentacién sintética de la geometria
afin, véanse los problemas P.1.13 y P.1.14 y el comentario que les sigue.

1.5 Problemas

P.1.1. Si L es un subconjunto de un espacio afin A y el conjunto
—)
§(Lx L)={PQ|P,Q€ L}
es un subespacio vectorial de V, jes L necesariamente una variedad lineal?

P.1.2. Sea L una variedad lineal. En el ejercicio E.1.13 hemos visto, en particular,
que si Py () son dos puntos distintos de L, entonces PQQ C L. Reciprocamente, si
K # Zyy L es un subconjunto no vacio de un espacio afin A tal que PQ C L para
cualquier par de puntos distintos P, Q) € L, entonces L es una variedad lineal. Por otro
lado, nétese que si K = Z,, entonces las rectas tienen exactamente dos puntos y, por
tanto, cualquier subconjunto de A cumple la propiedad de contener la recta que une
dos puntos distintos cualesquiera de éste.

P.1.3. Sea K un cuerpo, F un K-espacio vectorial de dimensién n y F C E un
subespacio de dimensién k. Probar, con las definiciones que damos seguidamente de
A, V' y é, que (A,V,0) es un espacio afin de dimensién k(n — k). Decir también qué
interpretacion tiene la suma P+ v, para Pc AyveV.
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Definimos A como el conjunto de subespacios P C FE tales que P @ F = E. Si
P ¢ A, pondremos fp: E — F para denotar la tinica aplicacién lineal tal que fp(z) =0
siz€Py fp(z)=xsizeF.

Definimos V = Hom(E/F, F), esto es, el espacio de aplicaciones K-lineales de E/F
en F, que se puede identificar con el espacio de las aplicaciones K-lineales v: E' — F
tales que v(z) = 0 para todo z € F.

Finalmente pongamos, si P,@ € A, §(P,Q) € V para denotar la aplicacién lineal
E — F definida por la siguiente férmula: §(P,Q) = fo — fp. Como fg y fp son la
identidad sobre F, §(P, Q) es nula sobre F'y, por tanto, efectivamente, 5(P,Q)eV.

Notemos que si P € Ay v € V, entonces fp + v es la identidad sobre F' y tiene
imagen F, con lo cual Q = ker(fp+v) € Ay fo = fp+v.

P.1.4. Con las notaciones del problema anterior, supongamos que k = n—1, con lo cual
los elementos de A son los subespacios vectoriales de dimensién 1 de E no contenidos
en F. Fijemos un u € E — F y pongamos H = u+ F, considerado como un hiperplano
del espacio afin asociado a E (en particular, H tiene estructura de espacio afin de
dimensién n — 1). Si z € H, estd claro que z ¢ F y, por tanto, (z) € A. Demostrar
que la aplicacién H — A tal que z — (z) es una transformacioén affn.

P.1.5. Con las notaciones del ejercicio E.1.23 y suponiendo que K no es de caracterfs-
tica 2 (es decir, que 2 # 0 en el cuerpo K), demostrar que las seis razones simples

1 o o—1

' g-~1"* o

1
g, ; y l1—-o0 y 1o
son distintas si y solo si 0 ¢ {~1,2,3} y 0 — 0 +1 # 0. Comprobar, ademds, que si
o€ {-1, %, 2}, entonces la lista de las seis razones simples contiene dos veces cada uno
de los valores —1, 2, %, y que si 0> — 0+ 1 =0, 0 # —1, entonces la lista contiene tres
veces o y tres veces 2. Observamos que los tres valores —1, 2y % coinciden si (y sélo
si) K tiene caracteristica 3. Por otro lado, que se cumplan las condiciones 62 —o+1 =0
y 0 # —1 depende del cuerpo K: por ejemplo, no se cumplen si K = R o si K = Zs,

mientras que si K = C, entonces w = (1++/31)/2y w? = (-1 + V/31)/2 las satisfacen.

P.1.6. (El resultado de este problema se ha usado para establecer [1.11c¢] a partir de
[L.11a]). Sea B = (b;;) una matriz nxr con coeficientes b;; € K. Supongamos que r < n
y que B tiene rango r. Fijemos fndices I = 1y, .. iy tales que 1 <713 < ... <4 <1
y de forma que det(Bj) # 0, donde By es la matriz 7 X r formada con las filas de B
indicadas por los indices de . Sea ahora z una vector columna de dimensién n, también
con coeficientes de K, y para cada j € {1,...,n} — I consideremos el determinante

D; = det (¢ 103y | Brug))

Para que z sea combinacién lineal de las columnas de B estd claro que se tienen que
cumplir las n — r condiciones D; = 0. El punto estd en demostrar que estas condiciones
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son también suficientes. Notemos primero que z; es combinacién lineal (de forma
tinica) de las columnas de By, después observemos que D; = 0 implica que T1u{;) es
combinacién lineal (también de manera, tinica) de las columnas de Brug;y, y finalmente

Invoquemos la unicidad para concluir que  es una combinacién lineal de las columnas
de B.

P.1.7. Con las notaciones de los ejercicios E.1.39 y E.1.40, sean O y O’ puntos, y a
una aplicacién afin de A en sf mismo. Entonces podemos escribir a = tyofo = tyregor,
donde v y v’ son vectores, f y g endomorfismos de V. Demostrar que

g=fiv=0v+4(d- f)(O -0)

Con los problemas P.1.8 a P.1.12 se puede obtener una demostracién del teorema,
fundamental de la geometrfa afin.

P.1.8. Sea a: A — A’ colineacién entre los espacios afines A y A" de dimensién n > 2
sobre un cuerpo K # Zjy. Si Py, Py,..., P, son puntos de A, demostrar que

OZ(P()PI 48 Pr) g Ol(Po)Ot(Pl) B '&(Pr)
Demostrar también que si Py, Py, ..., P, son puntos independientes, entonces los puntos
a(R),a(Py),...,a(P)

de A’ son puntos independientes. Indicacién: para la primera parte, usar el problema
P.1.2 e induccién sobre r, y para la segunda, razonar por reduccién al absurdo.

P.1.9. Con las hipétesis del problema anterior, demostrar que si L es una recta de
A, entonces (L) es una recta de A’, y que si L’ es una recta paralela a L, entonces
a(L') es paralela a a(L). Indicacién: dos rectas de un plano son paralelas si y sélo si
su interseccién es vacia.

P.1.10. Con las hipétesis del problema P.1.8, sea ap: V — V/ la aplicacién tal que
ap(v) = a(P+v)—a(P). Demostrar que ap es aditiva. Nétese que asf podemos aplicar
1.26 para concluir que ap es independiente de P. Indicacién: usar una construccién
sintética de la ley de adicién.

P.1.11. Con las hipdtesis del problema P.1.8, sean P y @ dos puntos diferentes de A
y sea A +— A* la aplicaciéon de K en K tal que

X = o(a(P), a(Q), a(Mr(P, Q)))

Demostrar que esta aplicacién es un automorfismo de K y que es independiente de los
puntos Py (). Indicacién: si A, u € K, hallar construcciones sintéticas de la suma A
y el producto Ap.
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P.1.12. Con las hipétesis del problema P.1.8 y notaciones del problema P.1.11, demos-
trar que o es una aplicacién #-affn (teorema fundamental de la geometria afin).

P.1.13. Demostrar que una semiafinidad « distinta de la identidad es una traslacién
si y s6lo si no tiene puntos fijos y a(L) || L para toda recta L.

Por el teorema fundamental de la geometria afin, una autocolineacién diferente de
la identidad de un espacio afin A de dimensién n > 2, sobre un cuerpo K # Z,, es una
traslacién si y sélo si no tiene puntos fijos y a(L) || L para toda recta L.

P.1.14. Demostrar que una semiafinidad « de un espacio afin A es una homotecia
de centro O € A si y sélo si deja O fijoy (L) || L para toda recta L. Demostrar
también que si O’ € A y v = O’ — O, entonces la aplicacién Hp(A) = Ho:(A) tal que
h + tyohot_,, es un isomorfismo de grupos.

Por el teorema fundamental de la geometria afin, junto con la primera parte de
este problema, una autocolineacién « diferente de la identidad de un espacio afin A de
dimensién n > 2, sobre un cuerpo K # Zj, es una homotecia de centro O si y sélo si O
es fijo por a y (L) || L para toda recta L.

El problema P.1.14 nos da una clave sobre cémo se puede construir sintéticamente el
cuerpo K. Por otro lado, P.1.13 nos da una clave sobre cé6mo construir el grupo de
traslaciones 7 y, por tanto, el grupo aditivo de V/, en términos similares. Observemos,
finalmente, que el ejercicio E.1.38 nos muestra como podemos definir sintéticamente el
producto de una escalar A y un vector v: considerando A como la homotecia de centro
O y v como una traslacién, entonces la traslacién Av es Aovod~! (ya que, por E.1.38,y
teniendo en cuenta que ho ) = hy, ho,,\otvoha,I/\ = tap)-

LD &
<h\er =

Figura 1.6: Figuras afines
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2 Geometria métrica

En el espacio ordinario encontramos, ademds de la estructura de espacio afin, nociones
y relaciones métricas, como por ejemplo longitudes y distancias, perpendicularidad,
areas y volimenes, o dngulos. En este capitulo estudiaremos una nueva estructura, la
de espacio euclidiano, en la que nociones y relaciones como las citadas se pueden definir
de un modo natural.

Formalmente, un espacio euclidiano se define como un espacio afin real dotado
de una métrica, es decir, de una aplicacién bilineal simétrica g: V x V — R tal que
g(v,v) > 0 para todo vector v # 0. Pero es razonable preguntar, antes de emprender
su estudio sistemdtico a partir de la seccién 2.1, de dénde proviene esta estructura, y
por ello intentaremos dilucidar, en los tres apartados de esta introduccién, el origen y
la significacién de la misma.

En cualquier caso, nuestras consideraciones solo pueden tener aqui valor heurfstico,
ya que presuponen un cierto conocimiento de algunas nociones geométricas elementales
del espacio ordinario A, como las de distancia, proyeccién ortogonal, dngulo y producto
escalar.

Distancia y norma

Dados dos puntos P, € A, escribimos d(P,()) para designar la distancia entre los
puntos Py @. La distancia es invariante por translaciones, esto es, para todo vector
v € V se cumple

d(P+v,Q+v) =d(P,Q)
Si ahora v es un vector y P y () son puntos,
— —
d(Q,Q+v) = d(P + PQ, P+ PQ +v) = d(P, P+ v)

lo cual nos muestra que d(P, P 4 v) es, para un vector v dado, independiente del
punto P. Diremos que d(P, P + v) es la longitud (o la norma) de v y pondremos |v]
para denotarla.
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Proyeccion ortogonal

Consideremos ahora la proyeccion ortogonal ny, : A — L sobre una recta L (la proyec-
cién ortogonal sobre un plano se define de forma similar): dado un punto P, P’ = 71 (P)
es, por definicién, el pie de la recta por P perpendicular a L (v. figura 2.1). Como los
planos perpendiculares a L son paralelos, del teorema de Tales resulta que la proyeccién
ortogonal sobre L conserva las razones simples (v. figura 2.2). Por tanto, 71, es una apli-
cacién afin (teorema 1.41). Asi pues, existe una (dinica) aplicacién lineal 7y : V — W
(V el espacio vectorial asociado a A y W el espacio director de L) tal que

mw(Q — P) = np(Q) — mr(P)

~
~

@-d---------9

'T\Ju———————————a
T

Figura 2.1: Proyeccidn ortogonal
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Figura 2.2: La proyeccidn ortogonal es una aplicacidn afin

Angulos y producto escalar

Dados un vector v € V y un vector no nulo w € W, podemos escribir, si v’ = mw (v),

w
v :g(v,w)W
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donde g(v,w) € R sélo depende de v y w. Dado que v’ depende linealmente de v
deducimos que g(v,w) es lineal en v, para cada w fijado. Puesto que, por otro lado,
|v’| = |v] cos(a) y v = |v] cos(oz)rw”—l, donde « es el dngulo formado por los vectores v y
w, resulta que
9(v,w) = [v]|w] cos(a)

lo cual demuestra que g(v,w) = v -w (el producto escalar de v y w). Por tanto, el
producto escalar v - w es una funcién lineal de v, para cada w dado (observemos que
esto también es cierto para w = 0). Como el producto escalar es conmutativo, y todo
vector no nulo w es el vector director de alguna recta L, v - w también es lineal en w
para cada v. Es decir, v - w = g(v, w) es una funcién bilineal simétrica. Ademds, dado
que v-v = |v|?, vemos que g(v,v) = v-v > 0 si v # 0, propiedad que se enuncia diciendo
que el producto escalar es definido positivo. Notemos que v y w son perpendiculares si
y solo si g(v,w) = 0.

Las consideraciones anteriores sugieren la posibilidad —que por otro lado es la que
seguiremos en este texto— de definir un espacio euclidiano como un espacio afin real
(A, V) dotado de una aplicacién bilineal simétrica g: V x V = R tal que g(v,v) > 0
para todo vector v # 0. El objetivo es, pues, reconstruir las nociones y propiedades
habituales de la geometria métrica a partir de g. Por ejemplo, en un tal espacio la
longitud |v| de un vector v se puede definir por la férmula

] = v/g(v,)
la relacién de perpendicularidad entre dos vectores v y w se puede definir mediante
la relacién g(v,w) = 0, o, mds generalmente, el dngulo a entre dos vectores v y w se
puede definir por la férmula
g9(v, w)
|v] |w]

cos(a) =

2.1 Espacio euclidiano

Definimos, pues, un espacio euclidiano como un espacio afin real (A, V') dotado de una
aplicacién bilineal simétrica g: V x V — R tal que g(v,v) > 0 para todo vector v # 0.
Diremos que g es el producto escalar, o la métrica, del espacio euclidiano, y también
pondremos v-w en lugar de g(v,w). A la propiedad g(v,v) > 0 si v # 0 nos referiremos
diciendo que el producto escalar es definido positivo. Notemos que, para todo vector v,
g(v,v) > 0,y que la igualdad g(v,v) = 0 vale si y solo si v = 0.

E.2.1. Comprobar que

gllE1;: - 58n)y W1y Un)) =211+ <o~ En¥n

es un producto escalar definido positivo de R™ (en adelante, sobreentenderemos esta métrica al
refiramos a R™).
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Definimos la longitud o norma de un vector v, y la denotamos |v|, por la férmula

lv] = Vg(v, ). [2.1]
Por ejemplo, la norma del vector @ = (a1,...,a,) € R"es |a| = y/a? + ...+ a2.
E.2.2. Se cumple que |v| > 0, y que la igualdad vale si y solo si v = 0.

E.2.3. Demostrar que

|Av] = |Al]v]
cualesquiera que sean A € Ry v € V. En particular, | — v| = |v|. (Escribimos || para denotar
el valor absoluto del escalar \.)
E.2.4. Se dice que un vector u es unitario si [u| = 1. Mostrar que para todo vector v # 0

existen exactamente dos vectores unitarios proporcionales a v, y que estos son +v/|v|.

La distancia entre dos puntos Py (), que denotaremos d(P, (), se define por la
férmula

d(P,Q) = |Q - P| = |PQ)|

Por ejemplo, la distancia entre los puntos @ = (a1,...,a,) y b = (b1,...,b,) de R™ es

d(a,b) = /(a1 — b1)2+ ...+ (an — by)?

E.2.5. De las propiedades de la norma que ya hemos visto (E.2.2), tenemos que d(P,Q) >0y
que d(P,Q) = 0si y solosi P = Q. También tenemos (por E.2.3) que d(P, Q) = d(Q, P).

2.1 Teorema (Desigualdad de Schwarz). Dados dos vectores v y w cualesquiera, se
cumple la desigualdad
v - w]| < [v][w]

La igualdad |v - w| = |v||w| se cumple si y solo si v y w son linealmente dependientes.

Demostracién: Siw = 0, la desigualdad que queremos establecer es una igualdad (los
dos miembros valen 0) y estd claro que v y w son linealmente dependientes. Asi pues,
podemos suponer que w es no nulo.

Debido a que ¢ es definida positiva, para todo ¢t € R tenemos la desigualdad

g(v+tw,v+tw) >0

Teniendo en cuenta que g es bilineal y simétrica, esta desigualdad es equivalente a la
desigualdad
[o]2 4 2(v - w)t + |w|*t* > 0

Como t € R es arbitrario, resulta que

(v w)? = |v]*|w|* <0 [+]
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ya que si la expresion de la izquierda fuese positiva, entonces el binomio real
[v 4 2(v - w)T + |w|*T?

tendria dos raices reales distintas (recordemos que |w| # 0) y, por tanto, tomaria valores
positivos y valores negativos. Esto prueba la desigualdad |v - w| < |v||w|, ya que esta y
[#] son claramente equivalentes.

Pero si se cumple la igualdad |v - w| = |v||w|, entonces existe un ¢t € R tal que
[v]2 4+ 2(v - w)t + |w|?t? = 0, es decir, tal que g(v+tw,v+tw) =0y, por tanto, tal que
v+ tw = 0, con lo cual v y w son linealmente dependientes. Reciprocamente, si v y w
son linealmente dependientes, entonces existe A € R tal que v = Aw (recordemos que
w # 0) y es inmediato verificar que |v - w| = |v||w|. O

Senialemos que si los vectores v y w son no nulos, la desigualdad de Schwarz equivale
a las desigualdades

<1 [2.2]

E.2.6. Comprobar que la primera (segunda) de las desigualdades [2.2] es una igualdad si y solo
si w = Av, para un cierto A € R, A < 0 (A > 0).

2.2 Corolario (Desigualdad triangular de la norma). Sean v y w vectores arbitrarios.
Entonces,

v+ w| < Jo] + |w]

La igualdad |v 4+ w| = |v| + |w| es vdlida si y solo si, o bien uno de los dos vectores es

nulo, o bien existe un nimero real A > 0 tal que w = Av.

Demostracién: En efecto,

v+ wl* = (vt w)(v+w)
[v]2 + |w|? +2v - w
|v]2 + |w|? + 2|v||w| (teorema 2.1)

<
= (Jv] + |wl)?
de donde la desigualdad enunciada resulta inmediatamente.

Para que sea vdlida la igualdad |v 4+ w| = |v| 4+ |w|, queda claro, por la deduccién
precedente, que es necesario y suficiente que v - w = |v||w|. Pero esta condicién se
cumple si y solo si o bien uno de los dos vectores es nulo o, segin el ejercicio E.2.6, si
vy w son no nulos y proporcionales segin un factor positivo. O

2.3 Nota. Los dos primeros pasos de la prueba anterior muestran como expresar el
producto escalar en términos de normas: si v, w € V, entonces

vow= 3o+ wf - of? - uf?) [2.3]
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2.4 Corolario (Teorema de Pitdgoras). Siv y w son vectores, entonces
o+ wl? = Jol? + [w]?
sty solo st v-w=0.
Demostracién: Si v, w € W, entonces
v+ w|? = |[v]2 4 |w|* + 20w

(v. demostracién del corolario 2.2) y de aquf el enunciado resulta directamente. O
E.2.7. Sean vy, ..., v, vectores tales que v; - v; = 0 si i # j. Demostrar que

lor + v P = o2+ o

2.5 Corolario (Desigualdad triangular de la distancia). Si P, @ y R son puntos cua-
lesquiera del espacio euclidiano A, entonces se cumple la desigualdad

d(P,R) < d(P,Q) +d(Q, R) 2.4
Demostracién: En efecto,
d(P,R) =|R- P| definicién de distancia
=|(R-Q)+ (Q—- P)| ley de adicién
<|R-Q|+1Q - P| desigualdad triangular de la norma
=d(P,Q) +d(Q, R) definicién de distancia
como querfamos demostrar. O

E.2.8. Probar que la desigualdad triangular de la distancia implica (y, por tanto, es equivalente
a) la desigualdad triangular de la norma.

E.2.9. En la desigualdad triangular de la distancia vale la igualdad si y solo si P = QR,0Q =R,
o P,Q y R son tres puntos alineados distintos tales que o'(P, @, R) > 1.

E.2.10. Si P,Q y R son puntos cualesquiera, probar que d(P,Q) > |d(P, R) — d(Q, R)|.

En el ejercicio que sigue, [P, Q] denota el segmento de extremos P y @, esto es, el
conjunto de puntos de la forma P + A(Q — P), donde A € [0, 1].

E.2.11. Si P y Q son puntos, probar que X € [P, @] si y solo si d(P,X)+d(X,Q) =d(P,Q).

E.2.12. Supongamos, con las notaciones del ejercicio anterior, que P # @. Mostrar que si R
es un punto alineado con Py (), entonces

_Jd(P,R)/d(P,Q) si P¢[Q,R]
o(PQ.R) = {—d(P,R)/d(P, Q) si PelQ R



2.1 Espacio euclidiano 105

2.6 Nota. Si E es un espacio vectorial real, se dice que una aplicacién e — |e| de E a R es
una norma si:

1) |e] > 0 para todo e € E;

2) le| =0 siy solosie=0;

)
)

3) |Xe| = |Alle| para todo A € R y todo e € E; y
)

4) le1 + ea] < lea| + lez].

Asi pues, en el espacio vectorial V asociado a un espacio euclidiano, la longitud es una
norma (v. E.2.2, E.2.3 y el corolario 2.2).

Por otro lado, una distancia d en un conjunto X es una aplicacién d: X x X — R que
cumple, cualesquiera que sean z,z’,z” € X:

1) d(z, ") =d(z’;2);

2) d(z,z') > 0;

3) d(z,z’) =0siysolosiz=2a';y
4) d(z,z") < d(z,z') + d(z',z").

Asf pues, la distancia entre puntos de un espacio euclidiano es una distancia (v. E.2.5 y el
corolario 2.5).

Cdlculos en coordenadas
Si e = (ey,...,en) es una base de V', pondremos
gi = g(ei ej) = ei-¢; [2.5]

y diremos que G = (g;;) es la matriz de la métrica g respecto a la base e. Advirtamos
que en notacién matricial podemos escribir

G=ele [2.57]

Sean ahora z = (z1,...,2,) ¥ ¥ = (Y1,...,Yn) las componentes de los vectores z
e y respecto a e, de forma que z = ez” e y = ey?. Como también podemos escribir
¢ = zel, tenemos z -y = (zeT) - (eyT) y, por la bilinealidad del producto escalar,

z-y=2aGyTl [2.6]
En particular,

lz|* = 2GaT [2.6']
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Sea €’ otra base de V y G’ la matriz de la métrica respecto a e’. Si A es la matriz
de €’ respecto a e, entonces €' = eA y, por tanto,

G'=eT . e =(ATeT) . (ed) = ATGA

(en la dltima igualdad hemos usado la bilinealidad del producto escalar). Asf pues, la
expresién de G’ en términos de Gy A es

G'=ATGA [2.7]

2.7 Nota. Sean V un K-espacio vectorial y g: V X V' — K una aplicacién bilineal
arbitraria (el cuerpo K también arbitrario). Si definimos la matriz G = (g;;) de g
respecto a una base e = (eq,...,e,) de manera que g;; = g(e;,e;) (cf. [2.5]), las
férmulas [2.6] y [2.7], asi como sus demostraciones, son también vélidas.

E.2.13. (Seguimos con las notaciones de la nota anterior) Fijada una base e = (e, .., €n)
de V, probar que g — G = (gij), gi; = 9g(ei,e;), establece un isomorfismo entre el espacio
vectorial de aplicaciones bilineales g: V x V. — K y el espacio vectorial M, (K) de las matrices
cuadradas G de orden n con coeficientes de K. Mostrar también que g es simétrica si y solo si
G es una matriz simétrica.

Bases ortonormales

Diremos que la base e es ortonormal cuando G = I, es decir, cuando los vectores e;
son unitarios y dos a dos ortogonales:

0 si it
ei_ej:{ si 1#£ 7

1sii=j

Por ejemplo, los vectores €; = (1,0,...,0), € = (0,1,0,...,0), ..., €, = (0,0,...,1)
son una base ortonormal de R®. Mds adelante (proposicién 2.12) estudiaremos un
procedimiento para obtener una base ortonormal a partir de una base cualquiera de V.

En el caso de que ui,...,u, sea una base ortonormal de V, la férmula [2.6] se
especializa en la relacién

(Zru1 + oo+ Totn) - (Y181 + oo F Ynltn) = T1Y1 + 0+ ToYn [2.8]

Matrices ortogonales

Supongamos que e = (eq,...,€n) ¥y W= (u1,...,U,) son bases de V. Sea A la matriz de
u respecto a e, es decir, u = eA, y sea G la matriz de la métrica respecto a e. Entonces
sabemos que ATGA es la matriz de la métrica respecto a la base u (v. férmula [2.7]).
Obtenemos asi que u es una base ortonormal de V' si y solo si

ATga=1, [2.9]
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En particular, resulta que si e es una base ortonormal, entonces u es ortonormal si y
solo si

ATA=1, [2.9']

es decir, si y solo si A es invertible y A-! = AT. Las matrices que cumplen esta
propiedad se denominan matrices ortogonales.

Grupo ortogonal

Si A es una matriz ortogonal, entonces det(A)? = 1. Por tanto, det(A) = 1. Pondre-
mos O, para denotar el conjunto de matrices ortogonales de orden 7 y O} para denotar
el subconjunto de O, formado por las matrices ortogonales que tienen determinante 1.
Observemos que OF = {1} y 0 = {*1}.

Si A y B son matrices ortogonales, entonces AB también lo es, ya que

(AB)T(AB) = BTATAB=BTB=1,
Por otro lado, si A es ortogonal, entonces A~! también lo es, ya que
(A—I)TA—I — (AT)—lA—l - (A—l)—lA—l — AA—I =1,

Debido a que I, es claramente ortogonal, tenemos que O, es un grupo con el producto
de matrices. Diremos que O, es el grupo ortogonal de orden n.

De las propiedades de los determinantes se deduce facilmente que O esun subgrupo
de 0, estd claro que I, € O}, ysi A, B € O}, entonces det(AB) = det(A) det(B) =1
y det(A~1) = 1/ det(A) = 1, de donde resulta que A~', AB € Of. Diremos que O} es
el grupo ortogonal especial de orden m (y por eso a veces se denota 50,).

La matriz J, = diag(1,...,1, —1) es ortogonal y det(J,) = —1. De aquf resulta que
07 = J, - 0f = {J,A| A € Of} es el subconjunto de Oy formado por las matrices
ortogonales cuyo determinante es —1. Asf pues, 0., es la unién disjunta de O} y O}, .
Observemos que {I,,J,} es un subgrupo de O,, ya que I = T

E.2.14. Demostrar que O es un subgrupo normal de O, y que el grupo cociente O, /07 es
isomorfo al grupo {In, Jn}.

a ¢
b d
y ¢? + d? = 1. Las soluciones de la ecuacién a? + b? = 1 estdn en correspondencia biyectiva
con los a € [0,27), segtn las relaciones a = cos(a), b = sen (o). La segunda ecuacién nos da
¢ = —Abyd= A, donde XA € R, y con la tercera ecuacién hallamos que A2 = 1. Si tomamos
A = 1, obtenemos A = p(a) € OF, donde

o= () ).

sen (o) cos(a)

E.2.15. El grupo O3. Una matriz A = ( es ortogonal si y solo si a’?+b2=1,ac+bd=0
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mientras que si tomamos A = —1, obtenemos A = p(a)J € OF - J, donde J = J, = ((1) _?)

Esto determina la estructura de O3, pues p(a)p(B) = p(a + B), donde la suma a + 3 se debe
efectuar médulo 27, y Jp(a) = p(@)J, donde ponemos @ = 2r —asia > 0y 0 = 0. En
particular, resulta que OF es un grupo conmutativo.

Angulos

Dado que cos(z) es una funcién estrictamente decreciente en el intervalo [0, 7], con valor
méximo 1 = cos(0) y valor minimo —1 = cos(r), las desigualdades [2.2] nos muestran
que si v y w son dos vectores no nulos, entonces existe un inico nimero real « € [0, 7]
tal que

v-w

cos(a) = (2.10]

vf|w|

Diremos que « es el dngulo (expresado en radianes) determinado por los vectores v y
w, y escribiremos o(v, w), o 0w, para denotarlo. Por ejemplo, el éngulo a entre los
vectores (ai,...,a,) ¥y (b1,...,b,) de R™ viene dado por la férmula

_ a1b1+ "'+anbn
Vai+ .o+ a2 b2+ . b2

La expresién de un éngulo en grados sexagesimales se hard con arreglo al conve-
nio habitual segiin el cual 180° = 7 rad. Asi, si a es el dngulo entre los vectores
(1,1,-2) y (2,—1,1) de R3, entonces cosa = —1/6 y, por tanto, a = 1,7382444 rad =
99° 35’ 38, 64".

Senalemos que

cos(a)

a(v,w) = a(w,v) [2.11]
por la simetria del producto escalar. También es inmediato que si A > 0, entonces
a(Av, w) = a(v, w) [2.12]

E.2.16. Sean u y v vectores linealmente independientes y supongamos que |u| = |v|. Demostrar
que
a(u,ut+v) =alut+v,v) vy alu,u—v) =alv—u,v)

E.2.17. Dados los vectores v y w no nulos, demostrar que a(—v,w) = m — a(v, w) (diremos
que los dngulos a(—v,w) y a(v, w) son suplementarios).

E.2.18. Dados los vectores v y w no nulos, demostrar que a(v,w) = 0 (respectivamente,
a(v,w) = ) si y solo si existe un nimero real A > 0 (A < 0) tal que w = Av. Comprobar
también que a(v,w) = m/2 si y solo si v-w = 0 (por esta razén, diremos que dos vectores
v y w son perpendiculares u ortogonales si su producto escalar es nulo; las propiedades de la
perpendicularidad se estudiardn en la seccién 2.2).
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2.8 Proposicién (Aditividad de los dngulos). Sean u,v € V vectores linealmente in-
dependientes, s y t niumeros reales posilivos, y w = su + tv. Sean o = a(u,w),
B = a(w,v) yv=a(y,v). Entonces, vy = a+ f (v. figura 2.3).

Demostracién: Puesto que v y w por un lado, y v y w por otro, son linealmente
independientes, tenemos a, 3,y € (0,7) y, en particular, 0 < a+ f < 27. De aqui se
sigue que para demostrar la igualdad y = o+ basta comprobar que cos(a+8) = cos(y)

y sen (a + B) = sen(vy).

Figura 2.3: Aditividad de los dngulos

Para demostrar estas igualdades, podemos suponer que u y v son unitarios [¢], con
lo cual tenemos, poniendo £ = |w|, que

u-v=cos(y), Lcos(a)=s+tcos(y), £Lcos(f)=scos(y)+t, vy
02 = s% + 1% + 2st cos(7)

De estas igualdades se deduce, teniendo en cuenta que sen(z) = +4/1 — cos?(z) para
todo niimero real z € [0, 7], que

¢sen (o) =tsen(y), {sen(B) = ssen(y)

Ahora la férmula cos(a + ) = cos(a) cos(3) — sen (o) sen (B) y las relaciones anteriores
nos dan sin dificultades que

02 cos(a + B) = (s +tcos(y))(scos(y) + t) — stsen?(y)
=% cos(v)

de donde cos(a48) = cos(y). Por un célculo similar se obtiene que sen (a+3) = sen (v),
usando la férmula sen (o + 8) = sen (a) cos(f) + cos(a)sen (B) [o]. O

E.2.19. La conclusién de la proposicién 2.8 es también vdlida cuando u y v son linealmente
dependientes y w un vector no nulo. Comprobar, mediante el ejercicio E.2.18, que ¥ = 0 implica
o = f = 0y, mediante E.2.18, E.2.17 y las férmulas [2.12] y [2.11], que ¥ = 7 implica o+ = .

Si P,Q y R son puntos, @, R # P, el dngulo a(Q — P, R — P) determinado por los
vectores Q@ — P 'y R — P se denotard QPR. Por [2.11] tenemos que QPR = RPQ).
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E.2.20. Sean A, B y C tres puntos distintos y pongamos o = FE, g = ABC yy= BCA.
Demostrar, usando la propiedad de aditividad de los d4ngulos, que o + 3 + v = 7.

El resultado del ejercicio anterior lo enunciaremos diciendo que la suma de los
gngulos de todo tridngulo es 7. El punto de vista que adoptamos aqui es que una terna
{A, B,C} no ordenada de puntos distintos determina un tridngulo, que denotaremos
T = AABC, o simplemente ABC' si no hay peligro de confundirlo con la variedad
lineal determinada por los puntos A, By C. Los vértices de T' son los puntos A, By
C; los lados de T son los segmentos [BC], [AC] y [BA], de los cuales diremos que son
opuestos a los vértices A, B y C, respectivamente; los dngulos de T son los dngulos
@, B y 7 definidos como en el ejercicio anterior, y que a veces denotaremos A, B y
C: las longitudes de los lados de T' son los nimeros reales a = d(B,C),b=d(A,C)y
c=d(A, B).

Un tridngulo ABC' es rectdngulo si tiene un angulo igual a m/2 (dngulo recto). Si
suponemos que el dngulo recto es A, entonces B 4+ C = n/2 (diremos que By(C
son complementarios), lo cual nos dice que los dngulos B y C son agudos (es decir,
inferiores a m/2). Diremos que a = d(B,C) es la hipotenusa del tridngulo recténgulo y
que b = d(A,C) y ¢ = d(A, B) son los catetos. Entonces, el corolario 2.4 nos dice que
a? = b2 + ¢2, que es la forma usual del teorema de Pitdgoras (v. E.0.6).

E.2.21. Comprobar que el punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo equidista
de sus vértices. Reciprocamente, si en un tridngulo el punto medio de un lado equidista de los
tres vértices, el d4ngulo opuesto al citado lado es recto. Observemos que si u y v son vectores,
entonces (u+v) - (v—1u) = 0siy solosi [ul® = |v]?.

E.2.22. (Hiperplano bisector de dos vectores) Dados dos vectores linealmente independientes
u 'y v, demostrar que los vectores ¢ # 0 tales que a(z,u) = a(z,v), junto con z = 0, forman
un hiperplano de V.

2.2 Perpendicularidad

Sea A un espacio euclidiano, V su espacio vectorial asociado y ¢g su métrica. Conforme
a lo ya dicho en el ejercicio E.2.18, diremos que dos vectores v y w son perpendiculares
u ortogonales si v - w = 0. La relacién de perpendicularidad es, pues, simétrica, ya
que el producto escalar es simétrico. Advirtamos también que 0 es perpendicular a
cualquier vector y que dos vectores no nulos son perpendiculares si y sélo si el éngulo
que determinan es /2.

E.2.23. Sean vy, ..., v, vectores no nulos tales que v; - v; = 0 cuando i # j. Demostrar que
v1, ..., vy son linealmente independientes.
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Segiin la férmula [2.6], dos vectores z y y son ortogonales si y solo si
zGyT =0 [2.13]

donde G, = e y son, respectivamente, la matriz de la métrica g y los vectores de
coordenadas de z e y respecto a una base dada de V.

Si X e Y son dos subconjuntos de V, diremos que son ortogonales si z -y = 0,
cualesquiera que sean ¢ € X y y € Y, es decir, si y solo si todo vector de X es
perpendicular a todo vector de Y.

E.2.24. Dados vy, ...,vy, Wy, ..., ws € V, comprobar que (vy,...,v) y (w1, ..., ws) son orto-
gonales si y solo si v; - vj = g(vi,w;) =0, para 1 i<, 1< J<s

E.2.25. Si X,Y C V son ortogonales, también lo son los subespacios vectoriales (X) y (V)
generados por X e Y (dado X C V, ponemos (X)) para denotar el minimo subespacio vectorial
que contiene X, es decir, el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos
de X).

Ortogonal de un subespacio

Dado U C V, pondremos U' para denotar el conjunto de vectores z € V' ortogonales
a U, es decir,
Ut={z€V]|u-2=0 paratodo u € U}

E.2.26. Demostrar que UL es un subespacio vectorial de V, cualquiera que sea U C V', y que

Ut = (U)J‘.

E.2.27. Sea W es un subespacio vectorial de V y w = (wi, ..., w;) un sistema de generadores
de W. Sea B la matriz de w respecto a una base e = (e1,...,€,) de V (por tanto, w = eB o
wl = BTeT). Como la relacién wT. z = 0 expresa que el vector z es ortogonal a W, ya que
equivale a w; - ¢ = 0 (1 < @ < 7), mostrar que © = (z1,...,%5) es el vector de componentes de
un vector = € W si y solo si satisface el sistema de 7 ecuaciones lineales homogéneas

BTGz =0
donde G es la matriz de la métrica respecto a e.

2.9 Teorema. Para todo subespacio vectorial W de V' se cumple que V. =W & W,
En particular, dim(W') = n — dim(W).

Demostracién: Sea w = (wy,...,w,) una base de W. Consideremos la aplicacién
f: VR talquez — (wy-T,..., W z). La aplicacién f es lineal porque el producto
escalar es bilineal, y estd claro que ker(f) = W2L. Tenemos asi que dim(W+) =
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dim(ker(f)) = dim(V) — dim(Im(f)) > n — r, ya que dim(Im(f)) < dim(R") = r.
Por otro lado, tenemos W N W+ = 0 (una consecuencia inmediata de que el producto
escalar es definido positivo [0]) y, por tanto, dim (W + W+t) = dim (W) 4+ dim(W+) >
r+ (n—r) = n. Esto prueba que W + Wt = V, lo cual, junto con la relacién
W N W+ = {0}, establece lo que pretendfamos. O

E.2.28. Demostrar que W++ = W para todo subespacio W de V. Demostrar también que si
Wiy W son subespacios de V, entonces Wy C Wj si y solo si Wit C Wit

Variedades lineales ortogonales

Si L es una variedad lineal y () es un punto, pondremos
Ly =Q+W(L)* [2.14]

y diremos que Lé es la variedad perpendicular a L por ). Asi, W(Lé) = W(L)ty
dim(Lé) =n —dim(L). Observemos que cuando L es fija y @ variable, las variedades
perpendiculares Lé son paralelas entre ellas.

E.2.29. Probar que L es la variedad perpendicular a Lé por un punto cualquiera de L.

Sean L y L' dos variedades lineales del espacio euclidiano y pongamos W = W (L)
y W' = W(L'). Diremos que L' es perpendicular u ortogonal a L si WL C W' o
WL D> W' Si P’ € L', la condicion W C W' equivale a L%, C L' y la condicién
WL D W' equivale a L$ D L'. Asf pues, una variedad L' es perpendicular a L si
contiene o estd contenida en la variedad L$, para un cierto punto P’ € L'

E.2.30. Usar E.2.28 para demostrar que la perpendicularidad de variedades lineales es simétri-
ca, es decir, que L’ es perpendicular a L si y solo si L es perpendicular a L.

Proyeccion ortogonal

Dado un subespacio vectorial W de V, del teorema 2.9 resulta directamente que existe
una unica aplicacién lineal my: V — W tal que mw(z) =z siz € W y my(z) = 0 si
zeWL Siz=a"4+2" conz' € Wya"e WL, entonces mw (z) = /. Diremos que
Tw es la proyeccion ortogonal de V' sobre W.

E.2.31. Probar que mw (z) es el tinico vector z' € W tal que z — 2’ € W+,

E.2.32. Usar el teorema de Pitdgoras (corolario 2.4) para concluir que |rw(z)| = |z| si y solo
sizeW.
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Cilculo efectivo en base ortonormal
Fl célculo de la proyeccién ortogonal es especialmente simple cuando se conoce una
base ortonormal de W.
2.10 Proposicién. Si (uy,...,u,) es una base ortonormal de W, entonces

mw(z) = (z - u)wg + ...+ (2 - up)u, [2.15]
para todo vector x € V.

Demostracién: En efecto, pongamos 7(z) € W para denotar la expresién de la dere-
cha. Entonces estd claro, por definicién de base ortonormal, que u; - m(z) = u; - © para
todo & € V. Por tanto, u;-(z—m(z)) = 0 (1 < j < r). Estonos dice que z—7(z) € W+
y E.2.31 nos permite concluir que 7(z) = 7w (). O

Ejemplo. Hagamos W =V en la férmula [2.15] y sea (w4, ..., u,) una base ortonor-
mal de V. Puesto que my = Id, para todo z € V tenemos

i = z;(:c U ) Uy [2.15']

Ejemplo. Apliquemos ahora la férmula [2.15] a un subespacio vectorial W de dimen-
sién 1. Si w es un vector no nulo de W y ponemos v = w/|w| (de manera que u es una
base ortonormal de W), entonces

|z - wl
|wl

donde hemos puesto m, = (). Puede resultar instructivo para el lector comparar

(@) = (¢ Wu=(z W) ¥ |ru(@)| = u|= [2.15"]

|w]?

estas formulas con las que hemos discutido heuristicamente en la seccién «Angulos y
producto escalar» de la introduccién a este capitulo.

C3alculo efectivo en base no ortonormal

Veamos ahora cémo podemos calcular la proyeccién ortogonal sobre un subespacio
vectorial W de V del cual conocemos una base e = (ey,...,€,), N0 necesariamente
ortonormal. Sea z un vector y ' = mw(z). Pongamos z' = tie; + ...+ t.e, = tel
(donde t = (t1,...,tr) € R"). Se trata de determinar ¢ bajo la condicién de que
z — 2’ € W, es decir, que (z — 2’) - e = 0. Esta relacién es equivalente a z - e =
2’ -e=1t(eT-e). Como z-e =t (el e) equivale a un sistema de r ecuaciones lineales
en t1,...,t, que tiene exactamente una solucién (es decir, es un sistema de Cramer
compatible y determinado), vemos que det(e”-e) # 0 y asf

t=(z-e)(el e [2.16]
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Si e es ortonormal, eT-e = I, y el resultado nos da de nuevo la férmula [2.15]. Por otro
lado, la férmula coincide con [2.15"] cuando 7 = 1.

Siu= (u1,...,us) es una base arbitraria de V', G = ul. u la matriz de la métrica
y M la matriz de e respecto a la base u (e = uM), entonces el e = MTGM y
z-e=aGM, donde ¢ = (21,...,2,) son las componentes de z respecto a la base u

(por tanto, = zuT). De esto resulta que
t = (zGM)(MTGM)™! [2.16/]

Fijémonos en que M es una matriz 7 X 7 y que, por tanto, no tiene sentido considerar
M~! cuando 7 < n. Sir = n, entonces M es invertible y la férmula se puede simplificar
hasta obtener t = a;(MT)_l, o bien tT = M~12T, o bien 2T = MtT, que no es mds
que la relacién de cambio de componentes de la base e a la base u.

2.11 Nota. Hemos visto que si e = (ej, ..., €,) son vectores linealmente independien-
tes de V, entonces det(ele) # 0. En la seccion 2.3 veremos que, de hecho, det(eTe) > 0,
e interpretaremos el significado geométrico de este determinante.

Proyeccién ortogonal sobre una subvariedad

Sean L una variedad lineal y @ un punto. Pongamos W = W(L) y fijemos un punto
arbitrario P € L. Los puntos de interseccién X de Lé con L son los que cumplen X =
Q+w = P+w, conw€ W, w € Wt. Dado que la tinica solucién es w = mw(Q — P)
y w' = w — (Q — P), resulta que existe un tnico punto de interseccion de Ly Lé, y que
este punto es Q' = P+ mw(Q — P). Fijémonos que, en particular, P + mw(Q — P) es
independiente del punto P € L. Diremos que Q' es la proyeccion ortogonal de () sobre
L y pondremos 71 (Q) para denotarlo. Por definicién, pues, tenemos

m(Q) = P+ 7w (Q - P) 2.17]
para cualquier punto P de L. Como 7w es lineal, 7r,: A — L es una aplicacion afin.

E.2.33. Probar que 7z (X) = 7. (Q) equivale a X € Lé.

Ortonormalizacién de Gram—Schmidt

La demostracién de la proposicién que sigue nos proporciona un método constructivo
(método de Gram-Schmidt) para construir una base ortonormal de un espacio a partir
de una base cualquiera.

2.12 Proposicién. Sie = (e1,...,€en) es una base de V, existe una unica base orto-
normal u = (uy,...,u,) de V tal que

u; € (e1,...,€e) y e-u; >0, para i=1,...,n [2.18]
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Demostracién: Dado que los tinicos vectores unitarios de (e;) son +e;/|e;|, estd claro
que debemos tomar u; = ey /|ey].

Supongamos, pues, que hemos construido recursivamente, para algiin j > 1, vectores
unitarios y ortogonales dos a dos uy, ..., %; que cumplen [2.18] parai=1,...,75, y que
hemos probado que, en estas condiciones, son los tnicos que la cumplen. Puesto que
no queda nada para demostrar si j = n, podemos suponer que j < n. Notemos ademds
que (u1,...,u;) = (e1,...,€j), ya que (uy,...,u;) C (e1,...,¢e;) y dim(uy, ..., u;) = j.

Intentemos ver ahora qué posibilidades tenemos para escoger ujr;. En primer
lugar, tiene que ser u;t1 = Aejp1+z,con A#0y @ € (ey,...,e;). Si ponemos 7; para
denotar la proyeccién ortogonal sobre (e, ..., e;) = (ui,...,u;), entonces m;(u;41) =0
y mj(z) = z, de manera que, necesariamente, x = —Am;(e;41). Por tanto, ujt1 = Avjyq,
donde vj4; = ej41 — mj(ej41). Como uj;; tiene que ser unitario, necesariamente
debemos tomar A = +|v;41|~!. Notemos que esto es posible, ya que Big1 @ {81y n ey B)
y, como consecuencia, vj4; 7 0. Finalmente, estd claro que la condicién u;41 - €41 > 0
implica que la dnica posibilidad es u;41 = vj41/|vj+1]. De este modo, existe un tnico

vector unitario u;41, ortogonala uy,...,u; y tal que uy,. .., uj, uj4+1 cumplen [2.18] para.
i =1,...,7,7+ 1. Visto que este proceso se puede iterar, la prueba queda finalizada
por induccién. O

Nota. Sea u una base ortonormal de V' y consideremos el isomorfismo ¢ : R® — V tal
que z +— uz . Teniendo en cuenta la expresién del producto escalar de V en una base
ortonormal (férmula [2.8]) y el producto escalar de R™ (E.2.1), vemos que se cumple la
relacién

p(@) - p(y) =z y
cualesquiera que sean ,y € R". Mds generalmente, la férmula [2.8] implica que si g y

¢’ son métricas de dos espacios reales V y V' de la misma dimensién, entonces existe
un isomorfismo ¢: V — V' tal que

9'(p(2), e(y) = g(z,y) [2.19]

cualesquiera que sean z,y € V: basta tomar como ¢ la aplicacién lineal que transforma
una base ortonormal de V respecto a g en una base ortonormal de V' respecto a g'.
Este hecho, lo enunciaremos diciendo que ¢ es una isometria entre (V,g) y (V',¢').
Para cada dimensién n existe, pues, una unica métrica salvo isometrias.

Producto escalar y ecuaciones cartestanas

El producto escalar estd estrechamente relacionado con las ecuaciones cartesianas de
las variedades lineales de una espacio euclidiano. En este apartado, destinado a la
exploracién de estas relaciones, primero expondremos el caso de un hiperplano y después
el caso general.
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Ecuacién de un hiperplano

Sea H un hiperplano. Como W (H)* es un espacio vectorial de dimensién 1, W (H)* =
(a), donde @ es cualquier vector no nulo de W(H)*. Si P € H, la condicién para que
X € H es que X — P € W(H), es decir, que

a- (X=P)=0 [¥]
En una referencia R = [O, u], esta condicién adopta la forma
aGzT = aGpT [2.20]

donde a son las componentes de a respecto a u, = las R-coordenadas de X y p las
R-coordenadas de P. Si ahora ponemos b = (by,...,b,), donde b = aG,y B =bpT =
bipy + -+ -+ bupn, la dltima ecuacién adopta la forma

bizi+ -+ buzn =0 [2'20,]

Hemos obtenido asi, a partir del vector a perpendicular a H y mediante el producto
escalar, una ecuacién cartesiana de H en la referencia R. Seflalemos que si R es
rectangular, es decir, si u es ortonormal, entonces G = I, y b = a, con lo cual la
ecuacién del hiperplano se escribe

a1+ ot apT, = [220”]
donde @ = a1p1 + -+ appa.

E.2.34. Supongamos que byjz; + -+ bpz, = [ es la ecuacién de un hiperplano H en una
referencia R = [O,u] de A. Sea b = (by,...,b,) y definamos @ = (ay,...,a,) por la férmula
a = bG™!, donde G es la matriz de la métrica en la referencia R. Probar que el vector
a =ua” = aju; + - -+ apu, es un vector perpendicular a H. Notemos que en el caso que
R sea rectangular, los mismos coeficientes b = (by, ..., b,) son las u-componentes de un vector

perpendicular a H.

E.2.35. Hiperplano bisector de dos puntos. Dados dos puntos distintos P y ), demostrar que
el conjunto de puntos X tales que d(X, P) = d(X, Q) es el hiperplano perpendicular a Q — P
que pasa por el punto medio de los puntos P y Q.

Ecuaciones de una variedad lineal

Las consideraciones que hemos hecho en el apartado anterior se extienden fdcilmente
al caso de una variedad lineal L arbitraria.

Sea W = W(L) el espacio director de L y escojamos un punto P € L. Sea r =
dim(L) y pongamos s = n — r. Sea a = (a1,...,as) una base de W+ (dim(W+t) = s
por el teorema 2.9). De este modo se cumple que w € W si y solo si a; - w = 0 para
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i=1,...,s, es decir, si y solo si al-w = 0. Si X es un punto cualquiera, la relacién
X € L equivale a X — P € W y, por tanto, a

als (X-P)=0 [*%]

que es la andloga para L de la férmula () del caso de un hiperplano.

Veamos cémo se expresa [+#] en una referencia R =[O, u]. Sea G = uT" u la matriz
de la métrica y A la matriz de los vectores a respecto a u, de manera que a = uA.
Pongamos z y p para denotar las R-coordenadas de X y de P, respectivamente. As{
X — P=u(aT — pT) y la ecuacién [##] se traduce a la ecuacién matricial

ATGzT = ATGpT [2.21]

Pongamos B = ATG (es una matriz de tipo s xn) y BT = BpT. Con estas notaciones,
la dltima ecuacién se convierte en

BzT =pgT [2.21/)

que es un sistema de ecuaciones cartesianas por la variedad L (de s ecuaciones inde-
pendientes, para ser mds exactos).
En el caso que R sea rectangular, B = AT y el sistema [2.21] adopta la forma

AT2T = of [2.21"]
donde aT = ATpT.

E.2.36. Supongamos que BzT = BT es un sistema de s = n — 7 ecuaciones cartesianas de una
variedad lineal L de dimensién r en una referencia R = [O, u] de A (asf pues, B es una matriz
de tipo s x n, de rango s, y 8 = (B1,...,0s) es un vector fila de dimensién s). Definamos
la matriz A por la férmula AT = BG~!, donde G es la matriz de la métrica en la referencia
R. Probar que A es la matriz de una base de W (L)* respecto a u. En el caso de que R sea
rectangular, tenemos simplemente A = BT,

Distancia entre variedades lineales

La distancia de un punto P a un subconjunto no vacio L C A, d(P, L), se define como
el infimo de las distancias d(P,Q), para @ € L. Mds generalmente, la distancia entre
dos subconjuntos L, L' C A, d(L, L"), se define como el infimo de las distancias d(P, @),
paraPeLyQe€ L.

En este apartado expresaremos en términos geométricos la distancia d(L,L’) en
el caso que L y L' sean variedades lineales y encontraremos, en particular, férmulas
efectivas para calcularla.
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2.13 Proposicién (Distancia de un punto a una variedad lineal). Sea L una variedad
lineal y P un punto. Entonces

d(Pv L) = d(Pa 7rL(]D))
y 71, (P) es el dnico punto de L que cumple esta igualdad.

Demostracién: Sea W = W(L), y sea @ € L un punto cualquiera. Sea Pt = ag(P).
Tenemos P — Q = (P — P') + (P' — Q) y estd claro que P' — Q € WyP—Pcwt,
Del teorema de Pitagoras (v. corolario 2.4) y de la definicién de distancia entre puntos,
resulta que d(P,Q) > d(P, P') para todo Q € L, Q # P'. Por tanto, d(P,L) =d(P, P,
y estd claro que P’ es el tinico punto de L que cumple esta igualdad. O

Ejemplo. Distancia de un punto a un hiperplano. La distancia d = d(Q, H) de un
punto @ al hiperplano H dado por la ecuacién [2.20] se obtiene por la férmula

_ e (Q-P)|

d= lal :Iﬂ-a(Q_P)‘

De hecho, si ponemos Q' para denotar la proyeccion ortogonal de () sobre H, entonces
- (Q-P)=a (Q-Q)+a (Q'-P)=a (Q-Q'),yaque Q'—P € W(H) es ortogonal
al vector a, y tomando valores absolutos obtenemos |a - (Q — P)| = |a- (@ — Q| = |ald,
ya que Q — Q' y a son proporcionales y d = d(@Q, @"). En una referencia rectangular la
ecuacién de H es [2.20"] y

g [Zaile—p)l _ |GCaig) — o

> af > of

donde p = (p1,..,Pn) ¥ ¢ = (41, - -, ¢n) son las coordenadas de Py @. Usando [2.15']
en lugar de [2.15"], es facil escribir una férmula que nos proporcione d en cualquier

referencia.

E.2.37. Hiperplanos bisectores de dos hiperplanos. Sean H y H' dos hiperplanos no paralelos.
Sea a (@') un vector unitario perpendicular a H (H'). Demostrar que el conjunto de puntos
que equidistan de H y H' es la unién de dos hiperplanos. Demostrar también que estos dos
hiperplanos contienen HNH' y que a+ a’ y a—a’ son sus respectivos vectores perpendiculares
(en particular, los dos hiperplanos en cuestién son perpendiculares). Por otro lado, si H y
H' son paralelos, pero distintos, los puntos X tales que d(X,H) = d(X, H') forman un dnico
hiperplano.

Ahora estudiaremos la distancia entre dos variedades lineales arbitrarias en términos

geométricos.

2.14 Proposicién (Distancia entre dos variedades lineales). Sean L y L' dos varieda-
des lineales y pongamos W = W (L) y W' = W(L') para denotar sus espacios directores.
Sea U = (W + W')L. Entonces se cumple, cualesquiera que sean P € L y P' € L', que

d(L, L") = |ty (P - P')|
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Demostracién: Observamos primero que el vector 7y (P’ — P) es constante mientras
Pe Ly P € L' En efecto,si P,Q € Ly P',Q" € L', entonces Q = P+ w y
Q' = P' + w', para ciertos w € W y w’ € W'. Por tanto, Q' — Q = (P’ — P) + v’ — w.
Como w' —w € W + W', tenemos my(w’' — w) = 0, y de esto se sigue que 7y (Q' — Q) =
my(P' = P).

En particular, la norma d = |ry (P’ — P)| es constante mientras P € L'y P' € L'.
Ahora sabemos que |P' — P| > |ry (P’ — P)|, sean cuales sean los puntos Py P,y que
vale la igualdad si y solo si P’ — P € U (E.2.32). Por tanto, obtenemos que P € Ly
P' € I’ implican d(P, P') > d y que la igualdad vale si y solo si P'— P € U. Est4 claro,
pues, que para terminar la demostracién solo nos hace falta ver que existen P € L y
P' ¢ L' tales que PP = P € U.

Fijemos un punto Py € L y consideremos la variedad M = L+U = FBp+ W + U.
Debido a que (W + U) + W' = V, la variedad M corta a L' (proposicién 1.18). Sea
P' € M N L', de manera que existen w € W y u € U tales que P' = Py + w + u.
Entonces, P’ — u = Py + w, y esto prueba que el punto P = P' —u es de L. Y visto
que P — P = u € U, esto finaliza la demostracién. d

E.2.38. Con las notaciones de la proposicién anterior,

1) Probar que W/ N(W +U) = W' NW y deducir, si i = dim(W N W’), que la interseccién
N' = (L+U)NL' C L' tiene dimensién i. Andlogamente, tenemos que N = (L'+U)NL C
L tiene dimensién .

2) Dado un punto @ € L, probar que la interseccién Q* = (Q +U) N L' es no vacfa si y solo
si Q € N, y que, si este es el caso, entonces @* es un punto de N’. Ademds, la aplicacién
N — N’ tal que @ — Q* es biyectiva.

3) SiQ e LyQ €L, demostrar que d(Q,Q’) = d(L,L') siysolosiQ € Ny Q' = Q.
Notemos que N y N’ se reducen a un punto si y solo si W N W’ = {0}.

Ejemplo. Sean L = P+ (w) y L' = P' + (w') dos rectas no paralelas del espacio
ordinario (v. figura 2.4). Los respectivos espacios directores son W = (w) y W' = (w').
Como las rectas son no paralelas, W 4+ W' = (w, w') tiene dimensién 2 y U = (w, w’)*
tiene dimensién 1. Asi podemos escribir U = (u) para un cierto vector no nulo u. Si
ponemos v = P’ — P, la férmula [2.15"] nos da que

URR7
7TU(’U) = WU
y, COMo consecuencia,
v - ul
4L, 1) = | m [2.22]

En este caso existe, por el ejercicio anterior, un tnico par de puntos ) € Ly Q el
tales que d(L, L") = d(Q,Q’): el punto Q' es la interseccién del plano L = P + (w, u)
con L' y el punto @ es la interseccién del plano I'=P+ (w',u) con L. La recta QQ’
coincide, pues, con la interseccién InT y es la tnica recta que corta a L y L' y que
es perpendicular a las mismas.
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Figura 2.4: Ilustracidn de 2.14 en el caso de dos rectas no paralelas del espacio ordinario

Ejemplo. Sean L = P+(w)y L' = P'+(w) dos rectas paralelas del espacio ordinario.
Entonces W = W' = (w), W+4+W' = (w) tiene dimensién 1 y U = (w)* tiene dimensién
2. Asf podemos escribir U = (uy, u2), u1 y u; linealmente independientes. En este caso,
L'+U = A3y, por tanto, para todo punto @ € (L' +U)NL = L hay un punto Q' € L’
tal que d(L, L') = d(Q, Q’). El punto Q' es la interseccién del plano Q + (uy, u;) con L/
y es inmediato comprobar que es la proyeccién ortogonal de ) sobre L’. Se desprende
que

d(L,L") = d(Q, L), para cualquier punto Q € L. [2:23]

Asf pues, el problema de encontrar la distancia entre dos rectas paralelas se reduce al
célculo de la distancia entre un punto y una recta, y esta cuestién se puede resolver
mediante la férmula [2.13].

2.3 Volimenes

Primero expondremos algunas consideraciones sobre la nocién de orientacién de un
espacio vectorial real y después nos ocuparemos de la definicién, las propiedades y el
célculo efectivo de volimenes en un espacio euclidiano, asi como de algunas de sus
aplicaciones.
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Orientaciones

En este apartado supondremos que V' es un espacio vectorial real de dimensién finita n.
Dadas dos bases e y € de V, diremos que tienen la misma orientacion, y escribi-
remos e ~ €', si det(A) > 0, donde A es la matriz de e’ respecto a e. Si det(A) < 0,
diremos que e y e’ tienen orientaciones opuestas o contrarias.
Sie=(e,...,en) es una base de V y ponemos € = (e1,...,€n-1, —en), entonces la
matriz de & respecto a e es J, = diag(1,..., 1, -1)y, ya que det(J,) = —1, e y € tienen
orientaciones contrarias.

2.15 Proposicién. La relacion e ~ e’ es de equivalencia.

Demostracién: Puesto que la matriz de una base e respecto a ella misma es la matriz
identidad I, y det(I,) = 1, resulta que e ~ e, es decir, que ~ es reflexiva. Sean ahora
e, ey e" bases tales quee ~e'y e ~ e'. Entonces tenemos, si e =eAy e’ =¢e'A,
det(A) > 0y det(A’) > 0. Pero como e = e'A' = eAA' y det(AA') = det(A) det(A’) >
0, resulta que e ~ €, con lo cual tenemos que ~ es transitiva. Finalmente, debido a
que si € = eA entonces e = e/A-1 y det(A™1) = det(A)~! > 0, obtenemos que ~ es
simétrica. O

Pondremos or(V) para denotar el cociente del conjunto de bases de V por la relacién
de equivalencia ~. A los elementos de or(V) los denominaremos orientaciones de V.

2.16 Proposicién. El espacio vectorial V tiene ezactamente dos orientaciones. Mds
precisamente, sio es la orientacidén de una base cualquiera e y o la de la base €, entonces

or(V) = {o,0}.

Demostracién: Sabemos que e y € tienen orientaciones opuestas y, por tanto, o =0,

Para finalizar la prueba, bastard demostrar que, dada otra base e/, o bien ' ~ e
o bien e ~ e. Ahora bien, si € = eA, donde A es la matriz de e’ respecto a e,
entonces también es ¢ = &JA, y como det(JA) = —det(A), vemos que e tiene la
misma orientacién que e si det(A) > 0 y la misma orientacién que € si det(A) < 0. O

Dada una base e de V y una orientacién o, diremos que e tiene orientacién o, o que

es o-orientada, para expresar que o es la clase de e respecto a ~. Estd claro, por lo que
ya hemos dicho, que si e es o-orientada, entonces € es o-orientada.

Volumen euclidiano respecto a una orientacion

Volvamos a la geometria. Sean V' y g el espacio asociado y la métrica de un espacio
euclidiano A, y sea o una orientacién de V.
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Dados los vectores e = (ey, ..., e,) de V, pondremos
Vo(e) = det(M) [2.24]

donde M es la matriz de e respecto a una base ortonormal o-orientada u.

Para que esta definicién tenga sentido, hace falta ver que el resultado no depende
de la base ortonormal o-orientada u que utilizamos. Sea, pues, u’ otra base ortonormal
o-orientada y pongamos u’ = uA. Tenemos que det(A) = 1, ya que A es ortogonal y
det(A) > 0. Si ahora e = u'M’, entonces M = AM' y

det(M) = det(AM') = det(M’)
Diremos que V,(e) es el volumen de e respecto a la orientacién o.

E.2.39. Usar las propiedades de los determinantes para mostrar que la aplicacién

(€155 58n) = Volei;«v:sep)
es multilineal alternada y que V,(e1,...,e,) = 0 si y solo si los vectores e, ..., e, son lineal-
mente dependientes (se dice que una aplicacién es multilineal si es lineal en cada una de sus

variables fijando arbitrariamente el valor de las demds, y alternada si la trasposicién de dos
cualesquiera de sus variables tiene el efecto de cambiar el signo del valor de la aplicacién).

E.2.40. Comprobar que V;(e) = —V,(e) y que V,(€) = —V,(e).
Si Ry, Py,..., P, son puntos de A, pondremos
Vo(Po, Py, Py) =Vo(PL = Po, ..., Pn — R) [2.25]

y diremos que es el volumen del paralelepipedo Py, Py, ..., P, respecto a la orientacién o.

Volumen euclidiano absoluto

Dados los vectores e = (ey,...,e,) de V, el ejercicio E.2.40 muestra que |V,(e)| sélo
depende de e, y no de la orientacién o. Pondremos V' (e) = |V, (e)| y diremos que V'(e) es
el volumen absoluto, o simplemente el volumen de e. Estd claro que V' (e) = | det(M)],
donde M es la matriz de e respecto a una base ortonormal cualquiera.

2.17 Proposicién. Dados los vectores arbitrarios e = (e1,...,e,) de V, pongamos
el e para denotar la matriz (e; - ¢;). Entonces det(e-e) >0 y

V(e) = y/det(eT-e)
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Demostraciéon: En efecto, si e = uM, donde u es una base ortonormal, entonces
ele = (uM)T - (uM) = MT (uT- )M = MT M.

Por tanto,
det(eT- e) = det(MT M) = det(M)? = V (e)?

de donde el enunciado resulta directamente. O
2.18 Corolario. Dados los vectores arbitrarios e = (ey,...,e,) de V, det(el-e) = 0
si y solo si los vectores ey, ..., e, son linealmente dependientes. |

Sean ahora e = (e, ...,€,) vectores arbitrarios de V', 1 < r < n. Entonces sabe-
mos que dim (e, ...,e,) < r, y que la igualdad vale si y solo si ey, ..., e, son lineal-
mente independientes. Sea V' un subespacio vectorial de V' de dimensién r tal que
(e1,...,e,) C V'. Razonando dentro de V' como antes hemos hecho en V', obtenemos
que

det(eT-e) =V'(e)2 2 0

donde V'(e) denota el volumen de e respecto a V', y que det(e’-e) = 0 si y solo si
e1,...,e, son linealmente dependientes. Dado que la expresion det(eT- e) coincide,
por la proposicién 2.17, con V (e) cuando r = n, es natural definir

V(e) = y/det(eT-e) [2.26]

para cualquier 7. Por lo que hemos dicho hasta ahora:

2.19. V(ey,...,e,) = 0, cualesquiera que sean ei,...,e,, y V(e) = 0 st y solo si
e1,..., e son linealmente dependientes. O

2.20 Ejemplo. Para r = 1 tenemos que V (e;) = ,/e1 - €1 = |e1], es decir, la longitud
de €1.

2.21 Ejemplo. Para r = 2 tenemos, si @ = a(ey, e2), que V (e, e3) = |e1|[ez|sen ().
En efecto,

€1°€1 €1°€2
€z €1 €2°€2

V(€1,€2)2 =

= |e1|*e2|” — (e1 - €2)?
= le1|?|ea]?® — |e1|?|e2|? cos?(e)

= |e1|?|ez|*sen?(a),

y la afirmacion se desprende de que & € [0, 7] y, por tanto, sen (a) > 0.
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E.2.41. Con las notaciones del ejemplo anterior, comprobar que |ez|sen(a) es la longitud
del vector e’ = ey — 7, (e2), donde 7, denota la proyeccién ortogonal sobre (e;). Es decir,

V(er, e2) = [e"[|er] = [€"[V(er).

La interpretacién del ejemplo 2.21 que nos proporciona el ejercicio E.2.41 se gene-
raliza, como lo muestra la proposicién que sigue, para todo 7.

2.22 Proposicién. Sean r un entero tal que 1 <r < n yey,...,e,, e vectores arbitra-
rios de V. Pongamos e = e'+€", donde €' € (ey,...,e,) ye" € {e1,...,e.)t. Entonces,
Very...,ere€) = |€"|V(e1,...,e). En particular, V(ey,..., e, e) = |e|V(e1,...,e) si
e es ortogonal a los vectores ey, ..., e, (figura 2.5).

Demostracién: En efecto, si ponemos e = (ey, ..., €,), se comprueba inmediatamente
que la matriz de productos escalares (e, e)T- (e, e) tiene la forma

el e el. ¢
el_e |e/|2+|e”|2

Ahora el determinante de esta matriz es igual a
T T, ot T
e'-e e-e e-e 0
det det
( |e'|2> * ( e !e"P)
Pero el primer determinante es nulo, ya que es igual a V(ey,..., e, €)% y los vecto-
res ey,..., e, € son linealmente dependientes, y el segundo determinante es igual a

le”|?V (e)?. La férmula enunciada resulta de que el determinante de (e,e)”: (e,e) es
igual a V (e, e)?. O

|
I
I
|
|
|
I
|
|
) €1

a) V(e1,ez) = 1|e"|V(e1) b) V(e1, ez e3) =|e"|V(e1,e2)

Figura 2.5: Area de un paralelogramo y volumen de un paralelepipedo

E.2.42. Usar induccién para ver que, si ey, ..., e, son dos a dos ortogonales, entonces

Viet,...,er) = lex] - les|
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E.2.43. Seae = (e1,...,¢er), e € V, 1 =1,...,r. Sea u = (uy,...,u,) una base arbitraria
de V, G = uT u (matriz de la métrica respecto a la base u) y M la matriz de e respecto

a la base u (M es la matriz tal que e = uM). Entonces, e7- e = MTGM vy, por tanto,
V(e) = \/det(MTGM). Si la base u es ortonormal, entonces G = I,,, y nos queda V(e) =
V/det(MTM). Si ademds r = n, entonces det(MTM) = det(M)? y V(e) = |det(M)], en
concordancia con la definicién de V (e) (cuando 7 = n).

Volumen geométrico
Si Py, Py, ..., P, son puntos, pondremos V (P, Py,...,P.) =V (P, - F,..., P, — F).

E.2.44. Comprobar que V(Py +v,..., P, +v) = V(P,..., P;), para cualquier vector v.

Parar = 1 tenemos que V (P, P1) = d(Fo, P1). Parar > 2, la clave para interpretar
V(Po,...,P)) como un «volumen geométrico» es la proposicién que sigue.

2.23 Proposicién. Sean Py, Py, ..., P, puntos, 2 < r < n. Pongamos L = Py---P,_;
y h=4d(P,,L). Entonces

V(Po, Pry...,P)=h-V(FP,P,...,P_1) [2.27]
Demostracién: Pongamos e; = P; — Fy (1 <7 < ). Entonces
V(Bos PisssssBPe) = Vi€iyeiss€n) ¥ V(b Pisess;Fr—i)= V(€150 +,6p—1)
Por otro lado, con las notaciones de la proposicién 2.22, tenemos
Vier,...,e) =|e"|V(e1,...,er—1)

donde €’ € (ey, ..., e,_1) es la proyeccién ortogonal de e, = P, — I} sobre (e1,...,€e,_1)
y donde €’ = e, —e’. Asf pues, es suficiente ver que |e¢”| = h. Ahora bien, P! = Py + ¢’
es la proyeccion ortogonal de P, sobre Ly

h=d(P,, L) =d(B, P) = |P. = P| = |(P. = Po) — (P = Po)| = |er — €| = |¢"|
como queriamos demostrar. a

Sefialemos que la proposicién 2.23 puede ser utilizada para calcular la distancia de

un punto @ a una variedad L: Sidim(L) =ry Fo, P,..., P, son puntos independientes
de L, entonces

d(Q,L) =V (Po, P,...,P,,Q)/V(Po, P1,..., B) [2.27]
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Ejemplo. Sea L una recta de A3 y @ un punto. Para aplicar la férmula [2.27] al
célculo de la distancia d = d(Q, L), sean P y v un punto y un vector director de I, y
pongamos Fp = P, P, = P+v. Seaw = Q — P. Entonces, d = V (P, P1,Q)/V (P, P),
V(P07P1)2 = 'Pl - POIZ = ‘,UIZ y V(PO,leQ)2 = V(va)2 = IU|2|U)|2 - (’U ’ w)z’
igualdades de las cuales se sigue que d? = |w|? — (v - w)2/|w|?, es decir,

d= /|w|* = |y (w)[?

Volumen de paralelepipedos y simplices

Dados los puntos P, ..., P, diremos que el conjunto
[Po,- s P]={X €A|X = B+ S XNi(P - Ry),0 < A < 1)

es el paralelepipedo determinado por P, ..., P.. Observemos que [Fy] = {P}, que
[Fo, P1] es el segmento de extremos Py y P y que [Fo, P, P,] es el paralelogramo de-
terminado por Fy, P; y P,. Andlogamente, al conjunto

AlRo, .., B]={X € A X = B+ L N(P = ), \i 2 0, )\ < 1)

se le llama simplice, o r-simplice, de vértices Py, .. ., . Notemos que A[Py, P] =
[Fo, Pi] y que A[Py, P1, Py] es la «superficie triangular» determinada por el tridngulo
PyP, P;. Los 3-simplices se denominan tetraedros.

Dado un paralelepipedo [F, ..., P], se dice que el paralelepipedo [P, ..., P._;] es
la base de [F, ..., P,]. La distancia de P. a la variedad lineal Fy---P._; se dice que
es la altura de [Fy, ..., P,]. Andlogamente, se dice que el simplice A[Fy, ..., B._1] es
la base de A[Fy, ..., P], y la altura de A[P,, ..., P,] se define igual que en el caso del
paralelepipedo.

Volvamos a la interpretacién de 2.23. Parar = 1, V(Po, P) = d(Py, P,), que es la
longitud del segmento [Py, P;]. Para r = 2, V(Fo, P, Py) = d(Po, P1) - d(P, FyPy), que
es el producto de la longitud de la base del paralelogramo [Py, P;, P,] por su altura.
Por tanto, V' (Fo, P1, P,) es el drea del paralelogramo [Py, P;, Py] (v. figura 2.5.a). Para
r = 3, la relacién

V(Fo, P1, P2, P3) = V(Py, P1, P,)d(P3, PyP, Py)

nos muestra que V(Fy, Py, P, P3) es el producto del drea de la base del paralelepipedo
[Fo, P1, P2, Ps] por su altura y, por tanto, vemos que V(Po, P1, P, P3) no es mis que el
volumen de [Fy, Py, P, P3] (v. figura 2.5.b).

E.2.45. Demostrar que si i, i1, ..., ¢, es una permutacién de 0,1,...,7, entonces

Vi(Pos Prys s ssPr) = V(B i Pryyon s B
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La proposicién 2.23 nos da un criterio suficiente (inductivo) para saber cuando
dos paralelepipedos [Fy, Pi,..., P y [Qo,Q1,-..,@Q,] tienen el mismo volumen: es
suficiente que tengan igual altura y que sus bases tengan el mismo volumen. El ejercicio
anterior nos muestra que dos paralelepipedos tienen el mismo volumen si cumplen la
condicién anterior para alguna permutacién de sus vértices. En tal caso diremos que
los paralelepipedos tienen el mismo volumen por el criterio «base por altura». Este
criterio lo extendemos a los simplices.

Naturalmente, el drea del tridngulo A[P,, P, P,] se define por %V(Po,Pl, P,), va
que (v. figura 2.6.a) el paralelogramo [Fy, Py, P;] se descompone como la unién de dos
tridngulos que tienen la misma drea (por el criterio base por altura): A[Fy, P, Py] y
A[Py, P, P3], donde P3s = Py + (P, — Py) + (P, — Ry). Andlogamente, el volumen del
tetraedro APy, Py, Py, P3] (v. figura 2.6.b) se define como %V(PO,PI,PQ,Pg), ya que
existe una descomposicién del paralelepipedo [Py, Py, P, Ps] en seis tetraedros de igual
volumen andloga a la descomposicién en dos tridngulos del caso del paralelogramo. La
idea bdsica de este hecho se puede comprender con la figura 2.6.b, donde se muestra
cémo el paralelepipedo [Fy, Pi, P,, P3] se descompone en dos prismas triangulares de
igual base y altura (correspondientes a la descomposicién de cada uno de los para-
lelogramos [Fo, P1, P;] y [Ps, Py, Ps] en dos tridngulos de igual drea) y también cémo
el prisma dibujado con lineas mds gruesas se descompone como unién de los tetrae-
dros A[Fo, Py, Py, Ps), A[Py, Py, P3, Py] y A[P;, Ps, Py, Ps], los cuales tienen el mismo
volumen, como es facil de ver por el criterio base por altura. Estas consideraciones se
pueden generalizar para un r arbitrario: se obtiene que el volumen de un r-simplice es
el volumen del correspondiente paralelepipedo dividido por 7!.

a)

Po ' P,

Figura 2.6: Area de un tridngulo y volumen de un tetraedro

E.2.46. Si en una referencia rectangular los vértices P, P, y P3 de un tridngulo tienen coor-
denadas Py = (z1,y1), P2 = (z2,y2) y Ps = (z3,ys), probar que el drea del tridngulo es

1 Ty Y1 1
—lza y2 1
T3 ys 1
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Aplicaciones

En este apartado ilustraremos algunas de las ideas que hemos estudiado para establecer
dos puntos que hasta el momento no hemos podido considerar: la nocién de angulo en
un plano orientado (dngulos orientados) y un criterio para decidir, a partir de la matriz
de una forma bilineal simétrica, si esta es definida positiva o no.

Angulos orientados

Supongamos que V' tiene dimensién 2 y que o es una orientacién de V. Dados dos
vectores no nulos v y v de V, definimos o, = o, (v, w) € [0,27) de la forma siguiente
(v. figura 2.7):

o (v, ) = {a(v,w) si Vo(v,w) >0 2.28]

C 27 - (v, w) si V,(v,w) <0

-

Figura 2.7: Angulo orientado

Observemos que si V,(v,w) # 0, entonces v y w son linealmente independientes y,
por tanto, a(v,w) € (0,7), con lo cual vemos que a,(v,w) € (m,2m) si V,(v,w) < 0.
Diremos que o, (v, w) es el dngulo entre v y w relativo a la orientacion o. Si o se puede
sobreentender, diremos simplemente que es el dngulo orientado entre v y w. En todo
caso,

v-w

cos(a,) = cos(a) = o] (2.28]

(con a@ = a(v,w)). En lo referente a sen(a,), en el ejemplo 2.21 hemos visto que
V (v, w) = |v||w|sen(a), de donde resulta que

Vo (v, w) = |v||w|sen (a) [2.28"]

ya que V,(v,w) y sen(a,) tienen el mismo signo. Reciprocamente, esta igualdad y

cos(a@,) = ——— determinan univocamente .

|v]w]
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Criterio de positividad

2.24 Proposicién. Sean V un espacio real de dimension finitan y g: V xV = R
una aplicacion bilineal simétrica. Sea G = (gi;) la matriz de g respecto a una base
e = (e1,...,en) de V y pongamos dy = det(gi;)1<ij<k, k = 1,...,n. Entonces, g es
definida positiva si y solo si d > 0 para todo k.

Demostracién: Veamos primero que la condicién es necesaria. Si g es definida posi-
tiva, la teorfa del volumen que hemos desarrollado es vilida para g y, por consiguiente,
dp =V(e1,...,ex)? > 0 para todo k =1,...,n.

Para ver la suficiencia de la condicién, razonaremos por induccién respecto a n. Si
n = 1, entonces estd claro que la condicién dy = g7 > 0 equivale a decir que g es definida
positiva. Supongamos, pues, que n > 1 y que tenemos la proposicién demostrada por

induccién para espacios de dimensién n — 1. Pongamos V/ = (ey,...,e,-1). Entonces
la matriz G’ de la restriccién de g a V', respecto a la base ej,...,e,_1, se obtiene de
G omitiendo la idltima fila y la dltima columna. Como dy,...,d,_; son positivos, por

recurrencia podemos suponer que g(v’,v’) > 0, para todo v’ € V/ no nulo.

Consideremos ahora un vector no nulo &, € V'* (notemos que dim(V'*) = n —

(n — 1) = 1, por el teorema 2.9). Entonces ey,...,e,_1,€, es una base de V y, por
_ !
construccién, la matriz de g respecto a esta base es G = (Cg gO ), donde g,, =
nn

9(En,€,). En vista de que G = ATGA (siendo A la matriz de la base nueva respecto a
la antigua), y que det(G') = d,—1 y det(G) = d,, tomando determinantes obtenemos
que dp_1Gnn = a’d,, donde a = det(A). Esta relacién y la positividad de d,_; y d,
nos muestran que g, > 0.

Sea ahora v un vector no nulo de V. Pongamos v = v' + Aé,, donde v/ € V' y
A € R. Entonces, g(v,v) = g(v/,v') + A%Gnn > 0, ya que g(v',v’) > 0, A2g,, > 0y una
de las dos expresiones es no nula (de otro modo seria v = 0). O

2.4 Producto vectorial

Esta seccién la destinamos al estudio del producto vectorial en un espacio vectorial
euclidiano V de dimensién n > 1. Todos los resultados los particularizamos para n = 3,
ya que este es el caso mds importante, especialmente para las aplicaciones. También
incluimos una introduccién al cuerpo de los cuaterniones, la cual nos permite poner
de relieve algunas de las relaciones fundamentales de estos objectos con la geometria
euclidiana de dimensién 3.
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Definiciones y propiedades generales
Empecemos por establecer un resultado auxiliar de dlgebra lineal.

2.25 Lema. St £:V — R es una aplicacion lineal, entonces existe un tinico vector
v=w¢ €V tal que {(z) = v -z para todo z € V.

Demostracién: Si v € V, definimos la aplicacién v: V' — R por la férmula 9(z) =
v-z. La aplicacién v es lineal, ya que el producto escalar es bilineal y, por tanto,
v € V* (el espacio dual de V). Consideremos ahora la aplicacién V — V* tal que
v — 0. Esta aplicacién es lineal, de nuevo porque el producto escalar es bilineal [o].
Ademds, es una aplicacién inyectiva, ya que si ¥ = 0 entonces tenemos, en particular,
0=719(v) =v-v=|v|?y, por tanto, v = 0. Como V y V* tienen la misma dimensién, la
aplicacién V — V* es un isomorfismo. De este modo tenemos, dado £ € V*, que existe

un tnico v € V tal que ¥ =&, y esto termina la demostracién. O
Fijemos una orientacién o de V. Dados los vectores ey,...,e,_1, la aplicacién
V — R tal que
= Vo(ery...,en1,2)

es lineal (E.2.39). Asi pues, por el lema 2.25, existe un unico vector v tal que

v = Vleiy: viyen—i; ) [2.29]
Diremos que v es el producto vectorial de ey, ..., e,_; respecto a 0, y pondremos
PNollrsisesluai)] © €f Ay insNpCri

para denotarlo. Nos referiremos a [2.29] como la férmula del producto mizto. Para
n = 3, esta se escribe

(e1 Ao €2) - & = V,(e1,e9,2) [2.29']

E.2.47. Verficar que la aplicacién A,: V*~! — V es multilineal alternada (tsese E.2.39 y la
férmula del producto mixto).

E.2.48. Comprobar que A; = —A, (tsese E.2.40).

2.26 Proposicién (propiedades del producto vectorial). Sean ey, ...,e,—; vectores y
pongamos v = A, (e, ..., en—1). Entonces:
1) El producto vectorial v es no nulo si y solo siey,...,e,_1 son linealmente inde-
pendientes.

2) El vector v es perpendicular a todos sus factores e; (1 <1< n—1).
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3) Siei,...,en1 son linealmente independientes, entonces
— TD)
Vo(ela .- 'aen—lvv) - V(Cl, “ '1en—lav) - i’Ul >0
y, por tanto, ey, ...,en—1,v es una base o-orientada de V.

4) La norma de v es igual a V(ei1,...,en—1), €s decir,
| No (ela e -;en—l)l = V(el, ceey en—l)

Demostracién: El hecho de que el producto vectorial sea una aplicacién multilineal
alternada implica que v = 0 si ej,...,e,—1 son linealmente dependientes. Por otro
lado, si ey, ..., en—1 son linealmente independientes y e, es cualquier vector linealmente
independiente de ellos (e, existe ya que dim (V') = n), entonces V,(e1, ..., €n-1,€n) # 0,
y por la férmula del producto mixto tendremos v # 0. Esto demuestra 1.

La férmula del producto mixto nos da v-e; = Vo(e1,...,en—1,€;). Puesto que en la
tltima expresion el valor de la variable n-ésima, e;, coincide con el valor de la variable
j-ésima, y como V, es una aplicacién multilineal alternada, obtenemos que v - e; = 0.
Esto demuestra 2.

Ahora tenemos

o2 =v-v="V,(e1,...,€n-1,7) [+]
de nuevo por la férmula del producto mixto. Dado que |v]* > 0, Vo(e1, ..., €n-1,v) =
V(e1y- ., en—1,v). La proposicién 2.22, y el hecho de que v sea perpendicular a todos

sus factores, implican que

V(el, N 2 I ’U) = |v|V(el, ey en_l)

Por tanto,

|v|? = |v|V(e1, .- €n—1) [*x]
Supongamos ahora que ej,...,en_1 son linealmente independientes. Puesto que por 1
sabemos que v # 0, [**] nos da 4 y [*] nos da 3. O

Para n = 3, el producto vectorial v = e; A, € es un vector perpendicular a e, y es,
su médulo es |v] = V(e1,ez) = |e1||ea|sen(e), donde o = a(e1, €2), y €1,€2,v es una
base o-orientada (v. figura 2.8).

Cidlculo efectivo

En lo referente al calculo efectivo del producto vectorial, podemos utilizar el resultado
siguiente.
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v=-e3 ANey

€2

€1

Figura 2.8: Producto vectorial

2.27 Proposicién. Sean u = (uy,...,u,) una base cualquiera de V y o la orientacion
definida por u. Entonces

Bl €1y x5 By—1) = det(u”- e|u?) [2.30]

1
V(u)
donde e = (e1,...,€n_1).

Si, ademds, la base u es ortonormal, entonces V(u) =1, M = ul- e es la matriz
n X (n — 1) de los vectores e respecto a la base u y

No(ely -y en—1) =det(M|ul) = 3 (=1)"+ det; (M) u; [2.30]
=1

donde denotamos det;(M) el determinante de la matriz (n—1) x (n—1) que resulta de
suprimir la i-ésima fila de M.

Demostracién: Demostremos primero las afirmaciones de la segunda parte. Supon-

gamos que la base u es ortonormal y pongamos v = A,(e1,...,en,—1). Por [2.15],
n

podemos escribir v = > (u; - v)u;. Ahora la férmula del producto mixto nos da
ui - v = Vy(e,u). Comzo 1u es o-orientada, V, (e, u;) coincide con el determinante de
la matriz M’ de los vectores ej,...,e,_1,u; en la base uy,...,u,. Pero si M es la
matriz de e = (e1,...,e,—1) Tespecto a u 'y §; € R™ es el vector fila tal que é;; = 0
sii#jyé; =1, entonces M' = (M|4]). Desarrollando det(M’) por la tdltima co-
lumna, estd claro que det(M’) = (—1)"**det;(M). Por tanto, u; - v = (—1)"*+ det;(M)

n .
y v =Y (-1)"""det;(M)u;. Finalmente, notemos que u”-e = M, ya que la j-ésima
1=1
columna de ul- e es
(w1 - €jy.vvytn - €)T

es decir, el vector de los componentes de e; respecto a la base u.
Sea ahora u una base arbitraria. Escojamos una base ortonormal u’ con la misma
orientacién que u (por ejemplo, podemos tomar como u’ el resultado de aplicar el
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proceso de Gram—Schmidt a u). Sea A la matriz de u respecto a u’, es decir, u = u’A.
Entonces,

(ul-e|u?) = (ATu". e| ATu'T) = AT(u'T- el u'T)

y, por tanto,
det (uT-e|u ) = det(AT) det ( 3y u'T)

Ahora det(AT) = det(A) = V,(u ) (u), ya que u y u’ tienen la misma orientacién
y, por tanto, V,(u) > 0, y det (u T, e | u’ ) = v, por la férmula [2.30"] ya demostrada.
De esto resulta que

det (uT- elu”) =V(uv

y asf v = Ao(e1, ..., en—1) coincide efectivamente con la expresién [2.30]. O

2.28 Nota. En la férmula [2.30] hemos dispuesto la base u en la tltima columna del
determinante. En caso de ponerla como primera columna, introducimos n — 1 cambios
de signo y, por tanto, el producto vectorial también se puede calcular por la férmula

(=)

mE—————— e uT uT-e
T detuT ")

Mol « s 55 Bai) =

Asf pues, para n = 3 es indiferente si u’ se dispone en la dltima columna o en la
primera. Por otro lado, trasponiendo el iltimo determinante también podemos escribir

e = G ()

Ejemplo. SiV tiene dimensién 2 y o es la orientacién de una base ortonormal uy, us,

entonces
A1 U
/\o(/\lul + )\2’&2) — A\ = — Xy + A1us [231]
2 U2
El vector v/ = —Aquj + Ajug es el vector perpendicular a v = Aju; + Aqug tal que
|v'| = |v| y de forma que v, v’ es una base o-orientada.

Ejemplo. Supongamos que n = 3 y sea o la orientacién definida por una base orto-
normal uq, ug, u3.
Siv=Aup + Aug+ Azuz y w = pyu; + paug + paus, entonces

A1 w
VA, W= |Ag U2  Ug| = dosuy + dajug + dious [232]
A3 M3 U3

donde dij = )\i,uj =t /\]‘,u,'.
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El determinante anterior coincide (v. nota 2.28) con

Uy Uz U3
A Az A3 [2.32/]
K1 B2 3

que es la expresién que ordinariamente se da del producto vectorial en este caso (cf.
férmula [2.41]).

E.2.49. Si u es una base ortonormal y o es la orientacién definida para u, probar que
/‘\o(ul, wouiny WLy ULy o o vy un) = (—1)"_iu,-.
Observemos que, con las notaciones de 2.27, la i-ésima fila de la matriz M de los vectores
Upy oo oy Ujm1, Uj41,y. .., Up

respecto a la base u es nula, con lo cual det;(M) = 0 para todo j # 1, y det; (M) = det(Ip—1) =
1, ya que la matriz que resulta de suprimir la i-ésima fila de M es I,_;.
En el caso particular n = 3, obtenemos que

Uy No Uz = U3, Uz Ao Uz = U1, U3z N\, Uy = Uz

2.29 Proposicién (Producto vectorial doble). Sieq,...,en—2 ¥ v1,...,v,_1 SON vec-
tores cualesquiera, entonces

€1 Mo - No€ng No (V1 Ao . NopUp1) = — det(vT- e| vT) [2.33]
donde e = (e1,...,en—2) Yy v=(v1,...,VUn-1).

Demostraciéon: En efecto, puesto que los dos miembros de la igualdad son nulos si
V1,...,Un—1 son linealmente dependientes [¢], podemos suponer que vy,...,v,_1 son
linealmente independientes. Si este es el caso, y v = A,(v1,...,0n—1), entonces (v, v)
es una base o-orientada de V y V(v,v) = v -v = |v|? (proposicién 2.26.3). Podemos
utilizar, pues, la base (v,v) para evaluar el producto vectorial e; A, ... Ay €n_g Ay ¥

T
. 0
mediante la férmula [2.30]. Tenemos (v, v)T- (e,v) = (‘; -: v, v)’ ya que vI-v =0
por 2.26.2, con lo cual el resultado es
1 vle 0 VT 1 -1 T s T T
WE|v-e vov v :l—vl—2(—1) (v-v) det(v'-e|v') = —det(v'-e|v")
como se trataba de demostrar. a

Notemos que por el cardcter alternado del producto vectorial tenemos

VAger Ao ... No€na=(=1)"€1Ao...No€naNov
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(tengamos en cuenta que (—1)"~* = (~1)"). Por tanto,
VAo €1 N v Ao ey = (—1)" 1 det(vT- e | vT) = — det (v | vl.e) [2.33]

La férmula [2.33] implica que €1 A, ... A €n—2 Ao v es una combinacién lineal de
V1,...,Un—1. Este hecho era de esperar, ya que el producto vectorial 2.33 pertenece a

()t y ()t = (v1,...,v5-1) si v # 0 [0].

Ejemplo. Sin =3, entonces [2.33] nos da (poniendo u,v,w en lugar de e;, vy, vq)

v-u v

Uy (VA w) = — U w

=(w-uw)v— (v u)w. (2.33"]

E.2.50. Paran = 2, comprobar que la férmula [2.33] nos da que A, (A,(v)) = —v. Esta igualdad
es, por otro lado, una consecuencia directa de [2.31].

2.30 Proposicién (Producto escalar de dos productos vectoriales). Supongamos que

€1y s en_1,€),...,€_ €V y pongamos e = (e1,...,en1) y € = (€1,...,€n_1).
Entonces
(e1 Mo+ No€n1) (€1 No .. Ao 1) = det(el- &) [2.34]

Demostracién: En efecto, es inmediato comprobar, por las propiedades de los deter-
minantes, que los dos miembros de la igualdad son nulos si ey, ..., e, son linealmente
dependientes [¢]. Supongamos, pues, que ey, ..., e,_1 son linealmente independientes.
Si este es el caso, poniendo v = €3 A, ... A, €n—1 tenemos que (e,v) es una base o-
orientada de V con V (e, v) = |v|%. Por la férmula 2.30 tenemos, si v’ = €] Ao .. A€

n—1»
que
1 el.e' T
v' = — det p
|v|? v-e v

De esta férmula resulta, por la bilinealidad del producto escalar y las propiedades de
los determinantes, que

1 T, o T,
v-v' = W det (‘Z :, i :))) = det (eT- e')
- . .

va que el- v = 0 (por 2.26.2) y v-v = |v|%. 0O

La férmula [2.34] generaliza la proposicién 2.26.4, ya que si e’ = e entonces v - v' =
v-v = |v|?, por definicién de |v], y det(eT-e) = V(e)? = |v|?, por la férmula [2.26] y la
proposicién 2.26.4.
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Ejemplo. Sin =3, la férmula [2.34] se escribe

v-v' vew

(WAow)- (o' Ao w) = |20 O

[2.34]

E.2.51. Usar la férmula [2.22], que da la distancia entre dos rectas del espacio euclidiano
ordinario, para mostrar que si v y v’ son vectores linealmente independientes, entonces

d(P 4+ (v), P+ (")) = V(P' = P,v,v")/|v AV|

donde la orientacién usada para definir v A v’ es arbitraria.

Cuaternios

En este apartado exponemos una introduccién al cuerpo de los cuaternios de Hamil-
ton, con el objeto de estudiar sus relaciones fundamentales con la geometria métrica
del espacio euclidiano ordinario. Los cuaternios son también importantes en fisica,
especialmente en fisica cudntica.

El cuerpo H

Consideremos el conjunto H C M;(C) formado por las matrices

q:( { lf) z,we C
—-w =z

Si ponemos z = a + bi, w = c+ di (a,b,c,d € R), entonces

_ a+bi e+ di
" \—c+di a-bi

): al 4 bi+ cj + dk [2.35]

donde ponemos

G () () e

Estd claro que {1,/,/, k} forman una base de H como espacio vectorial sobre R, y la
expresion g = al + bi + ¢j + dk explica el origen del nombre «cuaternio».

Se comprueba que H es cerrado con la suma y el producto de matrices y que 1 es
el elemento neutro del producto. También es ficil verificar que

P=PR=k*=—1 ij=—ji=k jk=—kji=i y ki=—ik=j [2.37]

que son las relaciones de Hamilton. En particular, resulta que el producto de H no es
conmutativo.



2.4 Producto vectorial 137

Observemos, ademds, que si

zZ w
q_<—u_) 2>EH’

entonces det(q) = zz+ww = |22+ |w|* > 0y det(g) = 0 si y solo si ¢ = 0. Por tanto,
si ¢ # 0, g es invertible en H y su inverso es

¢ = detl(q) (ZJ ﬂ:) eH [2.38]

Resulta asi que H es un cuerpo, que denominaremos cuerpo de los cuaternios. En
particular, H* = H — {0} es un grupo con el producto.
El cuerpo R es isomorfo al subcuerpo de H

{M}rcr = {M +0i +0j+0k| A € R} = {(3 g) IAER}

por la aplicacion R — H tal que A — AI. De ahora en adelante, identificaremos el
cuaternio AI con el nimero real A.

El subespacio de H generado por i, j, k serd denotado V3. Lo consideraremos orienta-
do de manera que i, j, k sea una base positiva. A los elementos de V3 los denominaremos
cuaternios puros. Todo cuaternio g se puede poner de una dnica manera en la forma
g = A+v,donde A € Ry v € V3. Diremos que A es la parte real de ¢ y que v es la
parte pura o la parte vectorial. Estd claro que A = %Tr(q).

E.2.52. Demostrar que un cuaternio ¢ conmuta con todos los cuaternios (es decir, gz = zg
para todo @ € H) si y solo si ¢ € R. En particular, vemos que R* coincide con el subconjunto
de H* formado por los elementos que conmutan con todo elemento de H* (se dice que R* es el
centro de H*).

Norma y conjugado

Dado un cuaternio

Z w
q‘(—w Z>EIH[

ponemos |q| = ++/det(q) y decimos que |q| es el mddulo de g. Estd claro que |g| > 0
siq#0.Siq=xz0l+ z1i+ z2j + z3k, entonces |q|> = z? + 2% + ¢} + 23.

De la propiedad multiplicativa de los determinantes inferimos, si ¢, ¢’ € H, que
lgq’] = |qlld’| v, si ¢ # 0, que |[¢7'| = |g|™'. De esto se sigue facilmente que los
cuaternios de médulo 1 forman un subgrupo, que denotaremos SU,, de H*.

zZ w
q:(—u‘; 2>€H’

Dado un cuaternio
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definimos

_ zZ w T _ [z —w « _ T _ (2 —w
q—(_w 2), q —<w 2) y € =4¢ —(w Z)EIHI

Es decir, q es el cuaternio que resulta de conjugar los elementos de ¢, y ¢* se obtiene
de transponer g. La aplicacién ¢ — ¢* es el automorfismo de H, considerado como
espacio vectorial sobre R, definido por las relaciones 1* = 1" =—i, j*=—j, k* = —k.
Se cumple, ademds, que

(99')" =q"¢" [2.39]

como se comprueba inmediatamente a partir de las definiciones. Asf pues, si ¢ = A+,
A €R,v € V3, entonces ¢* = A — v, de donde \ = %(q +g¢*)yv= %(q —¢q*). Es, pues,
claro que ¢* = ¢ equivale a decir que ¢q € R.

Puesto que la férmula [2.38] se puede reescribir qg' = |q|7%¢*, vemos que q* =
lg1?¢~", o bien

99" = q*q = |¢|? [2.40]

Por la analogfa de esta férmula con la férmula 2z = |z|? para nimeros complejos, g* se
denomina conjugado de q. Hemos visto que la aplicacién ¢ — ¢* es un automorfismo
R-lineal de H que cumple la propiedad [2.39]: estos dos hechos también se enuncian
diciendo que g — ¢* es un antiautomorfismo del cuerpo H.

Estructura euclidiana

Dados cuaternios ¢ y ¢q’, ponemos
no_ 1, & 1% _1—,— x !
9(¢,4) = 5(¢7¢' + 4" q) = 5 Tr(¢"¢")

Es fécil comprobar que g es una forma R-bilineal simétrica definida positiva. Por tanto,
H es un espacio euclidiano de dimensién 4 y, como siempre, pondremos q- ¢’ = g(gq, q').
Como ¢(q,9) = g¢* = |q|?, vemos que la norma de ¢ correspondiente a la métrica
g coincide con el médulo de ¢. La base 1,i,/, k es ortonormal, como se comprueba
inmediatamente. Por tanto, si ¢ = 20l + =,/ + zj + 23k Y ¢ =yol 4+ y1i+ yoj + ysk
son cuaternios, entonces q - ¢’ = zoyo + 1y + T2ys + z3y3. También tenemos que SU,
es, visto relativamente a la base 1,1/, k, la esfera S3 de R4, pues

SUy =A{zol +21i+ogj+ 23k € H|zf + 2} + 23 +2l =1} = §3

Asf pues, la esfera S° de R* admite una estructura de grupo.
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Producto escalar y vectorial de V3

De todo lo que hemos dicho resulta que V3 es un espacio euclidiano orientado de di-
mensién 3. La relacién entre el producto de cuaternios, por un lado, y los productos
escalar y vectorial de V3, por el otro, es como sigue.

En primer lugar, si v = Aji+ Agj + Ask ¥y w = p1i + paj + puzk son cuaternios puros,
por la férmula [2.32'] tenemos que

ik
vAw=|A1 Ay A3 [2.41]
H1 M2 M3

donde v A w denota el producto vectorial de v y w respecto a la orientacién de V3
definida por la base i, J, k.

Sean ahora ¢ = A+vy ¢ =p+w, con A\, u € Ry v,w € V3. Es un célculo sencillo
probar que

g =(Mp—v-w)l+dwt+pw+vAw [2.42]
Haciendo A = g = 0, obtenemos
vw=—(v-w)l+vAw [2.42]

férmula notable en la cual quedan relacionados el producto escalar, el producto vectorial
y el producto como cuaternios de dos vectores de V3.
La relacién [2.42'] da inmediatamente que

1
VAW = §(vw — wv) [2.42"]

2.5 Semejanzas y desplazamientos

El propésito de esta seccién es estudiar las transformaciones de un espacio euclidiano
A = A™ que conservan la distancia, o que la alteran en una proporcién dada. Estas
transformaciones son tan importantes en las aplicaciones de la geometria métrica como
desde un punto de vista tedrico, ya que en esencia la geometrfa métrica es el estudio
de las propiedades que permanecen invariantes por ellas.

Como hicimos anteriormente, pondremos V para designar el espacio vectorial aso-
ciado a A y g para denotar la métrica. También pondremos v - v' en lugar de g(v,v’).

Definiciones y generalidades

Diremos que una aplicacién ¢: A — A es una semejanza si existe k € R no nulo tal que
d(o(P), ¢(Q)) = k d(P,Q) cualesquiera que sean P,@Q € A. La constante k, ademés de
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ser obviamente positiva, queda univocamente determinada por esta relacién, y diremos
que es la razon de la semejanza ¢. Las semejanzas de tazén 1 son las aplicaciones ¢
que conservan las distancias, es decir, las que cumplen d(p(P),»(Q)) = d(P,Q). A
estas aplicaciones, las denominaremos desplazamientos o movimientos rigidos de A. La
identidad /d de A es claramente un desplazamiento de A.

E.2.53.5iv €V y P,Q € A, entonces d(t,(P),t,(Q)) = d(P+v,Q+v) = d(P,Q). Por tanto,
la traslacién ¢, es un desplazamiento para todo v € V.

E.2.54. La composicién de una semejanza de razén k con una de razén k' es una semejanza
de razén kk'. En particular, la composicién de dos desplazamientos es un desplazamiento.

La proposicién que sigue nos permitird ver mas adelante (teorema 2.38) que toda
semejanza es una afinidad.

2.31 Proposicién. Sea ¢: A — A una semejanza de razén k y FPo, Py, ..., P, puntos
de A. Pongamos P! = ¢(F;), e;= P, — Py y el = P! — P}. Entonces,

1) el -e\ =k%;-e; (1<1i,j<n). Abreviadamente, e'T- &' = k?eT. e, donde e =
(B e nny 8] B (000800

2) V(By,Pl,...,P) =k"V(Py, Py, ..., P,).

Demostracién: Como |e;| = d(Py, P,), |ef| = d(Py, P!) y d(P,, P!) = kd(PRy, P),
tenemos |e}|? = k2%|e;|?. Por tanto, e; - et = k%e; - ¢;. Por otro lado, P, — By =gy — ey,
P/ - Pl =¢l - ey d(F/, P}) = k d(P;, P;), de donde se obtiene e} — e;-|2 = k?|e; — ej|2.
Dado que estas condiciones equivalen a

lef]? + |e;~[2 — 2 - e;- = k%(|e;|* + le;|% — 2e; - e;)

y ademds ya hemos visto que |e}|? = k?|e;|? para todo 7, la parte 1 resulta inmediata-
mente.

Tomando ahora determinantes en la igualdad matricial e/’ e’ = k2eT. e de la
parte 1 obtenemos det(e'”- e') = k¥ det(eT-e). A continuacién, la férmula [2.26]
nos da V(e) = k"V(e), y esto prueba la parte 2, ya que V (P, P, .. LP)=V(e)y
V(P),P!,...,P)=V(e). 0

2.32 Corolario. Una semejanza transforma puntos independientes en puntos indepen-
dientes y puntos dependientes en puntos dependientes. En particular, resulta que una
semejanza transforma referencias afines en referencias afines.

Demostracién: Basta recordar, dados puntos Py, Py, ..., P,, que V(Fo, Pry...,P) =
0 equivale a decir que Py, P, ..., P, son dependientes. O

E.2.55. Probar que si una semejanza ¢ deja fijos los puntos de una referencia, entonces pesla
identidad. Indicacién: primero tratar el caso n = 1 y después razonar por induccién respecto
an.
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Semejanzas afines

Para poder disponer de otros ejemplos de semejanzas (ademds de los referidos en E.2.53
y E.2.54), dedicamos este apartado al estudio de las semejanzas que son aplicaciones
afines (semejanzas afines). Puesto que después veremos que toda semejanza es una
afinidad (teorema 2.38), las conclusiones que obtenemos son de hecho vélidas para
todas las semejanzas. Reparemos en que el corolario 1.43 no se puede aplicar, a pesar
de que el corolario 2.32 nos dice que una semejanza transforma puntos alineados a
puntos alineados, ya que a priori no sabemos si una semejanza es exhaustiva. Y si
se pudiese aplicar, todavia deberfamos elaborar un argumento separado para el caso
n =1y el coste de este no resultaria ser muy distinto del caso general.

2.33 Proposicién. Sea ¢: A — A una aplicacion afin y pongamos f = ¢. Entonces
¢ es una semejanza de razén k > 0 si y solo si |f(v)| = k|v| para todo v € V' y, en este
caso, ¢ es una afinidad. En particular, tenemos que ¢ es un desplazamiento si y solo
si | f(v)| = |v| para todo v € V y que, en este caso, ¢ es una afinidad.

Demostracién: Dados P,Q € A, tenemos ¢(P) — ¢(Q) = f(P — Q) por definicién de
afinidad, de donde d(¢(P), ¢(Q)) = |f(P — Q)|

Si ahora suponemos que |f(v)| = k|v| para todo v € V, entonces |f(P — Q)| =
k|P - Q| = kd(P,Q) y, por tanto, ¢ es una semejanza de razén k. Esto demuestra la
suficiencia de la condicién.

Reciprocamente, si ¢ es una semejanza de razén k, entonces

kP = Q| =kd(P,Q) = d(p(P),¢(Q)) = le(P) — (@) = | /(P - Q)]

cualesquiera que sean los puntos Py . Si v es un vector cualquiera y escogemos
puntos P, () tales que P — @ = v, la relacién anterior nos da |f(v)| = k|v|. Fijémonos,
para terminar, que si esta condicién se satisface, entonces ker(f) = 0, con lo cual f es
biyectiva y ¢ es asi una afinidad. O

Ejemplo: Homotecias. Dado X € R, la aplicacién hy: V — V tal que v = Av es
lineal y cumple |hy(v)| = |A||v]. Como h) es la transformacién asociada a la homotecia
ho,x de centro O y razén A (v. férmula [1.20]), por la proposicién 2.33 tenemos:

2.34. Si A # 0, entonces ho ) es una semejanza de razén k = |A|. d

Ejemplo: Simetria respecto a una variedad lineal. Sea L una variedad lineal.
Dado un punto X, diremos que el punto X + 2(7p(X) — X) es el simétrico de X
respecto a L y pondremos o, (X) para denotarlo (v. figura 2.9.a). También diremos
que la aplicacién oy, es la simetria respecto a L. Seguidamente estudiaremos oy, y
veremos, en particular, que es un desplazamiento.

Si W es un subespacio vectorial de V' y z € V, sabemos (teorema 2.9) que z se
descompone de una tnica manera en la forma z = v+, donde v € W y v’ € Wt (v.
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figura 2.9.b). El vector sy (z) = v — v’ se denominard simétrico de x respecto a W y la
aplicacién sy, que claramente es un automorfismo lineal de V', simetria respecto a W.
Dado que v = mw (z) y v' = my L (z), para todo z € V tenemos

z=7mw(z)+mwe(z) v sw(z)=mw(z) — mpL(z) [2.43]

Ademds, por el teorema de Pitdgoras estd claro que

|sw(z)| = |z| paratodo z€V [2.44]
(Z) b) WJ_
o X R & =v+
v’
L v
- w

FL(X) E

{ [ SRS

UL(X) Sw(:L'):’U—U’

Figura 2.9: Simetrias

2.35 Proposicién. Sean L una variedad lineal y W su espacio director. Entonces la
simetria oy, es una afinidad y o1, = sw. Por consiguiente, usando la relacion [2.44] y
la proposicion 2.33, tenemos que oy, es un desplazamiento.

Demostracién: Es suficiente ver, pues, que o,(Q) —or(P) = sw(Q — P), cualesquiera
que sean P, € A. Ahora bien, la expresién de la izquierda es igual a

[Q+2(mL(Q) = Q)] = [P+ 2(rL(P) = P)] = 2(mL(Q) — mL(P)) - (Q — P)
por definicién de or,. Pero como 7r,(Q) — 7, (P) = mw(Q — P), por la férmula [2.17],
2(n1(Q) - 71.(P)) - (Q - P) = 27w(Q - P) - (@ - P)

Finalmente, la férmula [2.43] nos da que esta expresién es igual a sy (Q — P). O
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1 0
Como (0 .

una base uy, ..., %, de Wy una base u,41, ..., u, de W+, las ecuaciones de oy, respecto
a una referencia [O, u], O € L, adoptan la forma

y { z; si 1<2<r
T; =

) es la matriz de sy respecto a cualquier base u formada por

. . [2.45]
—z; si r+1<e<n

Vemos asi que o7 es la identidad (también se dice que oy, es una involucion).

Si L es un punto O, la simetrfa oo coincide con la homotecia de centro O y razén —1.
Diremos que o¢ es la simetria central de centro O. Cuando L es una recta, la simetria
oy, se denomina simetria arial. En espacios de dimensién n > 3, las simetrias respecto
a hiperplanos, en particular respecto a planos del espacio ordinario, se denominan
sitmetrias especulares.

En la proposicién 2.33 hemos visto que la condicién |f(v)| = k|v|, para todo v € V,
es necesaria y suficiente para que una aplicacién affn ¢ : A — A con @ = f sea
una semejanza de razén k. Asi pues, las aplicaciones lineales f: V — V tales que
|f(v)] = k|v| (k un nimero real positivo) tienen un papel fundamental en la teorfa de
semejanzas. Las denominaremos semejanzas lineales de razén k. Cuando k = 1, las
denominaremos isometrias lineales o transformaciones ortogonales.

2.36 Proposicién (Caracterizaciones de las semejanzas lineales). Dada una base e =
(e1,...,en) de V, un nimero real positivo k, y una aplicacion lineal f: V — V, las
condiciones sigutentes son equivalentes:

1) La aplicacion f es una semejanza lineal de razén k.
2) Se cumple (fv) - (fv') = k%(v-v'), cualesquiera que sean v,v’' € V.

3) Paral < 1,5 < n, (fei) - (fej) = k%(e; - €) (estas condiciones se pueden escribir
abreviadamente (fe)T- (fe) = k*(eT-e)).

4) Si A y G son la matriz de f y la matriz de la métrica respecto a e, entonces

ATGA = k2G.

Demostracién: Primero observemos que 3 y 4 son equivalentes. En efecto, fe = eA,
o feT = ATeT (por definicién de A); el e = G, por definicién de G; y (fel) - (fe) =
ATGA.

Notemos también que 1 y 3 son obviamente consecuencia de 2.

Ahora 4 implica 2, ya que si v = ez y v/ = ez'’, donde z = (B15:«09%a) ¥
2’ = (z!,...,2)) son las componentes de v y v’ en la base e, entonces fv = eAz”,

fv' = eAz'T y, por tanto (v. férmula [2.6]),

(fv) - (fv) = 2ATG AT = K*aGa'™ = kv v/
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Para terminar basta ver que 1 implica 2. Pero esto es una consecuencia de la relacién
R l(l Il2 | |2 2
pen =l + 0> = |v]* = |V']?)

(v. nota 2.3), y del hecho de que f es lineal. O

Los grupos S(g), O(g), S(A) y D(A)

La proposicién 2.33 se puede volver a enunciar diciendo que una aplicacién afin ¢: A —
A es una semejanza de razén k (un desplazamiento) si y solo si ¢ es una semejanza
lineal de razoén k (una isometria lineal).

Como hemos observado al final de la prueba de la citada proposicién, toda semejanza
lineal es un automorfismo. Pondremos S(g) C GL(V) y O(g) C S(g) para denotar el
conjunto de las semejanzas lineales (de razén arbitraria) y el conjunto de las isometrias
lineales, respectivamente.

E.2.56. La composicién de una semejanza lineal de razén k con una semejanza lineal de razén k’
es una semejanza lineal de razén kk’. En particular, la composicién de dos isometrias lineales es
una isometria lineal. La aplicacién inversa de una semejanza lineal de razén k es una semejanza
lineal de razén k~!. En particular, la aplicacién inversa de una isometria lineal es una isometria
lineal. Como Idy es claramente una isometria lineal, tenemos que S(g) y O(g) son grupos con
la operacién de composicién y que O(g) es un subgrupo de S(g). Ademds, O(g) es un subgrupo
normal de S(g), ya que si ¢ es una isometria lineal y § una semejanza lineal, entonces SpS~!
es una semejanza lineal de razén 1, es decir, una isometria lineal. A O(g) lo denominaremos
también el grupo ortogonal de la métrica g.

Pongamos § = S(A) para denotar el conjunto de afinidades del espacio A que son
semejanzas y D = D(A) para denotar el conjunto de afinidades de A que son desplaza-
mientos. Puesto que las afinidades de A forman un grupo y (v. E.2.54) la composicién
de semejanzas (desplazamientos) es una semejanza (desplazamiento), resulta que S y
D son cerrados con la operacién de composicién. Por otro lado, si ¢ € S tiene razén k
y f = @, entonces la afinidad ¢~! es una semejanza de razén k! (v. E.2.56). En par-
ticular, ¢! € D cuando ¢ € D. Observemos, ademds, que si ¢ € Dy § € S, entonces
BB~ € D. Dado que T C D (las traslaciones son desplazamientos), y ademds sabe-
mos que 7 es un subgrupo normal del grupo afin, podemos resumir las consideraciones
de este punto en el siguiente enunciado:

2.37 Proposicién. Los conjuntos S y D son grupos con la operacion de composicion
y D es un subgrupo normal de S. Ademds, el grupo T de traslaciones es un subgrupo
normal de D y de S. O

Las proposiciones 2.33 y 2.36 nos dan un principio para reconocer cuéndo una afini-
dad obtenida por el teorema fundamental de las aplicaciones afines es una semejanza,
en particular un desplazamiento:
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E.2.57. Construccién de semejanzas. Sean R = [Py, Py,...,Py]y R' = [P}, P{,..., P.] dos
referencias afines de A y ¢ la tinica afinidad tal que ¢(P;) = P! (0 < i < n). Recordemos que

1
si ponemos e; = P; — Py y e; = P/ — P§, f = ¢ es la tnica aplicacién lineal V — V tal que
f(ei) = e} (1 < i< n). Con esto, ¢ es una semejanza de razén k si y solo si la condicién 2.36.3
se cumple, es decir, si y solo si (e;) - (e;) = k*(ei-e;), 1 <4, < n.
El principio de construccién de semejanzas del ejercicio anterior es el ingrediente
principal de la demostracién del teorema que sigue.

2.38 Teorema. Toda semejanza es una afinidad.

Demostracién: Sea ¢ una semejanza de razén k, [Py, Py, ..., P,] una referencia de
Aye =PF—-F (1 <t<mn). Siponemos P, = ¢(P,) y e = P/ — P}, entonces
las proposiciones 2.32 y 2.31 nos dicen que [Py, P[,..., P.] es una referencia y que
e;-¢i = k*(e;-e;). Por E.2.57, la tinica afinidad « tal que a(P;) = P/ (0 < @ < n) es una
semejanza de razén k. Ahora o ! es una semejanza de razén k~! y, por consiguiente,
B = a~ 'y es un desplazamiento que deja fijos los puntos Py, Py, ..., P,. Pero § = Id,

por E.2.55, de donde p = € S. O

El teorema anterior nos permite hablar, pues, de la semejanza lineal asociada a una
semejanza y se puede decir que el conocimiento de la semejanza queda determinado
en buena parte por el conocimiento de la semejanza lineal correspondiente. De hecho,
muchas de las propiedades de una semejanza se definen a partir de las propiedades de
su semejanza lineal. Por poner un ejemplo: diremos que una semejanza ¢ es directa o
propia si det() > 0y que es inversa o impropia si det(¢) < 0. En particular, quedan
definidas las nociones de desplazamiento directo o propio, y de desplazamiento inverso
0 1mpropio.

E.2.58 (Semejanzas de una recta euclidiana). Usar el ejemplo 1.35 para comprobar que:

1) Toda afinidad de una recta euclidiana es una semejanza.

2) Las semejanzas sin puntos fijos son las traslaciones distintas de la identidad y las que
tienen un dnico punto fijo son las homotecias distintas de la identidad.

3) Los desplazamientos directos son las traslaciones y los inversos son las simetrias centrales.

Propiedades adicionales de las semejanzas lineales

Recopilamos, en este apartado, distintos resultados sobre semejanzas lineales que ne-
cesitamos para la clasificacién y el tratamiento efectivo de las semejanzas.

2.39 Proposicién. Si f: V — V es una semejanza lineal, entonces f conserva los
dngulos, es decir, a(fv, fv') = a(v,v'), cualesquiera que sean los vectores no nulos
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v,v' € V. En particular, [ transforma vectores perpendiculares en vectores perpendi-
culares.

Demostracién: Sik eslarazon de f, (fv)-(fv') = k2(v-v'), | fo| = k|v|y | fo| = k[v'].
/ !

Si ponemos o' = a(fv, fv') y @ = a(v,v’'), entonces cos(a’) = (/) - (/2) LA -

[follfo'l - Jollo] —
O

cos(a).

2.40 Proposicién. Si f: V — V es una semejanza lineal y W es un subespacio vec-
torial tal que f(W) C W, entonces f(W) =W y f(W+) =W+

Demostracién: Puesto que f es inyectiva, dim(fW) = dim(W). Si ademds f(W) C
W, serd f(W) = W. Sea ahora z € WL, Entonces f(z) € W+, ya que si w es cualquier
vector de W y w’' € W es tal que w = f(w'),

f(2) -w= f(z) f(w') = k*(z ) =0,

donde k es la razén de f. Asi tenemos f(W+) C W+. Por tanto, también tenemos
W) =W, O

E.2.59. Una semejanza, por el hecho de ser una afinidad, transforma variedades lineales para-
lelas en variedades lineales paralelas. Comprobar que también transforma variedades lineales
perpendiculares en variedades lineales perpendiculares.

2.41 Proposicién. Si f: V — V es una semejanza lineal de razén k y A es un valor
propio real de f, entonces A = k. En particular, si f es una transformacidn ortogonal
y A un valor propio real de f, entonces A = £1. Por otro lado, f tiene al menos un
valor propio real si n = dim(A) es impar.

Demostracién: Sea e un vector propio no nulo de valor propio A € R. Asi, f(e) = Ae
y |e| # 0. Ahora k?|e|> = k%e - e = (fe) - f(e) = A?|e|?, de donde A2 = k2. Por tanto,
)\ = +k. Para la tltima afirmacién observemos que el polinomio caracterfstico (); de
f tiene grado n y que todo polinomio real de grado impar tiene al menos una rafz real
(recordemos que los valores propios de f son las raices de @ £)- O

E.2.60. Sea ¢ una semejanza y L una recta. Pongamos f = y sea v un vector director de L.
Comprobar que ¢(L) || L si y solo si v es un vector propio de f.

2.42 Proposicién. Si f: V =V es una semejanza lineal y e y e’ son vectores propios
de valores propios reales distintos, entonces e y €' son ortogonales.

Demostracién: Sea k la razén de f. Visto que los valores propios reales de f son
+k (proposicién 2.41), podemos suponer que el valor propio real de e es k y que el de
¢ es —k. Asf f(e) = ke 'y f(¢/) = —ke'. Por consiguiente, ke - ' = (fe) - (fe') =
(ke) - (—ke') = —k?e - €', de donde e - ' = 0. a
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2.43. Sea f: V — V una semejanza lineal y pongamos V* y V~ para denotar los
espacios de vectores propios de valor propio k y —k, respectivamente. Entonces VT y
V= son ortogonales (por la proposicién 2.42), f(V*1) = kVT = Vty f(V7)=-kV~ =
V=. Si ponemos V' = (Vt @ V~)*, entonces f(V') = V', por la proposicién 2.40, y
V=V+t@V- @V por el teorema 2.9. Ademds, f|V’ no tiene valores propios reales,
por la primera parte de la proposicién 2.41. En particular tenemos que dim (V') es par,
por la iltima parte de la proposicién 2.41. Pondremos nt =dim(V*), n~ = dim(V ™)
y n' = dim (V). Por lo que hemos dicho, tenemos que n = nt4+n~+n'y que n' es par.

2.44 Proposicién. Supongamos que dim(V) = 2 y que f:V = V es una aplicacion
lineal. Fijemos una base ortonormal cualquiera u = (u1,u2) de V. Entonces [ es
una semejanza lineal de razén k si y solo si la matriz de f en la base u es de la
forma kp(a) o kp(@)J, donde o € [0,27) y J = diag(1, —1) [usamos las notaciones del
ejercicio E.2.15]. De estas aplicaciones, las unicas que no tienen valores propios reales
son las de la forma kp(c) con a # 0, .

Demostracién: Si A es la matriz de f en la base u, entonces AT A = k%1, (proposicién
2.36.4). Asi k™! A es una matriz ortogonal. Por E.2.15 tendremos que k~1A = p(a)o
k—'A = p(a)J, donde J = diag(1,-1) y & € [0,27).

El polinomio caracteristico de

kp(a)J =k (COS(O‘) sen(a)>

sen (o) —cos(a)

es A2 — k2, cuyas raices son k y —k. El polinomio caracteristico de

kp(a) = k (COS@ —sen(a)>

sen (@) cos(a)

es A2 — 2k cos(a)A + k? y, ya que su discriminante es 4k?(cos? a — 1) < 0, tiene raices
reales si y solo si cos(a)? =1, es decir, siy solosia=00a=m. O

E.2.61. Con las notaciones de la proposicién anterior, notemos que si A = kp(a) es la matriz
de f respecto a la base u, entonces la matriz de f respecto a la base u = (u1,—ug) es JAJ =
kJp(a)J = kp(2m — a). Por tanto, resulta que si f no tiene valores propios, entonces podemos
escoger una base ortonormal de V' respecto a la cual la matriz de f sea de la forma kp(c), con
a € (0, 7). Sin embargo, estd claro que la orientacién de 0 es opuesta a la de u.

Semejanzas y desplazamientos del plano

En este apartado supondremos que ¢ es una semejanza de razén k de A’ y pondremos
f = @. Utilizaremos las notaciones de 2.43 y procederemos al estudio de ¢ segin los
distintos valores de nt, n= y n’. Recordemos nt +n~ +n' =2y que n' # 1.
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Pondremos u = (u1, u3) para denotar una base de V' 'y R = [O, u] una referencia de
A?. En cada caso diremos cémo se escogen los ejes u; y el origen O. Las coordenadas
de un punto general X respecto a R se denotardn (z,y) y las de ¢(X) se denotardn
(z',y").

En este caso tenemos V = V1t y f es una homotecia lineal de razén k. Las
semejanzas de este caso son directas.

Si k # 1, por el corolario 1.34 sabemos que ¢ tiene un dnico punto fijo, que toma-
remos como origen O, y estd claro que ¢ = hok, la homotecia de centro O y razén k.
Las ecuaciones de ¢ en la referencia [O, u] (u cualquiera) son {z' = kz,y’ = ky}.

Si k = 1, entonces f es la identidad y, por tanto, ¢ es una traslacion. Tomando
u; de manera que el vector v de la traslacién sea de la forma pu; (incluso podemos
suponer que p > 0), entonces las ecuaciones de ¢ adoptan la forma {z' = z+p,y' = y}.

Si u; es un vector unitario de V* y uy un vector unitario de V—,
entonces u es una base ortonormal (proposicién 2.42) y la matriz de f respecto a esta
base es diag(k, —k). Las semejanzas de este caso son inversas.

Si k # 1, entonces ¢ tiene un tnico punto fijo, que escogemos como origen O, y las
ecuaciones de ¢ en la referencia R son de la forma {z’ = kz,y’ = —ky}. Esta semejanza
es composicién (conmutativa) de la simetria axial o respecto al eje Oz = O + (u1) con
la homotecia h = ho i de centro O y razén k.

Si k =1, las ecuaciones de ¢ respecto a la referencia R, con O escogido arbitraria-
mente, son de la forma {z' = z+p,y’ = —y+¢}. Como la relacién y’ = —y+ ¢ se puede

escribir en la forma y' — 2 = —(y — ), que con el cambio § = y — % adopta la forma
7y’ = —y, vemos que cambiando el origen O podemos suponer que las ecuaciones son
{z' =z +p,y’ = —y}. Cuando p = 0, el desplazamiento es la simetria arial o respecto

al eje Oz. Si p # 0, entonces el desplazamiento es composicién (conmutativa) de la
simetrfa o con una traslacién 7 paralela al citado eje. A este movimiento lo llamaremos
simetria azial con deslizamiento o una simetria azial con traslacion paralela.

La aplicacién f es la homotecia lineal de razén —k. La matriz de f respecto a

cualquier base u es diag(—k, —k) y, por tanto, las semejanzas de este caso son directas.
Como —k # 1, ¢ tiene un tdnico punto fijo, que tomamos como origen O. De esto
resulta que ¢ = ho,—k, la homotecia de centro O y razén —k. Para k = 1 se trata de la
simetria central oo. En general es la composicién (conmutativa) de esta simetrfa con
la homotecia de centro O y razén k.

En este caso, la aplicacién f no tiene valores propios reales. Hemos visto
que la matriz de f respecto a una base ortonormal arbitraria u es de la forma kp(c),
a € (0,27), o # m. En particular, todas las semejanzas de este caso son directas.
Observemos también que si nos fuera permitido cambiar las orientaciones de las bases
de V, entonces siempre podriamos escoger la base u de forma que o € (0, 7) (v. E.2.61).

Dado que ¢ tiene un tinico punto fijo, que escogemos como origen O, las ecuaciones
de ¢ respecto a la referencia R son {z' = k(cz —sy),y’ = k(sz+cy)}, donde ¢ = cos(w)
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y s = sen(a). Se trata, por tanto, de la composicién (conmutativa) de un giro o
rotacién de centro O y amplitud o con la homotecia de centro O y razén k.

Cuando k = 1, la homotecia es la identidad y el desplazamiento ¢ se reduce a un
giro de amplitud a.

La tabla 2.1 presenta, de forma sinéptica, las conclusiones a las que hemos llegado
en el caso de los desplazamientos distintos de la identidad. La columna ¢ contiene
una descripcién simbdélica del desplazamiento: o representa una simetria axial; 7, una
traslacién paralela al eje de o; y p, un giro de amplitud @ # 0,7. La columna s
contiene el «sentido» del desplazamiento: ponemos d o i segin que el desplazamiento
sea directo o inverso. La columna F contiene la descripcién del conjunto de puntos
fijos: O significa un dnico punto fijo y L una recta de puntos fijos. Abreviamos los
" nombres que damos a los distintos desplazamientos con las convenciones siguientes: T'
indica una traslacién; SA, una simetrfa axial; SA+T, una simetrfa axial con traslacién
paralela; SC, una simetrfa central; y G, un giro.

Tabla 2.1: Desplazamientos en el plano

l nt I n- l n' I @ I s | F i Ecuaciones reducidas | Nombre
2 0 0 | ty d| 0 |2'=z+p,y =y T
1 1 0 |o i | L |2 =z, =-y SA
1 1 0| 7o i |0 |2=z+py=-y SA+T
0 2 0| ho-1]d]|O0 |2 =-2,9=~y SC
0 0 2 | p d|O |2 =cz—sy,y=sz+cy | G

E.2.62. Mirando la tabla 2.1, se pueden constatar los hechos siguientes:

1) Los tnicos desplazamientos, distintos de la identidad, que tienen mds de un punto fijo
son las simetrias axiales.

2) Solo las traslaciones distintas de la identidad y las simetrfas axiales con deslizamiento no
tienen puntos fijos. Estos dos tipos se distinguen porque las traslaciones son directas y
las simetrias inversas.

3) Teniendo en cuenta, por otro lado, que una simetria central se puede considerar como un
giro de amplitud 7, comprobar que los tnicos desplazamientos del plano que tienen un
tnico punto fijo son los giros p de amplitud a € (0, 27).

E.2.63. Si un desplazamiento ¢ es una simetria axial o una simetria axial con deslizamiento,
el eje de ¢ es el lugar geométrico de los puntos X tales que ¢(X) — X es proporcional al vector
propio de valor propio —1. En una referencia, su ecuacién es

(a—z+by+r «
cz+(d-—1y+s B
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donde {z' = az + by + r,y’ = cz + dy + s} son las ecuaciones de ¢ y (@, ) las componentes
de un vector propio no nulo de valor propio —1 de la matriz (cl Z . Tomando un punto P

arbitrario del eje, la diferencia v = ¢(P) — P es el vector del deslizamiento.

E.2.64. Si p es un giro de amplitud a, donde o € (0,27), a se puede calcular mediante la
férmula cos(a) = 1 Tr(p), donde Tr(p) es la traza de la transformacién lineal asociada (a + d,

con las notaciones del ejercicio anterior).

Tabla 2.2: Algoritmo de clasificacién de los desplazamientos del plano

Partimos de una afinidad dada por la ecuacién matricial e'T = AzT + pT y
suponemos que hemos verificado la condicién ATGA = G y calculado nt, n=, n’
y la dimensién d de la variedad de puntos fijos, con el convenio de que d = —1 si

no hay puntos fijos.

n#0 — G, cos(a):%Tr(A)
nt=2 — T
d<0 —» SA4T
{d;o - SA
nt=0 — SC

A

n=0 — nt =1

La tabla 2.3 contiene las conclusiones a las que hemos llegado en el caso de las
semejanzas que no son desplazamientos. Supondremos que k es un nimero real posi-
tivo y distinto de 1. Ademds, abreviamos los nombres poniendo h y h' para indicar
homotecias de razén k y —k, respectivamente; SA + h para indicar una simetria axial
seguida de una homotecia de razén k con centro sobre el eje de la simetria; y G + h
para indicar un giro de amplitud & # 0, 7 seguido de una homotecia de razén k con el
mismo centro que el giro. Los otros elementos de la tabla tienen el mismo significado
que para la tabla 2.1.

Tabla 2.3: Semejanzas del plano

‘ nt | n- | n' ‘ @ | s | F | Ecuaciones reducidas Nombre
2 0 0 | hok d| O |2 =kz,y=ky h
1 1 0 | hogo | ¢ | O | ha! =kz,y = —ky SA+h
0 2 0 | ho-k|d|O|a=—kzy=-ky h!
0 0|2 |p d| O | ha'=k(cz—sy),y =k(sz+cy) | G+h
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E.2.65. Mirando la tabla 2.3, vemos que las semejanzas ¢ del plano de razén k # 1 tienen
todas un tnico punto fijo. Veamos cémo podemos distinguirlas. Pongamos f = .

1) Si f no tiene valores propios reales, entonces ¢ es un G+ h. La amplitud o del giro se
puede determinar mediante la férmula 2k cos(a) = Tr(f).

2) Si f tiene valores propios reales, entonces ¢ es una homotecia cuando los dos valores
propios tienen el mismo signo y una SA + h cuando tienen signos contrarios. En el caso
de que sea una SA + h, el eje de la simetrfa se puede determinar por un procedimiento
similar al utilizado en el ejercicio E.2.63.

E.2.66. Hay también propiedades geométricas que nos permiten distinguir los distintos casos
de la tabla 2.3. Una posibilidad es la consideracién de las rectas invariantes (una variedad lineal
L se llama nvariante por una afinidad o si a(L) = L).

1) Las homotecias dejan invariantes todas las rectas por su centro.

2) Una semejanza de la forma SA + h solo deja invariantes dos rectas por O: el eje de la
simetria y la recta perpendicular al mismo por O.

3) Una semejanza de la forma G + h no deja invariante ninguna recta.

Para distinguir geométricamente las homotecias h y h', podemos usar la razén simple:

4) Si P# Oy X € R, entonces o(0, P,ho(P)) = A.

Tabla 2.4: Algoritmo de clasificacidn de las semejanzas del plano

Partimos de una afinidad dada por la ecuacién matricial /T = AzT + pT y supo-
nemos que hemos verificado la condicién ATGA = kG, donde k # 1, y calculado
nt, n~ yn

n#£0 — G+ h, cos(a) = 55 Tr(A)
nt=2 = hogk

n=0 — nt=1 — SA+h
nt=0 — hO,—k

Semejanzas y desplazamientos en el espacio

En este apartado supondremos que ¢ es una semejanza de razén k de A3 y pondremos
f = @. Utilizaremos las notaciones de 2.43 y procederemos al estudio de ¢ segin los
distintos valores de nt, n™ y n'.

La aplicacion f siempre tiene valores propios (por la proposicién 2.41). Esto significa
que nt +n~ > 0. Como nt 4+ n~ + n' = 3, tenemos que n' < 2,y dado que n' # 1,
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serd n’ = 0 o n’ = 2. Con esto pasamos a discutir la estructura de ¢ segin los cinco
casos que se pueden presentar teniendo en cuenta estas condiciones.

Pondremos u = (u1, uz, u3) para denotar una base de V y R = [O, u] una referencia
de A%. En cada caso diremos cémo se escogen los ejes u; y el origen O. Las coordenadas
de un punto general X respecto a esta referencia se denotardn (z,y,2) y las de ¢(X)
se denotardn (z’,y’, 2’).

La matriz de f respecto a u es diag(k, k, k), cualquiera que sea u. Se trata,
pues, de semejanzas directas.

Sik # 1, entonces ¢ tiene un tnico punto fijo (proposicién 1.34), que podemos tomar
como origen O. Las ecuaciones de ¢ en la referencia R son {2’ = kz,y' = ky, 2’ = kz}.
Esto pruebaa que ¢ = ho k, la homotecia de centro O y razén k.

Si k = 1, entonces f = Id y ¢ es una traslacién. Si v es el vector que da esta
traslacién y escogemos u; de forma que v = pu; (p € R), entonces las ecuaciones de ¢
son {z' =z +p,y =y,2 = 2}.

nt =2,n = 1| Escogemos u de forma que u;, us sea una base de V+ y u3 una base

de V~. Entonces la matriz de f es igual a diag(k,k,—k) y estamos en presencia de
semejanzas inversas.

Si k # 1, entonces ¢ tiene un tnico punto fijo, que escogemos como origen O. Las
ecuaciones de ¢ son {2’ = kz,y’ = ky, 2’ = —kz}. Vemos, pues, que ¢ es la composicién
(conmutativa) de la simetria especular respecto al plano {z = 0} con la homotecia de
centro O y razén k.

Cuando k = 1, las ecuaciones de ¢, con el origen O arbitrario, son de la forma
{'=24+py =y+4q,72 =—-2+7} (p,¢,7 € R). Escogiendo como origen el punto
de coordenadas (0,0,7/2) (lo cual equivale a hacer el cambio z — z — r/2), podemos
suponer que r = 0. Ahora el vector v de componentes (p,q,0) es de V*. Podemos
suponer que ¢ = 0, ya que podemos escoger la base de V't de forma que v sea propor-
cional a u;. Asf pues, las ecuaciones del desplazamiento se pueden poner en la forma
{o' =24+ p,y =y,2 = —z}. Por tanto, ¢ es la composicién (conmutativa) de la
simetrfa especular respecto al plano {z = 0}, con una traslacién paralela al plano de
la simetria. Diremos que ¢ es una simetria especular con deslizamiento, o una sime-
tria especular con traslacion paralela. Si p = 0, tenemos simplemente una simetria
especular. '

nt =1,n" = 2| Escogemos u de forma que u; sea una base de V't y (us, u3) una base

de V~. Entonces la matriz de f es igual a diag(k, —k, —k) y estamos en presencia de
semejanzas directas.

Si k # 1, entonces ¢ tiene un tnico punto fijo, que escogemos como origen O.
Las ecuaciones de ¢ son {2’ = kz,y’ = —ky,2’ = —kz}. Vemos, pues, que ¢ es la
composicién (conmutativa) de la simetria axial respecto al eje Oz con la homotecia de
centro O y razén k.
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Cuando k = 1, las ecuaciones de ¢, con el origen O arbitrario, son de la forma
{z'=2+py =-y+q¢,7=-2+r} (pg,r €R)

Escogiendo ahora como origen el punto de coordenadas (0, ¢/2,7/2) (lo cual equivale a
hacer el cambio y — y—q/2, 2z — z—r/2), podemos suponer que ¢ = 7 = 0. Asf pues, las
ecuaciones del desplazamiento se pueden poner en la forma {2’ = z 4 p,y' = —y, 2/ =
—z}. Por tanto, ¢ es la composicién (conmutativa) de la simetria axial respecto al
eje Oz con una traslacién paralela al mismo. Diremos que ¢ es una simetria azial
con deslizamiento, o una simetria azial con traslacién paralela. Si p = 0 tenemos
simplemente una simetria azial.

La aplicacién f es la homotecia lineal de razén —k. La matriz de f respecto

a cualquier base u es diag(—k,—k, —k), con lo cual las semejanzas de este caso son
inversas. Como —k # 1, ¢ tiene un tnico punto fijo, que tomamos como origen O.
De esto resulta que ¢ = ho,_k, la homotecia de centro O y razén —k. Para k = 1 se
trata de la simetria central oo y, en general, ¢ es la composicién (conmutativa) de esta
simetrfa con la homotecia de centro O y razén k.

n' =2,nT = 1| Escogemos u; y uy de forma que constituyan una base ortonormal de

V'y uz un vector unitario de V*. Entonces, u es una base ortonormal de V y la matriz
de f respecto a esta base, o respecto a u, es de la forma k <p(a) 1) , o € (0,7).

Si k # 1, ¢ tiene un dnico punto fijo, que tomamos como origen O. Las ecuaciones
de ¢ son de la forma {2’ = k(cz — sy),y’ = k(sz + cy), 2’ = kz}, donde ¢ = cos(a) y
s = sen (a). Esto muestra que ¢ es composicién (conmutativa) de un giro de amplitud
« alrededor del eje Oz con la homotecia de centro O y razén k.

Si k =1, entonces las ecuaciones de ¢, con un origen O cualquiera, son de la forma
{2/ =cx—sy+p,y=sz+cy+q,2 =2+r},p,qr € Ry cy scomo en el pirrafo
anterior. Si nos fijamos solo en la transformacién de los puntos (z,y,0), vemos que se
trata de un desplazamiento tal que la aplicacién lineal asociada no tiene vectores propios
y tiene asi un tnico punto fijo. Escogiendo este punto como origen, las ecuaciones de
¢ adoptan la forma {2’ = cz — sy,y’ = sz + ¢y, 2’ = z+r}. Vemos que es composicién
(conmutativa) de un giro de amplitud « alrededor del eje Oz con una traslacién paralela
al mismo. A este desplazamiento, que es un «giro con deslizamiento», se le denomina
movimiento helicoidal.

n' =2,n” = 1| Escogemos u; y uy de forma que constituyan una base ortonormal de

V'y ug un vector unitario de V~. Entonces, u es una base ortonormal de V' y la matriz
ot
de f respecto a esta base, o respecto a u, es de la forma k (p( ) _1>, a € (0,m).

Puesto que f no tiene el valor propio 1, ¢ tiene un dnico punto fijo, que escogemos como
origen O. Las ecuaciones de ¢ adoptan la forma {2’ = k(cz — sy),y’ = k(sz + cy), 2’ =
—kz} (¢ = cos(a),s = sen(e)) y vemos que se trata de la composicién (conmutativa)
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de una rotacién de amplitud o alrededor del eje Oz con la simetria especular respecto
al plano {z = 0} y con la homotecia de centro O y razén k.

Si £k = 1 la homotecia es la identidad y ¢ es composicién del giro de amplitud o
alrededor del eje de las Oz con la simetria especular respecto al plano {z = 0}.

La tabla 2.5 presenta de una manera sinéptica las conclusiones a las que hemos
llegado para los desplazamientos de A®. La columna ¢ contiene una descripcién sim-
bdlica del desplazamiento: o representa una simetria especular, p una simetria axial y
v un giro de amplitud « # 0,7 alrededor de una recta. Por otro lado, 7 representa una
traslacion paralela al plano de o, al eje de p o al eje de v, segtin el caso. En la iltima
fila, el eje de v es perpendicular al plano de ¢ y el punto O es la interseccién de los
referidos eje y plano.

La columna s contiene el «sentido» del desplazamiento: ponemos d o ¢ segin el
desplazamiento sea directo o inverso, respectivamente, y la columna F' contiene una
descripc:on del conjunto de puntos fijos: O significa un punto fijo, L una recta de
puntos fijos y 7 un plano de puntos fijos.

Abreviamos los nombres mediante los convenios siguientes: 7" indica una traslacién;
SFE, una simetria especular; SE + T, una simetria especular con deslizamiento; SA,
una simetria axial; SA + T, una simetria axial con deslizamiento; SC, una simetria
central; G, un giro; G+ T', un movimiento helicoidal; y G+ SFE, la composicién de un
giro con una simetria especular respecto a un plano perpendicular al eje del giro.

Tabla 2.5: Desplazamientos del espacio

| nt | n- ‘ n' | %) J S | F l Ecuaciones reducidas Nombre
3 0 |0 |t |d|0 |2=z+py=y2=2 T
2 1 0 |o 1| | =,y =y =-2 SE
2 1 O |70 |2 |0 |2'=z+py=y2=-2 SE+T
1 2 0 |p d| L | ad'=ay=~y,2=~2 SA
1 2 |0 |7mp |d| 0 |d=z+py=-y2=-2 SA+T
0 3 0 |oo |2 |O |a'=-z,9y=-y,2=-2 SC
1 0 2 | d|L |2'=cz—sy,y=sc+ey;2 =2 G
1 0 2|71y |d| 0 |2 =ce—sy,y=se+cy,2=24+p | G+T
0 1 2 loy |t |O |2 =cx—sy,y=sc+cy 2 =-2 G+ SE

E.2.67. Mirando la tabla 2.5, comprobar que:

1) Las traslaciones, simetrias axiales con deslizamiento y movimientos helicoidales coinciden
con los desplazamientos directos sin puntos fijos. Notemos que podemos mirar las sime-
trias axiales como giros de amplitud 7, con lo cual las simetrias axiales con deslizamiento
se pueden entender como un caso particular de movimiento helicoidal. De esta manera,
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5)

los movimientos helicoidales son, descontadas las traslaciones, los tinicos desplazamientos
directos sin puntos fijos.

Las simetrias especulares con deslizamiento coinciden con los desplazamientos inversos
sin puntos fijos.

Los desplazamientos con un dnico punto fijo son las simetrias centrales y los de la forma
G + SE; ambos son inversos.

Teniendo en cuenta, como en el punto 1, que una simetria axial se puede considerar
como un giro de amplitud 7, vemos que los giros de amplitud a € (0, 27) son los tnicos
desplazamientos del espacio cuya variedad de puntos fijos es una recta.

Las simetrias especulares son, menos la identidad, los tinicos desplazamientos que tienen
un plano de puntos fijos.

E.2.68. En relacién con la clasificacién de los desplazamientos del espacio explicada en el
ejercicio E.2.67, vemos que también hay ciertas propiedades geométricas que nos permiten
distinguir los distintos casos.

1)

5)

Una traslacién ¢, deja invariantes las rectas paralelas al vector v. Un movimiento helicoi-
dal (que puede ser una simetria axial con deslizamiento) solo deja invariante una recta:
su eje.

Una simetria especular con deslizamiento deja invariantes, exactamente, las rectas del
plano de simetria que son paralelas al vector del deslizamiento.

Una simetria central deja invariantes, precisamente, las rectas que pasan por su centro.
En cambio, un desplazamiento de la forma G + SFE solo deja invariante una recta: su eje.
Pero se diferencia del caso del movimiento helicoidal porque este no deja ningiin punto
invariante de su eje mientras que un desplazamiento de la forma G + SE deja invariante
un punto.

Un giro, descontando ahora las simetrias axiales, deja invariante una unica recta: su eje.
Todos los puntos de este eje también son fijos y este hecho nos permite diferenciarlo de los
movimientos helicoidales y de los desplazamientos del tipo G+ SE. Las rectas invariantes
por una simetria axial, en cambio, son su eje y todas las perpendiculares a este.

Las rectas invariantes por una simetria especular son todas las rectas de su plano de
simetria y todas las rectas perpendiculares a este.

La tabla 2.7 contiene las conclusiones a las que hemos llegado en el caso de las
semejanzas de A que no son desplazamientos. Ademds de las abreviaciones de la tabla
anterior, utilizamos los siguientes convenios. El simbolo k representa un nimero real
positivo y diferente de 1. Pondremos h y h’ para indicar homotecias de razén k y —k,
respectivamente; SE + h, una simetria especular seguida de una homotecia de razén
k y centro sobre el plano de la simetria; SA + h, una simetria axial seguida de una
homotecia de razén k con centro sobre el eje de la simetria; G+ h, un giro de amplitud
a # 0,7 seguido de una traslacién a lo largo del eje del giro; y G+ SE + h, un giro de
amplitud o # 0, 7, seguido de una simetria especular respecto a un plano perpendicular
al eje del giro, y después por una homotecia de centro el punto O de interseccién de los

citados eje y plano.
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Tabla 2.6: Algoritmo de clasificacion de los desplazamientos del espacio

Partimos de una afinidad dada por la ecuacién matricial z'7 = AzT + pT y
suponemos que hemos verificado la condicién ATGA = G y calculado nt, n—, n’
y la dimensién d de la variedad de puntos fijos, con el convenio de que d = —1 si

no hay puntos fijos.

d<0 — G+T, cos(a) = 3(Tr(A) - 1)

2
n'£0 — nt >0 — G, cos(a)=31(Tr(A) -1
# 50 o () = 3(Tr(4) - 1)
nt =0 — G+ SE, cos(a) = 3(Tr(A) + 1)
nt=3 - T
d<0 — SE+T
at=2 =
; d>20 — SE
n=0 —
d<0 — SA+T
nt=1 >
d>0 — SA

nt=0 — SC

E.2.69. Probar, con la ayuda de la tabla 2.7, que con el esquema que sigue podemos clasificar
las semejanzas al espacio:

E.2.70. Establecer las propiedades geométricas de las semejanzas del espacio que enunciamos
a continuacién.

1) Las homotecias son las dnicas semejanzas que dejan invariantes todas las rectas por O.
Las de razdn positiva son directas y las de razén negativa son inversas.

2) Consideremos una simetria axial seguida de homotecia (SA + h) y pongamos L para
denotar su eje y II para denotar el plano por O perpendicular a L. Las rectas que deja
invariantes esta semejanza son L y las rectas por O contenidas en el plano II. Por lo que
se refiere a los planos, deja invariantes IT y los que contienen L.

3) Consideremos una simetria especular seguida de homotecia (SE 4 h) y pongamos II para
denotar el plano de la simetrfa y L para denotar la recta por O perpendicular a II. Las
rectas que deja invariantes esta semejanza son L y las del plano II que pasan por O.
Andlogamente, deja invariantes el plano IT y los planos que contienen L. Vemos, pues,
que con la configuracién de rectas y planos invariantes no podemos distinguir este caso
del anterior. Advirtamos, sin embargo, que en el presente caso tenemos una semejanza
inversa y en el anterior una semejanza directa.

4) Consideremos un giro seguido de homotecia (G + h) y pongamos L para denotar el eje
del giro y II para denotar el plano por O perpendicular a L. Entonces, L es la tnica
recta y II el tinico plano que son invariantes.
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Tabla 2.7: Semejanzas al espacio
I nt | n= | n' | ©® ’ s | F ’ Ecuaciones reducidas Nombre
310 |0 |hor |d|O|a"=ka,y=kys =k h
21 1|0 |hoxo|1|O|ha!=ka,y=ky 2z =—kz SE+h
11210 |hp d|O |z =ka,y =—ky, 2 =—kz SA+h
0| 3|0 ]|ho-k|t|O|a=—ka,y=—-kyz2=—-kz h'
1 0 |2 |hy d| O |z =kecx—ksy,y =ksz+key 2z =kz |G+h
0 1| 2 | hoy 1| O |z =kez—ksy,y =ksz+key,z =—kz |G+SE+h

Tabla 2.8: Algoritmo de clasificacidn de las semejanzas del espacio

Partimos de una afinidad dada por la ecuacién matricial T = AzT + pT y supo-
nemos que hemos verificado la condicién ATGA = kG, donde k # 1, y calculado

nt, n~yn'

nt=1 — G+h, cos(a)=4Tr
{n"’—O — G+ SE+h, cos(a) =
nt=3 o> ho k

nt=2 — SE+h

nt=1 — SA+h

nt=0 — hO,—k

|~

r(A) +

El

D=

5) Consideremos una semejanza del tipo G+ SE+h y pongamos Il para denotar el plano de
la simetrfa y L para denotar la recta por O perpendicular a II. Como en el caso anterior,
L es la tnica recta y I el unico plano que son invariantes por la semejanza. La distincién
entre los dos casos es bien clara: mientras las semejanzas de tipo G+ SE + h son inversas,
las consideradas en el caso anterior son directas.

2.6 Problemas

P.2.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensién 3 y g una forma bilineal definida
positiva de V. Sea S? C V la esfera unidad de V, es decir, $* = {z € V | g(v,v) = 1}.
Dada una base ortonormal u = (u, ug, u3) de V, sea p: [0,27) X [-7/2,7/2] —» 5% la
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aplicacién definida por la férmula
p(¢p,0) = cos(¢) cos(B)uy + sen () cos(0)uz + sen (6)us

Demostrar que p es exhaustiva y que induce una biyeccién entre [0, 2m) X (=m,7m) y
52 — {iﬂg}

Los dngulos ¢ y 0 se suelen denominar, cuando |0| < %, longitud y latitud del punto
p(p,0) (relativamente a la base u). La latitud de F-u3 es +7%, pero la longitud de estos
vectores no estd definida.

P.2.2. Sean (z;,¥;),1=1,...,n, las coordenadas, en una referencia rectangular, de los
vértices P; de un poligono plano convexo (es decir, para cada lado P;P;y; del poligono,
todos los vértices estdén en un mismo semiplano de este lado, donde convenimos que
Pnt1 = Py). Probar que el drea del poligono es igual a

T; Ti41
Yi Yit1

1 n
72
1=1

Observemos que en el caso de un tridngulo esta férmula coincide con la que hemos
establecido en el ejercicio E.2.46.

P.2.3. Sean L y L' variedades lineales, v = (vy,...,v) una base de W (L) + W (L),
PeL,P el yz=P — P. Demostrar que

d(L, L")y =V (v, ..., vk, 2)/V(v1,...,0%)

Yy que

d(L, L) = /I - (& - v)(VT-v) " (2 - v)T

P.2.4. Sean L y L' variedades lineales y supongamos que tenemos una base u =
(w1, ..., u) de (W(L) + W(L))*. Demostrar quesi P € L, P' € L' y z = P' — P,

entonces

d(L, L) = 1/ (z - w) (uT- u)~1 (& - u)T
d(L,L') = y/]a]? - 62

donde § = V' {15+ s« s Uy ) V(%15 :» + 5 W)

Demostrar también que

P.2.5. Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K. Sea g: V x V — K una
aplicacién bilineal y definamos g: V — V* por la férmula

iv)(2) = v,

para todo ¢ € V. Utilizando que g es bilineal, comprobar que g es lineal.
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Se dice que g es no degenerada si g es un isomorfismo. Dado que V' y V* tienen la
misma dimensién, esta condicién equivale a ker(g) = {0}. Dicho explicitamente, g es
no degenerada si y solo si de g(v,z) = 0 para todo 2 € V se puede deducir que v = 0.
Decir que g es no degenerada se puede formular también de la siguiente manera: para
todo ¢ € V*, existe un dnico v € V tal que g(v,z) = &(z) para todo z € V.

Demostrar que si g es no degenerada y g(z,v) = 0 para todo z € V, entonces v =0
(Nétese que este enunciado sélo es obvio cuando g es simétrica.)

Comprobar, finalmente, que la matriz G de g en una base e de V' coincide con
la matriz de § respecto a e y e*, donde e* designa la base dual de e (es decir, si
e = (e1,...,en), entonces e* = (e, ..., e}), donde ef € V* se define por las relaciones

exfes) = 0siijy ei(e) = 1).

P.2.6. Con las notaciones del problema anterior, demostrar que la aplicacién g — g es
un isomorfismo entre el espacio Ly(V) de las aplicaciones bilineales g: V XV — Ky
el espacio L(V,V*) de las aplicaciones lineales de V en V*.

Demostrar también que este isomorfismo induce un isomorfismo entre el espacio
S2(V) C Ly(V) de las aplicaciones bilineales simétricas y el espacio S(V) de las apli-
caciones lineales simétricas v: V — V* (decimos que 7 es simétrica si v = 4T, donde
4T © V — V* es la composicién del isomorfismo canénico V. — V** con la aplica-
cién y*: V** — V* dual de vy; obsérvese que 4T es la tnica aplicacién lineal tal que

7T (v) (w) = (W) (v) ).

P.2.7. En un espacio vectorial euclidiano de dimensién 1, el producto vectorial A, es
una funcién sin variables, es decir, un elemento de V. ;Qué elemento?

P.2.8 (Teorema de Dieudonné-Cartan). Demostar que wn un espacio euclidiano de
dimensién n, todo desplazamiento se puede obtener como composicién de simetrias
especulares. Ademds, el nimero minimo de simetrias es no superior a n + 1.

Indicaciones: Sea ¢ un desplazamiento, Fy, P, ..., P, una referencia y pongamos
P! = ¢(P) (0 < i< n). Seaj=j(p) €[0,n+ 1] el nimero de indices ¢ € [0, n] tales
que P! # P;. Ahora se puede razonar inductivamente para mostrar que ¢ es producto
de, como maximo, j simetrias especulares. Si j = 0, entonces ¢ = /d, e /d es producto
de 0 simetrias especulares. Si j > 0y P, # P, sea s la simetria especular respecto al
hiperplano bisector del segmento [Py, P;] (es decir, el hiperplano perpendicular a PP,
y que pasa por el punto medio M (P, P;) de [P, P}]). Entonces ¢' = s deja fijo F; si
P; = P! y ademés deja fijo P, lo cual muestra que j(¢') < j — 1. Por recurrencia ¢ es
producto de, como mdximo, j — 1 simetrias especulares y, asf, ¢ = s@' es producto de
como méaximo j simetrias especulares.

P.2.9. Demostrar que las tinicas semejanzas ¢ de un espacio euclidiano tales que 0? =
Id son las simetrias oy, respecto a variedades lineales L.
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P.2.10. Sean L y L' dos variedades lineales de un espacio euclidiano de dimensién n y
pongamos W = W (L), W' =W (L") y Wo = W N W'. Demostrar que las simetrias o,
y or, conmutan si y solo si cumplen las dos condiciones siguientes:

1) LNL' #0,y
2) SIW=WoaUyW =Wy®U’, con Wo LU y con Wy L U’, entonces U L U".
Demostrar también que si estas condiciones se cumplen y A = O + (U + U’)%, donde

O es cualquier punto de L N L', entonces opo0r, = 04.
q p ) L

P.2.11. Sea f: V — V una semejanza lineal de razén k de un espacio vectorial eu-
clidiano de dimensién n. Con las notaciones de 2.43, demostrar que existe una base
ortonormal de V respecto a la cual la matriz de f es de la forma

I+

pas)

donde s = n//2 y donde a; € (0,7). Puesto que el polinomio caracteristico de esta
matriz es (sin tener en cuenta el factor k)

—

A=D1 A+ 1) T (A% = 2cos(a) + 1),

=1

vemos que los dngulos a; quedan unfvocamente determinados por f.

Los problemas siguentes se refieren a los cuaternios (v. apartado « Cuaternios» de
la seccién 2.3 para notaciones y resultados).

P.2.12. De la férmula [2.33"] se deduce facilmente que en un espacio vectorial eucli-
diano orientado de dimensién 3 tenemos la identidad
uA(WAw)+vA(wAu)+wA(uAv)=0

(identidad de Jacobi del producto vectorial). Demostrar, en el espacio V3 de los cua-
ternios puros, que la identidad de Jacobi es equivalente a la propiedad asociativa
u(vw) = (uv)w del producto de cuaternios.

P.2.13 (Identidad de Lagrange). Dados niimeros reales 21, ..., 24, Y1, . - ., Y4, demostrar
que
(2 + a3 +ad+ad) (i +vs+y5+ud) =
(191 — T2Y2 — T3Ys — Taya)® + (2192 + Tay1 + Tays — T4ys)’
+ (z1y3 + T3y1 — T2Ys + Tay2)? + (T1Ya + Tay1 + T2Ys — z3Y2)”

Indicacién: Si ¢ y ¢’ son cuaternios, entonces |gq’| = |q||q’|-
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P.2.14. Demostrar que un cuaternio es puro (es decir, que su parte real es 0) si y solo si
su cuadrado es un nimero real no positivo. Deducir de ello que si g es un cuaternio tal
que g2 = —1, entonces q¢ € S%, donde S? es la esfera de radio 1 de V3, y reciprocamente.
Indicacién: Si ponemos ¢ = A+v,con A € Ry v € V3, entonces g% = (A2 —|v|?) + 2)v.

P.2.15. Si v,z € V3, demostrar que vzv = —2(v - z)v + |v|?z.

El objecto bdsico de los problemas siguentes es exponer algunas de las notables
relaciones que existen entre los cuaternios y la geometria del espacio ordinario. A pesar
de que se pueden entender y resolver con lo que llevamos dicho, antes de proseguir
con los enunciados haremos unas consideraciones que pueden ayudar a comprender su
significado geométrico.

Originalmente Hamilton buscaba reproducir para los vectores V3 del espacio ordi-
nario una interpretacién similar a la de los vectores de un plano vectorial real como
nimeros complejos. Segiin esta interpretacion, se puede mirar un vector z € V3 como
la transformacién ¢ — zz, que equivale a aplicar al vector z un giro de amplitud arg(z)
seguido de una homotecia de razén |z|. Asi pues, existe una correspondencia biyectiva
entre los nimeros complejos no nulos y las semejanzas lineales directas de V5.

Pero tal interpretacién no es posible para V3. La razén de ello es que un vector de
V3 tiene tres grados de libertad (uno para cada una de sus componentes respecto a una
base), mientras que las semejanzas lineales del mismo espacio tienen cuatro grados de
libertad: uno para fijar la razén de la semejanza y tres para dar la transformacién de
una base ortonormal dada wu;,ug,u3 en otra base ortonormal u,u), us. Observemos
que tenemos dos grados de libertad para dar la imagen u) de u;, por el problema P.2.1,
y, una vez fijado u/, un grado de libertad para fijar uj dentro de {ady+

Por tanto, una hipotética estructura con la cual se puedan representar las seme-
janzas lineales directas de un espacio vectorial euclidiano de dimensién 3, de manera
analoga a como se pueden representar las semejanzas lineales directas de un plano vec-
torial euclidiano con nimeros complejos, debe tener necesariamente cuatro grados de
libertad. Tras esta constatacién Hamilton denominé a los elementos de esta estructura
hipotética cuaternios y poco a poco fue dilucidando muchas de las maravillosas pro-
piedades que habfan de tener. Uno de los pasos mds importantes consistié en darse
cuenta de que la no conmutatividad de la composicion de semejanzas lineales del espacio
forzaba, por contraste con lo que sucede con las semejanzas de un plano, que los cua-
ternios +¢ tenfan que representar la misma semejanza. Una vez entendido este hecho,
Hamilton pronto llegé a poder definir formalmente los cuaternios como expresiones de
la forma al + bi + ¢j + dk, donde 1 son los cuaternios que representan la identidad
y =i, +j, £k los que representan los giros de amplitud 7 alrededor de los ejes de una
referencia ortonormal dada. Ademds, con esta representacién la multiplicacién de cua-
ternios correspondiente a la composicién de semejanzas queda determinada imponiendo
que sea bilineal y que se cumplan las relaciones de Hamilton (férmulas [2.37]). Aqui
sefialamos tunicamente que las rotaciones I,J, K que corresponden a i, j, k cumplen
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P=J2=K>=d,IJ=JI=K,JK =KJ =1 y KI = IK = J, con lo cual el
dlgebra de los cuaternios {al + bi + ¢j + dk} serfa conmutativa si la representacion de
semejanzas por cuaternios fuese biunivoca.

Habiendo expuesto la introduccién formal de los cuaternios al final de la seccién
2.3, nos proponemos ahora profundizar en su conocimiento segin las ideas que hemos
explicado, al objecto de comprender el proceso por el cual se asocia una semejanza
lineal a un cuaternio y de utilizarlo para obtener nuevas propiedades de las semejanzas
y de las isometrias lineales.

P.2.16. Dado un cuaternio ¢ = A + v no nulo (AeR,v € V3) y un z € V3, pongamos
fo(z) = gzg*. Demostrar que fo(z) € V3, que la aplicacién fe: Vs = V3 es una
semejanza lineal directa de razon |g|* y que f,(v) = |¢|?v (es decir, que v es un vector
propio de f; de valor propio |g|?). En particular, tenemos que fq s una isometria lineal
de V3 si y solo si g € SU,, y en este caso v es un vector propio de f, de valor propio 1
(recordemos que SU, es el grupo de cuaternios de médulo 1)

P.2.17. Demostrar que si g=A+v (A €ER,v € V3) es un cuaternio no nulo y z € Vs,
entonces

fo@) =2 -z)v+ (A = |v|Dz + 22 vAz
En particular, si A = 0, tenemos que

fo(z) =2(v-2)v — |v|%2

y, si v =0, que

NHz) =2z
Repdrese que la iltima féormula puede escribirse fy = hy2 (es decir, la homotecia de
razén A?).

P.2.18. Usar el problema anterior para mostrar que, si v € Vs, v #0yz € (vt
entonces f,(z) = —|v|?z. A continuacién, mostrar que f, = |v|?s(yy (recordemos que
S(v) €s la simetrfa respecto a (v)). Asf pues, f, es la composicién del giro de amplitud
7 alrededor de v seguido de la homotecia de razén |v|2.

P.2.19. Sea ¢ = A+ v un cuaternio (A € R, v € V3) y supongamos que v = B,
Demostrar que € V3 es un vector propio de f; si y solo si, o bien z € (v), o bien
z € (V) y ¢ = v (es decir, A = 0). Obtener de ello que fq es una semejanza directa
(con las notaciones de 2.43, nt =1y n~ =0siA£0,nt =1yn_=2si A= 0).
Este dltimo hecho puede demostrarse también de la siguiente manera. Sea u; =
v/|v|] y formemos una base ortonormal u = (uy,uy, u3) con la misma orientacién que
i,J, k. Entonces puede verse, usando las férmulas anteriores, que la matriz de fqenla

base u es
|q|? 0 0

0 A2—|u2 —2)|y|
0 2A\v] A% — |v)?
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de donde puede deducirse que det(f,) = |¢|® > 0.

P.2.20. Con las notaciones y resultados del problema anterior, si ponemos g para
denotar la métrica euclidiana de V3, entonces podemos escribir fq € S*(g), cuando
g € H*,y f, € O (g), cuando g € SU3, donde ponemos S*(g) C S(g) para denotar el
subgrupo del grupo S(g) de las semejanzas lineales formado por las semejanzas lineales
directas de V3 y Ot (g) C O(g) para denotar el subgrupo de O(g) formado por las
isometrias lineales con determinante +1. Demostrar que la aplicacién o : H* — ST (g)
tal que o(g) = fg es un homomorfismo de grupos. Demostrar también, utilizando
la férmula del problema P.2.17, que ker(os) = {£1}. Notemos que o induce un ho-
momorfismo SU; — O0%1(g) (que también serd denotado por o) y que su niicleo es

(41} N SU = {1},

P.2.21. Sea ¢ = A+ v un cuaternio (A € R, v € V3) y supongamos que v # 0. Sea
z € (v)yt C V3, ¢ # 0, y pongamos a = a,(, fg(2)), donde una base uy, ug de (v)t
es o-orientada si y solo si la base u1,ug, v de V3 tiene la misma orientacién que la base
i,J, k. Demostrar que

/\2 _ |U|2 B }\2 _ |U|2
lgl? A%+ u]?

Como « es independiente de z, de esto resulta que fq es la composicién de p, 4, €l giro
directo de amplitud o alrededor de v, con la homotecia de razén |g|*.

_2A|v] 2A|v]

gt NP

cos(a) = y sen(a) = Vo(z, fq())

P.2.22. Demostrar que los homomorfismos o: H* — S*(g) y 0: SU; — O (g) son
exhaustivos. Por tanto, toda semejanza directa de V3 es de la forma o(q) = f4, con
g € H* determinado salvo un signo. En particular, toda isometria lineal de V3 es de la
forma o(q), con ¢ € SU, determinado salvo un signo.

P.2.23. Sean Bs = {v € Vs||v| < 1} y B3 = {v € V3| |v| < 1} = B3 U S?, donde 5% =
{veVs||v]=1}. Dado v € B3, sea ¥ = /1 — |[v|24v € H. Comprobar que v € 5Us y
demostrar que si & € [0, 7] es el dngulo determinado por la relacién cos(§) = /1 — |v]?,
entonces o (V) = py,o. Deducir de ello que la aplicacion B3 — 07 (g) tal que v — o(?)
es exhaustiva, que su restriccién a Bj es inyectiva y que, si v # v' y (V) = o(V'),
entonces v € S? y v’ = —v.

P.2.24. Para cada vector u € S? y cada dngulo « € [0, 7], pongamos

e = cos(%) + sen(%)u e H

Comprobar que i, € SUs y que 0(Us) = pua. Obtener de ello que la aplicacién

52 x (0,7] = Ot (g) tal que (u, ) — 0o(U,) es exhaustiva y que, si o (ty) = 0(17’(,/),
con (u,a) # (u/,a!), entonces ' = —u y a = o/ = m. Nétese que py 0 = Id para todo
u€ S
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3 Geometria proyectiva

En la seccién 3.0 se hacen distintas consideraciones para motivar la introduccién de
los dos conceptos principales en los cuales se basa nuestro tratamiento de la geometria
proyectiva: la nocién de espacio proyectivo y la nocién de clausura proyectiva de un
espacio afin.

La seccién no es necesaria, desde un punto de vista estrictamente l6gico, en el resto
del capitulo. Sin embargo, al lector que empieza el estudio de la geometria proyectiva
puede resultarle indispensable para asimilar propiamente dichos conceptos.

El espacio proyectivo y las variedades lineales se introducen formalmente en la
seccién 3.1. Después de considerar sus propiedades mds fundamentales, se demuestran
algunos de los resultados mds bdsicos, como el teorema de Desargues, el teorema de
Pappus y la férmula de las dimensiones para variedades lineales. Al final de la seccién
se estudia la clausura proyectiva de un espacio afin y de sus variedades lineales.

En la seccién 3.2 se introducen, tras unas primeras consideraciones relativas a las
configuraciones de puntos, las referencias proyectivas, y se estudian las coordenadas
proyectivas, especialmente en relacién con la representacién de las variedades lineales
mediante ecuaciones —implicitas y explicitas. A continuacién (seccién 3.3), se estudian
las proyectividades y, especialmente, las perspectividades, por un lado, y el grupo de las
homograffas de un espacio proyectivo, por el otro. También se muestra cémo el grupo
de afinidades de un espacio afin se incluye en el grupo de homografias de su clausura
proyectiva.

El concepto de razén doble, uno de los mds basicos de la geometria proyectiva, se
estudia en la seccién 3.4. Antes de su definicién formal, se explica su significacién «pro-
yectiva» en términos de geometria métrica, e inmediatamente después, se muestra cémo
se relaciona con las coordenadas proyectivas y con la razén simple. A continuacién, se
estudian sus propiedades en relacién con las permutaciones de los puntos. En los dos
tltimos apartados, se introducen y estudian las cuaternas arménicas y las anarménicas.
Los resultados més importantes que incluimos, relativos a las cuaternas arménicas, son
el teorema del cuadrangulo completo y la construccién del cuarto arménico.

Finalizamos el capitulo con una secciéon destinada al principio de dualidad. Este
principio produce, para cada teorema de geometrfa proyectiva, un nuevo teorema, de-
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nominado «dual» de aquel. En el caso del plano, por ejemplo, el dual del teorema de
Pappus es un nuevo teorema de incidencia y el dual del teorema de Desargues coincide
con su reciproco. En cuanto a la justificacién del principio de dualidad, citemos tan
solo que se basa en la consideracién del espacio proyectivo P(E") del espacio vectorial
E"Y, dual del espacio vectorial F, y en la relacién natural que hay entre las variedades
lineales de P(E) y P(E"Y).

3.0 De la perspectiva al espacio proyectivo

Entre las ideas més importantes debidas a Desargues (1593-1662), histéricamente el
primero que intenté sistematizar la geometria proyectiva, debe citarse la adicién de un
punto (denominado «impropio») comuin a todas las rectas de un mismo haz de rectas
paralelas, con lo cual dos rectas coplanarias distintas siempre se cortan en un punto
(impropio si son paralelas).

En esta seccién, primero aducimos algunas razones, originadas en el estudio de la
perspectiva, que muestran la naturalidad de la idea de los puntos impropios. Después
describimos brevemente la clausura proyectiva de un espacio affn, es decir, la estruc-
tura que resulta de afiadir los puntos impropios a los puntos ordinarios (o «propios»).
Finalmente, exponemos una demostracién del teorema de Desargues de los tridngulos
en perspectiva, seguida de unas reflexiones sobre la «unificacién» que el punto de vista
proyectivo aporta con relacién a la geometria afin.

Perspectiva. Proyeccion y seccion

Los pintores del Renacimiento se dieron cuenta de que el dibujo en «perspectiva» de
un objeto debe satisfacer las relaciones que se esquematizan en la figura 3.1: si O es el
punto desde el cual se contemplan los puntos P, @, R, ... de la figura, y Il es el plano
del dibujo, los puntos P', @', R', ... correspondientes a P, @, R, ... son la interseccién
de las rectas OP, OQ, OR, ... con IL.

De la descripcién anterior abstraer dos operaciones geométricas fundamentales: la
primera consiste en proyectar un punto P del espacio affn desde un punto fijo O, es
decir, en formar la recta OP (denominada la proyectante de P desde O), y la segunda
consiste en cortar las rectas por O (que denominaremos proyectantes desde O) por
un plano II que no pasa por O. La composicién de estas dos operaciones nos da la
proyeccion desde O de un punto P sobre el plano II, esto es, el punto P’ de interseccién
con I de la proyectante de P desde O.

Debemos darnos cuenta de que O es el iinico punto que no se puede proyectar desde
0, y que la seccién por II sélo estd definida para las proyectantes desde O que cortan
a I1, es decir, no estd definida para las proyectantes paralelas a II. De esto resulta que
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Figura 3.1: Dibujo de PQR sobre el plano II, en perspectiva desde O

la. proyeccién de un punto P sobre el plano II no estd definida precisamente cuando la
proyectante O P es paralela a II.

Representacion proyectiva de una recta

Para que pueda verse que el comportamiento de las proyecciones respecto al paralelismo
no es tan insatisfactorio como podria hacer pensar el iltimo parrafo, estudiemos primero
con més detalle la proyeccién de una recta desde un punto.

Consideremos una recta L que no pasa por O y formemos el conjunto Lo de las
proyectantes desde O de los puntos P de L (v. figura 3.2).

LI . ‘___,—""

LI
Figura 3.2: Representacidn proyectiva de las rectas L y L

Est4 claro que Lo coincide con el conjunto de rectas por O contenidas en el plano
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LV O, excepto la recta por O paralela a L. Si ponemos Lo para denotar el conjunto
de rectas por O contenidas en el plano L V O, conjunto que denominaremos la «repre-
sentacién proyectiva» de L, y OLo, € Lo para denotar la recta por O paralela a L,
entonces tenemos Lo = Lo U {OL}.

La proyectante O L, solo es excepcional respecto a L o, mejor dicho, respecto a las
rectas paralelas a L. Para verlo con mds relieve, consideremos otra recta L’ del plano
LVO,no paralela a L y que no pasa por O. Entonces O L, es la proyectante desde O del
punto A’ de L' obtenido cortando OLs, y L', es decir, OLy, = OA’. Es natural, pues,
pensar Lo, como un «punto» (que podemos denominar «punto del infinito» de L), tal
que su proyectante desde O es la recta OL,. En contraste, si A es la interseccién de L
con la paralela a L’ por O (que de acuerdo con las notaciones ya explicadas denotaremos
OLy,), entonces la proyectante OA € Lo de A no es la proyectante de ningtn punto
de L'. Pero como OA = OL!_, es natural decir que la proyeccién de A sobre L' es el
«punto» L.

Puntos impropios

Las observaciones del apartado anterior nos sugieren la construccién, que exponemos a
continuacién y que se debe esencialmente a Desargues, de la clausura proyectiva de un
espacio afin.

Sea A un espacio afin. Pongamos A, para denotar el conjunto de clases de equi-
valencia de las rectas de A por la relacién de paralelismo. A los elementos de A, los
denominaremos puntos impropios de A y al conjunto A = AUA la clausura proyectiva
de A. Pondremos Lo, € A para denotar la clase de equivalencia de una recta L, y
diremos que L, es el punto impropio, o del infinito, de L. Observemos que a todo
vector v # 0 le corresponde un punto impropio, que denotaremos [v], y que es la clase
de las rectas que tienen espacio director (v). Estd claro, pues, que [v] = [v] si y solo
si existe un escalar A tal que v = Av, y que si v es un vector director de una recta
L, entonces Lo, = [v]. Pondremos L = L U {Ls}, y diremos que L es la clausura
proyectiva de L.

Dado un punto impropio X € Ay, y un punto O € A, pondremos OX para denotar
la tinica recta por O cuyo punto impropio es X, es decir, la tinica recta por O que es
de la clase X. Asi, si L es una recta, O L, es la recta por O paralela a L. Diremos que
OX es la proyectante desde O del punto impropio X.

Anélogamente, si II es un plano, pondremos II,, para denotar el conjunto de puntos
impropios de las rectas contenidas en II, o, lo que es lo mismo, el conjunto de puntos
impropios de las rectas paralelas a II. Si W es el espacio director de II, entonces
[l es el conjunto, que también denotaremos [W], de puntos de la forma [v], donde
ve W —{0}.

Consideremos ahora, con el propésito de ilustrar las ideas anteriores acerca de las
proyecciones y secciones, la proyeccién de un plano II que no pasa por O (v. la figura
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3.3). La proyectante OP de un punto P € II variable nos da una biyeccién entre I y el
conjunto [Ip de las proyectantes desde O no paralelas a II. Por otro lado, la proyectante
OX de un punto variable X € Il nos da una biyeccién entre [l y el conjunto de
proyectantes desde O paralelas a II. Por analogfa con el caso de una recta, pondremos
I para denotar el conjunto de proyectantes desde O contenidas en IV O, con lo cual
tendremos una biyeccién entre I y Ilp, dada por X +— OX, para todo X € TI. Diremos
que Ip es la representacion proyectiva de II.

Figura 3.3: Proyeccién de un plano desde un punto

Sea L una recta contenida en II. La biyeccién entre I y TIp (X — OX), restringida
a L, nos da la biyeccién, que hemos descrito anteriormente, entre L y el conjunto
Lo. Al punto impropio de L, Lo, le corresponde la proyectante O L. (Nétese que
en el apartado anterior OLy no era mds que una notacién para designar la recta
por O paralela a L; esta notacién nos ha sugerido tratar Lo, como un punto; ahora,
una vez definido lo que hace falta entender por Lo, OLo representa efectivamente la
proyectante de L, desde O.)

Si M es otra recta del plano II, no paralela a L, y si {P} = L N M, entonces
{OP} = Lo N Mo, en correspondencia con la relacién L NM = {P}. Por otro lado, si
L' es una recta del plano II paralela a L, pero distinta de L, entonces Lo ﬂflo = {0}
(= OL.,), en correspondencia con la relacién INL ={Le}.

Hemos visto, pues, que la clausura proyectiva I de un plano II del espacio afin
de dimensién 3 (bajo esta hipétesis tenemos II'V O = A3) se puede describir como el
conjunto de rectas que pasan por un punto O exterior a I1. Ademds, en esta correspon-
dencia la clausura proyectiva de una recta L se representa como el conjunto de rectas
por O contenidas en el plano L V O, de manera que queda establecida una biyeccién
entre las rectas L de IT y los planos que pasan por O, excepto el paralelo a II. Ahora
los puntos impropios de II estdn en correspondencia biyectiva con las rectas por O
paralelas a II. Como estas rectas son las rectas por O contenidas en el plano por O
paralelo a II, vemos que Il tiene, desde el punto de vista de las proyecciones desde
0, la misma estructura que T, razén por la cual Il se denomina «recta de puntos
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impropios» de II.

Como veremos en la seccién 3.1, la representaciéon proyectiva de un plano se puede
formular facilmente en términos de dlgebra lineal, independientes de la geometria afin.
Se obtiene asi la nocién de espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial, que es el
objecto a partir del cual desarrollaremos sistemdticamente la geometria proyectiva.

Teorema de Desargues

Para familiarizarnos un poco mas con el lenguaje de Desargues de los puntos impropios
y con su significacién, enunciaremos y demostraremos el teorema, que lleva su nombre,
relativo a dos tridngulos en perspectiva. De este teorema, daremos otra demostracion
en la seccién 3.1. Trabajaremos directamente en el espacio A y nos basaremos en el
hecho, establecido previamente, que dos rectas coplanarias distintas de este espacio
siempre se cortan en un punto (impropio si las rectas son paralelas).

N
R, 4
’

Figura 3.4: Teorema de Desargues de los tridngulos en perspectiva

3.1 Teorema (Desargues, 1639). Sean PFoP1 P, y QoQ1Q2 dos triangulos del espacio
afin A tales que P; # (QQ;, 1 = 0,1, 2, y supongamos que estdn en perspectiva en el espacio
A, es decir, de forma que las rectas P;QQ; son concurrentes en un punto O, 1 =0,1,2
(v. la figura 3.4). Entonces las intersecciones Ry = PiPa N Q1Q2, R1 = PPy N Q2Q0,
Ry = PyPyNQoQ; son puntos (posiblemente impropios) y estos puntos estdn sobre una
recta.

Demostracién: Hagamos primero la demostracién del caso en que los planos de los
dos triangulos son distintos. Sea L la clausura proyectiva de la recta de interseccién de
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estos dos planos (si son paralelos, tomamos como L la recta comiin de puntos impropios
de los dos planos). Como las rectas Pi@Q; y P2Q2 son coplanarias (porque se cortan en
el punto O), las rectas Py P, y Q1Q2 se cortan en un punto, Ry, posiblemente impropio.
Anslogamente se ve que R; y Ry son puntos, posiblemente impropios. El resultado
queda establecido por el hecho de que Ro, Ry, R2 € L. En efecto, el punto Rp, por
ejemplo, es del plano del tridngulo PoP1 P, (o de su clausura proyectiva), por ser de la
recta Py Py, y es del plano de QoQ1@Q2 (o de su clausura proyectiva), por ser de la recta
Q1Q), de donde resulta que Rg € L. Que R; y R, son puntos de L se prueba de un
modo similar.

Ro

Figura 3.5: Reduccidn del teorema de Desargues para tridngulos coplanarios al caso de tridngulos
no coplanarios

Veamos ahora el caso en que los planos de los tridngulos PyPiPy y QoQ1Q2 coinci-
den. El método que seguiremos consiste en reducir este caso al caso anterior. Esto lo
haremos mediante una construccién que hemos representado en la figura 3.5.

Sea A un punto exterior al plano II de los tridngulos. Sea B un punto de la recta
OA, distinto de O y de A. Puesto que las rectas AB y PyQo son coplanarias (porque
son concurrentes en O), las rectas APy y BQo se cortan en un punto Zo (posiblemente
impropio). Los puntos Z; y Z; se definen andlogamente. Se obtiene asi un tridngulo
ZoZ17Z que estd en perspectiva con FoPyPs desde A y en perspectiva con QoQ1Q2
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desde B. Sea L la recta de interseccién del plano de ZyZ;Z; con II. Entonces, PyP,
Y ZoZy se cortan en un punto Ry de L (por el caso que ya hemos demostrado). Por
la misma razén, QoQ1 y ZoZ; se cortan en un punto de L, y este punto sélo puede
ser R, ya que Ry es el punto de interseccién de ZyZ; con L. Por tanto, Fo P1 vy Qo1
pasan por R, y, al ser rectas distintas, su interseccién es exactamente el punto R,. Del
mismo modo se ve que P; P, y Q1Q se cortan en un punto Ry € L y que P, Py y Q2Q0
se cortan en un punto R; € L. O

La naturaleza «proyectiva» del teorema de Desargues queda subrayada si conside-
ramos los numerosos casos particulares que resultan, desde el punto de vista del espacio
affn A, cuando uno o mds elementos de los datos pasan a ser impropios. Para ilustrarlo,
bastard analizar un ejemplo con cierto detalle. Si suponemos que el punto O es impro-
pio, entonces las rectas FoQo, P1Q1, P2Q2 son paralelas (v. la figura 3.6). Supongamos,
ademds, que los lados PP, y Q1@ son paralelos. Esto significa que el punto Rg es el
punto impropio (comiin) de estas dos rectas. Por tanto, cuando decimos que Ro, R; y
R; estdn alineados, realmente estamos diciendo que el punto impropio de la recta R R,
es Ry, es decir, que la recta R;R; es paralela a los lados paralelos P, P, y @Q1Q2.

Py Q1

Pz Q2
Figura 3.6: Un caso particular del teorema de Desargues

Este resultado affn, y otros andlogos, sin duda se podrian demostrar directamente
solo con recursos de geometria afin, pero para cada uno harfa falta una demostra-
cién distinta y, por regla general, estas demostraciones estarian desconectadas unas de
otras. Asi pues, la ventaja del lenguaje de la clausura proyectiva es que nos permite
ver todos estos casos como especializaciones de una situacién general y, en particular,
demostrarlos de una manera unificada.
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3.1 Espacio proyectivo

En la seccién 3.0 hemos visto que la cierre proyectivo de un plano del espacio afin
ordinario se podia representar por el conjunto de rectas que pasan por un punto O
exterior al plano y que, en esta representacién, la cierre proyectivo de una recta del
citado plano (incluyendo su recta de puntos impropios) es el conjunto de rectas por O
contenidas en un plano.

En general, el conjunto de rectas por un punto O de un espacio afin A’ de dimensién
n + 1 es una representacién de la cierre proyectivo de cualquier variedad lineal A de
dimensién n de A’ que no pasa por O. Observemos que si E es el espacio vectorial de
A’, entonces el conjunto de rectas por O se identifica, por la biyeccién A’ ~ E tal que
X — X — O, con el conjunto de subespacios vectoriales de dimensién 1 de E. En esta
representacidn, la cierre proyectivo de una variedad lineal afin L de dimensién r de A
se identifica con las rectas por O contenidas en una variedad lineal de dimensién r +1,
es decir, con el conjunto de subespacios lineales de dimensién 1 de un subespacio lineal
de dimensién 7 + 1 de E.

Estas observaciones muestran que el concepto de cierre proyectivo de un espacio
afin se puede definir puramente en términos de dlgebra lineal, sin referencia al espacio
affn inicial. Las definiciones siguientes (particularmente las de espacio proyectivo, de
variedad lineal y de dimensién) no son mds que una transcripcién explicita de esta
constatacién. Cuando hayamos desarrollado un poco mds este nuevo lenguaje, veremos
(en el tltimo apartado de esta seccién) cémo se puede reformular la cierre proyectivo
de un espacio afin.

En lo que resta de este capitulo, K denotard un cuerpo conmutativo y espacio
vectorial significard «espacio vectorial sobre K de dimensién finita».

Definiciones y notaciones basicas

Dado un espacio vectorial F de dimensién n+1 (n > —1), pondremos [F] para denotar
el conjunto de sus subespacios vectoriales de dimensién 1. Diremos que [E] es el espacio
proyectivo asociado a E. También diremos que [E] tiene dimensién n, y pondremos
dim[F] = n. En lugar de la notacién [E], también se escribe P(E), e incluso P si E
puede sobreentenderse. Para indicar que el espacio proyectivo P tiene dimensién n,
escribiremos P”. Si n = 1, diremos que [F] es una recta proyectiva y si n = 2, diremos
que [E] es un plano proyectivo.

Los elementos de [F] se denominardn puntos. El punto correspondiente al subes-
pacio vectorial (z) generado por un vector no nulo @ € E serd denotado [z]. Si P es un
punto y P = [z], donde z es un vector no nulo de E, diremos que z es un representante
de P.

E.3.1.Si z,z' € E — {0}, entonces [z] = [z] si y solo si existe A € K tal que &’ = Az (ndtese
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que A # 0, necesariamente). Equivalentemente, [z] # [z'] si y solo si z y 2’ son linealmente
independientes.

Si I es un subespacio vectorial de dimensién r + 1 de E, entonces [F] C [E]. Los
puntos de [F] son de la forma [z¢], donde z es un vector no nulo arbitrario de F. Notemos
que [{0}] =0y que si z es un vector no nulo de E, entonces [(z)] = {[z]}.

3.2 Proposicién. Si F' y F' son subespacios vectoriales de E, entonces [F] C [F'] si
y solo si F''C F'. En particular, [F] = [F'] si y solo si F = F'.

Demostracién: Que F' C F' implica [F] C [F'] es evidente. Basta ver, pues, que
F C F' se sigue de [F] C [F']. Sea, pues, z € F. Queremos ver que ¢ € . Dado que
esta conclusién es obvia si & = 0, podemos suponer que z # 0. Entonces [¢] € [F] C [F]
nos dice que existe un @’ € F', 2’ # 0, tal que [z] = [2']. Ahora, por el ejercicio E.3.1,
existe A € K tal que z = Az’. Como z’ € F', también es cierto que z € F". O

Un subconjunto L de un espacio proyectivo [E] es una variedad lineal si existe un
subespacio vectorial F' de E tal que L = [F]. Si F tiene dimensién r + 1, diremos,
de acuerdo con la definicién de dimensién del espacio proyectivo asociado a un espacio
vectorial, que L tiene dimensidn r, y escribiremos dim(L) = r. Observemos, de todos
modos, que en esta definicién no hay ambigiiedad, ya que el subespacio vectorial F
queda univocamente determinado por L (proposicién 3.2). Las variedades lineales de
dimensién 1 se denominan rectas y las de dimensién 2, planos.

Para expresar que una variedad lineal L estd contenida en una variedad lineal ' ,
a menudo diremos que L’ pasa por L, o que L' es incidente con L. Un punto P se
denomina ezterior a una variedad L, o que es independiente de L, si P ¢ L.

E.3.2. 51 F, F' C E son subespacios vectoriales, probar que [F]N [F'] = [F N F']. Asi pues, la
interseccién de dos variedades lineales es una variedad lineal. M4s generalmente, si FY, ..., F}
son subespacios vectoriales de E, entonces [Fy] N -+ N [Fx] = [Fy N ---N Fy].

Si @o, ..., 2, son vectores de E, pondremos [zo,...,z,] en lugar de [(zo,. R
Los puntos de la variedad lineal [zo, ..., z,] son de la forma [Agzo + - - -4 A,z,], donde
Aoy -+, Ar € K son tales que Aozg + -+ + A.z, # 0. En particular, tenemos [z;] €
[z0, ..., 2] si z; # 0. Si zg,...,z, son linealmente independientes, entonces [zo, ..., 2]
tiene dimensién r y sus puntos son de la forma [Agzo + -+ - + Arp], con (Ag, ..., A,) #
(0,...,0). En este caso, tenemos z; # 0y, por tanto, [z;] € [zo,...,2,] (i=0,1,..., s

El conjunto vacio es una variedad lineal y dim(f) = —1. Como {0} es el tnico

subespacio vectorial de E' de dimensién 0, () es la tinica variedad lineal de dimensién
negativa.

Las variedades de dimensién 0 de [E] son las de la forma [(z)] = {[z]}, donde z es un
elemento no nulo de £. Como que los elementos de un conjunto se pueden identificar
con los subconjuntos que tienen un dnico elemento, vemos que las variedades lineales
de dimensién 0 de [E] se pueden identificar con los puntos de [E].
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Una recta es una variedad lineal L = [F'], con F' un subespacio vectorial de dimen-
sién 2 de E. Si z,2’ € F son dos vectores linealmente independientes, entonces los
puntos de la recta [F] = [z, 2'] son los que tienen la forma [Az 4+ A'z'], con \, N € K y
A#0o0 N #D0.

3.3 Proposicién. Dados dos puntos distintos P y P' de un espacio proyectivo P, existe
una 1nica recta que los contiene. En particular, dos rectas distintas tienen a lo mds un
punto en comiun.

Demostracién: Sea E el espacio vectorial tal que P = [F]. Sean z,z’ € E vectores
no nulos tales que P = [z] y P' = [2']. Como P # P', ¢ y 2’ son linealmente inde-
pendientes. Por tanto, (z,z’) tiene dimensién 2 y L = [z,z'] es una recta. Visto que
P =[z] € Ly P'=[2'] € L, queda probada la existencia de una recta que contiene
los puntos P y P’. Sea ahora M otra recta que contiene los puntos P y P’. Veremos
que M = L, y esto acabard la prueba. Sea F’ el subespacio vectorial de E' tal que
M = [F']. Puesto que M es una recta, " tiene dimensién 2. Debido a que P, P’ € M,
tendremos z,z’ € F’. Por tanto, (z,z') C F’. Dado que los dos subespacios vectoriales
de esta inclusién tienen dimensién 2, tenemos (z,z') = F’, de donde M = L. O

La recta que une dos puntos distintos P y P’ serd denotada PP'. La demostracién
anterior prueba que si z es un representante de P y 2’ un representante de P’, entonces
PP = [z,2):

E.3.3. Si L es una variedad lineal y P, P’ son dos puntos distintos de L, probar que PP’ C L.

Puntos alineados

Diremos que tres puntos P,(), R de un espacio proyectivo de dimensién n > 1 estdn
alineados si existe una recta que los contiene.

3.4 Proposicién. Sea [E] un espacio proyectivo de dimension n 2> 1 y P,Q,R € P.
Sean z,y,z € E representantes de P,Q, R, respectivamente. Entonces P, (), R estdn
alineados si y solo si z,y, z son linealmente dependientes.

Demostracién: Si P,Q, R estdn contenidos en una recta [F], entonces z,y,z € F.
Como F tiene dimensién 2, los vectores z,y, z son linealmente dependientes. Recipro-
camente, si z,y, 2 son linealmente dependientes, entonces dim(z,y,z) < 2 y, debido a
que dim(E) > 2, podemos encontrar un subespacio vectorial F' de dimensién 2 de F' tal
que (z,y,z) C F (notemos que F = (z,y, 2) si los tres puntos P, (), R no coinciden).
Asf serd P,Q, R € [F] y los tres puntos estédn alineados. O

E.3.4. Probar que si P, @, R son tres puntos alineados distintos y = es un representante de P,
entonces existe un representante y de @ tal que R = [z + y].
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Prueba analitica del teorema de Desargues

Un tridngulo ordenado de un espacio proyectivo P es una sucesién Py, P;, P, de tres
puntos no alineados. Escribiremos FyP; P, para denotarlo y diremos que los puntos Py,
P, y P, son sus vértices. Las rectas Lo = PPy, Ly = P,Pyy Ly = PyP; se denominardn
lados del tridngulo Fo Py Py. A L; lo llamaremos el lado opuesto al vértice P;.

Dos tridngulos ordenados PyP, P, y PyP{P; estdn en perspectiva si P; # P!y las
tres rectas P; P! pasan por un mismo punto, distinto de cualquiera de los vértices P; y
de cualquiera de los vértices P} (v. figura 3.1, en la cual los tridngulos PQR y P'Q'R’
estdn en perspectiva).

3.5 Teorema (Desargues, 1639). Si los tridngulos PoP, P, y P)P| P} estdn en perspec-
tiva y L; y L: son los lados de Py P, P, y PyP| P} opuestos a P; y a P!

", respectivamente,
entonces las intersecciones R; = L; L’ son tres puntos alineados.
1 1 1

Demostracién: Sea P el punto en el cual concurren las tres rectas F;FP/. Sean
z,zo,&1,22 € E — {0} tales que P = [z] y P; = [z;]. Puesto que P,P; y P! estdn
alineados y son distintos, podemos escoger z; de manera que P/ = [z + z;] (v. E.3.4).

Ahora observemos que el punto [z; — z3] de la recta P, P; es también de la recta
P{Pj, ya que [z1 — 23] = [(z4 1) — (x4 2z2)]. Visto que las rectas Lz y L} son distintas,
tenemos que R3 = L3N L5 = [z; — z3]. Andlogamente, se ve que Ry = [zg — z3] y
Ry = [z3 — z1]. Finalmente los puntos Rg3, Ry, R estdn alineados, ya que

(1 —22) + (z2 —23) + (23 —21) =0
y podemos aplicar la proposicién 3.4. O

E.3.5. Comprobar directamente que el teorema de Desargues también es cierto si en la defini-
cién de tridngulos en perspectiva prescindimos de la restriccién que ninguno de los vértices de
los tridngulos coincide con el punto O de concurrencia de las rectas P; P/, es decir, si admitimos
que uno de los vértices P; o uno de los vértices @; puede coincidir con O. (Dado que P; # @;,
si se da la circunstancia de que un P; y un @); coinciden con O, necesariamente debe ser ¢ # j.)

3.6 Nota. El reciproco del teorema de Desargues también es cierto. Su demostracion,
que se puede hacer con métodos similares a los que hemos utilizado para la demostracién
del teorema directo, se deja como ejercicio para el lector. En el caso del plano proyectivo,
veremos (seccién 3.5) que dicho reciproco se puede establecer mediante el principio de
dualidad.

Teorema de Pappus

En el enunciado y demostracion de este teorema utilizamos que dos rectas distintas de
un plano proyectivo se cortan en un punto. Esto estd claro, ya que la interseccién de dos
subespacios vectoriales de dimensién 2 distintos de un espacio vectorial de dimensién 3
es un subespacio vectorial de dimensién 1. Como veremos, la afirmacién que acabamos
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de probar no es mds que un caso particular de la férmula de las dimensiones que
demostraremos en el apartado siguiente.

3.7 Teorema. En un plano proyectivo P, sean L y M dos rectas distintas (v. figura
3.7) y supongamos, si P es el punto de interseccion de L y M, que Fo, P1, P, son
puntos distintos de L — {P} y Qo, Q1, Q2 puntos distintos de M — {P}. Entonces, las
intersecciones Rg = PiQqo N P,Q1, Ry = PyQo N PoQ2, Ry = FyQ1 N PiQo son tres
puntos alineados.

@

Figura 3.7: Teorema de Pappus

Demostracién: Sea z € F — {0} tal que P = [z]. Dado que P, Py, P, P, son puntos
distintos de L, existe y € E — {0} tal que Pp = [y], Pr = [z+y] y P» = [+ ay], para un
cierto a € K — {0,1}. Andlogamente, existe z € E — {0} tal que Qo = [2], @1 = [z + 2]
y Q2 = [z + bz], para un cierto b € K — {0,1}. Notemos que los vectores z,y, z son
linealmente independientes (ya que P, Py y Qo no estan alineados).

Ahora tenemos

Ry =[z+y+ 2]

ya que
[(z+y) + 2] € PiQo
[y + (z + 2)] € P

Observemos que las rectas Po@Q1 y P1Qo son distintas y que, por tanto, [z 4+ y + 2] es
el dnico punto comin a las dos. También tenemos

[w+y+Z]={

Ry = [z + ay + bZ]

ya que
[(z + ay) + bz] € Qo

ot g 4 0] = { [ay + (z + b2)] € Po@Q2



178 Geomelria proyectiva

Finalmente

Ro=[(ab— 1)z 4+ a(b— 1)y +b(a —1)2]

ya que

ab— Dz + alb— 41— [eb=D(+y)+(a-1)(z+0b2)] € PQ;
etk ag=dig+ g = Jal { [(a = 1)b(z +2) + (b~ 1) (¢ + ay)] € PQ1.

Para terminar, observamos que
(ab—1)z+a(b-1y+bla—1)z=ab(z+y+2) - (z+ ay + b2)

y, por consiguiente, Ry € R; Rj. O

Formula de las dimensiones

Hemos visto que la interseccién de dos variedades lineales de un espacio proyectivo [E]
es una variedad lineal (ejercicio E.3.2). Si L y L’ son variedades lineales de un espacio
proyectivo IP, entonces L N L’ es la méxima variedad lineal contenida en L y L/, en el
sentido de que una variedad lineal M cumple M C Ly M C L'siysolosi M C LN L'

Veamos ahora que existe, con las mismas notaciones, una variedad LV L’ que es la
minima que contiene L y L', en el sentido de que una variedad lineal M cumple M D L
yM D L'siysolosi M D LVL' Enefecto, si L =[F]y L' = [F'], donde F y F'
son subespacios vectoriales de E, entonces de la proposicién 3.2 resulta que la variedad
[F'+ F'] satisface las condiciones, debido a que F 4 F” es el minimo subespacio vectorial
de E que contiene a F'y F”. Diremos que LV L' es la suma proyectiva de las variedades
LylL.

E.3.6. Probar que si P y @ son puntos distintos, entonces PV Q = PQ (la recta que une los
dos puntos).

3.8 Proposicién (Férmula de las dimensiones). Sean L y L' variedades lineales de un
espacio proyectivo [E]. Entonces

dim(LVL') +dim(LNL') = dim(L) + dim (L))

Demostracién: Sean F'y F' los subespacios vectoriales de E tales que L = [F] y
L' = [F']. Entonces dim (F + F') +dim(F N F') = dim(F) 4+ dim (F"), por la férmula de
las dimensiones para subespacios vectoriales de un espacio vectorial. Como dim(F +
F') = dim(L Vv L') 4+ 1, dim(FN F') = dim(LNL') + 1, dim(F) = dim(L) + 1 y
dim(F") = dim(L’) 4 1, la férmula resulta inmediatamente. O
»
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3.9 Ejemplo. Sea L una variedad lineal de un espacio proyectivo y ) un punto exterior
a L. Ast LNQ =0 y, por tanto, dim(L N Q) = —1. Como dim(Q)) = 0, de la férmula
de las dimensiones deducimos que

dim(L Vv Q) =dim(L) 4+ 1

En el caso particular en que L es un punto P, esta férmula nos dice que PV () es una
recta, lo cual confirma la conclusién del ejercicio E.3.6.

3.10 Ejemplo. Una variedad lineal H de P" se dice que es un hiperplano si dim(H) =
n — 1. Supongamos que H es un hiperplano y que L es una variedad no contenida
en H. Si Q es un punto de L exterior a H, entonces HV L O H V(. Visto que
HVQ = P" (ya que dim(H VQ) = n, por el ejemplo 3.9), tenemos LV H =P". Ahora,
la férmula de las dimensiones nos da dim(H N L) = dim(H) +dim(L) —dim(H V L) =
n—1+dim(L) — n =dim(L) — 1, es decir,

dim(H N L) = dim(L) — 1

En el caso en que dim(L) = 1, esta férmula nos dice que la interseccién de una recta
con un hiperplano que no la contiene es un punto.

Cuando n = 2, H es una recta y el enunciado precedente nos da una propiedad que
hemos visto en el inicio del apartado « Teorema de Pappus»: dos rectas distintas de un
plano proyectivo se cortan en un punto.

3.11 Ejemplo. El ejemplo 3.9 nos muestra que L V @ es un plano cuando L es una
recta y @ un punto exterior a L. Por otro lado, 3.10 nos muestra que la interseccién
de un plano de P™ con un hiperplano que no lo contiene es una recta.

Consideremos el caso 7 = 3 con més detalle. Puesto que los hiperplanos de IP® son
los planos, el enunciado precedente nos da que dos planos distintos de P2 se cortan
en una recta. Por otro lado, tenemos que la interseccién de una recta con un plano
que no la contiene es un punto. Si se trata de dos rectas distintas L y L' de P3,
se pueden dar dos posibilidades. Una es que dim(L V L') = 2, es decir, que las dos
rectas estén contenidas en un mismo plano (se dice, entonces, que las dos rectas son
coplanarias), y que equivale a decir que L N L' es un punto [0]. La otra posibilidad es
que dim(L V L) = 3, y que equivale a decir que LN L' = 0. En este caso, se dice que
las dos rectas se cruzan.

Cierre proyectivo de un espacio afin A

Con el lenguaje del espacio proyectivo, podemos dar ahora un contenido matemaético
mucho més preciso a la construccién de la cierre proyectivo de un espacio afin. El méto-
do que seguiremos es dar primero una definicién independiente de la cierre proyectivo
A de un espacio afin A y ver después que la nueva definicién incorpora la definicién
dada en la seccién 3.0.
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Notaciones

Sea A un espacio afin de dimensién n y V su espacio vectorial asociado. Pondremos

V=K&V.Si(\v) €V, podemos escribir (A, v) = (X,0)+(0,v) = A(1,0) + (0,v). Si
ponemos eg = (1,0) e identificamos el vector v € V con el vector (0,v) € V, entonces
podemos poner (A, v) = Aeg + v.

Fijemos un punto O € A y consideremos la aplicacién P ep de A en V tal que
ep = eo+ (P —O). En particular, tenemos ep = eg. También es inmediato comprobar

que se cumple la férmula
ep—eg=P—-Q [3.1]
Notamos, también, que
V=(er)oV 3.2]
cualquiera que sea P € A.

3.12 Nota. La propiedad_[3.2], para todo punto P € A, se puede deducir de la propie-
dad [3.1] y de la relacién V = (ep) @V para un punto dado O. En efecto, si P = O + v
(v € V), entonces ep = ep + v (por [3.1]) y (ep) + V = (eo) +V =V,

El ejercicio que sigue muestra que el espacio V y la aplicacién e no dependen, salvo
un isomorfismo tnico, del punto O.

E.3.7. Probar que si V' es un K-espacio vectorial que contiene V como subespacio vectorial
y P+ €p es una aplicacién de A en V' que satisface las propiedades [3.1] y [3.2] (es decir,
ep —e’Q = P—@Q, cualesquiera que sean P,Q € A, y V' = (ep)®V paratodo P € A), entonces

hay un wnico isomorfismo V ~ V' tal que ep ep para todo P € A. Probar también que este
isomorfismo es necesariamente la identidad para los elementos de V.

El espacio proyectivo A

Sea V un espacio vectorial que contiene V' como un subespacio vectorial y e: A — V,
P = ep, una aplicacién que cumple las propiedades [3.1] y [3.2]. Sabemos que estos
objetos existen y que, segin se precisa en el ejercicio E.3.7, son tnicos. Al espacio pro-
yectivo A = [V] lo denominaremos cierre proyectivo, o también complecion proyectiva,
de A. Notemos que A tiene dimensién n. Al hiperplano [V] de A lo denominaremos, de
acuerdo con lo que se ha dicho en el apartado «Puntos impropios» de la seccién 3.0,
hiperplano del infinito de A, o hiperplano de puntos impropios de A, y lo denotaremos
B

Para poder interpretar A como el resultado de afiadir a A los puntos impropios,
utilizaremos la aplicacién i: A — A tal que X — X = [ex]. Si fijamos un punto O
como origen, y X = O +v, donde v € V, entonces X = [ex] = [e04,] = [eo + v]. Para
una representacién gréfica de este proceso, v. figura 3.8.
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0 = [eo] X =leo +1]
Or/v//X A
€o eo +v
0 ¢

Figura 3.8: Cierre proyectivo del espacio afin A

3.13 Proposicién. La aplicacion i: A — A es inyectiva.

Demostracién: Supongamos que P, Q € A son tales que [ep] = [eg]. Entonces eg =
Aep, para un cierto A € K,y Q—P =eg—ep = dep—ep = (A—1)ep (hemos utilizado
la propiedad [3.1]). Como Q—P € V yep ¢ V (propiedad [3.2]), la dltima igualdad solo
puede ser cierta si los dos miembros son nulos. Asi () = P, como querfamos probar. [

3.14 Proposicién. La imagen de A por i coincide con A — A, es decir, con el
conjunto de los puntos representados por vectores de V — V. En particular tenemos
A=i(A)UA.

Demostracién: En efecto, dado un punto P € A, i(P) € A — Ay, ya que P = [ep] y
ep ¢ V. Reciprocamente, un punto @ de A— A, es de la forma Q) = [0],con v € V - V.
Si escogemos un punto cualquiera O, sabemos (propiedad [3.2]) que V = (ep) + V, de
donde ¥ = Aep + v, para un cierto A € K. Puesto que 0 ¢ V, tenemos A # 0, y

Q = [Aeo + 9] = [eo + A7) = [egyr-1,] = (O + A7)

que es un punto de i(A). O

Cierre proyectivo de una variedad lineal

Sea L una variedad lineal de dimensién r del espacio afin A. Si W = W (L) es el espacio
director de L, la variedad lineal [W] C [V] = A se denomina variedad del infinito,
o variedad de puntos impropios, de L, y pondremos L., para denotarla. Por lo que
hemos dicho en el apartado «Puntos impropios» de la seccién 3.0, L, se identifica con
el conjunto de clases de equivalencia de las rectas de A por la relacién de paralelismo.
También pondremos L = (L) U Lo, y diremos que L es la cierre proyectivo de L.
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3.15 Proposicién. Dada una variedad lineal L de dimension r del espacio afin A, L
es una variedad lineal de dimensién r de A. La variedad L es la dnica variedad lineal

de A tal que LN i(A) =4(L).

Demostracién: Sea L = P+ W, donde W es el espacio director de L. Consideremos
el subespacio vectorial W = (ep) + W de V. Como W C V, W tiene dimensién
1+ dim(W) = r + 1. Por tanto, [W] es una variedad lineal de dimensién r de A. Los
puntos Q) de [W] son de la forma Q = [Aep + w],con A € K, w € W y Xep + w # 0.
Si A = 0, entonces @ = [w] € [W] = Lo, y si A # 0, entonces Q = [dep + w] =
[ep + A7tw] = [epyr-14] = i(P 4+ A7tw) € (L), ya que A™'w € W. Puesto que
P + A lw es, incluso con A = 1, un punto arbitrario de P + W = L, vemos que
Lni(A) =4(L).

Para terminar la prueba nos basta ver que si M es una variedad lineal de A, tal
que M Ni(A) = i(L), entonces M = L. Si M = [F], donde F es un subespacio vectorial
de V, serd suficiente ver que F' = W. Ahora bien, como para todo w € W tenemos
i(P+w) €i(L)=MnNi(A) y i(P+ w) = [ep+w] = [ep + w], en particular resulta que
ep +w € F para todo w € W. Poniendo w = 0, tenemos ep € F', que con la relacién
anterior nos da que w € F para todo w € W. Ast W = (ep) + W C F.

Para ver la inclusién contraria, sea ahora z = Aep 4+ v € F (recordemos que todo
vector de V se puede escribir de esta manera por la propiedad [3.2]). Queremos ver
que z € W. Visto que esta conclusién es obvia si £ = 0, podemos suponer que z # 0.

Supongamos primero que A = 0, con lo cual z = v es un vector no nulo de FNV.
Como ep € F, también tenemos ep + v € F. Por tanto, [v], [ep] = i(P), [ep + V]
i(P+v) € M. Dado que estos tres puntos estan alineados y ¢(P),i(P+v) € MNi(A)
i(L) C L, inferimos que [v] € L (E.3.3), es decir, que v € W.

Falta examinar el caso A # 0. Dividiendo por A, estd claro que es suficiente ver que
ep+v € F implica v € W. Pero ep+v = epy, € F implica que i(P+v) € MNi(A) =
i(L), de donde v € W por la inyectividad de <. O

E.3.8. Probar que la cierre proyectivo L C A de una variedad lineal L = P + W, considerada
como un espacio proyectivo, es una cierre proyectivo de L considerada como un espacio afin.
M4s precisamente, probar que el espacio W = (ep)+W no depende de P € L y que la aplicacién
L — W tal que Q — eg cumple las propiedades [3.1] y [3.2].

3.16 Proposicién. Sean L y L' dos variedades del espacio afin A. Entonces L y L'
son paralelas si y solo si Lo C L, 0 L, C Loo. Si L y L' tienen la misma dimension,
L y L' son paralelas si y solo si Lo, = L.

Demostracién: Si W y W' son los espacios directores de L y L', respectivamente, L y
L' son paralelas, por definicién, siy solosi W C W' o W/ C W. Pero W C W' equivale
a [W] C [W'], es decir, a Lo, C L. Andlogamente, W' C W equivale a [W'] C [W],
es decir, a L, C L. O
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3.2 Configuraciones de puntos. Referencias proyectivas

Los conceptos més bésicos que introducimos en esta seccién son los de referencia (pro-
yectiva) y de coordenadas (proyectivas) de un punto respecto a una referencia. Después
estudiamos dos maneras de representar las variedades lineales mediante coordenadas
relativas a una referencia (ecuaciones cartesianas y ecuaciones paramétricas). Al princi-
pio de la seccién se tratan algunas cuestiones preliminares, como las nociones de puntos
dependientes y de puntos independientes. También se hacen algunas consideraciones
sobre las «configuraciones de puntos».

Puntos dependientes e independientes

Sean P, ..., P, puntos y supongamos que P; = [e;], e; € E. Entonces Fp V-V
P, =[eq,...,e-] y dim(PoV -V F) = dimg(eo, - - ., €r) — 1. Asi pues, vemos que la
méaxima dimensién que puede alcanzar la variedad lineal FoV---V P, (cuando movemos
los puntos P;, pero manteniendo r fijo) es r, y que este valor méximo se consigue si
y solo si los vectores e,...,e, son linealmente independientes. Si este es el caso,
diremos que los puntos Fy,..., P, son independientes. En caso contrario, es decir, si
dim(PyV +++V P,) < r, diremos que son dependientes.

E.3.9. Sean Py, ..., P, puntos de un espacio afin A y pongamos Py, ..., P, para denotar
los correspondientes puntos del cierre proyectivo A. Comprobar que Py,..., P, son puntos
independientes del espacio afin A (en el sentido del subapartado «Puntos independientes» de
la seccién 1.2, pag. 67) siy solo si Py, ..., P, son puntos independientes del espacio proyectivo

A.

Variedad determinada por r + 1 puntos independientes

Dados dos puntos distintos Py y Pi, sabemos que existe una tnica recta (que denotamos
PyP;) que los contiene. De hecho, esta recta es P, V P;. La proposicién que sigue es
una generalizacién natural de esta afirmacion.

3.17 Proposicién. Sean Py, ..., P, puntos independientes de P. Entonces, ByV:--VF,
es la tdnica variedad lineal de dimension r que los contiene.

Demostracién: Si Pp,..., P, son independientes, entonces L = PyV .-V P, tiene
dimensién ry P, € L (i=0,...,r). Si ahora M es una variedad lineal tal que P, € M
(i=0,...,r), entonces L C M, ya que L es la minima variedad lineal que contiene los

puntos P;. Si ademds M tiene dimensién r, dim(L) = dim(M) y, por tanto, M = L. U

De la variedad lineal PyV- - -V P, se dice que es la variedad determinada por los puntos
Py, ..., P.. Cuando los puntos Fy, .. ., P. son independientes, Py V -+ -V P, se denota
muchas veces simplemente PoPy---P.. En el caso r = 2, la notaciéon Py P P, se ha
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utilizado antes para denotar el tridngulo de vértices Py, P; y P;. Estos dos significados
del simbolo FyP; P, no llevan, en general, a confusién, ya que por el contexto suele
quedar claro a cudl de ellos nos referimos. Pero si hace falta distinguirlos, pondremos
APy P, P, para denotar el tridngulo.

E.3.10. Sean Py, ..., P, puntos independientes de una espacio afin A y sea L C A la variedad
lineal que determinan (pég. 68). Sea L' C A la variedad lineal determinada por los puntos
Py, ..., P, € A correspondientes a Py, ..., P.. Verificar que L' = L (el cierre proyectivo de L).

Configuraciones

A una sucesién finita Il = Fy, Py, ..., P, de puntos distintos de un espacio proyectivo
P la denominaremos una configuracién de r + 1 puntos de PP, y a los puntos P; los
llamaremos vértices de la configuracién. Utilizaremos terna y cuaterna para referirnos
a configuraciones de tres y cuatro puntos, respectivamente. Por dimensidn de la con-
fiuracién II entenderemos la dimensién de la variedad lineal \/11 = BV PV -V P,,
y pondremos dim(II) para denotarla.

El valor médximo de la dimensién de una configuracién de » 4+ 1 puntos es r, y se
consigue si y solo si los puntos de la configuracién son independientes. En este caso,
diremos que la configuracién es un r-simplice. Notemos que un 2-simplice no es mds
que un tridngulo. De un 3-simplice se dice también que es un tetraedro.

Diremos que una configuracién I’ es subordinada de una configuracion II si I1’ es una,
subsucesion de II. Las configuraciones de s+ 1 puntos subordinadas de un r-simplice II
son s-simplices y las variedades lineales que generan se denominan caras de dimensién
s de II (aristas si s = 1 y simplemente caras si s = 2). Las aristas de un tridngulo
se denominan lados. Se dice que dos caras de un simplice II son complementarias,
u opuestas, si estdn definidas por configuraciones que, como subconjuntos de II, son
complementarios.

3.18 Ejemplos. Una configuracién de tres puntos puede tener dimensién 2, en cuyo
caso forma un tridngulo, o dimensién 1, en cuyo caso se trata de tres puntos alineados
distintos. Las configuraciones de cuatro puntos pueden tener dimensién 3,2 o 1. En el
caso de dimensién 3, se trata de un tetraedro, y en el caso de dimensién 1, de cuatro
puntos alineados distintos. En el caso de dimensién 2, hay dos posibilidades: que
formen un cuadrdngulo, es decir, que las cuatro configuraciones subordinadas de tres
puntos sean tridngulos, o que exactamente tres de los puntos estén sobre una recta que
no pasa por el cuarto punto. En el caso de un cuadrdngulo, las rectas determinadas
por los seis posibles pares de vértices se denominan lados del cuadrdngulo, y dos lados
se llaman opuestos si no tienen ninguin vértice en comin (v. figura 3.9, en el cual los
tres pares de lados opuestos son AB y CD, AD y BC,y AC'y BD). Los tres puntos
de interseccién de los tres pares de lados opuestos forman el tridngulo diagonal del
cuadrdngulo (en la figura 3.9 son los puntos X, Y y Z).
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Figura 3.9: Cuadrdngulo y su tridngulo diagonal

Diremos que una configuracién II de 7+ 1 puntos es de tipo s,11, o que es un r 4 1-
vértice s-dimensional, si s = dim(II) (por tanto, s < r) y todas las configuraciones
subordinadas de s 4+ 1 puntos son s-simplices. Estd claro, pues, que un r-simplice es
de tipo .41 (un r 4 1-vértice r-dimensional). Por ejemplo, una configuracién de tres
puntos alineados es de tipo 13 y un cuadréngulo es una configuracién de tipo 24 (o
un cuadrivértice de dimensién 2). Un tridngulo es una configuracién de tipo 23 y un
tetraedro es una configuracién de tipo 3.

Una configuracién Fo, Py, ..., B, Py, P[,..., P!, se dird que es de tipo s, V G
siIll = Po, Pr,..., P es de tipo s,41, II' = Py, P}, ..., P!, es de tipo sppr y (VI N
(VII') = 0. Por ejemplo, decir que la configuracién Py, Py, Py, P3 es de tipo 13 V
0 significa que Py, Py, P, son tres puntos alineados distintos (sea L la recta que los
contiene) y que P3 es un punto exterior a L.

Referencias proyectivas

Una referencia proyectiva, o un sistema de coordenadas proyectivas, de P™ es una confi-
guracién de n+ 2 puntos Fy, ..., Py, U de tipo n,42, es decir, tal que n+ 1 cualesquiera
de ellos son independientes.

Pondremos [F,..., P,; U] para indicar que P,,...,P,,U forman una referencia
proyectiva. Los puntos F, ..., P, son independientes y, por tanto, definen un simplice;
lo denominaremos simplice de la referencia, y a los puntos Py, ..., P,, los vértices de
la referencia. El punto U se denomina punto unidad. Notemos que el punto unidad no
pertenece a ninguna cara del simplice [o].

Por ejemplo (v. figura 3.10), dar una referencia proyectiva de la recta proyectiva
P! equivale a dar una terna ordenada de puntos distintos Py, P, U; dar una referencia
proyectiva del plano proyectivo P? equivale a dar tres puntos no alineados Py, P;, P,
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y un punto U no situado sobre ninguna de las rectas PyP;, PP, PyFy; y dar una
referencia del espacio proyectivo P? equivale a dar un tetraedro PyP; P,Ps y un punto
U no situado en ninguna de sus caras.

Py
Py

U Py

B

Figura 3.10: Referencias proyectivas de P!, P? y P3

3.19 Proposicién. Si [P,..., P,;U] es una referencia proyectiva, existen vectores
€o,...,en de I tales que P, =[e;) yU =[eg+ -+ e,].

Demostracién: En efecto, sean ey, ..., e/, representantes de los puntos Pp,..., P, y e
un representante de U. Como F, ..., P, son independientes, los vectores e, . . ., €}, son
linealmente independientes y, dado que n es la dimensién del espacio, e, . .., e}, forman
una base de . Existen, por tanto, escalares Ao, ..., A, tales que e = Agef+ - - -+ Apel,.
Se cumple que A; # 0 para todo ¢, ya que si fuese, por ejemplo, A, = 0, entonces los
puntos Fy, ..., P,_1, U serian dependientes y esto contradice la definicién de referencia
proyectiva. Asf pues, si ponemos e; = Aje}, entonces P; = [e}] = [e;] y U = [eg + -+ -+
€n): O

Los vectores e, ..., e, del lema anterior forman una base de E y diremos que esta
base estd adaptada a la referencia [P, ..., Py; U]

3.20 Nota. Si eo,...,e, es una base de F, y definimos P, =[e;] y U = [eg + - - - + e,],
entonces [Py, ..., Py; U] es una referencia proyectiva de I’ para la cual eq, ..., e, es una
base adaptada: diremos que es la referencia proyectiva asociada a e, . . ., e,.

/

3.21 Proposicién. Dos baseseq, ... e, Yy €, ..., €, de E estin adaptadas a la misma

referencia proyectiva si y solo si existe A € K — {0}, tal que e; = Xe;, parai=0,...,n.

Demostracién: Si eg,...,e, ¥ €,..., €, son bases adaptadas a la misma referencia,

entonces [e;] = [e}], para i =0,...,n,y [eo+ -+ e,] = [eg + - - - + e,]. Existen, por
tanto, escalares no nulos A; y A tales que e, = A\je; (1 =0,...,n) y e[+ -+ e, =
Ao+ -+ + e). De estas relaciones, y por ser e, ..., e, linealmente independientes,
resulta que Ag = --- = A, = A. Esto prueba la necesidad de la condicién. La suficiencia
es una consecuencia inmediata de las definiciones. O
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Ejemplo: referencia proyectiva asociada a una referencia afin

Sea A un espacio afin. Sea R = [O;ey, ..., e,] una referencia afin de A. Sea A el cierre
proyectivo de A. Pondremos Py = O = [eg] (recordemos que eg = (1,0) € V), P; = [e;]
(i=1,...,n)y U=[eo+e1+ -+ e,]. Tenemos asi que R = [Py, ..., Po; U] es una
referencia proyectiva de A y que eg,...,e, es una base de V adaptada a R. Diremos
que R es la referencia proyectiva asociada a la referencia afin R.

Coordenadas proyectivas

Sea R = [P, ..., P,;U] una referencia proyectiva, P un punto, eo,...,e, una base
adaptadaa R y e un representante de P. Sean (&, ...,§,) las componentes de e respecto
aeo, ..., en, esto es, los escalares tales que e = {peg+ -+ &nen. Entonces diremos que
(€o, . . ., &) son coordenadas proyectivas de P respecto a R, o R-coordenadas proyectivas
de P.

Observemos que si (£, ...,&,) son coordenadas proyectivas de P respecto a la re-
ferencia R, entonces (£p, . ..,&,) es un vector no nulo de Kt

3.22 Proposicién. Dada una referencia R y un vector no nulo (&, ...,&) € K™,

existe un tnico punto P para el cual (&, ...,&,) son coordenadas proyectivas respecto
aR.

Demostracién: Si eg,..., e, es una base adaptada a R, el punto

P = [6060 + - +€nen]

tiene coordenadas (£o,...,&y). Si P’ también tiene coordenadas (£o, .. -.,&s), entonces
P = [&oel + + -+ + &nel], donde e, ..., e, es una base adaptada a R. Pero de 3.21
resulta que existe A € K* tal que &ep + - -+ &nel, = A(éoeo + -+ -+ &nen), de donde
P =P. O

El punto para el cual (&,...,&€,) son coordenadas proyectivas respecto a R serd
denotado [&, ..., &n]R, 0 simplemente [, ..., &,] si la referencia R se puede sobreen-
tender por el contexto. Asf tenemos [£o, . . .,&n] = [o€o+ - - ~4-&nen] para cualquier base
€o, ..., en de E adaptada a la referencia R. En particular, tenemos Fp = [1,0,...,0],

voy B = (0004000 0,1, T =1, 155005 L)

Puesto que la definicién de coordenadas proyectivas de un punto P respecto a la
referencia R depende de la eleccién de una base adaptada a R y de un representante de
P, dichas coordenadas no quedan unfvocamente determinadas por P. La proposicién
que sigue precisa cudl es la ambigiiedad.

3.23 Proposicién. Si (&,...,&) € K™ — {0} y A € K — {0}, entonces

[éOa i -aEn]R = [Aé()» sy )‘En]'R
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Reciprocamente, si (o, . .., &nlr =[5, - - -, LR, entonces existe A € K* tal que & = A&;
(o= 0508
Demostracién: Es inmediata y se deja como ejercicio para el lector. O

Cambio de referencia

Sean R = [Fy,...,Pa;U]ly R' = [Py, ..., P.; U] referencias proyectivas de un espacio
proyectivo P. Sea e = (e, ..., €,) una base adaptada a R y € = (e, ..., e},) una base
adaptada a R’. Sea M la matriz de la base e’ respecto a la base e. Pondremos [M]
para indicar la matriz M salvo un factor escalar no nulo (es decir, [M] = [M'] si y solo
si existe un escalar no nulo A tal que M’ = AM) y diremos que [M] es la matriz de R’
respecto a R.

Sea P un punto y sean & = (&, ...,&,) coordenadas proyectivas de P respecto a
Ryt =E€,... &, coordenadas proyectivas de P respecto a R'. Tenemos, pues, que
e=Coeo+ -+ Enen =€t ye =Eheh+ -+ Elel = e’E'T son representantes del
punto P, con lo cual existe un escalar no nulo p tal que pe = €’. Asf

pet”
e =
p e'E/T — er'T

de donde obtenemos
T
ptT = M¢' [3.3]
que es la férmula del cambio de coordenadas. Esta férmula se puede también escribir

[€7] = (M) 3.3

Coordenadas afines y coordenadas proyectivas

Sea A un espacio afin y R = [O, ey, ..., e,] una referencia afin de A. Sean z1,...,2,
las R-coordenadas de un punto X € A. Asi X = O + 11+ -+ Tpen y X =
[eo + z1€1 + -+ + Tnpe,). Por tanto, (1,21,...,2,) son coordenadas proyectivas de

X respecto a la referencia R. Por otro lado, si un punto @ € A tiene coordenadas
proyectivas (o, . ..,&n) Tespecto a R, entonces @ = [§oeo + -+ -4 &nen] ¥ estd claro que
Q € Ay si y solo si & = 0. Ademds, si Q € Ao, entonces () = X, donde X € A, y las
R-coordenadas de X son (&;/&o,...,&n/&0), ya que

[50604_ ....|_§nen] = [€0+£—1€1+"‘+ E_”en]
€o €o

si & # 0. Hagamos un sumario de estas conclusiones:
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3.24 Proposicién. Si R es la referencia proyectiva de A asociada a la referencia R
del espacio afin A, el punto (&, ..., &)z € A es un punto propio si y solo si &g # 0 v,
si este es el caso, el punto (z1,...,z,)R € A que le corresponde queda determinado por
las relaciones

-Ti:Ei/fO, t=150m0y 1

E.3.11. Comprobar que si z7 = Az’ + pT es la relacién matricial que expresa el cambio de
R-coordenadas a R’-coordenadas, donde % y R’ son referencias del espacio afin A, entonces

[€7] = [A][¢'"], donde
1 0

A=
pT | A

. = =/
expresa el cambio de R-coordenadas a R -coordenadas.

Coordenada absoluta

Sea R = [Py, P;;U] una referencia de una recta proyectiva P'. Si [£,&] son R-
coordenadas de un punto X y & # 0, entonces

solo depende de X y R,y diremos que es la R-coordenada absoluta de X . Puesto que el
tinico punto que satisface £&; = 0 es Py = [1, 0]r, diremos que su R-coordenada absoluta
es el simbolo co. Si ponemos K = K U{co}, entonces tenemos una aplicacién biyectiva
K ~ P! tal que 2 = [z,1]g si z € K y oo — [1,0]g. Este punto, lo denotaremos
también [o0o, 1]g 0 coR.

E.3.12. SiR = [Py, P1; U] es la referencia proyectiva asociada a una referencia afin R = [O; e1]

de A!, la R-coordenada absoluta del punto X correspondiente a un punto X € A! coincide con
la inversa de la R-coordenada de X, con el convenio 1/0 = co.

Ecuaciones cartesianas de una variedad lineal

Supongamos que R = [P, ..., Pn; U] es una referencia del espacio proyectivo I’ y pon-
gamos &o, . . ., &, para denotar las correspondientes coordenadas proyectivas. Conside-
remos un sistema de m ecuaciones lineales en las variables o, ..., &x:

ai0£0+ T '+a"i'n.€n =0, aj0,--.,ain € I() 1=1,...,m. [35]

Las soluciones de este sistema forman un subespacio vectorial W’ de K™*! y dim(W') =
n+1—r, donde r es el rango de la matriz (a;;). Asi pues, los puntos de la forma
[0y - - -, &nR, donde &, ..., &n es una solucién no nula del sistema [3.5], forman una
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variedad lineal L de dimensién n — r de P. De esta variedad lineal diremos que es la
variedad lineal determinada por las ecuaciones [3.5]. También diremos que [3.5] es un
sistema de ecuactones cartesianas de la variedad L.

Reciprocamente, si L C P es una variedad lineal de dimensién n—r, existen sistemas
de ecuaciones lineales tales como el [3.5] que determinan L. De hecho, veremos que
existe un sistema de la forma §& = 0 (¢ = 0,...,7 — 1) que determina L. En efecto,
sea L = [F], donde FF C E es un subespacio vectorial de E. Entonces dim(F) =
n+1-r. Seae,,...,e, una base de F' y escojamos vectores ey, . .., e,_; de manera que
€0y..+y€r—1,Er41,--.,€n formen una base de F. Sea R la referencia de P determinada
por la base eg,...,e,. En esta referencia, los puntos de L son los que tienen la forma
[érer + - -+ &nen], es decir, puntos de la forma [0,...,0,&,,...,&,]r. Estd claro, pues,
que coinciden con los que satisfacen & = 0 parai=0,...,r — 1.

3.25 Ejemplo. Una ecuacién de la forma agfo+- - -+a,&, = 0 determina un hiperplano
si los coeficientes ao,...,a, no son todos nulos. En el caso de de la recta proyectiva
P, el hiperplano agéo + a1&; = 0 se reduce al punto [—ay, ag].

E.3.13. Si [ao, a1,a2) ¥ [bo, b1, bs] son dos puntos distintos de P2, entonces la ecuacién de la
recta que determinan es

o & &
ap @ ag| = 0
bo b1 by
Anélogamente, si [ao, a1, az, as], [bo,b1,b2,b3] ¥ [co, c1, ca,c3] son tres puntos distintos de P3,
entonces
o & & &
ag a1 az ag| __ 0
bo b1 by b3|

Co C1 Co C3
es la ecuacién del plano determinado por los tres puntos.
E.3.14. Sean [ao, a1, az,as] y [bo, b1, b2, b3] dos puntos distintos de IP3. Sean i, j indices tales

que a;b; — a;jb; # 0 (ndtese que si a;b; — a;b; = 0 para todos los pares de indices, entonces los
puntos coinciden). Probar que si {1,2,3,4} = {¢, j, k, £}, entonces

& & &k & & &
a; a; ag|= 0, a; a; ag| = 0
b b; by bi b; b

son ecuaciones cartesianas de la recta determinada por los dos puntos.

Ecuaciones cartesianas afines y proyectivas

Supongamos ahora que tenemos una referencia afin R = [O; ey, ..., e,] del espacio afin
A y un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas

birz1 4+ + binZn + bio = 0, bila"'abinabio €ekK,i=1,...,m [36]
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Sabemos que si este sistema es compatible y el rango de su matriz es r, entonces (teo-
rema 1.25) los puntos [zy, ..., Zs]r, donde (z1,...,2,) recorre sus soluciones, forman
una variedad lineal afin L de dimensién n — 7 y que el espacio director de L es el
determinado por el correspondiente sistema lineal homogéneo

biyzi+ -+ bipz,=0,1=1,...,m [3.6']
en el sentido de que los vectores directores de L son los de la forma zje; + -+ + &neén,

donde zy, ..., 2, recorre las soluciones de [3.6']. Con estas notaciones tenemos:

3.26 Proposicién. En la referencia R de A asociada a R, el sistema homogéneo
birér + -+ -+ binbn 4+ bioo = 0, bi1, ..., binybio € K, 1 =1,...,m [*]
representa el cierre proyectivo Ly
bitb1+ -+ binén=0,t=1,...,m [+']
representa Lo, .

Demostracién: En efecto, [#] representa una variedad lineal M de A. Dividiendo por
€0 vemos que M Ni(A) coincide con L. Por tanto, M = L (proposicién 3.15). Que Lo,
es representada por [#] es una consecuencia directa de [3.6']. O

Ecuaciones paramétricas de una variedad lineal

Un sistema de ecuaciones de la forma
Ej:AObOj'*'""JF)\rbrja 7j=0,...,n, [3.7]

donde b;; es una matriz (r+1) X (n+1) de rango r + 1, representa una variedad lineal
de dimensién 7, en el sentido de que el punto [£,...,&x]r Tecorre una variedad lineal
L C P de dimensién r cuando (Ao, . . ., Ar) Tecorre K7t1-{0}. Esto es una consecuencia
inmediata de que los vectores (o, ...,&n) € K™t tales que & = Aoboj + - -+ Arbyj,
M, ..., A € K, forman un espacio vectorial de dimensién r + 1. Diremos que [3.7] son
ecuaciones paramétricas de L. Reciprocamente, si L es una variedad lineal de dimensién
r, los puntos de L se pueden determinar por un sistema de ecuaciones paramétricas de
la forma [3.7]. En efecto, si Py, ..., P son puntos independientes de L y las coordenadas
proyectivas de P; respecto a una referencia son (bso, . .., bin), entonces las coordenadas
(€0, - - -, &n) de los puntos de L vienen dadas por las expresiones

gj == /\0b0]+ -—|—/\,.b,.j,/\0,...,)\,- e K
3.27 Ejemplo. Las ecuaciones paramétricas de la recta que une los puntos [ao, . - -, Gn)

y [bo, - - -, bn) (que suponemos distintos) son & = Aa;+ pb;, donde A, p son, si se excluye
el caso en que ambos son nulos, escalares arbitrarios.
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Coordenadas baricéntricas

En el subapartado «Coordenadas afines y proyectivas», pdg. 188, hemos expuesto la
relacién que existe entre las coordenadas de un punto del espacio afin respecto a una
referencia R y las coordenadas proyectivas de este mismo punto respecto a la referencia
proyectiva asociada R.

Veamos ahora otra manera, que es 1til en distintas circunstancias, de asociar a una
referencia affn R = [Py, ..., P,) de A" una referencia proyectiva de A™. Escojamos
primero un punto A = [ay,...,a,]r cualquiera, no incidente con las caras del simplice
PoPy---P,. Asi,sie,=FP,—Fy (i=1,...,n), tenemos A = Py+aje;+ - -+ aye,, con
a; #0(t=1,...,n)ya;+...4+a, # 1 (es decir, ag # 0, donde ag = 1—(a1+...+an)).
Definamos ahora la referencia ﬁA de A por ﬁA = [Py, ..., Pn; A], donde escribimos con
el mismo simbolo un punto de A y el correspondiente punto de A. Observemos que si
e = (eo,...,e,) es la base usual adaptada a R, entonces Py = [eg] y P; = [eo + ;] para
0= 1001

3.28 Lema. Los vectores
aoeo, ai(eo+ e1),...,an(e0 + €n)
constituyen una base adaptada a Ra.

Demostracién: Es una comprobacién inmediata, si se tiene en cuenta que ag + a; +

...+ a, = 1 (por definicién de aop). O
3.29 Proposicién. 51 X = [zy,...,Z,)r es un punto del espacio afin A y ponemos
n
zo=1- ) z;, entonces
1=1
o [f0 @ @
ap 0 Gn R4
Inversamente, st §~0, i .,En son ﬁ,A-coordenadas de un punto propio X,
X = [60, e 'agn]'fiA
entonces las R-coordenadas (zy,...,2,) se expresan por las férmulas
a;&; .
T, = —= .ffz — (i=1,...,n)
aobo + @161 + ... + anén
Demostracién: Sea R la referencia de A asociada a R. Sea e = (eq,...,e,) la base
usual adaptada a . Pongamos (o, - . .,&x) para denotar coordenadas proyectivas res-

pecto a la referencia Ry (o, -.,&s) para denotar coordenadas proyectivas respecto a la
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referencia R 4. El lema 3.28 y las férmulas [3.3] del cambio de coordenadas proyectivas
nos dan que

60 = QOEO'{'algl ++angn) Ei = aigi (’L: 1a--',n) [38]

Ahora el hecho de que z; = &;/&y (proposicién 3.24) nos da las relaciones para obtener
las R-coordenadas z1,...,2, en términos de las ’ﬁ,A-coordenadaS, y esto establece la
segunda parte de la proposicién.

Para ver la primera parte, reparemos en que, invirtiendo las férmulas [3.8], obtene-

mos

~ 1 ~ L
fom—(fo—b1— =), E= 2 (i=1,.,m) 3.9
aop a;
y ahora basta recordar que [1,2y,...,2,] son R-coordenadas del punto [z1,...,Z,]|R.

O
3.30 Corolario. La ecuacion del hiperplano del infinito en la referencia R4 es
dofo+ @€+ ...+ an€n =0

Demostracién: Inmediata a partir de las férmulas [3.8] y de que &, = 0 es la ecuacién
del hiperplano del infinito en la referencia R. O

3.31 Ejemplo (Coordenadas baricéntricas). Si R = [P, ..., P,] es una referencia del
espacio afin A, y G es el baricentro del simplice FoP; - - - P, entonces podemos conside-
rar la referencia proyectiva R de A, a la cual denominaremos la referencia baricéntrica
asociada a R. Las coordenadas respecto a esta referencia se denominan coordenadas
baricéntricas de A (o de A). Puesto que a; = ?1%1‘ si A = G, también es ag = nlﬁ y,
por tanto, la ecuacién del hiperplano del infinito, en coordenadas baricéntricas, es

fo+&+...+&=0

Ademds, las coordenadas afines de un punto, (z1,...,%,), y sus coordenadas baricén-
tricas, [€o, - - .,&n], se relacionan por las férmulas
&
i

TGt bt 6

E.3.15. Probar que si (z1,...,z,) son las coordenadas afines de un punto X y ponemos zo =
1—(z1+ ...+ zn), entonces (zo, 1,. .., z,) son coordenadas baricéntricas de X.

3.32 Nota. Sean R = [Py,...,P,] y R' = [F}, ..., P,] referencias afines del espacio
affn A. Sea A un punto no incidente con ninguna de las caras del simplice Fy---F,.
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. . —
Sean (aio, - - - %in) coordenadas proyectivas de P; respecto a la referencia Xy supon-

n n _

gamos que se han normalizado de manera que (Y aio, ..., » Gin) S€AN R'-coordenadas
1=0 1=0

proyectivas de A. Pongamos M = (ai;), 0 < 1,7 < n. Entonces la relacién

nos expresa las R'-coordenadas &' = (£, ...,&,) de un punto en términos de sus R4-
coordenadas E = (Eo, .. ,En)

Esta relacion es ttil para resolver problemas en los cuales la conclusién y los datos
del problema se expresan mejor en referencias distintas. En este caso, suele ser oportuno
escoger R’ de manera que nos permita expresar comodamente la conclusién, y R4 de
manera que nos permita traducir de una manera natural los datos y las hipdtesis del
problema. Para ejemplos de este principio, v. los problemas P.3.16, P.3.17 y P.3.18. En
estos dos tltimos problemas, por ejemplo, es cémodo utilizar coordenadas trimétricas:
si PyPy P, es un tridngulo del plano euclidiano, son las coordenadas proyectivas relativas
a la referencia Ry = [Po, P1, P2; I], donde I es el incentro del tridngulo.

3.3 Proyectividades

Sean P = [E] y P! = [E'] dos espacios proyectivos. Dada una aplicacién lineal inyectiva
f: E — E', pondremos [f]: P — P’ para denotar la aplicacién tal que [z] — [f(2)].
Puesto que [f(Az)] = [\ f(z)] = [f(z)] para todo A € K — {0}, vemos que [f] estd bien
definida. Notemos, por otro lado, que [pf] = [f] para todo p € K — {0}.

Generalidades

Diremos que una aplicacién ¢: P — P’ es una proyectividad si existe un isomorfismo
lineal f: E — E' tal que ¢ = [f]. Las proyectividades de un espacio proyectivo I en sf
mismo se denominan homografias de P.

E.3.16. Sean E, E' y E" espacios vectoriales y f: B — E'y f': E' — E" aplicaciones
lineales inyectivas. Verificar que [fo[f] = [f'of] ¥y que la composicién de proyectividades es
una proyectividad.

E.3.17. Si f es un isomorfismo lineal, comprobar que [f] es biyectiva y que la proyectividad
[f~1] es inversa de la proyectividad Kl

E.3.18. Probar que las homografias de un espacio proyectivo [P forman un grupo con la ope-
racién de composicién. Este grupo es conocido como el grupo proyectivo de IP, y pondremos
PGL(PP) para denotarlo.
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3.33 Proposicién. Si f y f' son automorfismos lineales de E tales que [f] = [f'],
entonces existe p € K tal que f' = uf.

Demostracién: Por hipétesis tenemos [f/(e)] = [f(e)] para todo e € E — {0}. Existe
asf, para cada e € E — {0}, pe € K tal que f'(e) = pef(e). Serd suficiente ver que
Ll = Jle Para cualquier par de vectores e, e’ € E'— {0}. Consideremos primero el caso
en que e y € son linealmente dependientes. Esto significa que existe A € K tal que
e = e, y pre = e resulta de las relaciones siguientes:

f’(e') — { ,u’e’f(e,) = ,U’)\ef(e/)
f'(Ae) = Af'(e) = Aef(€) = pef(Ae) = pef(€')

Por otro lado, tenemos

flle+e) = { pere f(e + ) = pere /() + perer ()
f'€) + f'(€)) = pef () + per f(€)

y de estas relaciones se obtiene, si e y €’ son linealmente independientes, pe = pleter =
He! - O

Sea f: E — E' un isomorfismo lineal entre los espacios vectoriales E'y E’ y sea F
un subespacio vectorial de E. Estd claro que [f]([F]) = [f(F)], con lo cual tenemos:

3.34. Una proyectividad transforma variedades lineales en variedades lineales de la
misma dimension. O

Si L y L' son variedades lineales de P = [E] y ¢ = [f], entonces en P’ = [E’] tenemos
que

@(LV L) =¢(L)Ve(L) [3.10]
@(LNL") =¢(L)Ne(L) 3.11]

Estas férmulas se deducen directamente de las definiciones. Se dejan, pues, al lector
los detalles de su demostracién.

Representacién de una proyectividad en coordenadas

Veamos como se representa una proyectividad ¢: P — P’ mediante una referencia R =
[Po, ..., Po; U] de Py una referencia R' = [Fy, ..., Pp; U'] de P, Sea e = (€ps+:95€n)

/

una base de E adaptada a R y sea e’ = (ef,...,€,) una base de £’ adaptada a R'. Si
¢ = [f], sea M la matriz de f respecto a las bases e y €', es decir, f(e) =e’'M. Como
e, e’y f estin definidas salvo un factor escalar no nulo (proposiciones 3.21 y 3.18), [M]

sélo depende de ¢ y diremos que es la matriz de ¢ respecto a las referencias R y R
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Sean & = (£, - - -,&n) las R-coordenadas de un punto P de P’y E' =, ..., &) 108
R'-coordenadas de ¢(P). Entonces,

(€7 = [M][¢"] [3.12]

En efecto, e£” es un representante de P. Por tanto, f(etT) = fle)¢T = e’ MET es un
representante ¢(P). Dado que e’E'T es otro representante de ¢(P), la férmula resulta
inmediatamente.

E.3.19. Sea ¢ una homograffa de P! y supongamos que la matriz de ¢, en una cierta referencia,

es [le le] . Probar que ¢ es una involucidn (esto es, que ©? es la identidad) si y solo si, o
21 @22
bien aj; + agz = 0, o bien ¢ es la identidad.

Teorema fundamental de las proyectividades

3.35 Teorema. Sea R = [Po, Py, ..., Pa; U] una referencia del espacio proyectivo P y
R' =[P}, P,...,P.;U'] una referencia del espacio proyectivo IP'. Entonces eriste una

inica proyectividad @: P — P’ tal que o(P;) = P} (0 <7 < n) y p(U) = U’ (para
escribir estas relaciones abreviadamente pondremos p(R) = R').

Demostracién: Veamos primero la existencia. Sea eg, €y, ..., €, una base de £ adap-
tada a R y €),€},...,e, una base de £’ adaptada a R'. Sea f: E — E'la tnica apli-
cacién lineal tal que f(e;) = e!. Entonces f es un isomorfismo lineal y la proyectividad
[f] transforma P; = [e;] en [e}] = P/ y U = [eo+e1+- +e,)en [eh+ei+--Fe ] =U'"

Para ver la unicidad, sea ¢: P — P’ una proyectividad que transforma R en R'. Bas-
tara mostrar que ¢ = [f]. Sea g: E — E' un isomorfismo lineal tal que ¢ = [¢]. Como
P! = o(P) = [g(e)] y U' = o(U) = [g(e0) +g(e1) + -+ g(en)]s g(€0), g(e1), - - -, g(en)
es una base de E’ adaptada a R'. Por la unicidad, salvo un factor escalar, de las bases
adaptadas a una referencia (proposicion 3.21), existe un A € K —{0} tal que g(e;) = Ael.
Ahora e: = f(e;), por definicién de f, y asi g = Af, de donde ¢ = [g]=[Af1=[f]. O

E.3.20. Sean L y L' dos variedades lineales de dimensién r de un espacio proyectivo IP. Sea
R una referencia de L y R’ una referencia de L’. Por el teorema fundamental de las proyecti-
vidades, existe una unica proyectividad ¢: L — L' que transforma R en R’. Probar que ¢ es
la restriccién a L de una homograffa de P, es decir, que existe una homografia « de IP tal que
a(X) = p(X) para todo X € L.

Puntos fijos de una homografia

Sea ¢ = [f] una homograffa del espacio proyectivo P’ = [E]. Un punto [z] € P es fijo
de ¢ si y solo si [f(z)] = [z]. Dado que esta relacion equivale a decir que existe A € K
tal que f(z) = Az, vemos que [z] es fijo por p siy solo si z es un vector propio no nulo

de f.
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E.3.21. Probar que una homograffa de P tiene al menos un punto fijo.

3.36 Proposicién. El conjunto de puntos fijos de ¢ es la union de un nimero finito
de variedades lineales disjuntas dos a dos.

Demostracién: Sea ¢ = [f], donde f es un automorfismo lineal de . El conjunto
de vectores propios de f de valor propio A € K forman un subespacio vectorial F) de
E. Ademsds, ExN E, = {0} si A # p. Si ponemos Ay,..., A, para denotar los valores

propios no nulos distintos de f y L; = [E);] (1 =1,...,7), entonces es manifiesto que
las variedades lineales Ly, ..., L, son disjuntas dos a dos y que el conjunto de puntos
fijos de w es Ly U...U Ly. O

3.37 Ejemplo (Homologfas). Se dice que una homograffa ¢ es una homologia si es
distinta de la identidad y tiene un hiperplano de puntos fijos. En tal caso, el hiperplano
se denomina el eje de la homologfa. Si una homologfa no tiene otros puntos fijos que
los del eje, se dice que la homologfa es especial; si no, se dice que es general.

Veamos que una homologia general tiene un unico punto fijo fuera del eje. En
efecto, sea H el eje de una homologfa ¢ y supongamos que P,@Q ¢ H son dos puntos
fijos distintos de (. Veamos que si R es un punto cualquiera, entonces R es fijo por ¢,
con lo cual la afirmacién queda establecida por reduccién al absurdo, ya que ¢ no es la
identidad. Para ver que R es fijo, podemos suponer que no es de H y que no pertenece
a la recta de puntos fijos PQ (ya que P, Q y PQNH son tres puntos fijos de la misma).
Entonces la recta RP es fija, ya que contiene dos puntos fijos (P y RPN H). Por las
mismas razones, RQ es fija. Como PR y QR son rectas distintas, inferimos que R es
fijo, como se trataba de ver.

El dnico punto fijo fuera del eje de una homologia general se denomina centro de la
homologfa.

Si A es un espacio afin y ¢ es una homotecia de centro O, entonces su extensién
proyectiva ¢ es una homologfa general: su eje es el hiperplano del infinito y su centro
es el punto O. Analogamente, si ¢ es una traslacién de A, @ es una homologia especial
con eje el hiperplano A.

E.3.22. Si ¢ es un homologfa general, mostrar que existen referencias proyectivas R tales que
la matriz de ¢ respecto a R tiene la forma

=

donde k € K —{0,1}. Mostrar también que x queda univocamente determinada por ¢ (diremos
que k es el mddulo de ¢).

E.3.23. Probar que las rectas invariantes por una homologfa general son precisamente las
contenidas en su eje y las que pasan por su centro.
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E.3.24. Si ¢ es un homologia especial, mostrar que existen referencias proyectivas R =
[Po, ..., Pn; U] tales que la matriz de ¢ respecto a R tiene la forma

Demostrar también que las rectas invariantes por ¢ son precisamente las contenidas en el eje
H de ¢ y las que pasan por el punto P; € H. Vemos asi que el punto P; del eje de ¢ queda
univocamente determinado por ¢ (diremos que P; es el centro de la homologia especial ).

E.3.25. Sea ¢ una homograffa de P} y supongamos que la matriz de  respecto a una cierta
ayy aipz
az1 Qaz2
¢ tiene exactamente dos puntos fijos reales, y que si A < 0, entonces % no tiene puntos fijos
reales (en el primer caso, se dice que la homografia es hiperbélica y en el segundo, que es
eliptica; observemos que una homografia hiperbdlica es una homologfa). Mostrar también que
si A = 0, entonces, o bien ¢ es la identidad, o bien la homografia tiene un tnico punto fijo,
necesariamente real (en este caso la homografia es una homologfa especial y es costumbre decir
que la homografia es parabdlica).

referencia es [ } Pongamos A = (a11 — ap3)? + 4a13a3,. Probar que si A > 0, entonces

Perspectividades

Sea P = [E] un espacio proyectivo de dimensién n > 2 y V C P una variedad lineal de
dimensién d = n—r—1(1 < 7 < n—1). Dado un punto P ¢ V, diremos que la variedad
V'V P es la proyectante de P desde V' y pondremos V P para denotarla (compdrese con
la nocién de proyectante de un punto desde otro, en el contexto de la geometria afin,
considerada en la seccién 3.0). Notemos que VP tiene dimensién d + 1 = n — r, de
manera que V P es una recta cuando V es un punto.

Sea ahora L una variedad de dimensién r tal que LNV = 0. Fijémonos que
V VL =P, como consecuencia inmediata de la férmula de las dimensiones [¢]. Dado
un punto P ¢ V, la interseccién de la proyectante VP con la variedad L, VPNL,es
un punto de L, ya que por la férmula de las dimensiones

dim(VPN L) =dim(VP) +dim(L) —dim(VPVL) =n—-r+r—-n=20

(hemos utilizado que V'V L = P). Diremos que P’ = VP N L es la proyeccién de P
sobre L desde V (o con centro V). Obviamente, tenemos P’ = P si y solo si P € L.
Consideremos ahora otra variedad L’ de dimensién r y tal que VN L' = (). Entonces
podemos considerar la aplicacién my: L — L' tal que P — P = VPN L'. A esta
aplicacién, la denominaremos la perspectividad de L en L' desde V (o con centro V).
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3.38 Proposicién. Sean L y L' dos variedades lineales de dimension r de un espacio
proyectivo P* = [E], 1 < r < n— 1. Sea V una variedad lineal de P de dimensién
n—r—1y disjunta de L y de L'. Entonces, la perspectividad my : L — L' es una
proyectividad.

Demostracién: Sean F,F',G C E los subespacios vectoriales tales que L = [F],
L' =[F']y V = [G]. Las relaciones VN L =0y VVL=Fequivalen a F = GoF.
Anslogamente, las relaciones VNL =0y VV L' =P equivalen a E=G @ F'.

Dadoun z € E, sea z’ € F’ el inico vector tal que  —z’ € G, es decir, la proyeccion
de z sobre F' relativamente a la descomposiciéon £ = G @ F’. La aplicacién E — F'
tal que z — 2’ es lineal y su nicleo es G. De esto resulta, ya que GN F = {0}, que
la aplicacién f: F — F' tal que z — 2’ es lineal e inyectiva. Como F y F' tienen la
misma dimensién, f es un isomorfismo.

Para terminar la demostracién basta probar, pues, que my = [f]. Pero si P =
[z] € L, entonces [f](P) = [f(z)] = [¢'] y ¢ — 2’ = w € G, de donde resulta que
VP =[G+ (2)] =[G+ (") y nv(P) =VPNL =[G+ {)N[F] = [z'] = [f(z)]. O

Proyectividades de Poncelet

Si L y L' son variedades lineales de dimensién r (1 < 7 < n—1) de un espacio proyectivo
P", a una aplicacién ¢: L — L’ la denominaremos una proyectividad de Poncelet si se
puede obtener como composicién de un nimero finito de perspectividades, esto es, si
se puede encontrar una sucesién Lo, ..., L de variedades lineales de dimensién 7, con
L = Loy L' = L, y una sucesién Vi,..., Vi de variedades lineales de dimensién
n—r—1tales que V;NL;i_y =V;NL; =0 parai=1,...,k, de manera que ¢ es la
composicién de las perspectividades my;: L;_; — L;. Sabido que las perspectividades
son proyectividades, estd claro que toda proyectividad de Poncelet es una proyectividad.
La afirmacién reciproca también es cierta:

3.39 Teorema (de Poncelet). Toda proyectividad ¢: L — L' entre dos variedades li-
neales de dimensién r de un espacio proyectivo P™ (1 < 7 < n— 1) es una proyectividad
de Poncelet.

Puesto que la demostracién completa de este teorema es bastante laboriosa, al punto
que su inclusién nos llevaria més alld de los objectivos de este curso, nos limitaremos
a establecer un par de casos particulares. Por ejemplo, de la proposicién que sigue
deduciremos una prueba del cason =2y r=1.

3.40 Proposicién. Sean L y L' dos rectas distintas de P?, A, B, C tres puntos distintos
de L y A, B',C" tres puntos distintos de L'. Entonces, A, B,C se pueden transformar
en A', B',C" por una perspectividad o por una composicion de dos perspectividades.

Demostracién: Supongamos primero que A = A’. Entonces B #+ B', ya que de otro
modo L y L' coincidirfan. Andlogamente, C # C'. Podemos, pues, considerar (v.
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figura 3.11) el punto O de interseccién de las rectas BB' y CC’. Ahora estd claro que
la perspectividad de centro O transforma A, B,C en A’, B, C".

c I
Figura 3.11: Perspectividad de vértice O

S5i A" # A, consideremos una recta L” por A’ que no pase por A ni coincida con L/,
y un punto O sobre la recta AA’ distinto de A y A’ (v. figura 3.12). La perspectividad
de L en L" con vértice O transforma A en A’. Sean B",C" € L" las imdgenes de B y
C por esta perspectividad. Ahora existe, por el caso anterior, una perspectividad que
transforma A’, B”,C" en A’, B',C", y esto termina la prueba. (]

3.41 Corolario. Toda proyectividad entre dos rectas de P? es una proyectividad de
Poncelet.

Demostracién: Sean L y L' rectas de P2y ¢: L — L’ una proyectividad. Sean
A,B,C € L tres puntos distintos y pongamos A’ = ¢(A), B' = ¢(B) y C' = »(C).
Por el teorema fundamental de las proyectividades, serd suficiente ver que existe una
proyectividad de Poncelet %: L — L' tal que %(A) = 4, ¢(B) = B' y %(C) = C".
Dado que esto ha sido establecido en la proposicién 3.40 si L # L', solo nos falta
ocuparnos del caso L = L'. Este caso, sin embargo, puede reducirse al anterior. En
efecto, escojamos una recta L; distinta de L y un punto O & L,L;. Pongamos A, B,
y C1 para denotar las proyecciones de A4, B, C sobre L; desde O. Como L, #£L=L,
por la proposicién 3.40 existe una proyectividad de Poncelet v;: L; — L' tal que
P1(A1) = A, Po(B1) = B' y 9,(C1) = C’. Si ahora ponemos : L — L’ para denotar
la composicién de la perspectividad mp : L — L’ con la proyectividad de Poncelet P,
entonces 9 es una proyectividad de Poncelet que cumple las condiciones requeridas. [J

E.3.26. Comprobar que una proyectividad entre dos rectas distintas del plano proyectivo es
una perspectividad si y solo si el punto de interseccién de las dos rectas es fijo.

La proposicién siguiente permite establecer, de manera similar al caso de dos rectas
de un plano, que el teorema 3.39 es cierto para dos rectas de P3.
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Figura 3.12: Composicidn de perspectividades

3.42 Proposicién. Sean L y L' dos rectas disjuntas de P?, A, B, C tres puntos distin-
tosde L y A', B',C' tres puntos distintos de L'. Entonces A, B, C' se pueden transformar
en A', B',C" por una perspectividad.

Demostracién: Las rectas Ly = AA', Ly = BB' y L3 = CC" son disjuntas dos a
dos, ya que si fuese, por ejemplo, Ly N Ly # 0, entonces AB = L y A'B’ = L' serfan
coplanarias. Sea A” € Ly un punto distinto de A y de A’. Entonces Il = A”V L3 es un
plano que no contiene Lg, ya que de otro modo Ly y L3 serfan coplanarias. Asi pues, II
y Ly se cortan en un tnico punto B”. Las rectas L” = A"B" y L3, ambas del plano II,
se cortan en un punto C”. Tenemos asf que L” cortaa Ly, Ly y L3 en los puntos A”, B”
y C", respectivamente. Ademds, B” # B, B': si, por ejemplo, fuese B” = B, entonces
las rectas L” = A"C" y L = AC se cortarfan en el punto B, de donde resultarfa que
AA" = Ly y CC" = L3 serfan coplanarias (notemos que con B” = B debe ser C' # C").
Andlogamente se ve que C” # C,C’. Ahora estd claro que la perspectividad de L en
L' con centro L” transforma A, B,C en A’, B',C’, respectivamente. O

E.3.27. Mostrar que una homografia de una recta de PZ no se puede expresar como producto
de solo dos perspectividades si es eliptica, pero que esta expresién es posible si la homografia
es hiperbdlica o parabdlica.
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Ezxtension proyectiva de una afinidad

En el apartado «Clausura proyectiva» de la seccién 3.1 (pdg. 179) hemos estudiado
la clausura proyectiva A de un espacio affn A. Ahora veremos que una afinidad de A
se extiende de una tnica manera a una proyectividad de A y que esta extensién nos
permite identificar el grupo de las afinidades de A con el subgrupo de PGL(A) formado
por las homograffas que dejan invariante el hiperplano del infinito A, .

Sea ¢: A — A una afinidad y f: V — V su automorfismo lineal asociado, de manera
que f es el dinico automorfismo lineal de V tal que

f(@—-P)=¢(Q) - »(P)
En particular, si O € Ay v € V, entonces ¢(O + v) = ¢(O) + f(v).

3.43 Teorema. Eziste una unica homografia @ de A tal que B(i(P)) = i(p(P)) para
todo P € A. Ademds, la homografia @ deja A, invariante y p|As = [f].

Demostracién: Sea w € V el vector tal que ¢(O) = O + w. Sea f:V = V la tinica
aplicacion lineal tal que e — eotwy flv :_f. Como ey ¢ V' y f es un automorfismo
de V, f es un automorfismo de V. Sea @ = [f]. Por definicién tenemos, pues,

[@]([Aeo + v]) = [A(eo + w) + f(v)]
Si ahora P es un puntode Ay P=0+v (v € V),
?(i(P)) = ?(leo + v]) = [eo + w + f(v)] = (O + w+ f(v)) = i(¢(P))
y esto demuestra la existencia de . Notemos que
PlAc = [IV] = [fIV] = [/]

Para ver la unicidad, sea 9 una homografia de A tal que 9 (i(P)) = i(¢(P)) para
todo punto P € A. Veremos que ¥ = P y esto concluird la demostracién. Por definicién
de homograffa, existe un automorfismo lineal g de V tal que % = [g]. Ahora, de

[g]([ea])
i(¢(0)) = 1(

deducimos que existe u € K tal que g(eg) = p(eo + w), es decir, (u71g)(eo) = eo +w
(observemos que p # 0 porque g es inyectiva). Como [u‘lg_] = [g] = ¥, cambiando ¢
por =g podemos suponer que ¥ = [g] y g(eo) = eo + w = f(eg). Sea ahora v € V un
vector cualquiera y P = O + v. Entonces, las relaciones

[ o o)) = [o(eq) + 9(0)] = [eo + w+ g(v)]
viF) = { {(@(P) = (0 + w+ F(0)) = [eo+w + F(0)]
)

= l9(e0)]

P(1(0)) = { O+ w) = [eg + w]

nos permiten inferir que g(v) = f(v) = f(v). En suma, tenemos g = f y, por tanto,
v=7. O
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3.44 Corolario. La aplicacion ¢ — ¢ es un monomorfismo de G(A) en PGL(A) y su
imagen es el subgrupo de PGL(A) formado por las homografias que dejan Aco invariante
(o, equivalentemente, que dejan i(A) invariante).

Demostracién: Sean ¢; y ¢ afinidades de A. Entonces, ¢ = @y es una homograffa
de A que deja i(A) invariante y que cumple ¥ (i(P)) = i((¢2¢1) (P)) paratodo P € A [o].
Puesto que 1’ = P31 también cumple ¢'(i(P)) = i((p2¢1) (P)), por unicidad vemos
que P3%1 = P21, lo cual prueba que ¢ — ¥ es un homomorfismo de grupos. Este
homomorfismo es un monomorfismo, ya que las extensiones proyectivas de afinidades
distintas son homograffas distintas.

Sea ahora 1 = [¢] una homograffa de A que deja A, invariante. Queremos ver que
¥ = @ para alguna afinidad ¢ de A. Ahora bien, la hipétesis de que ¥ deja A = V]
invariante equivale a decir que g deja V invariante. Ademds, si g(eo) = peo + w,
con w € V, tenemos p # 0 (de otro modo g no serfa inyectiva). Cambiando g por
p~lg, podemos suponer, pues, que g(eo) = eo + w. Entonces, si ponemos f=gVy
@(P)=0+w+ f(P-0) (para todo P € A), ¢ es una afinidad de A y

i(p(P)) = [eo+w+ f(P = 0)] = [g(ea+ (P — 0))] = $(i(P))
de donde resulta que 1 = ®. ]

Dado que ¢ y P se determinan mutuamente, en la practica no hace falta distinguir-
las. Asi, diremos que una homograffa de A es una afinidad si y solo si es la extensién de
una afinidad de A. En particular, a una homograffa de A la denominaremos traslacion
(homotecia) si es la extensién de una traslacién (homotecia) de A.

Expresién de la homografia @ en coordenadas

Sea R = [O;ey,. .., en) una referencia affn de Ay R =[P,..., Pn;U] la referencia
proyectiva correspondiente de A. Consideremos una homograffa ¢ de A y supongamos
que la ecuacién matricial de ¢ en la referencia R es z'T = AzT 4+ pT, de manera que
A = (a;;) es la matriz de f={@en labaseey,...,en y p sON las coordenadas de ¢(O)
en la referencia .

3.45 Proposicién. La matriz de @ en el referencia R es

1|0
pT | A
Demostracién: En efecto, @ = [f], donde f:V o Ves la aplicacién lineal definida al
principio de la demostracién del teorema 3.43. Por tanto, f(eg) = eo+w = eg+p1e1+
o4 pnen y f(e5) = f(e5) = d_aijei para j=1,...,n, como queriamos ver. O
1
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E.3.28. Probar que una homografia de A, distinta de la identidad, es una traslacién si y solo
su conjunto de puntos fijos coincide con el hiperplano del infinito A .

E.3.29. Comprobar que las traslaciones y homotecias (en particular, las simetrias centrales)

—1 ; ; ; ;
de A" son homografias parabdlicas y homografias hiperbdlicas, respectivamente.

El espacio afin como complementario de un hiperplano

En el apartado «Clausura proyectiva de un espacio afin A» de la seccién 3.1 (pdg. 179),
hemos visto que un espacio afin A de dimensién n determina un espacio proyectivo A
de dimensién 7, y un hiperplano Ao, de A, tales que las variedades de A (en particular
los puntos) se identifican con las variedades lineales de A no contenidas en A,,. De
hecho, a la variedad lineal L de A le asociamos su clausura proyectiva L y una variedad
lineal A de A no contenida en Ay, es determinada por A N A.

El proceso descrito en el parrafo anterior se puede invertir, en el sentido que se
precisa a continuacién. Sea P = IP(E) un espacio proyectivo y H = P(V) un hiperplano
de P (asf, V C E es un subespacio vectorial de codimensién 1 de F). Veremos que el
conjunto A = IP — H tiene estructura de espacio afin, con espacio vectorial asociado V/,
y que existe una proyectividad de A en P que transforma A, en H.

Para poder definir una estructura de espacio afin en el conjunto F, sea w: FF — K
una aplicacién lineal tal que V' = ker(w). Como la relacién [z] € H equivale a w(z) = 0,
vemos que los puntos de A son los puntos [z] tales que w(z) # 0. Si P = [z] € A, sea
ep = ﬁ € F (observemos que esta expresién toma el mismo valor para cualquier
representante z de P). Visto que w(ep) = 1, estd claro que eg — ep € V, sean cuales
sean los puntos P, € A. Ademds, como P = [ep] para todo P € A, estd claro que la
aplicacién P +— ep es inyectiva.

3.46 Proposicién. Si ponemos 6: A X A — V para denotar la aplicacion (P,Q) —
eq — ep, entonces (A, V,§) es un espacio afin.

Demostracién: La ley de adicién es inmediata, ya que 6(P, Q) +d(Q,R) =eq —ep+
er —eg = er — ep = 6(P, R). Para establecer el axioma de homogeneidad, basta ver
que la aplicacién dp tal que @ — (P, Q) es biyectiva para todo P € A.

Veamos primero que dp es inyectiva. Sidp(Q) = 0p(Q’), tenemos eg—ep = eg:—ep,
de donde eg = ey Q = Q.

Para ver que es exhaustiva, sea v € V y consideremos el punto Q = [ep + v].
Entonces eg = ep + v, ya que w(ep +v) = w(ep) = 1y, por tanto, v = eg — ep =
5(P,Q). O

Hemos visto que la aplicacién P +— ep de A en E cumple eg—ep = 6(P,Q) = Q—P.
Ademds es inmediato comprobar que E = (ep) @ V para todo P € A, de manera
que e cumple las condiciones [3.1] y [3.2]. Teniendo en cuenta el ejercicio E.3.7 y las
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consideraciones del subapartado «El espacio proyectivo A», pag. 180, vemos que P
es una cierre proyectivo de A y que H es el correspondiente hiperplano del infinito.
Notemos que la traslacién ¢, de A correspondiente al vector v € V viene dada por la
férmula

ty([z]) = [ep + 0] = [z + w(2)v].

Las consideraciones anteriores nos permiten concebir un espacio affn como un par
(P, H) formado por un espacio proyectivo I’ y un hiperplano H de . De esta manera,
las variedades lineales afines se pueden definir como las variedades lineales de I no
contenidas en H y el grupo afin se puede definir como el grupo de homograffas de P’
que dejan invariante H (v. corolario 3.44).

E.3.30. Probar que las traslaciones del espacio affn correspondiente a (IP, H) coinciden con las
homologias especiales de eje H. De esto se sigue, en particular, que las homologias especiales
de eje un hiperplano fijo H = (V) forman un grupo isomorfo al grupo aditivo de V.

Equivalencia proyectiva de configuraciones

Si P es un espacio proyectivo, dos configuraciones
O=P~P,P,...,. B,y I'=F,P|,..., P,

de 7 + 1 puntos de P se dicen proyectivamente equivalentes si existe una homografia
¢ de P tal que ¢(I) = II', es decir, tal que p(P;) = P/ para 1 = 0,...,7. Teniendo
en cuenta la férmula [3.10], estd claro que para que las configuraciones II y I’ sean
proyectivamente equivalentes es necesario (pero en general no suficiente, como veremos
al principio de la seccién siguiente) que la dimensién de cualquier configuracién subor-
dinada de II coincida con la dimensién de la correspondiente configuracién subordinada
de IT".

3.47 Ejemplos. Dos r-simplices son proyectivamente equivalentes, ya que todo r-
simplice es subordinado de la configuracién de vértices de una referencia. El ejercicio
E.3.20 prueba que dos configuraciones de tipo r,4 son proyectivamente equivalentes.
En particular, dos ternas de puntos alineados son proyectivamente equivalentes y dos
cuadrangulos también son proyectivamente equivalentes.

E.3.31. Probar que dos cuaternas de tipo 13 V 01 son proyectivamente equivalentes.
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3.4 Razdén doble

Un invariante proyectivo A de las configuraciones de puntos de un determinado tipo es
una «funcién» A(IT) € K, definida para toda configuracién II del tipo en cuestién, tal
que A(IT) = A(IT") si II y IT’ son proyectivamente equivalentes. Para que A sea no trivial,
es decir, que A(II) no tome el mismo valor para toda configuracién II, es necesario que
no todas las configuraciones consideradas sean proyectivamente equivalentes.

De acuerdo con los ejemplos 3.47 y el ejercicio E.3.31, estd claro que los tridngulos,
las ternas de puntos alineados, los cuadrdngulos y las cuaternas de tipo 13 V 0; no
tienen invariantes proyectivos no triviales. Por tanto, las configuraciones mds sencillas
para las cuales tiene sentido investigar si admiten un invariante proyectivo no trivial
son las de tipo 14, es decir, cuaternas de puntos alineados. Nétese que si Py, Py, P3, Py
y P, son puntos distintos de una recta proyectiva, entonces las cuaternas P, Py, P3, Py
y Pi, P2, P3, P; no son proyectivamente equivalentes, ya que la dnica homograffa que
transforma Py, Py, P3 en P, P, P; es la identidad.

El objeto de esta seccién es definir y estudiar la razén doble, que es un invariante
proyectivo p de las cuaternas de puntos alineados. A pesar de que el método que se-
guiremos nos permite recuperar ficilmente todos los resultados cldsicos relativos a la
razoén doble, para muchos lectores puede resultar instructivo que hagamos ahora unas
consideraciones sobre el origen del concepto de razén doble y sobre su significado en el
contexto de la geometria euclidiana. Estas consideraciones ponen de manifiesto la natu-
raleza proyectiva de la razén doble y nos sugieren la definicién formal que adoptaremos
posteriormente.

La razon doble en geometria euclidiana

Consideremos un plano euclidiano A. Dados tres puntos alineados distintos A, By C,
pongamos (ABC) = ¢(C, B, A) (la razén simple de la terna C', B y A, que se puede
representar simbolicamente (teniendo en cuenta los signos) por el cociente AC'/BC).
Sea O un punto exterior a la recta L determinada por la terna y pongamos a = OA,
b=0OBy c=OC. Entonces tenemos (v. figura 3.13)

__asen (ac)

(ABC) = —
bsen (bc)

donde ponemos ac y be para denotar los dngulos (orientados) AoC y ﬁO\C, respectiva-
mente. En efecto, si h es la distanciade O a L, (ABC) = AC/BC = (h-AC)/(h-BC) =
acsen(d\c)/bcsen(l;\c), de donde resulta la afirmacién.

La expresién anterior nos muestra que si A, B, C'y D es una cuaterna de puntos

alineados, entonces (poniendo d = OD)

(ABC)/(ABD) = =020 2%
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Visto que este valor sélo depende de éngulos que OA, OB, OC y OD forman en O,
resulta que el cociente de razones simples (ABC)/(ABD) se conserva por proyecciones
de centro O. Este cociente es, pues, un invariante proyectivo (v. corolario 3.41 y ejercicio
E.3.20); se denomina razén doble de la cuaterna A, B, C'y D y se denota (ABCD).
(Puesto que el término razdn significa ‘cociente’, y que (ABCD) es un cociente de
razones simples, la locucién razén doble significa, pues, que se trata de un ‘cociente de
cocientes’.)

]

Figura 3.13: Razdn doble de una cualerna

Definicion de razoén doble

Sean Q;, i = 1,...,4, cuatro puntos distintos de una recta proyectiva P!. Sea & =

Py, P;; U] una referencia proyectiva de P! y supongamos que Q; = [z, yils, 1 =1,...,4.
g
El valor de la expresién

1 Y1 1 N1 T1 Y1) |(T2 Y2
T3 Y3 Tq4 Y4 T3 Ys3| |T4 Y4
= [3.13]
T2 Y2 T2 Y2 T2 Y2 [T1 Y1
T3 Y3 Tqg Y4 T3 Y3| (T4 Y4

es un elemento de K. Este valor no depende de las coordenadas proyectivas de los
puntos que hayamos escogido: por ejemplo, si en lugar de [z1,y;] usamos [Azy, Ayi]
(A € K — {0}) como S-coordenadas de @1, entonces estd claro que el numerador y
el denominador de la segunda expresién de [3.13] quedan multiplicados por A y, por
tanto, el valor final de la expresién permanece inalterado. Por otro lado, el valor de
[3.13] tampoco depende de la referencia S, ya que las coordenadas de los puntos @);
en otra referencia S’ son de la forma [z;,y;]A, donde A es una matriz 2 X 2 inverti-
ble, y, por tanto, el numerador y el denominador de [3.13] quedan multiplicados por
det(A)2. Asi, el valor de [3.13] sélo depende de la cuaterna Q1,Q2, @3, Q4. Pondremos
p(Q1,Q2,Q3,Q4) para indicarlo y diremos que es la razén doble de la cuaterna.
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Razdén doble de cuatro puntos alineados con coincidencias

La segunda expresion de [3.13] nos permite extender la definicién de razén doble al caso
de cuatro puntos de P! entre los cuales hay una o dos coincidencias.
i Yi

v oyl = 0. De
aqui resulta que la segunda expresién de [3.13] es del tipo 0/0 si y solo si al menos tres
de los puntos @); son coincidentes [¢]. En este caso (es decir, cuando al menos tres de
los @); son coincidentes), diremos que la razén doble de Qq,...,Q4 es indeterminada.
Excluido este caso, y suponiendo que entre los (); se tiene al menos una coincidencia, la
segunda expresion de [3.13] es de la forma 0/, con f € K —{0},si Q1 = Q30 Q3 = Qy4,
y de la forma /0, con @ € K — {0}, si Q1 = Q4 0 Q2 = Q3. Asi pues, pondremos
p(Q1,Q2,Q3,Q4) =05si Q1 = Q30 Q2= @4y, con el mismo criterio que el utilizado en
el subapartado 3.2 para representar el valor excepcional de la R-coordenada absoluta,
pondremos p(Q1,Q2,Q3,Q4) =00 si Q1 = Q4 0 Q2 = Q3.

Dicho resumidamente: calcularemos p = p(Q1, @2, @3,Q4) mediante la expresiéon
[3.13] en todos los casos; el valor que resulta es un elemento de K, excepto cuando es
de la forma a/0, @ € K; si a # 0, pondremos p = oo y si @ = 0 diremos que p es
indeterminada.

En primer lugar, notemos que la condicién @; = @, equivale a

Ejemplos

3.48 Ejemplo (Razén doble y coordenada absoluta). Sean Py, P;, U puntos distintos
de P!. Entonces p(Po, P1, U, X) coincide, para todo punto X € P!, con la coordenada
absoluta (v. férmula [3.4]) del punto X respecto a la referencia [Py, Pi; U].

En efecto, en esta referencia tenemos Py = [1,0], P, = [0,1], U = [1, 1], X = [&o, &)
Por tanto,

1
p(P0>P1)U,X):_. El

— -_—50=§0/§1 a

3.49 Ejemplo (La razén doble como cociente de dos razones simples). Sea A, B,C, D
una cuaterna de puntos de A! y definamos (ABCD) como en el apartado de «Con-
sideraciones preliminares» (pdg. 207), es decir, como el cociente de razones simples

(ABC)/(ABD), donde (ABC) = o(C, B, A). Entonces

p(4,B,C, D) = (ABCD)

donde X € A" denota el punto correspondiente a X € Al por la inclusién de Al en A
relativa a un origen O fijado arbitrariamente.

En efecto, sean a,b,c,d las coordenadas de los puntos A, B,C, D respecto a una
referencia R = [O;e;] de Al. Entonces, las coordenadas proyectivas de A,B,C,D
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respecto a la referencia R son [1,a],[1,b],[1,c],[1,d]. Por tanto,

1 a
1 ¢

1 a
1

e — c—a d-—a
A, B D) = L — :
p(A, B,C, D) 3 T 3l =25 a—b

1 d

lo cual prueba la relacién anunciada.

3.50 Ejemplo (Interpretacién de la razén simple en términos de la razén doble). Sea
A, B,C una terna de puntos de Al. Con notaciones y convenios como los del ejemplo
anterior, tenemos que

o(A,B,C) = p([c0), 4, B,C)
donde [0o] denota el punto del infinito de Al
En efecto, [o0] = [0,1], A = [1,a], B=[1,b]y C =1, c]. Por tanto,

-1 -1

b—a c—a

p([oo],Z,F,@) =

=o(A,B,C)

3.51 Ejemplo (Interpretacién del médulo de una homologfa). Sea ¢ una homologfa
general de centro Py eje H (v. ejemplo 3.37). Sea X un punto exterior a H y distinto
de P. Entonces ¢(X) # X, ya que el conjunto de puntos fijos de ¢ es HU {P}. Sea
X'=¢(X)y PP=XX'NH. Entonces,

p(P,P,X,X") =k

donde x es el médulo de ¢. En efecto, si P = [e] y P’ = [¢], entonces X = [Ae + €],
para un cierto A € K — {0}, y X' = [kAe +¢€/], de donde la afirmacién resulta mediante
un cdlculo elemental como los anteriores.

Notemos que de la interpretacién de x se infiere que una homologia queda determi-
nada por el centro, el eje y la imagen de un punto cualquiera no incidente con el eje y
distinto del centro. También se debe reparar en que si ¢ es una homografia hiperbélica
de P!, con puntos fijos P y P’, entonces p(P, P', X, X') = k para todo punto X # P, P'.

E.3.32. Sea ¢ = [f] una homograffa de P2 y supongamos que ¢ tiene exactamente tres puntos
fijos Py, P1, P». Dado un punto P #+ Py, P1, P3, sean Qo, @1, Q- los puntos de interseccién de la
recta Pop(P) con las rectas P, P,, PPy y PyPi, respectivamente. Demostrar que si Ag, A1, Az
son los valores propios de f, entonces

>

(P’(p(P)aQian) = —J

i
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Razén doble y coordenada absoluta
Sean )1, Q2, Q3 y Q4 cuatro puntos distintos de P! y supongamos que en una referencia
tienen coordenadas absolutas Aq, A9, A3, Ay € K. Entonces,

3= A1 Ag— A
3= A2 Ag— A

P(Q1,Q2,Qs,Q4) = i [3.14]

En efecto, en la expresién [3.13] tenemos y; # 0 (¢ =1, ...,4), ya que si y; = 0 entonces
T Y

A; = 0o, Asi $2 i = viy;i (Ai — A;) vy de aquf la férmula resulta directamente.
i Y

Supongamos ahora que uno (y, siendo distintos, solo uno) de los puntos @Q; tiene
coordenada absoluta co. En este caso, todavia es posible utilizar la férmula [3.14]
para obtener el resultado correcto. Para explicarlo, supongamos, por ejemplo, que
A1 = oo (lo cual significa que y; = 0). Entonces la férmula [3.13] nos da, sin dificultad,
que la razén doble es igual a %::—:\\11 El mismo resultado se puede obtener aplicando
formalmente la férmula [3.14], es decir, escribiendo %g:—i;’%;%.} y sustituyendo ﬁ:—z
por 1, como si fuese un cdlculo de limites.

De ahora en adelante pondremos, si A1, Az, A3, Ay € K, p(A1, Az, A3, Ag) para indicar
la expresién de la derecha de 3.14, valorada, cuando incluya el simbolo co, segiin la
regla (de «cdlculo de limites») que hemos explicado.

E.3.33 (Propiedad multiplicativa de la razén doble). Sean @1, @2, @3, Q4, @5 puntos distintos
de una recta proyectiva P!, Probar que

p(Q1, Q2, @3, Q4)P(Q1,Q2, Q4,Qs) = p(Q1,Q2,Q3,Qs)

Otras propiedades de la razén doble

3.52 Proposicién (Invariancia proyectiva de la razén doble). Si ¢ : P — P' es una
proyectividad y Q1, . ..,Q4 puntos de P!, entonces

P(2(Q1), p(Q2), p(Q3), ¥(Q4)) = p(Q1,Q2, 3, Qa)

Demostracién: Refiramos los puntos de P! a una referencia S y los de P a @©(S). Si
Qi = [zi,yi]s, entonces ¢(Q;) = [mi,yi](p(.s) y el enunciado se obtiene directamente de

la definicién de razén doble. O

3.53 Corolario. Si L y L' son dos rectas de P™ y m: L — L' es una perspectividad,
entonces, para toda cuaterna Q1,Q2,Q3,Q4 € L,

p(Q1,Q2,Q3,Q4) = p(7(Q1), m(Q2), m(Q3), 7(Q4))
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Demostracién: Es una consecuencia directa de la proposicién y de que las perspecti-
vidades son proyectividades. O

3.54 Corolario. Sean Q;, i =1,...,4, cuatro puntos distintos de P! yQ.,i=1,...,4,

cuatro puntos distintos de P'. Entonces eziste una proyectividad ¢ : P! — P tal que
©(Qi) = Q; si y solo si

p(Ql) QZa QBa Q4) = p(@la@%@&@fl)

y en este caso @ es Unica.

Demostracién: La condicién es necesaria por la proposicion 3.52. Para ver que es
suficiente, sea ¢ la tnica proyectividad de P! a P que transforma @Q; en Q;, i =
1,2,3 (hemos utilizado el teorema fundamental de las proyectividades). Si se verifica la
igualdad del enunciado, entonces la coordenada absoluta de Q4 respecto a [Q1, Q2; @3]
coincide con la coordenada absoluta de @, respecto a [@;,Q5; @3] (por el ejemplo 3.48)
y, por tanto, ¢ también cumple que ¢(Q4) = Q4. O

E.3.34. Sea ¢ una homograffa de P! y P, @ dos puntos distintos tales que p(P) = Q y ¢(Q) =
P. Demostrar que ¢ es una involucién. Probar también que, dados cuatro puntos distintos
P,P' Q,Q € P! hay exactamente una involucién de P! tal que p(P) = P’y ¢(Q) = Q"

E.3.35. Si 9 es una homografia de P!, mostrar que existen involuciones ¢; y ¢z de P! tales
que ¥ = Q1p3.

Razén doble de cuatro hiperplanos de un haz

Sea V C P™ una variedad lineal de dimensién n — 2. El conjunto de hiperplanos que
contienen V se denomina el haz de hiperplanos de vértice V y se denota V*. En el caso
del plano proyectivo P2, V es un punto y el haz de vértice V' es el conjunto de rectas
que pasan por V. Paran = 3, V es una recta y el haz de vértice V es el conjunto de
planos que contienen V.

Sean H;, H,, H3, H4 hiperplanos distintos del haz V*. Si L es una recta que no
corta a V, entonces L € H;, 1 =1,2,3,4, y las intersecciones ¢); = H; N L son puntos
distintos [¢]. Puesto que estos puntos estdn alineados, podemos considerar la razén
doble p(Q1,Q2,Q3,Q4). Ahora el corolario 3.54 nos muestra que esta razén doble solo
depende de los hiperplanos, y no de la recta L, ya que si L’ es otra recta que no corta a
V entonces la perspectividad L — L' de vértice V transforma Q; = H; N L en H;N L'

Asi pues, podemos definir la razon doble p(Hy, Hy, H3, Hy) de cuatro hiperplanos
H; de un haz V* mediante la férmula

p(Hl, Hz, H3, H4) = p(Hl n L, H2 N L, H3 N L, H4 n L) [315]

donde L es cualquier recta que no corta a V. En particular, queda asf definida la razén
doble de cuatro rectas del plano concurrentes en un punto y la de cuatro planos del
espacio que contienen una recta dada.
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Comportamiento de la razén doble por permutaciones

De la definicién de razén doble resulta inmediatamente que permanece inalterada por
las permutaciones (12)(34), (13)(24) y (14)(23), esto es,

p(Q1,Q2, @3, Q1) = p(Q2, Q1,Q4, @3) = p(Q3, Q4, Q1,Q2) = p(Q4, @3, Q2, Q1)

También resulta que las permutaciones (12) y (34) invierten la razén doble: si p =

p(Q1, Q2, @3, Qq), entonces
p(Q2,Q1,@3,Q4) = p(Q1,Q2,Q4,Q3) = =

Por otro lado, tenemos que

P(Q1,Q@3,Q2,Q4) =1—p

ya que p = p(0,00,p,1) y p(0, p,00,1) = 1 — p. Ahora es ficil calcular la razén doble de
todas las permutaciones de @1, @2, @3, Q4 en términos de p, ya que toda permutacién
de los indices 1,2, 3,4 es composicién de trasposiciones de la forma (12), (23) y (34).
Se obtiene la siguiente tabla:

P(Q1,Q2,Q3,Q4) = p(Q2,Q1, R4, Q3) = p(Q3,Q4,Q1, Q2) = p(Q4,Q3,Q2, Q1) = p
p(QZ)Ql)Q3) 4) :p(Ql)Q2yQ4) 3):p(Q3aQ4)Q2y 1) :p(Q4)Q3)Q17 2) = 1/,0
p(Ql)QSaQQ) 4) = P(QB;QI:Q% 2) = p(QZ)Q‘th: 3) = P(Q4;Q2,Q3, 1) = 1- P
P(Q3,Q1,Q2, Q1) = p(Q1,Q3,Q4,Q2) = p(Q2,Q4,Q3,Q1) = p(Q4,Q2,Q1,Q3) = 1/(1 - p)
P(Q2,Q3,Q1, Q1) = p(Q3,Q2,RQ4, Q1) = p(Q1,Q4, Q2,Q3) = p(Q4,Q1,Q3,Q2) = (p—1)/p
p(Q3,Q2,Q1,Q4) = p(Q2,Q3,Q4,Q1) = p(Q1,R4,Q3,Q2) = p(Q4,Q1,Q2,Q3) = p/(p— 1)

Cuaternas armonicas

Una cuaterna se dice armdnica si su razén doble es p = —1. En este caso, p=1/p y,

por tanto, de las seis razones dobles que se pueden obtener por permutaciones solo hay
tres distintas: p=-1,1-p=2,1/(1-p) =1/2.

3.55 Proposicién. Cuatro puntos distintos (Q1, Q2, @3, Q4) forman una cuaterna ar-
monica si y solo si

p(leQ?aQBaQ4) = P(Q1,Q2,Q4,Q3)

Demostracién: Sea p = p(Q1,Q2,Q3,Q4). Como 1/p = p(Q1,Q2,Q4,Q3), queda
claro que la igualdad del enunciado es cierta si p = —1. Reciprocamente, la condicién

del enunciado equivale a p = 1/p, es decir, a p? = 1. Visto que p # 1 (ya que Q4 # Q3),
tenemos p = —1. O
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Observemos que la condicién de que una cuaterna sea armoénica es conservada por
las permutaciones (12), (34) y (13)(24). Es por esto que también se dice que los pares

{Q1,Q2} vy {Q3,Q4} se «separan armoénicamente», o que Q3 y Q4 son conjugados
respecto a Q1 y @2, para expresar que la cuaterna @1,@Q2, @3, Q4 es armonica.

3.56 Ejemplo (Interpretacién proyectiva del punto medio). Sean M, A, B tres puntos
distintos de A!. Puesto que M es el punto medio del segmento [A, B] si y solo si
o(M, A, B) = —1, el ejemplo 3.50 nos da que M es el punto medio del segmento [A, B]
si y solo si el par {Ps,, M} separa armoénicamente {A, B}, donde Py, es el punto del
infinito de la recta AB.

E.3.36. Mostrar que la extensién proyectiva de la simetria especular oy respecto a un hiper-
plano H de un espacio euclidiano es la homologfa de médulo —1 que tiene eje H y centro en el
punto del infinito de las rectas perpendiculares a H. En general, las homologias de médulo —1
se llaman armdnicas; la razén de esta nomenclatura proviene del ejemplo 3.51. Una homologia
armoénica es involutiva, esto es, su cuadrado es la identidad.

E.3.37. Demostrar que dos homologias arménicas conmutan si y solo si el eje de cada una es
incidente con el centro de la otra.

Dado que tenemos definida la razén doble de cuatro hiperplanos de un haz (v.
formula [3.15]), queda definida, en particular, la nocién de cuaterna armdnica de hiper-
planos de un haz, o la nocién de separacion armdnica entre dos pares de hiperplanos
de un haz.

Teorema del cuadrdngulo completo

Consideremos un cuadrangulo completo ABC'D como el de la figura 3.14 y sea XY Z
su trigngulo diagonal (v. ejemplos 3.18). Sea X' el punto de interseccién de las rectas
ABeYZ.

7A X:=’ B\ X

Figura 3.14: Cuadrdngulo completo y tridngulo diagonal
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3.57 Lema. Los puntos X y X' separan armdnicamente los puntos A y B.

Demostracién: Proyectando la recta AB sobre la recta CD desde Z se obtiene que
p(A,B, X' X) = p(D,C, X", X), donde X" es el punto de interseccién de CD e Y Z.
Volviendo a proyectar la recta C'D sobre AB desde Y, se obtiene p(D,C, X" X) =
p(B, A, X', X). Por tanto, p(A4, B, X', X) = p(B, A, X', X), y esta relacién implica que
A, B, X', X es una cuaterna arménica (proposicién 3.55). O

3.58 Teorema (del cuadrdngulo completo). En un cuadringulo completo, el par de
lados del tridngulo diagonal incidentes con un vértice de éste (por ejemplo, en la figura
3.14, ZX y ZY son los lados incidentes con Z) separa armdnicamente el par de lados
del cuadrdngulo que se cortan en aquel vértice (AD y BC' en el ejemplo). O

E.3.38. Con las notaciones de la figura 3.15, comprobar que las cuaternas que siguen son ar-
ménicas: (4, B, X, X'), (4,C,Y,Y"),(A,D,Z2,2"), (B,D,Y,Y"), (B,C,Z,2"), (C,D, X, X"),
(X, Y, 2, 2"), (X,2,Y,Y") y (Y, 2, X', X").

Figura 3.15: Nueve cuaternas armdnicas

Construccién geométrica del cuarto arménico

Sean Q1, Q2 y Q3 tres puntos alineados distintos. Queremos construir el punto Q4 de
la recta L = Q1Q- tal que p(Q1,Q2,@Q3,Q4) = —1. El lema 3.57 nos da la solucién.
Sea Z un punto exterior a L y escojamos un punto Y de la recta (J3Z distinto de )3 y
de Z (v. figura 3.16). Sean P; y P; las intersecciones de (1Y con Q27 y de QY con
Q1Z, respectivamente. Entonces Q4 es el punto de interseccién de PP, con L.
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Py
Py

Q1 Q'a Q-Q Qa4

Figura 3.16: Construccidn del cuarto armdnico

Cuaternas equianarmonicas

Una cuaterna de puntos alineados distintos se llama equianarmdnica si, poniendo £ para
denotar su razén doble, se tiene que £ = 1/(1 — £). Puesto que esta relacién equivale a
€ =¢—1, vemos que £3 = €2 — € = —1. Si € es una solucién de la ecuacién €2 = € — 1,
entonces la otra solucién es 1 — ¢ = —¢2 = €71, De esto se sigue que entre los seis
valores posibles de la razén doble, al hacer permutaciones de los puntos, solo hay dos
distintos: £ y 1 — €. Si K = C, entonces £ y 1 — £ son las raices cibicas complejas de

—1 (v. figura 3.17).

6226_1. _______________________ :E
W
L2
-1 2 1
_5 ----------------------- 5:5‘1:1-—5

Figura 3.17: Valores de la razén doble equianarmdnica cuando K = C

E.3.39. Demostrar que si entre las seis razones dobles de la pdg. 212 hay dos de coincidentes,
entonces la cuaterna es armdnica o equianarmonica.
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3.5 Dualidad

En contraste con un plano afin, en el cual dos rectas solo determinan un punto cuan-
do no son paralelas, en un plano proyectivo dos rectas distintas determinan un punto
sin excepcidén, de la misma forma que dos puntos distintos determinan una recta sin
excepcion. Esta especie de «simetria» entre el comportamiento de los puntos y el com-
portamiento de las rectas de un plano proyectivo origina el fenémeno de la «dualidad»,
el cual se manifesta por el hecho de que a cada enunciado se le puede hacer corresponder
otro enunciado, llamado «dual» del primero, por intercambio de las nociones de punto
y recta, manteniendo, sin embargo, la relacién de incidencia.

M4s precisamente, para obtener el dual de un enunciado hace falta cambiar cada
punto P por una recta p, cada recta u por un punto U, y esto de manera que si P es
incidente con u, entonces U es incidente con p, y viceversa. En particular, si u = PQ
es la recta que une dos puntos P y @), U debe ser el punto de interseccién de las rectas
Py q,y reciprocamente.

Principio de dualidad

El «principio de dualidad» es la afirmacién de que si un enunciado es cierto, su dual
también lo es. Asf pues, este principio pone a nuestra disposicién un procedimiento
automadtico para producir un «teorema dual» de cada teorema de geometria proyectiva
del plano. Veamos algunos ejemplos, para cuya exposiciéon seguiremos la costumbre
cldsica de presentar los distintos pares duales con un formato de doble columna. Para
simplificar las notaciones, el punto de interseccién de dos rectas distintas p,q serd
denotado pg. Notemos que los enunciados duales de los enunciados de la columna de
la derecha son los enunciados correspondientes de la columna de la izquierda.

Puntos alineados. Puntos P, @, ... inciden- | Rectas concurrentes. Rectas p,q,... inci-
tes con una recta u. dentes con un punto U.

Tridngulo. Tridngulo de vértices P,@,R y | Trildtero. Tridngulo de lados p, ¢, r y vértices
lados p = QR,q = RP,7 = PQ. P=gr,Q=rp, R=pq.

(Figura 3.18) Un tridngulo de vértices P, @, | (Figura 3.18) Un tridngulo de lados p, ¢, r, sus
R, sus lados p = QR, ¢ = RP, r = PQ, un | vértices P = ¢qr,QQ = rp, R = pq, una recta u
punto U no incidente con ninguno de estos | no incidente con ninguno de estos vértices y los
lados y las rectas z = PU,y = QU,z = RU. puntos X = pu,Y = qu, Z = ru.
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Figura 3.18: Ejemplo de figuras duales

Teorema de Pappus (teorema 3.7). Dos
rectas distintas u y u'; tres puntos distintos
P,Q, R situados sobre u y distintos de uu’,
tres puntos distintos P’,@’, R’ situados so-
bre v’ y distintos de uu’; los pares de rectas
{PQ',QP'}, {QR',RQ'}, {RP',PR'}; y los
puntos Z, X, Y de interseccién de estos pares.
Entonces, los puntos X,Y, Z estin alineados.

Teorema de Desargues (teorema 3.1; v.
también el subapartado « Demostracién ana-
litica del teorema de Desargues», pdg. 176).
Tres rectas distintas u, v, w, concurrentes en
un punto O; puntos distintos P, P’ de u,
puntos distintos @, @’ de v, puntos distintos
R, R' de w; los pares de rectas {PQ, P'Q'},
{QR,Q'R'}, {RP,R'P'}; y los correspon-
dientes puntos de interseccién Z,X,Y. En-
tonces, los puntos X,Y,Z estin alineados.

Dual del teorema de Pappus (figura 3.19).
Dos puntos distintos U y U’; tres rectas dis-
tintas p,q,» por U y distintas de UU’, tres
rectas distintas p’,q’, 7’ por U’ y distintas de
UU'; los puntos {pq’, qp'}, {¢7’, 7¢'}, {rp', pr'};
y las rectas z, z, y que unen estos pares de pun-
tos. Entonces, las rectas z,y,z son concuren-
tes (por el teorema de Pappus y el principio de
dualidad).

Dual del teorema de Desargues. Tres pun-
tos distintos U, V, W, situados sobre una recta
o; rectas distintas p,p’ por U, rectas distintas
q,q' por V, rectas distintas 7, »’ por W los pa-
res de puntos {pg,p'q'}, {gr, ¢'7'}, {rp,7'p'};y
las rectas z, ¢,y que los unen. Entonces, z,y, z
son concurrentes (por el teorema de Desargues
y el principio de dualidad). Queda asf esta-
blecido el reciproco del teorema Desargues [o].

Figura 3.19: Dual del teorema de Pappus

E.3.40. Enunciar la definicién dual de la nocién de perspectividad entre dos rectas de P2.
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En el caso del espacio proyectivo, la «simetria» en el comportamiento de puntos y
rectas de que habldbamos en el caso del plano se debe substituir por una «simetria»
en el comportamiento de puntos, rectas y planos, por un lado, y el de planos, rectas y
puntos, por el otro. Fijémonos, por ejemplo, que, junto al hecho de que dos puntos dis-
tintos son incidentes con una inica recta, tenemos el hecho de que dos planos distintos
también son incidentes con una tnica recta, y junto al enunciado «dos rectas distintas
se cortan en un punto» (que puede ser cierto o no) tenemos el enunciado equivalente
«dos rectas distintas son coplanarias» (v. ejemplo 3.11, pag. 179).

Asf pues, en dimensién 3 el enunciado «dual» de un enunciado se obtiene inter-
cambiando las nociones de punto, recta y plano por las de plano, recta y punto, res-
pectivamente, y esto de manera que se conserven las incidencias. Igual que en el caso
del plano, el «principio de dualidad» es la afirmacién de que si un enunciado es cierto,
entonces también lo es su dual.

Los ejemplos en doble columna que citamos a continuacién ilustran este proceso.
Para abreviar, pondremos 77’ para denotar la interseccién 7 N7’ de dos planos 7 y 7'.
Igual que en el caso del plano, los enunciados duales de la columna de la derecha son

los enunciados correspondientes de la columna de la izquierda.

Dos puntos distintos P, P’ y larecta L = PP’.

Puntos alineados. Puntos P, P/, ... situados
sobre una recta L.

Plano de un tridngulo. El plano determi-
nado por tres puntos no alineados.

Un tetraedro con vértices P;, 1 = 1,2,3,4,
con aristas L;; = P;P; y caras m; (m; es la
cara opuesta a P;).

Rectas concurrentes (en un punto P).

Teorema de Desargues (teorema 3.1; v.
también el subapartado « Demostracién ana-
litica del teorema de Desargues», pdg. 176).
Tres rectas distintas u, v, w, concurrentes en
un punto O; puntos distintos P, P’ de u,
puntos distintos @, Q' de v, puntos distintos
R, R' de w; los pares de rectas {PQ, P'Q'},
{QR,Q'R'}, {RP,R'P'}; y los correspon-
dientes puntos de interseccién Z,X,Y. En-
tonces, los puntos X,Y, Z estin alineados.

Dos planos distintos m, 7’ y la recta L = 7n'.

Radiacién de planos. Planos 7,7/, ... que
contienen una recta L.

Vértice de un triedro. El punto de intersec-
cién de tres planos que no forman una radia-
cién.

Un tetraedro con caras m;, ¢ = 1,2,3,4, con
aristas L;; = mm; y con vértices P; (P; es el
vértice opuesto a ;).

Rectas coplanarias (contenidas en un plano 7).

Dual del teorema de Desargues en P? (v.
figura 3.20). Tres rectas distintas u, v, w, si-
tuadas en un plano o; planos distintos p, p’ que
contienen u, planos distintos g, ¢’ que contie-
nen v, planos distintos r, 7’ que contienen w; los
pares de rectas {pg, p'q'}, {gr,¢'r'}, {rp, 77’}
y los planos z, z,y que las unen. Entonces, los
planos z,y, z forman una radiacidn (por el teo-
rema de Desargues y el principio de dualidad
para dimensién 3; en la figura 3.20, el eje de
la radiacién se ha representado con una linea
punteada gruesa).
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Figura 3.20: Dual del teorema de Desargues en dimension 3

Teorema de dualidad

El principio de dualidad no es, estrictamente hablando, un teorema de la geometria
proyectiva. Se trata mds bien de un «metateorema», ya que es una afirmacién general
sobre la estructura de los enunciados de esta disciplina. En este apartado, después
de ciertos preliminares sobre el espacio dual de un espacio vectorial, enunciaremos y
demostraremos un resultado que denominaremos «teorema de dualidad» y, seguida-
mente, mostraremos cémo este teorema explica el principio de dualidad para cualquier
dimensioén.

Incidencia de vectores y formas lineales

Sea E un espacio vectorial. Pondremos E'¥, o Ev, para denotar el espacio dual de E,
esto es, el espacio vectorial de las aplicaciones lineales w: E — K. Los elementos de
EY también se denominan formas lineales de E. Siw € EVy e € E, en lugar de w(e)
también escribiremos (w|e) y diremos que w y e son incidentes si y solo si (w|e) = 0.

Si F es un subespacio vectorial de F, escribiremos F* C EV para denotar el subes-
pacio vectorial incidente de F, es decir, el subespacio de E'* formado por los elementos
w € EV que son incidentes con todos los vectores de F. Se cumple que

dimg (F*) = dimg (E) — dimg (F) [3.16]

Anélogamente, si W es un subespacio vectorial de Y, pondremos W* C E para desig-
nar el subespacio incidente de W, esto es, el formado por los vectores e € E tales que
(w|e) = 0 para todo w € W. También tenemos que

dim (W*) = dimg (E) — dimg (W) [3.16]
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E.3.41. Si W = (w1,...,wr), wj € EV, probar que W* = wi N...w}, donde w* denota, si
w € EVY, el subespacio vectorial de F formado por los vectores incidentes con w. Obtener un
enunciado andlogo relativo a F'*.

Puesto que F' C F** para todo subespacio vectorial F' de E, las férmulas [3.16] y
[3.16'] implican que F' = F**. Andlogamente, se ve que W = W**, para todo subespacio
vectorial W de EV. Si ahora ponemos L(E) para denotar el conjunto de subespacios
vectoriales de F, tenemos:

3.59 Teorema. La aplicacion
L(E) = L(E"), F+ F*

es una biyeccion, y su inversa es la aplicacion tal que W — W*. Ademds, la aplicacion
* tiene las siguientes propiedades:

1) Fy C F; si y solo si Fy C FY.
2) (F1+ F2)* = FynF;.
3) (FlﬁFz)*:Ff+F;

En particular, si restringimos la biyeccion x al conjunto L4y de subespacios vectoriales
de dimension d + 1, obtenemos una biyeccion

Lip1(E) = La-a(E")

donde dim(F) = n+ 1 y donde L,_q(E") indica el conjunto de subespacios vectoriales
de dimension n — d de EV.

Demostracién: Se deja como ejercicio para el lector, ya que todos los enunciados se
desprenden ficilmente de lo que ya hemos dicho y de las definiciones. Por ejemplo,
para ver el punto 3 es suficiente probar que la igualdad en cuestién es vélida después
de aplicar * a los dos miembros, lo cual estd claro por la propiedad 2 y por ser F** = I’
para todo subespacio vectorial F'. O

Espacio proyectivo dual

Sea P = P(E) un espacio proyectivo de dimensién n. Pongamos PY = P(E"). Este
espacio se denomina espacio proyectivo dual de IP.

Dada una variedad lineal A C PV, digamos A = [W], pondremos A* = [W*] C Py
diremos que A* es el eje, o el soporte, de A. Anédlogamente, dada una variedad lineal
L C P, L = [F)], pondremos L* = [F*] y diremos que L* es la estrella de L.

E.3.42. Si L es una variedad lineal de dimensién r de P, comprobar que dim(L*) =n — 7 — 1.
Anslogamente, si A es una variedad lineal de dimensién ' de IPY, entonces A es una variedad
lineal de dimensién n — 7' — 1.
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Pongamos S para denotar el conjunto de variedades lineales de P y § ¥ para denotar
el conjunto de variedades lineales de PV. Tenemos aplicaciones & — S (L — L*)
y SY = S (A~ A*). Si ponemos S, C S para denotar el conjunto de variedades
lineales de dimensién 7, y definimos S de forma andloga, entonces tenemos aplicaciones
S — Sy y 8% — Sp_r_1 obtenidas por restriccién de las aplicaciones § — §V'y

n—r—1

SV = 6.

3.60 Teorema (de dualidad). Las aplicaciones A — A* y L — L* entre los conjuntos
S y 8V son biyectivas e inversas una de otra. Ademds, tienen las siguientes propiedades:

1) Ly C Ly si y solo si Ly C L.
2) (L1 V Ly)* = LiNL3.
3) (LinLy)*=LiVL;.

Notemos, en particular, que las aplicaciones S, — S,)_._1 Yy Sy_._y = Sr son biyectivas
e inversas una de otra.

Demostracién: Es una consecuencia directa del teorema 3.59, de las férmulas [3.16]
y [3.167], y de las definiciones. 0

Como consecuencia del teorema de dualidad, podemos identificar los puntos de PY,
que forman el subconjunto S§ de §Y, con los hiperplanos de P, que forman el sub-
conjunto S,_; de S. De hecho, si w € EY es no nula, [w]* = [w*] es el hiperplano
representado por el espacio w* de vectores incidentes con w. En adelante, identifica-
remos los puntos de PV con los hiperplanos de P, de manera que el simbolo [w], que
por definicién representa un punto de PV (si w € EY — {0}), también se usard para
representar el hiperplano [w*] de P. De este modo, la relacién [z] € [w] equivale, si
z€ E—{0} ywe EV—{0}, a (w|z) =0.

Con la interpretacién de los puntos de PV como hiperplanos de P, las variedades
lineales de PV se pueden interpretar como conjuntos de hiperplanos de . De hecho,
diremos que un conjunto de hiperplanos de P es un haz de hiperplanos si este conjunto
forma una variedad lineal PY.

Por el teorema de dualidad, tenemos que todo haz A de hiperplanos es de la forma
L*, donde L es una variedad lineal de I’ univocamente determinada por A (de hecho L =
A*, el eje de A). Por tanto, para terminar de perfilar la interpretacién de las variedades
lineales de PY como haces de hiperplanos solo nos falta encontrar una descripcién del
conjunto de hiperplanos que corresponde a L™ en términos de L y PP.

3.61 Proposicién. El haz de hiperplanos L* estd formado precisamente por los hiper-
planos que contienen L.
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Demostracién: Sea F el subespacio vectorial de F tal que L = [F']. Sea w una forma

lineal no nula de E. Puesto que L* = [F*], el hiperplano [w] es un punto de L* siy

solo si w € F™*, es decir, si y solo si w es incidente con F. Ahora bien, esto equivale a
\

que F' C w*, es decir, a que L = [F] C [w*]. Por tanto, un punto [w] € P es de L* si y

solo si el hiperplano que le corresponde contiene L. O

E.3.43. Probar que el eje de un haz de hiperplanos A es la interseccién de todos los hiperplanos
de A.

3.62 Ejemplos. Los hiperplanos de PV son los haces de la forma P*, donde P es un
punto de P. El punto P, que es el eje del hiperplano P*, también se denomina foco de
P*,
En el caso del plano P2, vemos que las rectas de P? son los puntos de P2 y que los
Vv
puntos de P2 se identifican con las rectas de P?, haciendo corresponder al punto P el
haz P* de foco P (esto es, el conjunto de las rectas incidentes con P).

Vv
En el caso de P3, los puntos de P son los hiperplanos de P3, las rectas de B3 se

\
pueden identificar con las rectas de P2 (si L es una recta de P3, la recta de 3 que le
corresponde es L*, la radiacién de planos de eje L, de modo que L es, como recta de

Vv
P3, el conjunto de sus puntos y, como recta de P2, el conjunto de los hiperplanos que
) p q

\A
la contienen). Finalmente, los hiperplanos de P* se identifican con los puntos de P3,
haciendo corresponder al punto P el plano P* de foco P.

Principio de dualidad

Sea R = R(Ly,...,Lk) un enunciado relativo a variedades lineales Ly,..., L, de di-
mensiones 71,..., Tk, de un espacio proyectivo de dimensién n. Supongamos, ademds,
que en la formacién de R solo entran las relaciones y operaciones C, 2, V y N.

Pondremos RY = RY(L},...,L}) para denotar el enunciado que se obtiene substi-
tuyendo cada ocurrencia de L; en R por una variedad L} de dimensiéon n —r; — 1,y
cada ocurrencia de C, D, V o N, por D, C, N o V, respectivamente. Del enunciado R",
diremos que es el dual de R. )

El principio de dualidad afirma que si 7 es un teorema de la forma R = S, donde
Ry S son enunciados de la forma citada, entonces el enunciado 7", que por definicién
es RV =-S5V, también es un teorema.

La razén por la cual el principio de dualidad funciona es la siguiente. Puesto que
R = S es un teorema, en particular tenemos que, si Ay, ..., Ax son haces de hiperplanos
de dimensiones r1,...,rr de P?, S(Ay,...,Ag) es consecuencia de R(Ay,...,A). Pero
A; = L”, donde L es una variedad lineal de dimensién n —r; — 1 de P, y queda claro,
por el teorema de dualidad, que R(L},...,L}) = RY(L},..., L}) y, por la misma razén,
S(L,...,Ly) = SY(LY,...,L}). Por tanto, RV = S también es un teorema.
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E.3.44. Sean H,, Hy, H3, H4 cuatro hiperplanos de P incidentes con una variedad lineal L de
dimensién n — 2. Demostrar que la razén doble p(H1, Hz, Hs, H,) definida en el subapartado
«Razén doble de cuatro hiperplanos de un haz», pg. 211, coincide con la razén doble de los
hiperplanos como puntos de la recta L* del espacio proyectivo dual.

E.3.45. Enunciar el dual del teorema del cuadréngulo completo.

Proyectividad dual

Sean P = P(E) y P! = P(E') espacios proyectivos y ¢ = [f] una proyectividad de I’ en
P', donde f: E — E’ es un isomorfismo lineal. Entonces (! transforma hiperplanos
de P’ en hiperplanos de P (v. enunciado 3.34) y, por tanto, tenemos una aplicacion

\

¥ P’ - P, H — ¢ ' (H')

Esta aplicacién es biyectiva, ya que la proyectividad ¢ transforma hiperplanos de H en
hiperplanos de H' y ¢(¢~'(H')) = H' para todo hiperplano H' de P', ™! (¢(H)) = H
para todo hiperplano H de .

3.63 Proposicién. La aplicacion ¢" es la proyectividad [fY] definida por el isomor-
v

fismo lineal fV: Ev’ — E, donde fY denota el dual del isomorfismo f: E — E' que

induce .

Demostracién: Sea P=[z] e Py H' =[w'] € P'. Como ©(P) = [f(z)], tenemos

Pe'(H) & oP)eH
& (Wf(e))=0
& (flWz)=0
& Pe[fUW]

es decir, p"(H') = [f'w']. O

E.3.46. Una proyectividad de ]P’]?K tiene al menos un punto fijo (v. ejercicio E.3.21). Demostrar
que también tiene al menos una recta fija.

Referencia dual

Sea R = [Po,. .., Pp; U] una referencia proyectiva. La referencia dual de la referencia
R,RYV=[P,..- B; U"], se define como la referencia asociada a una base dual de una
base adaptada a R. Para decirlo con mds detalles, si e = (o, . ..,€n) €s una base de E
adaptadaa R,y e’ = (€% ..., €e") es la base dual correspondiente (es decir, el € EVes
la forma lineal tal que (e’|e;) = 1si @ = j, (ef]e;) = 0 si i # j), entonces P} = [e] y
U'=[e+...+¢€"].
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Notemos que R no depende de la base e, adaptada a R, que hayamos escogido:
otra base adaptada a R tiene la forma (Aey, ..., Ae,), para un cierto A € K — {0}; la
base dual de esta base es (A7'e?,...,A71e™), ya que (A"el|\e;) = (e7]e;); y estd claro
que esta base define la misma referencia que la base que €°, ..., e".

3.64 Proposicién. Un hiperplano de ecuacion uolp + -+ + un&, = 0 respecto a la
referencia R tiene coordenadas proyectivas (uo, . . ., u,) respecto a la referencia dual R".
Reciprocamente, si (uo, ..., u,) son coordenadas proyectivas de un hiperplano respecto
a la referencia R", entonces el hiperplano tiene ecuacion uo€o+ - - -+ un&, = 0 respecto
a la referencia R.

Demostracién: Sea H el hiperplano de ecuacién upfg + -« -+ u,€, = 0. Sea
w=1uge’ + ...+ ue” € EY

donde e = (eg, ..., e,) es una base adaptadaa Ry e = (€%,. .., ") su base dual. Como
e’ es una base adaptada a R", decir que (uo,...,u,) son coordenadas proyectivas de
H respecto a R equivale a ver que H = [w*]. Ahora bien, un punto [£peq + « -+ &, e,]
es de H si y solo si ugéo + -+ u,&, = 0y, dado que

uofo + -+ F Unn = (uoe’ + ...+ une|€oeo + -+ + €nen) = (W|€oeo + < + Enen)

vemos que [£oeq + -+ &nen] € H siy solo si &eg + -+ 4 &nen, € w*. Por tanto,
H = [w¥].

Para ver el reciproco, sean (uo, ..., u,) coordenadas proyectivas de un hiperplano
H respecto a R". Esto significa que H = [uge® + ...+ une™] y, por tanto, [€peg+ - - -+
€nen] es de H si y solo si (uge® + ...+ upe™|€oeo + -+ + €nen) = 0. Pero el céleulo
anterior muestra que esta condicién equivale a upéo+ -+ -+ u,&, = 0, y esto termina la
prueba. O

3.65 Corolario. Los vértices de la referencia dual RY son las caras del simplice de la
referencia R.

Demostracién: En efecto, por definicién tenemos que el i-ésimo vértice de R " es, con
las notaciones introducidas en la prueba del teorema, P,Y = [e’], que es el hiperplano
de ecuacién &; = 0. O

E.3.47. Sean IP y [P’ espacios proyectivos y ¢: P — P’ una proyectividad. Si la matriz de ¢
respecto a referencias R y R’ de P y [P/, respectivamente, es [M], probar que la matriz de "

14 14
respecto a las referencias R’ y R es [MT].

E.3.48. Consideremos una referencia proyectiva R de un espacio proyectivo P. Dado un punto
P = [€o,...,&n]Rr, verificar que la ecuacién del hiperplano P* de PV, respecto a la referencia

RY, es ugbg + -+ upén = 0.
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Polar armdnica de un punto respecto a un simplice

Sea A = Fy -+ P, un simplice de P® y A un punto no incidente con ninguna cara de A.
Asi R = [Fy, ..., Pa; A] es un referencia de P y podemos considerar la referencia dual
RY = [Fy,...,B; A"]. El hiperplano A" sélo depende de A y de A: diremos que es
el hiperplano polar arménico de A respecto a A (si n =2, lo lamaremos la recta polar
armdnica de A respecto al tridngulo PyP, Py, y si n = 3, el plano polar armdnico de A
respecto al tetraedro Py P P, Ps).

La proposicién y el corolario siguientes dan una caracterizacién analitica y geo-
métrica, respectivamente, del hiperplano polar de un punto.

Ponemos R = [F, ..., P,; U] para denotar una referencia de P" y A = lao, .. .,a.]r
un punto no incidente con ninguna cara del simplice [P, ..., P,] (es decir, a; # 0 para
it=0,...,n).

3.66 Proposicién. La ecuacion del hiperplano polar de A en la referencia R es

f—o—{-...-l-g—n:l

ao an

Demostracién: Sea e = (ey,...,e,) una base adaptada a R. Asi, A = [aceo + -+ -+
anen] y (ao€o, ..., ane,) es una base adaptada a la referencia, [Po, ..., Py; A]. Como la
base dual de (ageo,...,ane,) es (a5'e?,.. ., a;le"), donde €°,...,¢e" es la dual de la
base e, tenemos que AV = [ag'e® + ...+ a;'e”]. Por tanto, (agt,...,a;1) son RY-
coordenadas de A" y ahora la afirmacién es una consecuencia directa de la proposicién

3.64. (]

3.67 Proposicién. Para cualquier par de indices 1, tales que 0 < i < j < n, sean
Lij = PiP;, Vij la cara del simplice de R opuesta a L;;, A;; la proyeccion de A sobre la
recta L;; con centro V;; y Ai-j el cuarto armdnico de A;; respecto a {P;, P;} (v. figura
3.21). Entonces el hiperplano A" es incidente con los puntos Agj.

Po AOI Pl A61

/
02

Figura 3.21: Polar armdnica de A respecto al tridngulo PyP; Py
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Demostracién: Dado que la idea general de la prueba es suficientemente clara para
n = 2, trataremos solo este caso para evitar complicaciones de notacién. En la referencia
[Py, Py, Py; A, tenemos A = [1,1,1], Aoy = [1,1,0], Aoz = [1,0,1] y A1z = [0,1,1], de
donde A}, = [1,-1,0], Ay, = [1,0,—-1] y A, = [0,1,~1]. Finalmente, visto que A" es
la recta de ecuacién & + &1 + & = 0, estd claro que A" contiene los puntos Ap,, Agy ¥

N O

3.6 Problemas

P.3.1. Sea K un cuerpo finito de ¢ elementos y P" el espacio proyectivo de dimensién
n sobre K. Hallar, en funcién de ¢ y n, el nimero de puntos de P*. Hallar también
el nimero de hiperplanos, el nimero de hiperplanos incidentes con un punto dado y el
nimero de rectas.

P.3.2. Sean u y «' dos rectas del plano proyectivo y supongamos que su punto de
interseccion, sea @, es «inaccesible». Dado un punto P no incidente ni con u ni con
', hallar una construccién de la recta QP. Indicacién: Usar el reciproco del teorema
de Desargues de los tridngulos en perspectiva.

P.3.3. Supongamos que los tetraedros PoPyPaPs y Qo(Q1Q2Q3 estdn en perspectiva
desde el punto P, es decir, P; # Q;, y que las rectas F;(); son concurrentes en un punto
P (i=0,1,2,3). Probar que las intersecciones R;; = F;P; N QiQ;, 0 <2 < j < 3, son
puntos y que estos puntos son coplanarios.

P.3.4.Sean Ly, Ly y L3 tres planos de P* y supongamos que Py = LoN L3, P, = L3NLy
y P3 = L1 N Ly son tres puntos no alineados. Demostrar que existe un tnico plano L
de P* tal que las intersecciones LN Ly, LN Ly y L N L3 son rectas.

P.3.5. Si la recta determinada por dos puntos es «no constructible», ;cémo se puede
encontrar el punto en que la corta otra recta?

La inclusién R < C induce una inclusién del espacio proyectivo real P} en el espacio
proyectivo complejo Pg. Si L es una variedad lineal de Pg, pondremos L' = L NP,
y diremos que L’ es la parte real de L. Es inmediato verificar que L' es una variedad
lineal de Pg. Por otro lado, diremos que L es real si se puede definir por un sistema de
ecuaciones lineales a coeficientes reales.

P.3.6. Demostrar que:
1) 2dim(L) — n < dim(L) < dim(L).

2) L es real si y solo si dim(L') = dim(L).
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3) L es real si y solo si para todo [z, ..., z,] € L se cumple [Z0y 5 45 2] € L.

4) Sin =2, todo punto de P& — Pk pertenece a una tnica recta real, y toda recta
no real de P4 contiene un unico punto real.

5) Si dy d' son nimeros enteros tales que 0 < d < ny 2d — n < d' < d, existe una
variedad lineal L de P% tal que dim(L) = d y dim(L') = d'.

P.3.7. Consideremos un tridgngulo PQR, un punto S no incidente con ningtn lado de
este y una recta L por .S. Probar que

p(SP1 SQ)SR>L) = p(P,anaRlv S)

donde P, Q’, R’ son las intersecciones de L con los lados QR, RP y PQ, respectiva-
mente.

P.3.8. Probar que la razén doble de los puntos de interseccién de una recta con las
caras de un tetraedro coincide con la razén doble de los planos determinados por la
recta y los vértices del tetraedro.

P.3.9. Determinar las homologias arménicas de un plano euclidiano que dejan inva-
riante el conjunto de vértices de un cuadrado.

P.3.10. Las homograffas arménicas son involutivas. Probar que en un plano proyectivo
real el enunciado reciproco también es cierto, es decir, que toda homografia involutiva
de P% es una homologfa arménica.

P.3.11. Consideremos dos homologfas arménicas con el mismo eje H,y centros Py
P', P # P'. Demostrar que su producto es una homologfa especial de eje H y centro
PP'N H. Reciprocamente, probar que toda homologfa especial se puede descomponer
como producto de dos homologfas arménicas.

P.3.12. Generalizar el ejercicio E.3.32 al caso de las homografias de P" que tienen
exactamente n 4 1 puntos fijos.

Una homograffa ¢ de P? se denomina una homologia biazial si su conjunto de puntos
fijos es la unién de dos rectas (diremos que estas rectas son los ejes de la homologia).

P.3.13. Sea ¢ una homologfa biaxial y sean u y u’ sus rectas de puntos fijos. Si P es
un punto cualquiera no incidente con u y u’, demostrar que la recta Py (P) es incidente
con u y con v’. Demostrar también que si los puntos de interseccién de Py(P) con u y
u' son Q) y Q', respectivamente, entonces el valor de la razén doble p(P, ¢(P),Q, Q') es
independiente de P (este escalar, que usualmente se denota &, se denomina el mddulo de
la homologfa biaxial; si K = —1, la homologfa biaxial se dice que es armdnica; notemos
que, en este caso, es una homograffa involutiva).
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P.3.14. Dadas dos rectas disjuntas de P3, u y u’, y un escalar s # 0,1, probar que
existe exactamente una homologia biaxial de médulo s y ejes v y .

P.3.15. Considerar un tetraedro PP, P3Py de P3 y un escalar k # 0,1. Sea o; la
homologia de médulo k, centro P; y eje la cara H; opuesta a P;, 1 < ¢ < 4. Para
1 € i< j <4, sea f; la homologfa biaxial de médulo k y ejes la arista PP} y su
opuesta.

1) Hallar el producto o, a;, o, o, para toda permutacion (i1, %9, 13, t4) de (1,2, 3,4).

2) Fijado ¢, hallar el producto [] 8;;.
JF#
P.3.16. Demostrar que los puntos medios de las 3 diagonales de un cuadrdngulo estan
alineados. Indicaciones: Con las notaciones de la figura 3.22, en la cual el cuadrédngulo es
ABCD y las diagonales AC, BD y XY, considerar la referencia proyectiva R que tiene
ABY como tridngulo y CD como recta unidad. Considerar también la referencia pro-
yectiva R asociada a una referencia afin. Sean ag = (ago, @01, @o2), @1 = (@10, @11, @12)
y az = (a0, a21, ag) vectores de R'-coordenadas de A, B,Y tales que a; + ay + a3
es un vector de R -coordenadas del punto unidad de R. Entonces las coordenadas del

punto medio de AC son
L (ﬂ N M) _
2 \agp a0 —ag

Anslogamente se encuentran los puntos medios de BD y XY . Finalmente se comprue-
ba, con las expresiones obtenidas, que los citados puntos medios estén alineados.

B

X

Figura 3.22: Los puntos medios de las diagonales de un cuadringulo estin alineados

P.3.17 (Punto de Nagel de un tridngulo). Demostrar que las rectas que unen cada
vértice de un tridngulo del plano euclidiano con el punto del lado opuesto en el cual es
tangente el correspondiente circulo exinscrito, son concurrentes en un punto. Indica-
cién: Usar coordenadas trimétricas.
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P.3.18 (Punto de Lemoine de un tridngulo). Si Fo P P, es un tridngulo y A un punto
no incidente con ninguno de sus lados, sea L; la simétrica de la recta P;A respecto a la
bisectriz interior de P;. Probar que las rectas L; son concurrentes en un punto A’. Si G
es el baricentro del tridngulo, el punto G’ se denomina punto de Lemoine del tridngulo.
Indicacién: Usar coordenadas trimétricas.

Sean P = P(E) y P’ = P/(E) dos espacios proyectivos de dimensién n y ¢: P — P
una aplicacién biyectiva. Se dice que es una colineacion, o una proyectividad de von
Staudt, si, o bien n > 2 y ¢ transforma puntos alineados en puntos alineados, o bien
n = 1y ¢ transforma cuaternas armonicas en cuaternas armonicas. Ejemplo: las
proyectividades son colineaciones (v. el enunciado 3.34 y la proposicién 3.52).

Diremos que la aplicacién ¢ es una semiproyectividad si existe un isomorfismo se-
milineal f: E — E' tal que ¢([z]) = [f(z)] para todo vector no nulo z € E. Una
semihomografia es una semiproyectividad de un espacio pryectivo en sf mismo.

P.3.19. Probar que una semiproyectividad transforma puntos alineados en puntos
alineados y que si Py, Py, P, P; son cuatro puntos alineados distintos tales que p =
p(Po, Py, P, Ps), entonces

p(p(Fo), p(Pr), p(P2), o(F3)) = p*

donde )\ — A\* es un automorfismo del cuerpo K (para la notacién A*, v. apartado
«Aplicaciones semiafines y colineaciones», pg. 92). Deducir que toda semiproyectivi-
dad es una colineacién.

P.3.20 (Teorema de von Staudt). Supongamos que en el cuerpo K se cumple 2 #
0. Probar que una colineacién entre dos rectas proyectivas es una semiproyectividad.
Indicacién: Hégase primero el caso en que la colineacién es una autocolineacién de una
recta proyectiva con tres puntos fijos distintos (v. la demostracién del teorema 1.41).

P.3.21 (Teorema fundamental de la geometria proyectiva). Supongamos que en el cuer-
po K se cumple 2 # 0. Demostrar que toda colineacién entre dos espacios proyectivos
de dimensién n > 2 es una semiproyectividad. Indicacién: Estudiar primero el caso de
una autocolineacién que deja fijos los puntos de una referencia proyectiva (el proble-
ma anterior, y la construccién geométrica del cuarto arménico, permiteen razonar por
induccién).

P.3.22. Demostrar el teorema 3.39 en el caso r = 2.

La recta proyectiva compleja, ]P’(%:, se puede identificar a la esfera S? de radio 1
de la forma siguiente. Escojamos un punto P de 52, al cual denominaremos polo (o
polo norte), y consideremos la proyeccion estereogrdfica de S? — {P} sobre el plano
A que pasa por el centro de la esfera y es perpendicular al didmetro que pasa por
P (plano ecuatorial): es la aplicacién que transforma el punto X en el punto X' de
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interseccién de la recta PX con A. Por otro lado, PL = C U {co}, donde identificamos
z € C con el punto [z,1] € Pt y oo con el punto [1,0]. Si ahora identificamos C con
A isométricamente (mediante la referencia rectangular [0,1,7] de C y una referencia
rectangular [O, u1, up] de A, donde O es el centro de la esfera (v. figuras 3.23 y 3.24),
entonces la proyeccién estereografica S? — { P} — C se puede extender a una biyeccién
S% ~ PP¢, tal que P — oo.

Figura 3.23: Proyeccidn estereogrifica

Figura 3.24: El polo P y el punto co se corresponden por la proyeccidn estereogrifica.

Por otro lado, las semejanzas directas (inversas) de C se extienden a homografias
(semihomografias) de IP’(%: que dejan fijo el punto co. Ademds, en IP’(IC tenemos inversio-
nes: la inversién de C respecto a la circunferencia de centro zp y radio r se extiende a
la biyeccién de ]P’(E tal que zg — co y 00 — 2.

P.3.23. Probar que las inversiones de P§ son semihomografias antilineales (es decir,
que como automorfismo de C se puede tomar la conjugacién). Indicacién: Demostrar
primero que la inversién respecto a la circunferencia de radio 1 con centro en el origen
es la aplicacién z — 1/Z.
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P.3.24. Probar que toda colineacién continua de P<1C es composicién de simetrias e
inversiones.

P.3.25. Demostrar que la razén doble de cuatro nimeros complejos distintos es un
ndimero real si y solo si estdn sobre una circunferencia.
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4 Coébnicas y cuadricas

Este capitulo se inicia con una seccién introductoria, en la cual se revisan las definiciones
y algunas propiedades de las secciones cénicas —la elipse, la hipérbola y la pardbola.
Estas figuras se estudian a continuacién, desde un punto de vista analitico, en las
secciones 4.1 y 4.2. La idea directriz es mostrar cémo se puede determinar, a partir de
la ecuacién, el tipo de cénica que representa y, después, cémo se pueden calcular sus
elementos geométricos més importantes.

Las secciones 4.3 y 4.4 se destinan a exponer una introduccién al estudio de las
cuddricas. La definicién de estas superficies del espacio de dimensién 3, y los métodos
que utilizaremos para estudiarlas, son andlogos a los utilizados para el estudio analitico
de las cénicas de un plano. Un punto importante (seccién 4.3) es constatar que, excepto
ciertos casos «degenerados» (como los conos y los cilindros cuya base es una cénica),
solo hay cinco «tipos» posibles: elipsoides, dos especies de hiperboloides (de dos hojas,
o no reglados —es decir, que no contienen rectas—, y de una hoja, o reglados) y
dos especies de paraboloides (no reglados y reglados). Después de familiarizarnos con
estas figuras, mediante el estudio de las cdénicas que resultan al cortarlos por distintos
planos convenientes, consideramos la cuestién de cémo podemos obtener de una manera
efectiva, a partir de la ecuacién, la «especie» de cuddrica que representa y sus elementos
geométricos (seccién 4.4).

A pesar de que en principio las cénicas y las cuddricas se definen en un plano y en
un espacio euclidianos, respectivamente, en su estudio aparece inevitablemente, sobre
todo cuando se considera el comportamiento asintético, su relacién profunda con el
plano y el espacio proyectivo, respectivamente. El tiltimo apartado de la seccién 4.2
(«Polaridad y tangencia», pag. 267) y la dltima seccién del capitulo (seccién 4.5) se
destinan a explorar estas relaciones, y algunas de sus consecuencias, de una manera
més sistemdtica.
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4.0 Seccilones cénicas

Consideremos dos rectas e y g del espacio euclidiano y supongamos que se cortan en
un punto O formando un dngulo agudo «. La figura que se obtiene por rotacién de g
alrededor de e es un cono circular recto. Cada una de las dos partes del cono, generadas
por las dos semirrectas definidas por O sobre g, se denomina una hoja del cono. La
recta e y el punto O se denominan el eje y el vértice del cono, respectivamente. Una
recta ¢’ es una generatriz del cono si es la imagen de g por una cierta rotacién alrededor
del eje, y en este caso estd claro que el dngulo que forma con este es a.

Las conicas, o secciones conicas, son las curvas que se obtienen cuando se corta un
cono circular recto por un plano que no pasa por su vértice. El objeto principal de
esta seccién es establecer un puente conceptual entre esta presentacién geométrica y la
presentacién analitica sistemdtica que haremos en las secciones 4.1 y 4.2.

Pondremos II para denotar el plano con el que cortamos el cono, y  para indicar
el dngulo que forma II con el eje del cono. Las tres posibilidades que pueden darse se
han esquematizado en la figura 4.1.

v>a Y=o v<a

Figura 4.1: Inclinacidn de I1 respecto al eje del cono (linea vertical punteada). El caso v > «
da elipses (circunferencias cuando v = w/2), el caso v = a da pardbolas y el caso v < a da
hipérbolas.

Nota. Lalinea que separala claridad y la sombra cuando iluminamos una pared plana
con un foco puntual de luz situado sobre el eje de una pantalla en forma de cono circular
recto es una seccién cénica. Variando la direcciéon del eje del cono, es facil visulizar los
casos que hemos citado. Este experimento también nos permite observar la transicién
con continuidad, mediante elipses de excentricidad creciente, de la circunferencia a la
pardbola y a la hipérbola.

Elipse

Cuando v es superior a a, el plano II corta a todas las generatrices del cono, la inter-
seccién estd contenida en una de las dos hojas y se dice que la cénica es una elipse. Los
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puntos de esta curva tienen la propiedad siguiente:

4.1. La suma de sus distancias a dos puntos fijos es constante (estos dos puntos fijos
se denominan los focos de la elipse).

Demostracién: Esta propiedad se puede ver ficilmente con la ayuda de la figura 4.3.
En efecto, consideremos las dos esferas tangentes al plano Il y que estdn inscritas en
el cono, una en el semiespacio de IT que contiene el vértice del cono y la otra en el
semiespacio opuesto (la primera de estas esferas, por ejemplo, es la figura generada por
la circunferencia inscrita en el tridngulo del caso y > « de la figura 4.1 al hacerla girar
alrededor del eje del cono). Si Fy y F; son los puntos de contacto de estas esferas con
el plano IT, y A es un punto de la elipse, entonces AF; = AM y AF; = AN, ya que
todas las tangentes desde un punto a una esfera tienen la misma longitud. Por tanto,
AFy + AF, = MN. Pero MN es constante, ya que hemos supuesto que el cono es
circular y recto. O

Figura 4.2: Elipse

Consideremos ahora un sistema de coordenadas rectangulares del plano II con origen
el punto medio del segmento Fy F; y de manera que el eje Oz coincida con la recta Fy Fy.
Asf, tendremos Fy = (¢,0) y F, = (—¢,0), donde ¢ denota la semidistancia focal. Si
ponemos 2a para denotar la longitud del segmento M N, entonces la condicién para
que el punto A = (z,y) sea de la elipse es que

Ve A+ VT 0T v =
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que, como sabemos, equivale a la ecuacién

a:_+_:1’ con b= +/a% — c? [4.1]

Diremos que esta es la ecuacién candnica de la elipse. Esta ecuacién implica que
la elipse es simétrica respecto a los dos ejes de coordenadas. Por tanto, también es
simétrica respecto al origen, razén por la cual diremos que el origen es el centro de
la elipse. Puesto que b < a, (4a,0) son los puntos de la elipse que estdn a mayor
distancia del centro y (0,4b) los que estén a distancia minima. Diremos que a es el
semueje principal y b el semieje secundario, y que los puntos (£a,0) son los vértices
principales y (0,=b) los vértices secundarios (v. figura 4.3, en la cual A y B indican
los vértices (a,0) y (0,b), respectivamente).

B

Figura 4.3: Elipse

El cociente e = c/a se denomina ezcentricidad de la elipse. Est4 claro que 0 e<l1
y que e = 0 si y solo si ¢ = 0, es decir, si y solo si b = a. En este caso, la ecuacién
candnica equivale a 22 + y% = a2, que es la ecuacién de una circunferencia de radio a.
Geométricamente, la circunferencia se obtiene cuando y = /2, es decir, cuando el
plano II es perpendicular al eje del cono.

E.4.1. Si a y b son nimeros reales positivos, y (o, yo) un punto del plano euclidiano, explicar
qué representa la ecuacién
(y — y0)2 _

+ =1

(z — z0)?

a

(coordenadas cartesianas rectangulares).
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Es interesante observar que la afinidad (z,y) — (z, gy) transforma la circunferencia
de radio a con centro en el origen (se dice que es la circunferencia directriz de la elipse)
en la elipse [4.1]. De esto resulta:

2b

4.2. FEl drea de la elipse es ma®, = mab.

También es inmediato verificar que las relaciones
z=acos(t), y=bsen(t) (0<t<2m) [4.2]

son ecuaciones paramétricas de la misma elipse, en el sentido de que la aplicacién ¢ +—
(acos(t),y = bsen (t)) establece una biyeccién entre el intervalo [0,27) y la elipse. Dado
que las relaciones z = acos(t), y = asen(t) (0 < t < 27) son ecuaciones paramétricas
de la circunferencia de radio a, vemos que mientras el punto P’ (figura 4.4) describe
la circunferencia de radio a, el punto P correspondiente a P’ por la afinidad citada
describe la elipse de semiejes a y b.

Figura 4.4: Elipse como imagen afin de la circunferencia

Sea P = (zo, Yo) un punto de la elipse [4.1]. Consideremos una recta por P dada por

ecuaciones paramétricas = = zo + &t, y = yo + nt, donde (§,7) # 0. Para encontrar las
intersecciones de esta recta con la elipse, hemos de hallar las soluciones ¢ de la ecuacién

(zo + £t)? 4 (yo + nt)? _q
a? b2
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Recordando que P es un punto de la elipse, un cdlculo elemental nos muestra que esta
ecuacion es equivalente a

zof _ Yon S
2(a—2+b—2>t+(ﬁ+b—2 =0

La solucién ¢t = 0 nos da el punto P. La otra solucién,

CDE 62 2
()1 (§oF)

nos da un segundo punto de interseccién. Este punto coincide con P si y solo si

To§ | Yon _ 4

a? b2
es decir, si y solo si la recta coincide con la recta que pasa por P con vector director
(yo/b?, —x0/a?). Esta recta se denomina tangente a la elipse en el punto P y estd claro

que su ecuacién cartesiana es

930(55 - 930) yo(y - yo)
a? ¥ b2 =0
que equivale a
ToZT Yoy
el + B2 =1 [4.3]

Esta discusién se puede resumir, pues, diciendo que una recta por un punto P de una
elipse la corta en el punto P y exactamente otro punto P, y que P’ es siempre distinto
de P excepto cuando la recta es la tangente a la elipse en el punto P. En este caso, se
dice que P es el punto de contacto de la tangente y la elipse.

4.3 Proposicién (Propiedad focal de la elipse). Si P es un punto de la elipse [4.1], la

tangente en el punto P coincide con la bisectriz exterior del dngulo FTﬁz, donde Iy
y Fy son los focos de la elipse.

Demostracién: Sea L la bisectriz exterior del dngulo Ffﬁg. Puesto que L pasa por
P, para ver que L es la tangente a la elipse en el punto P bastard demostrar que
ninguno de los puntos P’ € L — {P} es de la elipse.

Sea, pues, P’ € L — {P}. Consideremos el simétrico F; del punto Fj respecto a
L (v. figura 4.5). Como L es la bisectriz exterior de FTﬁg, el punto P pertenece al
segmento F,F|. Ahora tenemos

%4 = PF, + PF, = PF! + PF, = F/F, < P'F/ + P'F, = P'F, + P'F,

de lo cual se sigue que P’ no es de la elipse. O
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Fy F

Figura 4.5: Prueba de la propiedad focal de la elipse

La propiedad focal nos dice, por ejemplo, que « PF, es el rayo reflejado por la elipse
del rayo FyP», de manera que «los rayos que provienen del foco F; son concentrados
por la elipse en el foco Fp». Por otro lado, la prueba anterior muestra que el lugar
geométrico de FY, es decir, del punto simétrico de Fj respecto a una tangente variable,
es la circunferencia de radio 2a con centro en el foco F; de la elipse. Esta circunferencia
se denomina circunferencia focal de la elipse correspondiente al foco Fy.

Diremos que un punto P es interior o exterior respecto a la elipse segin Fy P+ Fy P
sea inferior o superior a 2a. Por ejemplo, en la prueba de la. propiedad focal hemos
visto que todo punto de una tangente, excepto el de contacto, es un punto exterior. En
cambio, el centro y los focos son puntos interiores.

E.4.2. Probar que, en términos de la ecuacién candnica, un punto (z,y) es interior o exterior
2 2 2 2
segin & + &5 <lo L+ > 1.

E.4.3. Probar que una recta corta una elipse en dos puntos distintos si y solo si contiene puntos
interiores de la elipse.

E.4.4. Dados dos puntos F; = (a1,61) y Fo = (a2, B2) (coordenadas cartesianas rectangulares)
y un nimero real positivo a, explicar cémo se puede encontrar, respecto a la misma referencia,
la ecuacién de la elipse de focos Fy y Fp y didmetro principal 2a.

Hipérbola

Si v < a, existen dos generatrices del cono paralelas al plano II: son la interseccién
del cono con el plano paralelo a II por el vértice del cono. Los puntos de interseccién
con las otras generatrices pertenecen a un hoja u otra del cono segiin el dngulo de
la generatriz con el plano sea positivo o negativo (este signo se puede definir como
el del producto escalar de un vector perpendicular al plano por el vector director de
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la generatriz correspondiente a un vector director de g dado). Se dice que la curva
resultante es una hipérbola.

Un razonamiento similar al que hemos expuesto para el caso de la elipse, y que
dejamos como ejercicio, muestra que los puntos de la hipérbola son aquellos para los
que la diferencia de distancias, en valor absoluto, a dos puntos fijos de IT (denominados
focos) es constante (pondremos 2a para denotarla). Tomando un sistema de coordena-
das rectangulares de forma que su origen sea el punto medio del segmento de extremos
los focos y que estos estén sobre el eje Oz (sobre esto y lo que sigue, v. figura 4.6), se
obtiene que los puntos de la hipérbola son los que cumplen la ecuacién

372 y2

a? b?
donde ponemos 2c para denotar la distancia entre los focos (¢ > a, necesariamente) y
b= +c? — a?. La constante e = ¢/a > 1 se denomina ezcentricidad de la hipérbola.

=1 [4.4]

y=se
N NS B 7
: | 2
: b GGl
l‘:' ! O a : ]:—’
) i I S N

Figura 4.6: Hipérbola

Diremos que [4.4] es la ecuacion candnica de la hipérbola. Como la elipse, la
hipérbola es simétrica respecto a los dos ejes de coordenadas y, por tanto, también es
simétrica respecto al origen. Por eso decimos que el origen es el centro de la hipérbola.
Los puntos (+a,0) son los que estdn a distancia minima del centro y se denominan
vértices. Diremos que a es el semieje principal de la hipérbola. A diferencia de la
elipse, el eje Oy no contiene puntos de la hipérbola. No obstante, seguiremos diciendo
que b es el semieje secundario.

E.4.5. Si a y b son nimeros reales positivos, y (2o, yo) un punto del plano euclidiano, explicar
qué representa la ecuacién

(z — :co)2
a? B b2

(coordenadas cartesianas rectangulares).

(v—w)? _,
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Los puntos de la hipérbola con z > 0 forman la rama del foco (c,0). La rama del
foco (—c, 0) se define por la condicién z < 0. Sobre el cono, las ramas son la interseccién
de II con cada una de sus dos hojas. Es inmediato verificar que las relaciones

z = acosh(t), y=bsenh(t) (t€R) [4.5]

son ecuaciones paramétricas de la rama del foco (c,0) de la hipérbola de semiejes a
y b. Para la rama del foco (—c,0), la parametrizacion adecuada es z = —acosh(t),y =
bsenh (). La hipérbola no es, pues, un conjunto acotado, ya que tiene puntos a distancia
arbitrariamente grande del centro.

La relacién Z—; - z—z = 0 da las rectas por el origen que tienen vectores directores
(a,=+b). Estas rectas, que también podemos escribir y = :t%a:, se denominan asintotas
de la hipérbola. Fijémonos que las asintotas no cortan a la hipérbola, pero que la
distancia de un punto de una asintota a la hipérbola tiene limite 0 cuando el punto
se aleja indefinidamente del centro: por ejemplo, el punto P’ = (acosh(t),bcosh(t))
pertenece a la asintota y/b = z/a, la distancia de P’ al punto P = (a cosh(t), bsenh (t))
de la hipérbola es b(cosh(t) — senh (t)) = be™*, y este valor tiende a cero cuando ¢ tiende
a infinito. Las rectas que son paralelas a una asintota se dice que son asintdticas.

E.4.6. Comprobar que las asintotas son las rectas por el centro de la hipérbola paralelas a las
dos generatrices del cono que son paralelas a II.
E.4.7 (Hipérbola conjugada). Verificar que la hipérbola de ecuacién
2 2
Y s
il 1 [4.6]

tiene las mismas asintotas que la hipérbola [4.4]. Nétese también que los vértices principales
de ambas hipérbolas, (£a,0) y (0,=+a), estdn sobre la circunferencia de radio a con centro en
el centro comin de las dos hipérbolas (la llamaremos circunferencia directriz de la hipérbola).

El cambio (afin) de coordenadas dado por las relaciones
§=z/a—y/b, n=z/a+y/b [4.7]
transforma la ecuacién de la hipérbola en
én=1, obien n=1/¢ [4.8]

Relativamente a estas coordenadas, las asintotas son los ejes O y On. Notemos que
este cambio de coordenadas es una semejanza si y solo si b = a, en cuyo caso se dice
que la hipérbola es equildtera.

Sea P = (o, Yo,) un punto de la hipérbola [4.4] y consideremos la recta

ToZ  YoUY
T T2 =1 [4.9]
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Esta recta pasa por P, no es asintética [0] y, razonando como en el caso de la elipse, se
prueba que corta la hipérbola exactamente en el punto P, mientras que las rectas por
P distintas de [4.9] cortan la hipérbola en P y otro punto distinto, que en el caso de
cada una de las dos rectas asintéticas por P se ha de considerar impropio (v. ejemplo
4.7b). Diremos, pues, que [4.9] es la tangente en el punto P a la hipérbola [4.4], y que
P es el punto de contacto de ambas.

La propiedad que sigue también se prueba de forma andloga a como se ha demos-
trado para el caso de la elipse:

4.4 Proposicién (Propiedad focal de la hipérbola). Si P es un punto de la hipérbola
[4.4], la tangente en el punto P coincide con la bisectriz interior del dngulo @2.
Ademds, el lugar geométrico del simétrico F| del foco F| respecto a una tangente va-
riable es la circunferencia de centro el otro foco, Fy, y radio 2a (esta circunferencia se
denomina circunferencia focal de la hipérbola relativa al foco F).

De los puntos de la hipérbola que cumplen % - % < 1 diremos que son de la zona
p a b

central y los que cumplen z—; - z—z > 1, de la zona focal. Los puntos de la zona focal
también se llaman interiores a la hipérbola y los de la zona central, exteriores. La zona
focal se divide en la zona del foco (c,0), cuyos puntos satisfacen z > 1, y la zona del

foco (—c,0), cuyos puntos satisfacen z < 0.

E.4.8. Probar que un punto P de la hipérbola de foco Fy y F; es interior si |PF) — PFy| > 2a
y exterior si [PFy — PFy| < 2a. Demostrar también que los puntos de una tangente distintos
del punto de contacto son exteriores a la hipérbola.

E.4.9. Probar que una recta no tangente corta una hipérbola si y solo si contiene puntos
interiores de esta. Probar también que si este es el caso, entonces existen exactamente uno o
dos puntos de interseccién segin la recta sea o no asintética.

E.4.10. Dados dos puntos F; = (a1,51) y Fo = (@2, B2) (coordenadas cartesianas rectangu-
lares), y un ndimero real positivo a, explicar cémo se puede encontrar, respecto a la misma
referencia, la ecuacién de la hipérbola de foco Fy, Fy y didmetro principal 2a.

Pardbola

Si v = a, la cénica se denomina una pardbola. En este caso, hay una tinica generatriz
del cono paralela a II: la tdnica generatriz contenida en el plano paralelo a IT por el
vértice del cono. Los puntos de incidencia con las otras generatrices pertenecen todos
a una misma hoja del cono (v. figura 4.7).

En este caso, solo tenemos una esfera, 3, tangente al plano II e inscri ta en el cono.
Si ponemos F para denotar el punto de contacto de ¥ con II (diremos que F es el foco
de la pardbola) y L para indicar la recta de interseccién del plano II con el plano II" que
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Figura 4.7: Pardbola

contiene la circunferencia de contacto del cono con ¥ (la recta L se denomina directriz
de la cénica relativa a F'), entonces

4.5. Los puntos P de la pardbola son los puntos del plano 11 que cumplen
d(P,F)=d(P,L) [4.10]

Demostracién: Con las notaciones de la figura 4.7, PF = PM, ya que PF' y PM son
dos tangentes a & desde P. Si P’ es la proyeccién ortogonal de P sobre II’, MPP' =«
y, por tanto, PM = PP’/ cos(a). También tenemos, si Q@ es la proyeccién de P (y de
P") sobre L, que Q/PTD’ = a, ya que, como consecuencia de la definicién de parédbola,
P() es paralela a una generatriz. Por tanto, PQ = PP’/ cos(e), que como hemos visto
es igual a PF. Dado que PQ = d(P, L), tenemos d(P,L) = PQ = PL, como se trataba
de probar. O

Tomando, en el plano II, un sistema de coordenadas de manera que el eje Oz sea la
perpendicular a L por F'y que el origen sea el punto medio del segmento de extremos
F y la proyeccién F' de F sobre L (v. figura 4.8), la ecuacion d(P,F) = d(P,L) se
convierte en (z — p/2)%+y* = (z + p/2)?, donde P = (z,y) y donde p es la distancia
de F a L (diremos que p el el pardmetro focal de la pardbola). Ahora bien, la dltima
relacién es equivalente a

y* = 2p [4.11]

que denominaremos ecuacidn candnica de la parabola. El punto O = (0,0) estd a
distancia minima del foco F' y se denomina el vértice de la parabola. El eje Oz es el
tinico eje de simetrfa, y lo denominaremos eje de la pardbola. Como hemos dicho antes,
el eje es la recta por el foco perpendicular a la directriz, y estd claro que su interseccién
con la parébola es el vértice.
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L |
! y? = 2px
P
F'| O F
P | P
2 \ 2
: ﬁP\:(I, y)

Figura 4.8: Pardbola

E.4.11. Si p es un nimero real positivo, y (zo, Yo) un punto del plano euclidiano, explicar qué
representa cada una de las ecuaciones

(@ —20)* =2p(y—v0) ¥ (v—v0)? =2p(z — o)
E.4.12. Demostrar que dos pardbolas siempre son semejantes.

E.4.13. Demostrar que dos elipses (hipérbolas) son semejantes si y solo si tienen la misma
excentricidad.

E.4.14. Probar que las ecuaciones y = ¢, ¢ = t2/2p, con ¢t € R, dan una parametrizacién de la
pardbola [4.11], es decir, que la aplicacién ¢ — (t2/2p,t) establece una biyeccién entre R y el
conjunto de los puntos que satisfacen [4.11].

Si P = (20, Yo) es un punto de la pardbola [4.11], y razonamos del mismo modo que
para la elipse y la hipérbola, se obtiene que la recta

YoZ — pT = pxo [4.12]

pasa por P, no es paralela al eje, y corta la pardbola exactamente en P, mientras que
cualquier otra recta, salvo la paralela al eje, corta la pardbola en el punto P y otro
punto distinto de P (como veremos posteriormente, en el ejemplo 4.7¢c, la recta por P
paralela al eje también contiene otro punto de la pardbola: el punto del infinto del eje).
Asi pues, diremos que [4.12] es la tangente a la pardbola en el punto P, y que P es el
punto de contacto de ambas.

4.6 Proposicién (Propiedad focal de la pardbola). Si P es un punto de la pardbola
[4.11], y Q su proyeccion sobre la directriz, la tangente en el punto P es la bisectriz del

dngulo FPQ), donde F denota el foco de la pardbola (v. figura 4.9)
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Demostracion: Sea ¢ la bisectriz exterior del dngulo ﬁ’a Es suficiente ver que si
P’ es un punto de ¢ distinto de P, entonces P’ no pertenece a la pardbola [¢]. Sea @’ la
proyeccién de P’ sobre la directriz de la pardbola. Como PF = P(Q, por definicién de
pardbola, F''y () son simétricos respecto a t. Por tanto, P'F' = P'Q > P'Q' = d(P', L),
y esto prueba lo que querfamos: P’ no pertenece a la pardbola. O

Figura 4.9: Propiedad focal de la pardbola

La propiedad focal de la pardbola es la base del uso de esta figura en el disefio de
proyectores y antenas. La razoén es que el resultado de «reflejar en la pardbola un rayo
FP» (figura 4.10), donde F es el foco y P un punto cualquiera de la pardbola, es «el
rayo por P paralelo al eje de la pardbola» [¢].

Figura 4.10: Aplicacién de la propiedad focal de la pardbola

Un punto P’ tal que d(P', F) < d(P',L) (d(P', F) > d(P', L)) se denomina interior
(exterior) a la pardbola. El foco es un punto interior. Por otro lado, la prueba anterior
muestra que los puntos de una tangente distintos del punto de contacto son todos
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exteriores. También muestra que la directriz es el lugar geométrico del simétrico del
foco respecto a una tangente variable, o bien que las mediatrices de los segmentos [() F]
son, cuando ) recorre los puntos de la directriz, las tangentes de la pardbola.

E.4.15. Dibujar una recta y un punto no incidente con ella en un hoja de papel transparente.
Doblar la hoja repetidamente y de manera que la parte doblada de la recta pase por dicho
punto. Describir el resultado obtenido.

E.4.16. Probar que una recta corta una pardbola si y solo si contiene puntos interiores. Si este
es el caso, probar también que la recta corta a la pardbola en exactamente uno o dos puntos
segun sea o no paralela al eje de la pardbola.

E.4.17. Dado un punto F = (a, ) exterior a larecta L definida por la ecuacién az +by+c = 0
(coordenadas cartesianas rectangulares), explicar cémo podemos obtener, en el mismo sistema
de coordenadas, la ecuacién de la pardbola de foco F' y directriz L.

Casos degenerados

Consideremos ahora la situacién en que el plano II pasa por el vértice del cono.

Si v < «, obtenemos un par de rectas no paralelas. Escogiendo una referencia de I1
con origen el vértice del cono y con ejes las bisectrices del par de rectas, las ecuaciones de
este par adoptan la forma z—z - 1;—; = 0, siendo a y b niimeros reales postivios (comparar
con las asintotas de una hipérbola), o bien y? = +k?2? (con k = b/a).

En el lfmite, cuando v tiende a «, las dos rectas se confunden. Analiticamente, este
limite se puede obtener haciendo que la pendiente +k de las dos rectas tienda a cero
(por ejemplo), con lo cual la ecuacién cuadratica y? = k222 da lugar a una ecuacién de
la forma y? = 0. Diremos, por tanto, que estamos en presencia de una recta doble.

517 > a, la interseccién se reduce al vértice, pero es ficil ver que desde el punto de
vista analitico se trata de un par de rectas imaginarias conjugadas, es decir, dos rectas
de la forma y = +ikz, k € R.

Notemos también que cuando el vértice del cono se aleja al infinito, el cono se
convierte en un cilindro circular recto y que si lo cortamos por un plano paralelo al eje
se obtienen un par de rectas paralelas, posiblemente confundidas o imaginarias.

Nota sobre la historia y los usos de las conicas

Menecmo (IV aC) inicid el estudio de las cénicas en su intento de resolver, con regla
y compds, el problema de la «duplicacién del cubo». Euclides (IV aC) dedic6 al tema
cuatro libros, desgraciadamente perdidos, y Apolonio de Pérgamo (III aC), escribié
ocho notables libros que, excepto uno, se han conservado. Se cree que los tres primeros
recogian la substancia de los cuatro libros de Euclides citados.
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A partir del Renacimiento se interesaron por el tema numerosos matemaéticos, entre
los cuales cabe destacar Descartes, Pascal, Newton, Euler, Monge y, ya en el siglo
pasado, Poncelet, Steiner y Chasles, entre otros muchos. Esto indica el interés constante
que por estas figuras ha habido durante cerca de dos mil quinientos afos.

Mids alld de sus usos artisticos, arquitecténicos o en la ingenierfa, y pasando por
alto la ubicuidad de las circunferencias, las cénicas han aparecido en la descripcién de
importantes leyes de la naturaleza. Veamos algunos ejemplos.

Las parabolas aparecen como las trayectorias de los proyectiles (Galileo) y también
en el disefio de proyectores y antenas. Por otro lado, los planetas describen una elipse
con el Sol ocupando uno de sus focos (primera ley de Kepler). Los cometas periédicos
describen también érbitas elipticas, mientras que los no periédicos describen una rama
de hipérbola o una pardbola, segin que su velocidad en alejarse indefinidamente se
mantenga superior a una constante positiva o tienda a cero, siempre con el Sol situado
en el foco (Newton). Finalmente, de acuerdo con cédlculos basados en las leyes de
Newton y de Coulomb, y confirmados por los experimentos de Rutherford a principios
de siglo, la trayectoria de una particula @ cuando se dispara sobre un nicleo atémico es
una rama de hipérbola, con el nicleo ocupando el foco correspondiente (Rutherford).

4.1 Conicas del plano euclidiano

En la seccién 4.0, hemos discutido las ecuaciones canénicas de las cénicas, tanto las
no degeneradas (elipse, hipérbola y pardbola) como las degeneradas (distintos tipos de
pares de rectas). Si tomamos una referencia arbitraria en lugar de una referencia en la
cual la ecuacién sea candnica, entonces la ecuacién adoptard la forma

az? + 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f = 0, para ciertos a,b,c,d,e, f €R [4.13]

(v. ejercicios E.4.4, E.4.10 y E.4.17).

E.4.18. Comprobar que si hacemos un cambio afin de coordenadas cualquiera, la ecuacién 4.13
se transforma en una ecuacién del mismo tipo respecto a las nuevas coordenadas.

No todas las ecuaciones que tienen la forma [4.13] representan una cénica en el
sentido de la seccién 4.0 : la ecuacién i—; + -g—; 4+ 1 =0, por ejemplo, no tiene soluciones
reales. Afortunadamente, este tipo de ecuaciones son las dinicas excepciones y la tarea
mds importante de esta seccién serd establecer este hecho. En otras palabras, veremos
que, dada una ecuacién de la forma [4.13], se puede encontrar una referencia rectangular
respecto a la cual la ecuacién se convierta en la ecuac1on canonlca de una cdnica,
posiblemente degenerada, o una ecuacién de la forma %z 4+ Y b2 +1=0. A esta dltima
la denominaremos, por analogfa con la ecuacién de la ehpse una elipse imaginaria.
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Conicas analiticas
Dado un polinomio cuadréitico real

q(z,y) = az® + 2bay + cy® + 2dz + 2ey + f [4.14]

en las coordenadas rectangulares (z,y), diremos que la ecuacién q(z,y) = 0 define
una conica analitica, que denotaremos Cq- Conviene decir que aqui convenimos que
la definicién de cuadrdtico incluye la condicién de que la parte principal de q(z,y),
32(z,y) = az? 4 2bzy + cy?, no es idénticamente nula,

Un punto (a, ) pertenece a la conica analitica Cq siy solo si ¢(a, 8) = 0. El punto
se llama real si a, f € R, e imaginario si a,B € C, con a o B imaginario (es decir, no
real). Si (@, ) es un punto imaginario, diremos que (&, f) es su punto conjugado. Dado
que el polinomio ¢(z,y) es real, Cq contiene, con cada uno de sus puntos imaginarios,
su conjugado [¢].

Si (2',y’) es otro sistema de coordenadas rectangulares y

q'(m',y') = a/$,2+2bl$1y,+cly12 +2dl$,+2€lyl+fl
es un polinomio cuadratico en (z',y’), diremos que q(z,y) =0y ¢'(z', ') = 0 definen
la misma cénica analitica si y solo si existe un nimero real no nulo p tal que

¢ (z",y) = pq(z,y) [4.15]

donde consideramos ¢(z,y) como el polinomio en (2',¥') que se obtiene substituyendo
(z,y) por las férmulas del cambio de las coordenadas (z,y) a las coordenadas (z/, Y').
En particular, tenemos que dos polinomios q(z,y) y ¢'(z,y) en las mismas coordenadas
rectangulares definen la misma cénica si y solo si existe un nimero real no nulo p tal

que ¢'(z,y) = pq(z,y).

E.4.19. Sean ¢(z,y) y ¢’(z', y') polinomios cuadréticos en las coordenadas rectangulares (z,y) y
(z',y'), respectivamente. Sea P un punto y supongamos que (o, 8) y (¢, #') son las coordenadas
de P relativas a las dos referencias. Comprobar que si las ecuaciones q(z,y) =0y ¢(z',4y') =0
definen la misma cénica analitica, entonces el punto (a, B) pertenece a C, si y solo si el punto
(o, B') pertenece a Cqr.

Consideremos la cénica analitica C, definida por la ecuacién
q(z,y) =0 [4.16)

donde g(z,y) es el polinomio cuadratico [4.14]. Si (XY, Z) son las correspondientes
coordenadas proyectivas, de manera que z = X /Z 'y y=Y/Z, diremos que la ecuacién

aX®+20XY 4+ cY2 4+ 2dXZ +2eYZ + fZ% =0 [4.17]
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define la conica proyectiva C, asociada a la cénica C,. También diremos que un punto
[€,7,(] pertenece a C, siy solosi (€, 7, () satisface la ecuacién 4.17. La nocién de punto
real (imaginario) de la cénica proyectiva C, y lanocién de punto conjugado de un punto
imaginario se definen de manera semejante a como hemos definido estas nociones para

la cénica analitica Cq.

E.4.20. Verificar que un punto propio [a, 3,1] (real o imaginario) pertenece a a, si y solo si
(a, B) pertenece a Cy.

Notemos que la ecuacién [4.17] determina la ecuacién [4.16] haciendo la substitucion
[X,Y,Z] = [z,y,1].

Los puntos del infinito de la cénica analitica Cq son, por definicién, los puntos de
la cénica proyectiva C, que tienen la forma [X,Y, 0], es decir, los puntos [X,Y,0] tales
que

aX?+20XY +cY? =0 [4.18]

A esta ecuacion la denominaremos ecuacidn de los puntos del infinito de la cénica [4.16]
y también restriccion al infinito de la cénica proyectiva [4.17]. Estd claro que

aX?+20XY +cV? = (X, Y)
donde gy es la parte principal de g.
. - v § . 2 y2 X2 Y2
4.7 Ejemplos. a) La restriccién al infinito de la elipse &+ iz =1les ‘7 + 5 = 0,y

esta ecuacién define el par de puntos imaginarios conjugados [a, £b, 0].
b) En el caso de la hipérbola 55; - % = 1, la ecuacién de los puntos del infinito,

f—; - );—22 = 0, define los puntos reales [a, £b, 0], es decir, los puntos del infinito de las
asintotas. Este hecho concuerda con la descripcién geométrica que hemos hecho en la
seccion 4.0 : las asintotas eran las rectas por el centro de la cénica paralelas a las dos
generatrices del cono que son paralelas al plano II y, visto asf, estd claro que los puntos
del infinito de las asintotas pertenecen al cierre proyectivo de II. Observemos también
que mediante los puntos del infinito de la hipérbola podemos explicar con mds precisién
el comportamimento, explicado en la pag. 241, de las intersecciones con la hipérbola de
una recta variable por uno de sus puntos P: una tal recta siempre corta la hipérbola
en Py otro punto P’, siempre que interpretemos que P’ coincide con P precisamente
cuando la recta en cuestién es la tangente en P y que admitamos que P! es el punto
del infinito de la asfntota que corresponda cuando la recta es asintética.

¢) La restriccién al infinito de la pardbola y? = 2pz es Y2 = 0, relacién que solo es
satisfecha por el punto [1,0, 0], es decir, por el punto del infinito del eje. Por analogfa
con el comportamiento de la interseccién de una recta y una cénica que hemos visto
en la seccién 4.0, diremos que la recta del infinito es tangente a la, pardbola y que el
punto de contacto es [1,0,0]. También es costumbre decir que la interseccién de la
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pardbola con la recta del infinito es un punto «doble» (a causa del exponente 2 de la
V). Para una discusion més detallada de esta terminologia, v. el apartado «Tangencia
y polaridad» de la seccién 4.2, pag. 267; v., en particular, el ejercicio E.4.32.

Matriz y matriz principal de una cénica

A una matriz simétrica real

a b d
A=1[b ¢ e [4.19]
d e f

le podemos asignar el polinomio qz(:v, y) = az? + 2bay + cy? + 2dz + 2ey + f. Sila
matriz principal de A, esto es, la matriz

A= (Z g) [4.20]

es no nula, el polinomio ¢?(z define una cénica analftica C =: diremos que esta
) ) qA q

conica analitica es la determinada por la matriz A referida a las coordenadas (z,y).
Notemos que si p es un nimero real no nulo, A y pA determinan, referidas a un
mismo sistema de coordenadas, la misma cénica analitica. Notemos tamblen que la
parte principal del polinomio ¢“(z,y) es el polinomio ¢ A(z,y) = az? + 2bzy + cy?
correspondiente a la parte principal de A.

Reciprocamente, dada la cénica analitica definida por la ecuacién [4.16],le podemos
asociar la matriz simétrica real [4.19], donde ahora a, b, c,d, e, f son los coeficientes del
polinomio g(z,y). Puesto que esta matriz solo estd definida salvo un factor escalar no
nulo, pondremos [A4] para denotarla y diremos que es la matriz de la cénica relativa a las
coordenadas (z,y). Para poder hacer la distincién cuando nos haga falta, diremos que
A es la matriz de la ecuacién [4.16]. La parte principal de esta matriz es la matriz A,
donde A estd formada con los coeficientes de la parte principal de ¢(z,y). Observemos
que podemos poner

_ Al wT
A= , w=(g,h) [4.21]
w| ¢

4.8 Lema. Dada la matriz simétrica real [4.19], la conica que determina, referida a
las coordenadas (z,y), es la definida por la ecuacion

(2,9, 1)A(z,9,1)" =0
La conica proyectiva asociada a esta conica es la definida por la ecuacion

(XY, 2)A(X,Y,Z)T =0
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donde (X,Y,Z) son las coordenadas proyectivas correspondientes a las coordenadas
(z,y), y su restriccion al infinito viene dada por la ecuacion

(X, AX, V)T =0,
donde A es la matriz principal de A.

Demostracién: Es un cdlculo elemental comprobar que

(X, V)AX, V)T =aX? + 2bXY +cY? y [4.22]
(X,Y, 2)A(X,Y,Z)T = aX® + 2bXY + cY? +2dXZ +2eY Z + f2? [4.23]

Visto que la segunda relacién implica que
(z,y, )A(z,y,1)T = az? + 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f
la prueba de todas las afirmaciones es ahora inmediata. O

Por el lema anterior, la matriz A de una cénica y su matriz principal, 4, también
se denominan matriz proyectiva y matriz del infinito de la cénica (relativamente a las
coordenadas (z,y)).

4.9 Proposicién. Sean A y A' matrices simétricas reales de dimension 3. Enton-
ces, la conica analitica definida por A, referida a las coordenadas rectangulares (z,y),
coincide con la conica analitica definida por la matriz A', referida a las coordenadas
rectangulares (z',y'), si y solo si existe una matriz M de la forma

M|p

- ., Me0®), p=|"], rseR
N ()p<s> rys

y un numero real p no nulo, tales que
- T -+
Al=pM™ AM
T

Si este es el caso, entonces también tenemos (ya que la matriz principal de M
es MTAM, siendo A y A’ las matrices principales de Ay A/), que

AM

A= pMTAM

Demostracién: Por el lema 4.8, la cénica analitica definida por A es la definida por la
ecuacion ¢(z,y) = (z,y,1)A(z, y, 1)T = 0. Andlogamente, la cénica analitica definida
por A’ es la definida por la ecuacién ¢'(z',y') = (2,y, 1) A(z', ¢/, T = 0. Por otro
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lado, las coordenadas (z,y) y las coordenadas (z’, y’) estdn conectadas por una relacién

de la forma
!
(Y-w(Z)+ (). ueom, neen
Yy y S

y esta relacién equivale a

donde M es la matriz obtenida a partir de M y p segin la expresién del enunciado.
Asf pues, el polinomio ¢(z,y), considerado como polinomio en (z',y’), es igual a

(o',y, )M AM (', )T
Ahora bien, este polinomio define la misma cénica que ¢'(z’,y’) si y solo si existe un
nimero real no nulo p tal que

(z',y', )A' (', ¥, DT =p @'y, I)HTZH(CE’, y', )T
cualesquiera que sean z’,y’ € R. Pero esta condicién es claramente equivalente a decir
que pMTZM = A', como querfamos probar. |

Ecuaciones reducidas y canonicas

Nos proponemos el problema de encontrar una referencia cartesiana rectangular res-
pecto a la cual la ecuacién de la cénica [4.16] adopte la forma mas sencilla posible.
Este problema lo resolveremos haciendo sucesivas «reducciones», es decir, cambios

de coordenadas escogidos de manera que, después de cada uno, la ecuacién de la cénica
sea el resultado de simplificar algin aspecto de la ecuacién en la referencia preceden-
te. En cualquier caso, el primer objetivo es ver que existe un cambio rectangular de
coordenadas

z =oz' + 6y +m

y =o'+ fy + 72

que transforma el polinomio ¢(z,y) = az? +2bzy+cy?+2dz +2ey+ f en un polinomio
¢ (2", y) = q(aaz’ + 1y’ + 7, 022’ + Bay’ + 72)
que es de una de las formas siguientes:
a) Aa'? + Aoyt + b) Mzl 42y o Mz +p [4.24]

donde A;, Ay y e son numeros reales no nulos y p un nimero real arbitrario. A estas
expresiones las denominaremos formas reducidas. Por razones que quedardn claras pos-
teriormente, nos referiremos a estas formas diciendo que son de tipo centrado, parabdlico
y de rectas paralelas, respectivamente.
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Primera reduccién

El primer paso consiste en diagonalizar la matriz A, es decir, en hacer un cambio tal que
la nueva matriz del infinito, A’ = MT AM, sea diagonal. Como veremos a continuacion,
esto se puede conseguir haciendo un cambio (z, y)T = M(a2',y")T con M ortogonal (un
cambio, pues, que deja el origen fijo). Conviene reparar en que la prueba de este hecho
nos da un procedimiento efectivo para encontrar el cambio de coordenadas en cuestion.

4.10 Proposicién. Si A no es diagonal (es decir, si b # 0) y definimos o € [—5, ]
por la formula
2b

a—=«c¢

tan(2a) =

COos @ —Ssen «

(con el convenio que 2o = 7 si a = c) y ponemos M = ( ), entonces

sen « COos &

A= MTAM es diagonal.

Demostracién: Un célculo facil nos muestra que el elemento de la posicién (1,2) de
la matriz MT AM es

b cos(2a) — 3(a — c)sen (2¢v)

y la anulacién de este elemento equivale a la relacién que hemos usado para definir a.
Como MTAM es una matriz simétrica, también se anula el elemento de la posicién
(2,1) y, por tanto, MTAM es una matriz diagonal. O

4.11 Corolario. Los valores propios de A, A1 y Ay, son reales y A" = </\01 ;\))
2

Demostracién: Dado que M es ortogonal, MT = M~1. Por tanto, A’ = M~1AM
es una matriz conjugada de A. De esto resulta que Ay A’ tienen los mismos valores
propios. Como A’ es real y diagonal, esto termina la prueba. O

Los valores propios A; ¥ Az de A se obtienen resolviendo la ecuacién det(AI;—A) =0,
es decir,
22— (a+ A+ (ac—b*) =0

(esta ecuacién se conoce con el nombre de ecuacidn secular de A). Asi pues,

— )2 4+ 4b2
,\1,/\2=a+CiV(“2 i [4.25]

ya que (a+ ¢)? — 4(ac - b?) = (a — c)? + 4b®. Esta expresion confirma que A; y Ay son
reales.
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Segunda reduccién

La proposicién 4.10 nos permite reducir la ecuacién de la cénica a una de la forma
Mz + Ay’ 4+ 2dz 4+ 2ey+ fF =0 [4.26]

Con relacién a esta ecuacién, hay dos situaciones a considerar: AjAg # 0y AjAy = 0.
Si se da este segundo caso, hay un valor propio nulo y uno de no nulo (recordemos que
hemos supuesto A # 0). Intercambiando los ejes de la referencia si hiciera falta, siempre
podemos suponer que A; 7# 0y Ay = 0. Ademds, cambiando la ecuacién de signo si fuese
A1 < 0, podemos suponer, en cualquier caso, que A; > 0. En resumen, supondremos
que en la ecuacién [4.26] se cumple A\; > 0y, de esta manera, los dos casos a los cuales
hemos aludido se corresponden a las condiciones Ay # 0 y A = 0, respectivamente.

En este punto, la herramienta bdsica para seguir el proceso de reduccién es la
complecion del cuadrado, es decir, la identidad

Az?42dz =Xz’ +k, con z=2a'—d/X y k=—-d*/\ [0]

Si se trata del caso Ay # 0, entonces dos compleciones del cuadrado, y el cambio de
coordenadas correspondiente (el cambio de origen ¢ = 2’ — d/A;, y = y' — e/Aq), nos
permiten suponer que d = e = 0, con lo cual obtenemos una ecuacién reducida de tipo
centrado

Ma'® + Agy 4+ =0

Y si se trata del caso Ay = 0, entonces podemos hacer una complecién del cuadrado,
con lo cual llegamos a una ecuacién sin término lineal en z. Es decir, podemos suponer
que la ecuacién [4.26] es

Mz?4+2ey+f=0
Si e = 0, esta ecuacién es de la forma
12
Mz 4+ p=0

que es una ecuacién reducida de rectas paralelas, y si e # 0, un cambio de origen de la
formay =y’ — 2f—e nos permite suponer que f = 0, con lo cual se obtiene una ecuacién
de la forma

Az'? + 2ey’ =0 [4.27]

que es una ecuacién reducida de tipo parabdlico.
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Ecuaciones candnicas

Empecemos con una reducida de tipo centrado (v. 4.24a) y procedamos a discutir los
distintos casos posibles. Si p # 0, poniendo

[lp| 1ul
=
A1 [ A2

obtenemos que la ecuacién es equivalente a una de las tres formas siguientes [¢]:

2 2 2 2
z y z Y

—+=5=1, =+=5=-1, —-==1

a? = b2 oa? b2 '
La primera y la tercera son las ecuaciones candnicas de una elipse y de una hipérbola,
respectivamente, con semiejes a y b. A la segunda, que no tiene puntos reales, la

. G 5 f ¥ s 2 2
denominaremos elipse imaginaria. Notemos que no hemos considerado el caso & — ¥ =

—1, que se origina cuando Ay < 0 y ¢ > 0, porque es equivalente a g—z - ﬁ—z =1, que es
una hipérbola de semieje principal b (en la direccién Oy) y semieje secundario a (en la
direccién Oz).

Si p = 0, entonces podemos poner

1/A1, b= +/1/[Aq]

y obtenemos que la ecuacién [4.24a] adopta una de las dos formas siguientes:

2 2 2 2
Ztp=0 g ="
La segunda nos da dos rectas reales, y la primera dos rectas imaginarias conjugadas.
En cuanto a la reducida de tipo parabdlico, A\jz? + 2ey = 0, estd claro que es
equivalente a la ecuacién z? = 2py, con p = e/A\;. Como py = (—p)(—y), siempre
podemos suponer que p > 0 (si no, se puede cambiar la orientacién del eje Oy). Vemos,
pues, que se trata de una pardbola con pardmetro focal p cuyo eje es Oy.
Finalmente, la reducida de tipo A;z?+ p = 0 es equivalente, poniendo k = +/|u|/A1

cuando p # 0, a una de las tres ecuaciones siguientes:
2=k2, 22=0, 22=-k* (k>0)

La primera nos proporciona dos rectas paralelas (z = +k, donde k es la semidistancia
entre las dos rectas) y la segunda dos rectas coincidentes. De la tercera, que equivale a
las ecuaciones z = +ik, diremos que define dos rectas paralelas imaginarias conjugadas.

Nota. Puesto que las cénicas analiticas reales coinciden con las cénicas definidas
geométricamente, en adelante, en vez de cdnicas analiticas, las llamaremos simplemente
cénicas. De esta manera, el significado del término cdnica queda aumentado hasta
incluir, més alld de las cénicas en el sentido de la seccién 4.0, las elipses analiticas
imaginarias.
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Coénicas centradas

Diremos que una cénica es centrada si det(A) # 0. Segin lo que ya hemos dicho en
este apartado, son las cénicas que dan lugar a reducidas de tipo centrado. El motivo
de esta nomenclatura es que las cénicas centradas tienen un dnico centro de simetria:

4.12 Proposicién. Supongamos que la conica [4.16] es centrada. Entonces existe un
inico punto (zo,yo) respecto al cual la conica es simétrica. Ademds, este punto viene
dado por la expresion (zo,yo) = —(d,e) A1,

Demostracién: Supongamos que el punto (g, yo) es un centro de simetrfa de la cénica,
[4.16]. Si hacemos el cambio de origen z = z’ + zg, ¥y = ¥’ + yo, entonces la cénica,
referida a las coordenadas (z',y’), debe ser simétrica respecto al origen. Esto significa
que la ecuacion

(z' + 0, ¥' + yo) A(z' + 0,y + v0)T +2(d, €) (2’ + 20,y +y0) + f =0

debe ser invariante por la simetrfa central (z/,y’) — (-2, —y’), es decir, que no debe
contener términos lineales en &’ y y’. Puesto que los términos en lineales en z’ y v/ de
la ecuacién anterior resultan ser

2(z0, 90) Az, y)" + 2(d, €) (', )T [4.28]

vemos que la condicién para que (2o, yo) sea centro de simetria es la ecuacién matricial
(z0,y0)A+ (d,e) =0 [4.29]

Pero como A es una matriz invertible, —(d,e) A~! es su tnica solucién. O

El dnico centro de simetrfa, —(d,e)A~!, de una cénica centrada se denomina centro
de la cénica. Notemos que la ecuacién (zg,yo)A + (d,e) = 0, que determina el centro,
se puede escribir, separando las dos componentes, como el sistema

azg+by+d =0

!/
bro+cyo+e =0 [4-29]

Estas ecuaciones, que se denominan ecuaciones del centro, se pueden recordar mds
facilmente si observamos que az + by + d y bz + cy + e son (la mitad de) las derivadas
parciales de la ecuacion de la cénica respecto a z y y, respectivamente.

Nota: centros de una cénica. De la discusién anterior queda claro que las solucio-
nes (z,y) del sistema de ecuaciones lineales (z,y)A 4 (d,e) = 0 son las coordenadas de
los centros de la cénica, es decir, de los puntos cuya simetria central deja la cénica in-
variante. Asi pues, existen tres posibilidades para el conjunto de centros de una cénica:
es vacio si el sistema es incompatible (como en el caso de la pardbola), se reduce a un
punto si la cénica es centrada, y es una recta si el sistema es compatible indeterminado
(como en el caso de dos rectas paralelas).
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Definicion alternativa de las conicas no degeneradas reales

En el apartado «Pardbola» de la seccién 4.0, hemos visto que la pardbola es el lugar
geométrico de los puntos P que cumplen la condicién [4.10]. El argumento que hemos
usado para demostrar este hecho se puede adaptar al caso de una elipse (suponiendo
que no es circunferencia), o al caso de una hipérbola, para demostrar que, en cualquiera
de los dos casos, la cénica es el lugar geométrico de los puntos P tales que

d(P,F) = ¢-d(P,L) [4.30]

donde, con notaciones de la seccién 4.0, € = cos(7y)/cos(e), y donde L, la directriz del
foco F', se define como en el caso de la pardbola (en la adaptacién del razonamiento del
caso de la pardbola, pdg. 243, la relacién PQ) = PP’/cos(«) se ha de substituir por
PQ = PP’/ cos(v), ya que 7 es el dngulo formado por PP’ y II).

Ahora demostraremos la afirmacién anterior por medios analiticos, a modo de ilus-
tracién de los métodos del apartado anterior. Una ventaja de este procedimiento es
que quedard establecido, a la vez, que la constante € coincide, en el caso de la elipse y
la hipérbola, con la excentricidad. Como € = 1 en el caso de la pardbola, en adelante
consideraremos que la pardbola tiene excentricidad 1.

4.13 Proposicién. Sea e un nimero real positivo. Sean, en un plano euclidiano, L
una recta y F' un punto exterior a L. Entonces, el lugar geométrico de los puntos P
tales que

d(P,F)/d(P,L) = e [4.31]

es una elipse, una pardbola o una de hipérbola segiin e < 1, e=1 o e > 1. En todos
los casos, F' es un foco, la recta por F perpendicular a L es el eje principal y e es la
ezcentricidad.

Demostracién: Sea O el pie de la perpendicular a L por el punto F (figura 4.11) y
consideremos una referencia rectangular con origen O y ejes OF y L. El eje Oz, pues,
coincide con la perpendicular a L por F'. También tenemos que F' = (p,0), donde p es
la distancia de F' a L (lo llamaremos pardmetro focal).

Si P = (z,y), la condicién d(P, F)/d(P, L) = e es equivalente a la relacién

(IE _ p)2+y2 = 621132
es decir, a
(1-e?)z?+y*—2pz+p> =0 [4.32]
Si e < 1, entonces 1 —e? > 0 y por complecién del cuadrado obtenemos la ecuacién

) p \* 5, e
(1—6)(:D-—1_62) +y =1 o2
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la cual representa una elipse de centro el punto O’ = (%5,0), eje principal Oz y
semiejes
e
= —p, b — L
1—g? V1 -—e?
Un sencillo célculo muestra que

e’p
c=1 [4.33]
de donde resulta que la excentricidad de la elipse es ¢/a = e. Finalmente, F' es un foco
de la elipse, ya que O’ — (c,0) = (p,0) = F.

oK' = wi®
*
|
|
I
|
[
|
|

e= g (hipérbola) e = 1 (pardbola)

Figura 4.11: Definicién alternativa de las cdnicas
Sie =1, la ecuacién [4.32] del lugar geométrico se convierte en

y?> —2pz +p? =0, obien y?= 2p(z — g)

Se trata de una pardbola para la cual el punto F' = (p,0) es el foco, la recta Oy es la

directriz y la recta Oz el eje.
Falta discutir el caso e > 1. Cambiando de signo la ecuacién [4.32], obtenemos la

ecuacién equivalente

(e —1)a? —y? +2pz —p? =0
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que, completando el cuadrado, se transforma en

(62—1)<a:+ 4 )2—y2: e’p* [4.34]

e?2 -1

Se trata, pues, de una hipérbola con centro en el punto (—62,—”_7, 0) y semiejes

ep ep
a = j b =
¢ —1 e? -1
Por célculo, se obtiene que
ep
¢= 57 [4.35]
de donde resulta que F' = (p,0) es un foco y que e es la excentricidad. O

En una cénica de excentricidad e y pardmetro focal p, el punto @ = (p, pe) (mismo
sistema de coordenadas que en la figura 4.11) es de la cénica. Tiene la propiedad
de que F(Q es perpendicular al eje principal de la cénica, ya que @ — F = (0, pe).
Tenemos, ademads, que d(F, Q) = pe. Esta distancia se denomina semilado de la cénica
y pondremos A para denotarlo (el lado, o latus rectum en terminologia tradicional, es
2\ = 2pe, es decir, d(Q,Q’), donde Q' = (p, —pe)).

Un inciso etimolégico: los términos elipse, hipérbola y pardbola, acuiados por Apo-
lonio de Pérgamo, expresan las ideas de que «no llega», «supera» y «es comparable»,
respectivamente, en concordancia con las relaciones A < p, A > py A=p (oe<1,
e > 1y e=1) que las caracterizan.

E.4.21. Comprobar que la expresién

re2p?

T—ayh [4.36]

proporciona el drea de una elipse de excentricidad e y pardmetro focal p.

E.4.22. Si o es el d4ngulo que forman las asintotas de una hipérbola de excentricidad e, mostrar
que

o 1 2
cos(=) = - cos(a) = = —1 4.37
$)=1 v cosle) =5 [4.57]
E.4.23. Con las notaciones de la proposicién 4.13 y las introducidas en su demostracién, sabe-
mos que el centro y los semiejes se expresan, tanto en el caso de la elipse como en el caso de la
hipérbola, por las mismas férmulas. Probar que sucede lo mismo con los focos, ya que uno es

F = (p,0) y el otro resulta ser
1+ e?
—7,0
@1—ﬁ’)
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E.4.24. Suponiendo 0 < e # 1, mostrar que los vértices principales de una cénica de excentri-

citado e y pardmetro focal p son los puntos (T-%é’ 0) y (t%,0) (valen las mismas férmulas para

la hipérbola que para la elipse). Observemos también que para e = 1 el primer punto es el
vértice de la pardbola y que el segundo punto no estd definido en el plano euclidiano.

Nota: segundo vértice de la pardbola. Puesto que la expresién p/(1 — e) del
ejercicio precedente tiende a infinito cuando e tiende a 1, el segundo punto tiende, en
el plano proyectivo, al punto [1,0,0]. Esta observacién muestra que O’ = (1,0,0] se
deberfa poder interpretar como el segundo vértice (impropio) de la pardbola. Ahora
bien, esto resulta de que el eje de la pardbola, de ecuacién homogénea Y = 0, corta
la pardbola Y2 = 2pX Z (también escrita con coordenadas homogéneas) en los puntos
[0,0,1] y [1,0,0], el primero de los cuales es el vértice O de la pardbola y el segundo el
punto O'.

E.4.25. Explicar cémo se puede obtener la ecuacién de la cénica de excentricidad e > 0, con
un foco en F' = (a, ), y de modo que la directriz de este foco sea la recta az +by+c=0
(coordenadas cartesianas rectangulares).

E.4.26. Explicar cémo se puede encontrar la ecuacién de la cénica de excentricidad e > 0 con
un foco en F' = (a, B), con eje principal la recta az + by + ¢ = 0, y de manera que pase por el
punto (zo, o).

Parametrizacién polar de una cénica

Consideremos una cénica de excentricidad e > 0, foco F' y directriz L (respecto a F).
Sea p = d(F,L) = d(F, F'), donde F’ es la proyeccién de F sobre L. Dado un punto
P, sear = d(P,F)y 0 el éngulo formado por los vectores F — F' y P — F. Se dice que
(r,0) son las coordenadas polares de P respecto al origen F y al eje polar F'F (con
la orientacién dada por el vector F — F'). Entonces la relacién d(P,F) = e - d(P, L)
equivale a

r=e(p+ rcos )

es decir, a
A
— e 4.38
r 1—ecos @ [ ]

(donde A = pe es el semilado), que denominaremos ecuacion polar, o focal, de la cénica.

En el caso de la hipérbola, 7 toma valores positivos cuando cos 6 < 1/e, es decir,
cuando § < 0 < 2m — f3, donde ponemos § para denotar la mitad del dngulo entre las
asintotas (v. el ejercicio E.4.22). Cuando @ varfa en este intervalo, el punto correspon-
diente (r, ) recorre la rama de la hipérbola correspondiente al foco F. Anidlogamente,
r toma valores negativos si 0 < 6 < f o027 — f < § < 2r. En este caso, hace falta
interpretar que el punto que corresponde a (r, 6) es el simétrico respecto a F del punto
que corresponde a (|r|,0) y asf, cuando 6 varfa en el intervalo citado, el punto (r,6)
recorre la otra rama de la hipérbola.
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E.4.27. Reciprocamente, probar que si (r,6) son coordenadas polares respecto al origen F'y
al eje polar 7, y e, A son nimeros reales positivos, entonces la ecuacién [4.38] representa una
cénica de foco F', eje pricipal m, excentricidad e y semilado recto A.

4.2 Invariantes euclidianos de las cénicas

En esta seccién supondremos que A y A son la matriz proyectiva y la matriz al infinito,
referidas a coordenadas rectangulares (z,y), de la ecuacién de una cénica. Pondremos
A’y A’ para denotar las matrices proyectiva y del infinito de la ecuacién referida a
un sistema de coordenadas (z',y’). Todos los sistemas de coordenadas se supondrdn
rectangulares.

Invariantes relativos y absolutos

Pondremos

D3 =det(4), dy=det(A)=ac—b>y di=Tr(A)=a+c
Los simbolos Dj, d, y d} se definen de manera andloga a partir de A’y A'. Asi pues,
)\2 — d1>\ + d2 = det()\lg — A)

es el polinomio caracteristico de A y A? — d{A + dj, el de A’. Diremos que Dj es
el discriminante de la ecuacién de la cénica y que ds es el discriminante de la parte
principal.

4.14. :13 = D3, d,2 = d2 Y dll = dl.

Demostracién: Existe una matriz M, formada tal como se indica en la proposicién
4.9, tal que

A =MAM y A'=MTAM =M~'AM [4.39]

Puesto que det(M) = det(M) = +1, la primera relacién nos da que Dy = D3 y la
segunda, que dj = dy y d} = d;. O

Conviene darse cuenta de que si, en lugar de A, usdramos pA, p un escalar no nulo,
para calcular A’, entonces obtendriamos Dj = D3(pA) = p®Ds, d)y = d3(pA) = p?dy y
dy = d1(pA) = pdy. De esto resulta que expresiones como Ds3/d3 (suponiendo d; # 0)
o D2/d3 (suponiendo d; # 0) son independientes del sistema de coordenadas y de
la ecuacién que utilicemos para representar la cénica. Esta es la razén por la cual

expresiones como las consideradas se denominan invariantes euclidianos de las cénicas.
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En cuanto a las expresiones Ds, dy y dy, observamos que relaciones como D3 # 0,
dy #0y di #0 (0 D3=0,dy =0y dy =0) son también independientes de la ecuacién
de la cénica utilizada para verificarlas. Lo mismo sucede con relaciones como da>00
Dsdy > 0. Estas propiedades hacen que, por abuso de lenguaje, a menudo nos refiramos
a D3, dy y d; diciendo que son invariantes euclidianos relativos, o semiinvariantes, de
las cénicas.

Por razones que se verdn m4ds tarde, introduciremos también el simbolo D, para
denotar la traza de segundo orden de A, Try(A), es decir, la suma de los tres subdetermi-
nantes de orden 2 de A cuya diagonal est4 sobre la diagonal de A, o, equivalentemente,
el coeficiente de grado 1 del polinomio caracteristico de A :

Dy=ac+af +cf — (0> +d?+¢€?)

El simbolo DY, se define andlogamente mediante la matriz A'. Con las notaciones de la
demostracién de 4.14, tenemos:

4.15 Proposicién. Si las dos referencias tienen el mismo origen, entonces D} = Ds.

Demostracién: Si las dos referencias tienen el mismo origen, la matriz M que da
el cambio de coordenadas proyectivas es tal que p = 0 (notaciones de la proposicién
4.9). Ast M es ortogonal y la relacion A’ = M AM = M ‘AM (seguimos con las
notaciones de la prueba de 4.14) implica que D) = D,, ya que, por invariancia del
polinomio caracteristico bajo conjugacién, Try(4) = Try (MTZ_). a

Clasificacion de conicas mediante invariantes

Las conicas no degeneradas, que por definicién son las elipses (reales o imaginarias), las
hipérbolas y las pardbolas, se distinguen de las cénicas degeneradas, que por definicién
son los pares de rectas (reales o imaginarias, paralelas o no, distintas o coincidentes),
porque las primeras cumplen D3 # 0 y las segundas, D5 = 0. Para probar esta
afirmacién, basta calcular D} mediante las ecuaciones reducidas y aplicar 4.14.

El teorema siguiente muestra cémo podemos distinguir las distintas especies de
cénicas mediante los invariantes.

4.16 Teorema (Clasificacién euclidiana de cénicas). La determinacion de la especie
de una cdnica a partir de los invariantes se puede obtener mediante la tabla siguiente:
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Tabla 4.1: Algoritmo de clasificacion de las conicas euclidianas

dy> 0 elipse {D3d1 <0 7'*eal (‘circ?nferencia si d? = 4d,)
Dy # 0 Dsdy > 0 imaginaria

dy <0 hipérbola  (hipérbola equildtera si d; = 0)

da =0 pardbola

dy > 0 par de rectas imaginarias conjugadas

dy < 0 par de rectas reales
D3=0 Dy <0 par de rectas paralelas reales

3
N

Il
o

Dy >0 par de rectas paralelas imaginarias conjugadas

D; =0 par de rectas coincidentes

Demostracién: Supongamos primero que D3 # 0.

Puesto que dz > 0 equivale a A\; A3 > 0, es decir, que A y A, tienen el mismo signo,
estd claro que se trata de una elipse. Visto que, en términos de la ecuacién reducida
[4.24a], Dy = X\ Agp = diyp, y que di = Ay + A, resulta que D4d} < 0 si p tiene signo
contrario al de A\; y Ay y que D5d] > 0 si p tiene el mismo signo que A\; y Ag. El primer
caso, que equivale a D3d; < 0, da una elipse real, y el segundo, que equivale a Dad; > 0,
da una elipse imaginaria. En el caso real, una elipse es una circunferencia si y solo si
A1 = A2, y esta relacién es claramente equivalente a la anulacién del discriminante de
A2 — dy A + dy (el polinomio caracteristico de A).

El caso dy < 0 nos dice que A1 y A tienen signos contrarios y, por tanto, se trata
necesariamente de una hipérbola. Dado que una hipérbola es equildtera si y solo si A\
¥ A2 son niimeros reales con el mismo valor absoluto y de signos contrarios, esté claro
que quedan caracterizadas, entre las hipérbolas, por la relacién d; = A; + Ay = 0.

Si dy = 0, entonces un valor propio es nulo, digamos Ay = 0, y puesto que la cénica
es no degenerada, solo se puede tratar de una pardbola (la ecuacién reducida solo puede
ser de la forma [4.24b]).

Consideremos ahora las cénicas degeneradas (D3 = 0).

Si dy # 0, la ecuacién reducida es necesariamente del tipo [4.24a], con u = 0, lo
cual da un par de rectas imaginarias conjugadas si d; > 0 y un par de rectas reales si
dy < 0.

Si, ademds, es dy = 0, entonces estd claro que la ecuacién reducida solo puede ser
de la forma [4.24c]. Como Df = Ay = dip, p/A; tiene el mismo signo que D), con
lo cual tenemos un par de rectas paralelas reales si D) < 0, un par de rectas paralelas
imaginarias conjugadas si D4 > 0 y una recta doble si D} = 0. El resultado se deduce
ahora de que los cambios que pasan de la ecuacién inicial a la reducida hacen que

5 = D,. Esto es claro si no hay cambio de origen, por [4.15] y, por tanto, podemos
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suponer que la ecuacién inicial es de la forma A\jz% 4 2dz + f = 0 (si fuese e # 0,

tendrfamos una pardbola). En tal situacién, tenemos Dy = —d? + A\ f. Si ahora
completamos el cuadrado, obtenemos la ecuacién Ajz’> + f' = 0, con f' = f — d?/\y
¢’ = &+ d/X;. Por tanto, Dy = A\ f' = D,. O

Obtencién de las ecuaciones reducidas y candnicas a partir de los invariantes

La discusién anterior da las ecuaciones reducidas en términos de los invariantes. Por
ejemplo, en el caso de las cénicas centradas, la ecuacion reducida [4.24.a] nos da D} =
dyp y, por tanto, p = D4/dy, = D3/djy, de donde resulta que la ecuacién reducida es

D
Az? 4 Agy? + d—; =0 [4.40)

De manera similar, se ve que la ecuacién canénica de una pardbola es

Ds

P ——
d

y=20 [4.41]

Finalmente, la ecuacién reducida [4.24¢| se puede escribir
2?4 = =0 [4.42]

ya que D = Ajpu = djp.

Ejemplos

En este subapartado ilustramos los principios anteriores aplicindolos a distintas situa-
ciones.

Area de la elipse. Supongamos que hemos determinado que una cénica de matriz
proyectiva A es una elipse real, es decir, que dy > 0 y Dsd; < 0. ;Cémo podemos
encontrar su drea en funcién de los invariantes?

En términos de la ecuacién candnica, el drea de la elipse es A = mab. Pero sabemos
que @ = /—p/A1 y b= +/—p/)q, donde A\;z2+ A\gy? +p = 0 es una ecuacién reducida.
Por tanto, A = m1/u?/dy. Teniendo en cuenta que p = Ds/d,, obtenemos finalmente

la férmula:
D2
A=my / d—j [4.43)
2
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Angulo de las asintotas de una hipérbola. De manera similar, se puede ver que
el angulo o que forman las asintotas de una hipérbola, o un par de rectas, se puede
determinar por la férmula

di

COSz(OZ) = m

[4.44]

En efecto, la ecuacién canénica de un par de rectas reales es

Visto que estas rectas tienen ecuaciones £ + b=0y2- ¥ =0, tenemos que (=b,a) y
(b, a) son vectores directores respectivos. Por tanto, cos(a) = (a® —b?)/(a®+b*). Pero
a? =1/M\; y —b? = 1/Xy, de donde inferimos que

cos(@) = (A1 + A2)/ (A1 — A2) = di/ (A1 — A2)
Elevando al cuadrado, y teniendo en cuenta que

(A1 = A2)2 = (M4 A2)? —4ddo = d} — 4d,
queda establecida la relacién anunciada.

E.4.28. Probar que la semidistancia focal, ¢, de una elipse o una hipérbola se puede expresar

por la férmula

D
2

Definicién alternativa de las cénicas bis. Aplicaremos el teorema 4.16 a la ecua-
cién [4.32] —olvidemos ahora cémo se obtuvo alli esta ecuacién. Naturalmente, no
llegaremos a conclusiones distintas de las que hemos encontrado en la prueba de la
proposicién 4.13, pero las obtendremos de una forma mds répida, y esto constituye una
buena ilustracién del teorema de clasificacién.

La matriz proyectiva de la ecuacién en cuestion es

1 — e?

0 —p
0 1 0
-p 0 p?

de donde obtenemos
D3:(1—e2)p2—p2:—62p2, dy=1-¢% y dy =2 — e

Como ep # 0 (v. proposicién 4.13), tenemos que D3 # 0, y la cénica es no degenerada.
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Si e < 1, entonces dy > 0 y se trata de una elipse. La elipse es real, ya que
D3dy = —€?p?(2 — %) < 0. El drea de esta elipse es, usando la férmula [4.43],

e2p?
T—t
(1-—e2)3
(comparar con E.4.21).

Si e =1, entonces dy = 0 y se trata de una pardbola. Notemos que en este caso
Dy=-p* di=1y —D3/d? = p, de manera que p es pardmetro focal de la pardbola
(en concordancia con la definicién dada en la demostracién de la proposicién 4.13).

S5i e > 1, entonces d; < 0 y se trata de una hipérbola. El dngulo o que forman
las dos asintotas se puede calcular mediante la férmula [4.44]: como d; = 2 — €2 y
dy = 1 — €%, tenemos que d? —4dy = e? y

2 — e? 2
cos(a) = ra 1
Por tanto,
« 1+ cos(a 1 o
cost 5 =G 5y con(®) =1

Determinacién de los elementos geométricos de una cénica

El teorema de clasificacién nos permite encontrar, calculando los invariantes apropiados,
la especie de una cénica. Seguidamente podemos resolver la ecuacién secular de A (v.
formula [4.25]) y escribir, tal como lo hemos discutido en el subapartado precedente, la
ecuacién reducida y, por tanto, la ecuacién candnica. Pero esto no basta para obtener,
en términos de la referencia inicial, los distintos elementos geométricos de la cénica que
nos puedan interesar, como por ejemplo los focos, el centro o las asintotas.

Veamos cémo se puede proceder para resolver estas cuestiones en el caso de las
conicas centradas. El caso de las pardbolas se tratard mas adelante (v. subapartado
«Célculo del eje y el vértice de una pardbola», 270). Dada una cénica centrada, pode-
mos determinar primero el centro de la cénica, planteando y resolviendo las ecuaciones
del centro [4.29/]. Después podemos encontrar sus ejes principales, es decir, los ejes
O'z’ y O’y de la referencia reducida. Esto es fdcil si tenemos en cuenta que un eje
principal es una recta que pasa por el centro con vector director un vector propio no
nulo de A. Por tanto, el problema de los ejes principales se resuelve calculando vectores
propios no nulos de A de valores propios A; y ;. Estos vectores se denominan direc-
ciones principales de la cénica. Finalmente, conocidos los ejes principales y la ecuacién
reducida, es inmediato calcular los otros elementos que nos puedan interesar, como los
focos y los vértices en el caso de la elipse y la hipérbola o las asintotas en el caso de
una hipérbola.
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Polaridad y tangencia

En este apartado se destina a presentar brevemente el aspecto proyectivo de las cénicas.

Consideremos una cénica no degenerada y sea A su matriz proyectiva en una cierta
referencia cartesiana rectangular R. Dado un punto proyectivo Q = [n], donde 7 son
R-coordenadas, la ecuacién

nAtT =0

representa una recta: es la recta que tiene coordenadas proyectivas nA. Esta recta
se denomina polar de () respecto a la cénica. No es dificil comprobar que esta recta
solo depende de la cénica y el punto, y no de la referencia ni de las coordenadas 1 que
escojamos para calcularla [o].

E.4.29. Probar que la recta polar de un foco de una elipse (de una hipérbola) es la corres-
pondiente directriz. El mismo resultado vale para la pardbola: la recta polar de su foco es la
directriz.

E.4.30. Sea C una cénica no degenerada y P un punto no perteneciente a C. Sea L la recta
polar de P respecto a C. Dado un punto @ de la cénica C, tal que Q & L, la recta PQ corta a
C en el punto @ y en otro punto @' € C. Probar que @' # @ y que el cuarto armdnico de P
respecto al par {Q, @'} es el punto de interseccién de PQ con L.

Ademds de los ejercicios precedentes, el interés del concepto de polar proviene, en
buena parte, del resultado siguiente.

4.17 Teorema. Sea () un punto proyectivo de una cénica no degenerada y L su polar.
Entonces,

1) L pasa por Q y @ es el inico punto de la conica incidente con L.

2) Toda recta L' por Q distinta de L corta la cénica, ezactamente, en el punto Q) y
otro punto Q' # Q.

Demostracién: Sea Q = [n] un punto de la cénica [A]. Tenemos asi que
nAnT =0

y es manifiesto que esta relacion equivale a decir que () es un punto de L.

Para ver que L no contiene ningtn otro punto de la cénica, razonaremos por re-
duccién al absurdo: veremos que si Q' = [n'] # @ fuese un punto de L y de la cénica,
entonces L estarfa contenida en la cénica, y esto contradice el hecho de que la cénica
es 1o degenerada. En efecto, los puntos de la recta Q@' distintos de @ tienen la forma
[tn + '], t € R,y se cumple que

(tn+n")A(tn +n")T =0
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para todo t, ya que nAnT = 0y 9’An'T = 0, por ser Q y Q' puntos de la cénica,
y nAn'T = 0 porque suponemos que Q' es de la polar de ). De este modo queda
demostrado el punto 1.

Para ver el punto 2, sea L' una recta por Q distinta de L y sea Q' = [#] un punto
de L' no perteneciente a la cénica (un tal )’ existe porque la cénica es no degenerada).
Entonces L' = QQ' y, para encontrar las intersecciones de L’ con la cénica, hemos de
hallar las soluciones ¢ de la ecuacién

(n+tn')A(n +tn)T =0

es decir, de la ecuacién t(ap + toy) = 0, donde ap = 2nAn'T y a; = n’An'T. La
solucién ¢ = 0 nos da el punto ). Por otro lado, a; # 0, ya que Q' no es un punto de la
cénica, y ag # 0, porque Q' no es de la polar de @ (de otro modo, L' = QQ’ coincidirfa
con L). Asf pues a la otra solucién, que es t = —ag/oy # 0, le corresponde un punto
de L' distinto de Q. O

Definimos la tangente en un punto proyectivo @) de una cénica no degenerada como
la polar de Q. El teorema anterior muestra que todas las rectas por () distintas de
la tangente cortan la cénica proyectiva en () y exactamente otro punto distinto 4R
mientras que la interseccién de la tangente en @) con la cénica se reduce a @, punto que
también se denomina punto de contacto de la tangente y la cénica.

4.18 Corolario. La tangente en un punto (zo,yo) de una cénica no degenerada, refe-
rida a coordenadas rectangulares (z,y), tiene ecuacion

(azo + byo + d)z + (bzo + cyo + €)y + (dzo + eyo + f) =0

Demostracién: Basta darse cuenta de que los coeficientes de esta ecuacién son las
componentes del producto (zg, yo, 1) A. O

Notemos que anteriormente se han considerado casos particulares del corolario: nos
referimos al cdlculo de la ecuacién de la tangente en el caso de la elipse (pag. 238), la
hipérbola (pédg. 241) y la pardbola (pdg. 244) referidas a coordenadas canénicas.

E.4.31. Dada una cénica no degenerada C y una recta L, demostrar que la interseccién de L
y C es un par de puntos distintos (reales o imaginarios conjugados) si L no es tangente a C, y
un tnico punto si L es tangente a C (el punto de contacto de L con C; en este caso, se dice que
la interseccién de L con C es un punto doble).

E.4.32. Comprobar que la tangente en el punto impropio de una pardbola es la recta del
infinito.

Vv
Para una cénica no degenerada, la aplicacién de P2 a P? que transforma un punto en
su polar es una proyectividad. Dada una recta, se define su polo (respecto a la cénica)
como el dnico punto cuya polar es la recta.
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E.4.33. Comprobar que el centro de una cénica no degenerada centrada es el polo de la recta
del infinito. Puesto que, en el caso de la pardbola, su punto del infinito es el polo de la recta
del infinito, en adelante consideraremos que este punto (impropio) es el centro de la parsbola.

Dada una cénica no degenerada C, diremos que dos puntos Q = [n] y Q' = ['] de
A son conjugados respecto a C si y solo si

A
nAn'" =0
Notemos que un punto es de la cénica si y solo si es autoconjugado.
4.19. La relacion de conjugacion respecto a una conica no degenerada C es simétrica.

Demostracion: La relacién de conjugacion

nAn'" =0
equivale a
—T
nA n" =0
y como A es una matriz simétrica, esto prueba la afirmacién. O

Por otro lado, es claro directamente de la definicién que

4.20. Los puntos de la polar de un punto () son los puntos conjugados con ). Por
tanto, la polar de un punto () pasa por un punto Q' si y solo si la polar de Q' pasa

por Q.

E.4.34. Probar que las polares de los puntos de una recta L respecto a una cénica no degenerada
forman el haz de rectas cuyo foco es el polo de L.

E.4.35. Tangenies a una cénica desde un punto. Sea C una cénica no degenerada y @ un punto
que no pertenece a C. Sea L la polar de @) respecto a C. Probar que L no es tangente a C. Asf,
la interseccién de L y C es un par de puntos distintos, sean Py y P,. Probar también que las
rectas QP y QP, son las dnicas rectas por () que son tangentes a C.

El cono tangente a la cénica proyectiva C desde un punto Q) que no le pertenece es
el lugar geométrico formado por @ y por los puntos X # () tales que QX es una recta
tangente a C. Con las notaciones del ejercicio anterior, es la unién de las rectas QP; y

QP;.

4.21 Proposicién. Si Q = [n], un punto X = [£] es del cono tangente a C desde Q) si
y solo st

(nAET)? — (nAnT)(EAET) =0
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Demostracién: Los puntos de la recta QX distintos de @ tienen la forma [tn + £].
Por tanto, los puntos de interseccién de QX con C se corresponden a las soluciones ¢
de la ecuacion (tn + &)A(tn + £)T = 0, es decir, de la ecuacién

(nAnT)t? + 2(nAET)t + EAET =0

Ahora la condicién para que la recta QX sea tangente es que la iltima ecuacién tenga
una raiz doble, esto es, que su discriminante sea 0. Dado que el discriminante de
la ecuacién citada es (un cuarto de) la expresién de la izquierda de la ecuacién que
queremos establecer, esto termina la prueba. O

E.4.36. Mostrar que el cono tangente de una hipérbola desde su centro estd formado por las
dos asintotas.

Cilculo del eje y el vértice de una pardbola

Supongamos que hemos determinado que una cénica [4.16] es una pardbola. Entonces,
conocemos el pardmetro focal, p = \/—D3/d?, pero nos falta conocer el eje y el vértice
para poder tener una determinacién completa de la figura.

La direccién del eje es inmediata: puesto que el eje de la pardbola es O'y’ (en
coordenadas canénicas), todo vector propio no nulo v de valor propio 0 (= Az) es un
vector director del eje de la pardbola. Para determinar el vértice, sea v’ un vector no
nulo perpendicular a v y consideremos el punto [v'] de la recta del infinito. Dado que
el eje de la pardbola es perpendicular a la tangente L en el vértice, el punto [v'] es de
L. Por tanto, [v] es un punto de la recta polar del vértice. Por la reciprocidad de la
polar, resulta que el vértice es incidente con la polar de [v']. Como la recta del infinito
es tangente a la pardbola en el punto [v] (el punto del infinito del eje), la polar de [v']
también pasa por [v]. De esto se infiere que el vértice de la pardbola es el punto de
interseccién distinto de [v] de la polar de [v] con la parébola.

4.3 Cudadricas

Por analogia con las cénicas de un plano, que se definen mediante polinomios cua-
draticos de las coordenadas (z,y), las cuddricas del espacio de dimensién 3 son figuras
definidas por polinomios cuadréticos en las coordenadas (z,y, 2).

En esta seccién, primero estudiaremos distintas cuddricas dadas por «ecuaciones
canénicas» y después veremos, por un proceso de «reduccién» andlogo al de las conicas,
que toda cuddrica es, referida a una cierta referencia «canénica», de la misma especie
que una de las consideradas.
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Elipsoides y hiperboloides

Consideraremos primero las cuddricas dadas por una ecuacién de la forma

mZ y2 22

?-i‘—:lz

5 T 5 =%l [4.45]

donde (z,y,2) son coordenadas cartesianas rectangulares y a,b, ¢ mimeros reales po-
sitivos dados. Es manifiesto que este tipo de cuddricas son simétricas respecto a los
planos de coordenadas. En particular, son invariantes por las simetrfas axiales respecto
a los ejes y por la simetrfa central de centro el origen. Por estas razones, el origen se
denomina centro de la cuddrica y los ejes Oz, Oy y Oz, ejes principales. Los nimeros
reales a, b y c se denominan semiejes principales.

Notemos que si @ = b, la cuddrica es invariante por rotaciones alrededor del eje Oz.
Se dice, en este caso, que la cuddrica es de revolucion respecto al eje Oz, y también
que Oz es eje de revolucion.

Si el signo del término i—z es positivo, la cuddrica es un elipsoide, y si es negativo,
un hiperboloide. Los elipsoides son anslogos a las elipses. Del mismo modo, los hiper-
boloides son anslogos a las hipérbolas, pero hay que tener en cuenta que pueden ser de
dos tipos: los de una hoja (o reglados, porque contienen rectas) y los de dos hojas (o

no reglados, porque no contienen rectas).

Elipsoides

o 2 2 2 ; .
El elipsoide %7 + z_2 + % = —1 no tiene puntos reales, y por eso decimos que es un
elipsoide imaginario. Es andlogo a la elipse imaginaria. En cambio, el elipsoide

$2 y2 22

S+aEtg=1 [4.46]
tiene puntos reales, como por ejemplo (+a,0,0), y se denomina elipsoide real. Es
andlogo a la elipse real.

Para ver qué tipo de figura geométrica es un elipsoide real, estudiaremos las figuras
que se obtienen al cortarlo con una familia de planos paralelos a un plano de coordenadas
cualquiera. Consideremos, por ejemplo, el plano z = k, donde k es un nimero real
arbitrario. La interseccién estd formada por los puntos (z,y, k) tales que

$2 y2 k2

ate=1"a

Si k%/c* < 1, es decir, si —¢ < k < ¢, se trata de una elipse con centro el punto
(0,0, k), ejes paralelos a Oz y Oy, y semiejes av'1 — k2 y by/1 — k2 (v. figura 4.12). Es,

2

2
pues, una elipse semejante a la elipse 25 + %—2 =1y, puesto que la razén de semejanza
/1 — k2 tiende a 0 cuando k tiende a 1 (en valor absoluto), las dimensiones de la elipse
correspondiente también tienden a cero.



272 Conicas y cuddricas

Figura 4.12: Elipsoide

Si k%/c? = 1, es decir, si cortamos por uno de los planos z = +c, la figura que
obtenemos es un par de rectas imaginarias conjugadas. El tnico punto real de esta
interseccién es (0,0, +c). Finalmente, si k?/c? > 1, la seccién es una elipse imaginaria.

Un andlisis semejante muestra que las secciones del elipsoide real por planos de la
forma y = k (o @ = k) son elipses reales si —b < k < b (si —a < k < a), elipses
imaginarias si kK > bo k < —b (si k > a 0 k < —a), y un par de rectas imaginarias
conjugadas si k = £b (si k = +a).

Si en el elipsoide [4.46] se cumple a = b (por ejemplo), entonces es un elipsoide de
revolucién respecto al eje Oz. En el caso a = b = c, el elipsoide es una esfera de radio
a y centro en el origen.

E.4.37. Mostrar que una ecuacién con la forma
e+l 4+ 224 2px+ 2y +2r2+5=0
donde p, g, 7, s € R satisfacen p? + ¢% + 72 —s > 0, representa una esfera de centro (—p, —¢q, —7)

y radio \/p? + g% + 72 — s (si p2+¢2 +r? — s < 0, se dice que la ecuacién representa una esfera

imaginaria).

E.4.38. Probar que por cuatro puntos independientes pasa una tunica esfera, y explicar cémo
se puede hallar su ecuacién.

E.4.39. Dados dos puntos A = (a,b,c) y A’ = (a’,V’,¢'), comprobar que la ecuacién
(z—a)(e—d)+(y-0)(y—b)+(z—c)(z=¢)=0

representa la esfera que tiene el segmento AA’ como didmetro.
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Hiperboloide de un hoja (o reglado)

Tiene por ecuacion
x z
g =1 [4.47]

La seccién por el plano z = k, k € R, es una elipse de centro (0,0, k), ejes principales

paralelos a Oz y Oy y semiejes a\/li-l— ’2—; y b\/l + % Son elipses semejantes entre ellas
(circunferencias si @ = b) y que crecen indefinidamente cuando |k| crece indefinidamente.
La menor de estas elipses se obtiene para k = 0: la elipse resultante se denomina elipse
de garganta del hiperboloide (v. figura 4.13).

Figura 4.13: Hiperboloide de una hoja, o reglado

Las secciones por los planos y = k (z = k), k € R, son hipérbolas, con eje principal
paralelo al eje Oz, excepto cuando |y| = b (cuando |z] = a), en que se obtiene un par
de rectas reales (v. la figura 4.13, en la cual hemos incluido una representacion de la
hipérbola que se obtiene cortando por el plano z =0y del par de rectas que se obtiene
cortando por el plano y = b).

En particular, vemos que el hiperboloide de un hoja contiene rectas, propiedad que
se evoca usualmente mediante la expresion hiperboloide reglado. En general, las rectas
contenidas en una cuddrica se denominan generatrices de la misma.

E.4.40. Sean a,b, ¢ nimeros reales positivos fijados. Dado un nimero real k, sea £ la recta
dada por las ecuaciones

T A4 Y g0 EiZ_kdip=
R=-o)+3-1=0, 2+ o-kG+1)=0 [4.48]

=2 =, %+1:0 [4.48"
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Probar que la recta £; estd contenida en el hiperboloide [4.47] para todo k € RU {co} (a estas
rectas las llamaremos generatrices de tipo £). Andlogamente, la recta £}, dada por las ecuaciones

T oz, Yy Tz Y
— —_ Z_-1= _— == — = .
k(a+c)+b 0, s k(b—f—l) 0 [4.49]
con £, definida por
TiZ_0 Yi1=0 [4.49]
a ¢ b

estd contenida en el hiperboloide [4.47] (a estas rectas las llamaremos generatrices de tipo £').
Probar también que toda recta contenida en el hiperboloide es una generatriz de tipo £ o

una gen« triz de tipo £'.

E.4.41. Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior, probar que:

1) Por un punto del hiperboloide [4.47] pasa exactamente una generatriz de tipo £ y una
generatriz de tipo £'.

2) Dos generatrices distintas de tipo £ (de tipo £') se cruzan.

3) Lasrectas £x y £_1/) son paralelas para todo k € R U{oo} (aqui convenimos que —1/0 =
ooy —1/o0 =0).

4) Si kk' +1 #0, la interseccién de la recta £ y la recta £, (k, k' € RU {co}) es el punto

a(k+ k') b(1—kk') c(k— k)
1+ kk' > 1+kk 1+ kk'

Hiperboloide de dos hojas (o no reglado)

Es la figura

22 9y 2z

a? b2 ¢
Las secciones por z = k son elipses reales (imaginarias) si |k| > ¢ (si |k| < ¢) y dos
rectas imaginarias conjugadas si |k| = ¢. Si |k| > ¢, el centro de la elipse que resulta de
cortar por el plano z =k es (0,0, k), sus ejes principales son paralelos a Oz y Oy y el

valor de sus semiejes es a\/i“—; -1y b\/ﬁ—i — 1, respectivamente.

Estos hechos son los que justifican que nos refiramos a esta figura diciendo que tiene
dos hojas (v. figura 4.14). Las secciones por ¢ = k (por y = k), siendo k una constante
arbitraria, son hipérbolas con eje principal paralelo al eje Oz y secundario paralelo a Oy

(a Oz). Sus semiejes son cy/1+ k2/a? y by/1+ k2/a® (cy/1+ k2/b% y a\/1+ k2/b2).

2
=-1

Paraboloides

Existen dos tipos de cuddricas andlogas a las pardbolas del plano: los paraboloides
elipticos y los paraboloides hiperbdlicos.
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Figura 4.14: Hiperboloide de dos hojas, o no reglado

Paraboloide eliptico (o no reglado)

Viene dado por la ecuacién

con a y b nimeros reales positivos.

Figura 4.15: Paraboloide eliptico, o no reglado

La seccién por el plano z = k (el plano y = k), k una constante cualquiera, es
la pardbola y? = 2b2(z — k?/24?) (la pardbola z? = 2a?(z — k?/2b%)). En cambio, la
seccién por z = k es una elipse real si k > 0, una elipse imaginaria si k¥ < 0, y dos
rectas imaginarias conjugadas si k = 0 (v. figura 4.15, en la cual se han representado las
secciones por los planos z = 1 e y = 0 —una elipse y una pardbola, respectivamente).
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Si se cumple que a = b, el paraboloide eliptico es de revolucién respecto al eje Oz.

Paraboloide hiperbdlico (o reglado)

Es la cuddrica dada por la ecuacién (v. figura 4.16)

72 y2

a2 B
Las secciones por z = k son hipérbolas si k& # 0. Mds precisamente, si k& > 0 (si
k < 0), la seccién por el plano z = k es una hipérbola con eje principal paralelo a Oz
(a Oy), eje secundario paralelo a Oy (a Oz), y con semiejes av/2k y bv/2k (bv/=2k y
ay/—2k). La seccién por el plano z = 0 es un par de rectas reales. (En la figura 4.16,
se han representado la hipérbolas correspondientes a z = k para un k positivo y un
k negativo, y el par de rectas correspondiente a z = 0.) Las secciones por z = k o
y = k son pardbolas con eje paralelo a Oz, en el primer caso con orientacién contraria
(parébola con las «ramas» abajo) y en el segundo con orientacién coincidente (pardbola
con las «ramas» arriba). (En la figura 4.16 se han representado las pardbolas z = k
para tres valores de k, incluyendo k = 0, y dos pardbolas y = k.)

= P [4.50]

Figura 4.16: Paraboloide hiperbdlico, o reglado

E.4.42. Sean a y b dos niimeros reales positivos fijados. Para todo nimero real k, sea £ la
recta definida por las ecuaciones

z vy T oy
k(a b) Z, a + b [ ]
y £} la recta definida por las ecuaciones
T Yy T Yy /
—_ —_) = el — 4.51
k(a + b) “aTh 25 [ ]

Probar que:
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1) Las rectas £ y £, estén contenidas en el paraboloide [4.50] y toda recta contenida en el
paraboloide es de este tipo.

2) Por cualquier punto del paraboloide [4.50] pasa exactamente una recta de tipo £ y una
recta de tipo £'.

3) Dos rectas distintas de tipo £ (de tipo £') se cruzan.

4) Sik, k' € R, la interseccién de las rectas £ y £}, es el punto
k

(a(k + k'), b(k — k'), 2kk")

Conos

La cuddrica
LY 2 [4.52]

es andloga a un par de rectas reales y, puesto que es unién, como veremos, de rectas
que pasan por el origen, lo denominaremos cono real.

La seccién por el plano z = k, con k£ € R no nulo, es una elipse con centro en el
punto (0,0, k), ejes principales paralelos a Oz y Oy y semiejes alk|/cy blk|/c (v. figura
4.17). La seccién por el plano z = 0 es un par de rectas imaginarias conjugadas.

Figura 4.17: Cono real

Las dimensiones de la elipse Cj, obtenida cortando el cono con el plano z = k crecen
proporcionalmente al valor absoluto de k. Este hecho se puede precisar mds con la
observacién siguiente: si P = (z,y,z) es un punto del cono distinto del origen O,
entonces la recta OP esté contenida en el cono. En particular, la homotecia de centro
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O y razén p > 0 transforma Cy en C,t. También es claro que el cono es la unién de las
rectas OP, cuando P recorre los puntos de Cj, para un k no nulo dado. Diremos que
O es el vértice, que Cy, es, para un k no nulo cualquiera, una directriz, y que las rectas
OP, P € Cy, son las generatrices del cono.

La seccién del cono [4.52] con el plano y = k (el plano z = k), k € R no nulo, es
una hipérbola con ejes principales paralelos a Oz y Oz (Oz y Oy) y con semiejes clk|/b
y alk|/b (semiejes c|k|/a y blk|/a). En cambio, la seccién con el plano y = 0 (el plano
¢ = 0) es un par de rectas. En la figura 4.17 hemos representado la seccién por los
planos z = £k (elipses) e y = h (hipérbola), siendo k y h ciertas constantes positivas.
También se ha representado el par de rectas correspondiente a la seccién por y = 0.

En el ejercicio siguiente se establece, de una manera mas explicita, cémo son las
generatrices del cono [4.52].

E.4.43. Sean a, b, c nimeros reales positivos fijados. Para todo s € R, sea £, la recta dada por
las ecuaciones

Rl BaE. ¥
s(z=2)=% —+o=-s [4.53]
¥ £~ la dada por las ecuaciones
z_ % =0, y=0 [4.53']

Probar que s +— £; establece una biyeccién entre RU{oo} y el conjunto de generatrices de [4.52].
Deducir de ello que la aplicacién

1—-s2 2b ’
sn—)(aT_i_—:Z,ﬁ%,c) si seR, oo (—a,0,c)

establece una biyeccién entre RU {oo} y la elipse C. (seccién de [4.52] con el plano z = ¢).

La cuddrica dada por la ecuacién

.'122 2
T
a b

22

solo contiene un punto real: el origen. Por analogfa con el cono real [4.52], le llamaremos
cono 1maginario. Para todo nimero real no nulo k, la seccién de esta cuddrica por el
plano z = k (o 2 = k, o y = k) es una elipse imaginaria, mientras que la seccién por
2=0(oz=0,0y=0)es un par de rectas imaginarias conjugadas.

Los conos aparecen cuando estudiamos el comportamiento en el infinito de la cuddri-
ca [4.45]. En efecto, si (X,Y,Z, W) son las coordenadas proyectivas correspondientes a
las coordenadas (z,y, z), de manera que ¢ = X/W,y=Y/W y 2= Z/W, la ecuacién
[4.45] es equivalente, para W # 0, a la ecuacién

X* v?* Z?

_ 2
ZtEia=tV
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Los puntos del infinito que cumplen esta ecuacién son los puntos [X, Y, Z, 0] tales que

X2 vy Z?
eTeEa=r

conjunto que claramente coincide con el conjunto de puntos del infinito de las genera-
trices del cono

‘,]32 y2 22
— 4t =0 [4.55]

Este cono es real si la cuddrica [4.45] es un hiperboloide (v. las figuras 4.18 y 4.19) y es

imaginario si la citada cuddrica es un elipsoide (real o imaginario). En cualquier caso,
este cono se denomina cono asintdtico de la cuddrica.

Figura 4.19: Cono asintdtico de un hiperboloide de dos hojas
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Cilindros

Si g(z,y) es un polinomio cuadrético en las coordenadas z,y, sabemos que la figura
de A? representada por la ecuacién q(z,y) = 0 es una cénica C. Pero si miramos el
polinomio ¢(z,y) como un polinomio en las coordenadas (z,y,z) de A%, entonces la
cuddrica C’ de A® representada por la ecuacién ¢(z,y) = 0 es la unién de las rectas
paralelas al eje Oz que pasan por un punto variable de C. Por ejemplo, si C es un par de
rectas (reales o imaginarias, distintas o coincidentes), entonces C’ es un par de planos
(reales o imaginarios, distintos o coincidentes).

En el caso en que C es no degenerada, se dice que la cuddrica C’ es un cilindro de
base C, y que las rectas por un punto de C paralelas a Oz son sus generatrices. Puesto
que las generatrices de un cilindro son concurrentes en un punto impropio, los cilindros
son conos con el vértice en el infinito. Un cilindro se llama elfptico (real o imaginario),
hiperbélico o parabélico segin sea su base una elipse (real o imaginaria), una hipérbola
o una pardbola.

N
R —
—
R

Figura 4.20: Cilindro hiperbdlico

Cuddrica general y ecuaciones reducidas
Dado un polinomio cuadrético real
d(z,y,2) = az? 4 by® 4 c2® + 2fzy + 292 + 2hyz + 2px + 2qy + 2rz+d  [4.56]

en las coordenadas rectangulares (z,y, z), diremos que la ecuacién ¢(z,y, z) = 0 define
una cuddrica, que denotaremos Q4. Recordemos que convenimos que la definicién de
cuadrdtico incluye la condicién de que la parte principal de ¢(z,y, 2),

b2 (z,y, 2) = az® + by® + ez + 2 fzy + 2922 + 2hyz [4.57]

no es idénticamente nula.
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Un punto (a, B,v) pertenece a la cuddrica Q4 siy solo si ¢(a,3,7) = 0. El punto
se llama real si a, 8,7 € R, e imaginario si o, 3,y € C con « imaginario o # imaginario
o v imaginario. Si (@, f,7) es un punto imaginario, diremos que (@&, f,7) es su punto
conjugado. Como ¢(z,y, 2) es un polinomio real, Q4 contiene, con cada uno de sus
puntos imaginarios, su conjugado.

Si (z',y’,7') es otro sistema de coordenadas rectangulares y

qsl(xl,y/,zl) :almlz_}_bly +CIZ,2+QfI.TIyI+2g’$12,+2hly,2,+2plwl+2qu’+2T’Z’+dl

es un polinomio cuadrético real en (2/,y,2'), diremos que Qg coincide con Q4 0 que
las ecuaciones ¢(z,y,z) = 0y ¢'(2',y,2') = 0 definen la misma cuddrica, si y solo si
existe un nimero real no nulo p tal que

¢/(Ilv yla Z/) = p‘g(m,a y” Z’) [458]

donde (E(z’,y’,z’) denota el polinomio en (z',y’,2') que se obtiene substituyendo las
coordenadas (z,y, z) del polinomio ¢(z,y, z) por las expresiones del cambio a las coor-
denadas (z',%',2'). En particular, dos polinomios ¢(z,y,2) y ¢'(z,y,2) en las mismas
coordenadas rectangulares definen la misma cuddrica si y solo si existe un nimero real
no nulo p tal que ¢'(z,y, 2) = pp(z,y, 2) (y en este caso diremos que los polinomios son
equivalentes).

E.4.44. Sean ¢(z,y,2) y ¢'(z',y',2') polinomios cuadraticos en las coordenadas rectangulares
(z,y,2) y (z',y',2'), respectivamente. Sea P un punto y supongamos que (e, 8,7) y (!, 8,9
son las coordenadas de P relativas a las dos referencias. Comprobar que si las ecuaciones
¢(z,y,2) =0y ¢'(2',y,z') = 0 definen la misma cuddrica, entonces el punto (o, 3, ) pertenece
a Qg si y solo si el punto (o, 4',7') pertenece a Q.

Matrices asociadas

Ponemos
a f g
A=|f b h [4.59]
g h ¢

y decimos que es la matriz principal del polinomio [4.56]. Andlogamente, definimos

Al wT

A= y W= (p)Q)T) [4.60]
w| d

y decimos que es la matriz del polinomio [4.56]. También decimos que A es la matriz
principal de A. Por razones que quedardn claras en la seccién 4.5, las matrices Ay A
también se denominan matriz proyectiva y matriz en el infinito del polinomio [4.56].
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El conocimiento de A equivale al de la parte principal de ¢(z,¥, z), ya que

$2(2,y,2) = (2,9, 2)A(e,y, 2)7 [4.61]
Andlogamente, el conocimiento de A equivale al de ¢(z,y, 2), ya que
#(z,y,2) = (z,y,2,1)A(z,y, 2,1)T [4.62]

Observemos, sin embargo, que la cuddrica Qg solo determina A salvo un factor real no
nulo y es por esta razon que, cuando nos haga falta tener en cuenta esta indeterminacién
al referirnos a A (o0 a A), escribiremos [A] (o [A]).

Veamos cémo cambian las matrices A y A cuando hacemos un cambio de coorde-
nadas. Sean z = (z,y,2) y @' = (2,4, 2') dos sistemas de coordenadas rectangulares
y€=(z,y,2,1),& = (a,y,2',1) las correspondientes coordenadas proyectivas. Sean

el = Mz'm +pT, MeO0@3), peR®
las ecuaciones del cambio de coordenadas, que pueden escribirse, equivalentemente,
M | pT

T A7e!T AT
=MeT, M=
¢ = e o] 1

4.22 Proposicién. Dado un polinomio cuadrdtico ¢(z) = ¢(z,v, z) en las coordena-
das © = (z,y,2), con matriz A y matriz principal A, el polinomio d(z') = ¢( z',y', 2"
definido por la formula ¢(z') = (' MT + p) tiene matriz A' = MTAM y matriz
principal A' = MTAM

Demostracién: En efecto, como ¢(z) = £A¢7T, tenemos
b(a) =& M AMET
Si ahora ponemos A’ para indicar la matriz de 5(:1:’), también tenemos que
da) =g AT
Por tanto, &' A'¢'T = E'M AME’T y dado que esta igualdad es valida para todo z’

podemos deducir que A’ = M AM.
La segunda 1gualdad del enunciado se sigue de la primera porque la matriz principal

de A’ es A’ yla de M TAM es MTAM. O

4.23 Proposicién. Dado un sistema de coordenadas rectangulares © = (z,y,z) y un
polinomio cuadrdtico ¢(z,y,z), existe un sistema_de coordenadas rectangulares ¢’ =
(2',y', 2') tal que la parte principal del polinomio ¢(z',y’, 2') tiene la forma

Ma'? + Xy + X2, Ay A, A3 €R

(lo denominaremos forma diagonal). Ademds, A1, A2 y Az son los valores propios de la
matriz principal de ¢(z,y, z).
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Demostracién: Si A es la matriz principal de #(z,y, 2), la matriz principal del po-
linomio ¢(z’,y',2') es A’ = MTAM, para una cierta M € 0(3). Como MT = M1,
tenemos A’ = M~1AM. De esto se sigue que A y A’ tienen el mismo polinomio ca-
racteristico y, por tanto, los mismos valores propios. Si, ademds, A" = diag (A1, A2, A3),
entonces es claro que A1, Ay, A3 son, necesariamente, los valores propios de A. Asi pues,
solo nos falta demostrar la primera parte del enunciado.

Puesto que el polinomio caracteristico de A es un polinomio real de grado 3, vemos
que A tiene un valor propio real. Sea A; un tal valor propio. Si ponemos ¢ = @4 para
indicar el endomorfismo que tiene matriz A respecto a los ejes ey, ez, e3 de la referencia,
entonces existe un vector propio no nulo de ¢ de valor propio A;. Si u; es un tal vector,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que es unitario. Sean uz y uz vectores
unitarios tales que uy, uz, us forman una base ortonormal y pongamos M € O(3) para
indicar la matriz de esta base respecto a (e, €3, e3). Entonces la matriz de ¢ respecto
a (uy,ug,us), que es M~YAM = MTAM = A’, tiene la forma

A 000
0 o N
0 A ¢

Esto significa que la parte principal de 5(3:", y', 2') tiene la forma A, 2 by 2+

2h'y'z'. Si h' = 0, la parte principal de ¢(z',y’,2’) ya es diagonal. De otro modo, el
cambio de coordenadas definido por

;= , nT _ [cosa —senar) . _\T
d=5, ()7 = (02 ) 5a)

con tan(2a) = 2h'/(b' — '), tiene el efecto de convertir la matriz A’ en diagonal, y
esto termina la prueba (v. la precisién que se hace en la proposicién 4.10 sobre la

determinacién del dngulo a). O

Ecuaciones reducidas

Diremos que el polinomio cuadrético ¢/(z',y’, 2') es reducido, o que la cuddrica Qg es
reducida, si su forma es una de las siguientes:

Tipo Formas reducidas de las cuddricas
1. Centrado pra'® + poy'? + psz + o (g1, 2 > 0,3 # 0)
2. Parabdlico pia’ + pay’ — 22" (1 > 0,p2 #0)
3. Cilindrico centrado | p1z'> 4+ pay” + 1 (1 > 0, p2 # 0)
4. Cilindrico parabdlico | pyz’® — 2y (w1 > 0)
5. Planos paralelos pe? +p (u > 0)
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4.24 Nota. En el tipo cilfndrico centrado, se puede excluir el caso en que z < 0y
p2 < 0, ya que, si se cumplen estas condiciones, la forma reducida equivalente —pqy'* —
paa'? — i cumple —py, —p > 0y —py < 0.

4.25 Proposicién. Dado un polinomio cuadrdtico ¢(z,y,2) en las coordenadas rec-
tangulares (z,y, z), existe un sistema de coordenadas rectangulares (z',y', 2') y un po-
linomio reducido ¢'(a',y', 2') tales que las ecuaciones ¢(z,y,2) = 0 y ¢'(z',y',2') = 0
definen la misma cuddrica.

Demostracién: Supongamos que ¢(z,y, z) es el polinomio [4.56]. La proposicién 4.23
nos permite suponer, después de hacer un cambio de coordenadas rectangular, que la
parte principal de ¢(z,y, z) es diagonal, con lo cual

B(z,y,2) = M2?® + Aoy? + Aaz® + 2pz + 2qy + 2r2 + d

Si A1A2A3 # 0, tres compleciones del cuadrado y, si es preciso, un cambio de signo y
una reordenacién de las coordenadas, nos llevan a una forma reducida de tipo centrado.

5i hay exactamente dos A; no nulas, podemos suponer que es A3 = 0 y A; Ay # 0.
Completando, ademads, el cuadrado respecto a z e y, se llega a un polinomio de la forma

Sy® 4 /\gy2 +2rz+d

Si r = 0, estd claro que se trata, quizds después de reordenar las coordenadas y de
cambiar de signo, de una forma reducida de tipo cilindrico centrado. Si r # 0, el
cambio de z por z—d/2r nos lleva a una ecuacién que tiene la forma ;22 4+ Ayy? + 272,
con r # 0, que obviamente es equivalente a una forma reducida de tipo parabdlico.

Finalmente, si hay un tnico valor propio no nulo, estd claro que podemos suponer
que este valor propio es A;. Completando el cuadrado respecto a este valor propio,
podemos suponer que

d(z,y,2) = Mz® + 2qu+ 2rz+d

Si ¢ = r =0, el polinomio es claramente equivalente a la forma reducida de un par
de planos paralelos. Si no es asi, primero podemos eliminar d haciendo el cambio
y+—y—d/2qsi ¢# 0o el cambio z+— z — d/2r si r # 0. Finalmente, podemos hacer
el cambio de coordenadas rectangulares tal que

1
(z,%mywz),;(—rqu)) s (29, #), donde p= (¢ + )12

que lleva a una forma reducida de tipo cilindrico parabdlico. Nétese que si ey, eq, €3 son

los ejes de las coordenadas z,y, 2 y €}, €5, €5, los de las coordenadas z’,y’, 2/, entonces
11 1 1 I / :
e =e,eh= ;(qeg-l—re;;) Yy eg = ;(—7‘62 +ge3), de modo que €}, €}, y €} es efectivamente

una base ortonormal. O
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Ecuaciones candnicas

Toda cuddrica coincide con una de las formas candnicas que hemos estudiado en los
cuatro primeros apartados de esta seccién. Para verlo, basta considerar el caso de las
cuddricas especificadas por una ecuacién reducida. Lo haremos considerando los distin-
tos casos separadamente. Para simplificar las expresiones de las ecuaciones reducidas,
escribiremos z, y, z en lugar de z’,y', 2’

Cuddricas de tipo centrado. Sip # 0,y definimos nimeros reales positivos a, b, c
por las férmulas

=Vlul/p, b= lul/p2y ¢ = Iul/lps|

la ecuacién reducida adopta la forma

2 2 2

2? Y
—~+wi +1=0

y las cuatro posibilidades para los signos dan lugar a cuddricas conocidas: la eleccién
(4,4), a un elipsoide imaginario; (4, —), a un elipsoide real; (—,+), a un hiperboloide

no reglado; y (—, —), a un hiperboloide reglado.
Si u = 0, definimos nimeros reales positivos a, b, ¢ por las férmulas

1w, b=+1/p, c=+/1/|ps|
con lo cual la ecuacién reducida se escribe
+—ii=o

La eleccién del signo positivo da lugar a un cono imaginario y la del signo negativo a
un cono real.

Cuddricas de tipo parabélico. Definimos nimeros reales a y b por las férmulas

a=1/y/p, bzl/\/w

De esta manera, la ecuacién reducida adopta la forma

22 y?
:i: 32- —22=0
La eleccién del signo + da lugar a un paraboloide eliptico, y la del signo —, a un

paraboloide hiperbélico.
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Cilindros centrados. Supongamos primero que pu # 0. En este caso, si definimos
nimeros reales positivos a y b por las férmulas

a=/|pl/p, b= |ul/|pal

la ecuacién reducida adopta la forma

22y |
La eleccién (+,+) de los signos da lugar a un cilindro eliptico imaginario; (4, —), a un
cilindro eliptico real; (—,+) y (-, —), a cilindros hiperbdlicos (podrfamos prescindir de
la combinacién (—,—): v. nota 4.24).

Si p = 0, podemos definir nimeros reales positivos a y b por las férmulas

a=1/Vi1, b=1//lul

con lo cual la ecuacién reducida adopta la forma

z? oy

aty
La eleccién del signo + da lugar a un par de planos imaginarios conjugados y la del
signo — a un par de planos reales.

2
=0

Cilindros parabolicos. Si ponemos p = 1/p;, la ecuacién reducida se escribe
2?2 —2py =0

que es un cilindro parabdlico.

Par de planos paralelos. Supongamos, primero, que p 7# 0. Si ponemos k =
\/|1|/p1, la ecuacién reducida adopta la forma

22+ k*=0, k>0

La eleccién del signo — da un par de planos paralelos, y la del signo +, un par de planos
paralelos imaginarios conjugados.

Si = 0, la ecuacién reducida es equivalente a una ecuacién de la forma z? = 0,
que representa un plano doble (dos planos paralelos coincidentes).

4.4 Invariantes de las cuddricas

Los coeficientes del polinomio caracteristico de la matriz de una cuddrica, y del poli-
nomio caracterfstico de su matriz principal, permiten decidir facilmente a qué especie
pertenece, y también escribir la ecuacién reducida.



4.4 Invariantes de las cuddricas 287

Invariantes

Dado un polinomio cuadrético [4.56], sea A su matriz y A su matriz principal. Definimos

nimeros rteales D; = D;(A), 1 < i < 4, di = d;(A), 1 < i < 3, por las férmulas
siguientes:

det(Aly — A) = A = D1A% + Dy — D3)+ Dy, det(Az— A) = A% — dy A2+ dy ) — ds
La expresion Dy = det(A) se denomina discriminante de ¢(z,y, z) (o discriminante de
la cuddrica Qg relativamente a las coordenadas z,y,z). Andlogamente, la expresién
d3 = det(A) se denomina discriminante de la parte principal de ¢(z, ¥, z). Observemos
que

di=a+b+c y dy=ab+ac+bc— (f2-|-g2+h2)

Si (z',y', 2') es otro sistema de coordenadas rectangulares, y A’y A’ son la matriz y
la matriz principal de ¢(z’,y', 2’), respectivamente, pondremos D! = D;(A"), 1 < i < 4,
ydi = di(A"), 1 <i <3,

4.26 Proposicién. Se cumplen las identidades Dy = Dy, dy = d3 dy = dy y d| = d;.
51, ademds, las dos referencias tienen el mismo origen, entonces también se cumplen
las identidades D = D3, D, = Dy y D} = D;.

Demostracién: Es andloga ala demostracién de las relaciones 4.14 y de la proposicién
4.15, y se deja como ejercicio para el lector. O

Conviene destacar que si, en vez de A, usdramos pA, p un escalar no nulo, para
calcular A’, entonces obtendriamos D} = Dy4(pA) = p*Dy, di = d;(pA) = p'd;, i =
1,2,3. De esto resulta que expresiones como D4/d} (suponiendo d; # 0) o D3ld;
(suponiendo d3z # 0) son independientes del sistema de coordenadas y de la ecuacién que
utilicemos para representar la cuddrica. Esta es la razén por la cual tales expresiones
se denominan invariantes euclidianos (absolutos) de las cuddricas.

Observemos también que la anulacién o no de Dy, d3, dy y d; tampoco depende de la
ecuacién de la cénica utilizada para verificarlas. Lo mismo sucede con relaciones como
D4 > 0, d3dy > 0 o dy > 0. Puesto que este tipo de relaciones son las que aparecen en
los enunciados, con frecuencia, por abuso del lenguaje, también nos referimos a Dy, ds,
dy y dy diciendo que son invariantes euclidianos relativos de las cuddricas.

Propiedades similares se pueden afirmar de las expresiones D3, Dy y D si las dos
referencias tienen el mismo origen, pero no en general. Es por esta razén que a estas
expresiones las llamaremos semiinvariantes euclidianos de las cuddricas.

Indice principal de una cuddrica

En la clasificacién efectiva de las cuddricas interviene todavia una nocién mds, que
denominaremos indice, o indice de la parte principal para ser mds precisos, y que por
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definicién es 0 si todas las raices no nulas del polinomio caracteristico de A tienen el
mismo signo y 1 si sucede lo contrario, es decir, si dicho polinomio posee al menos una
rajz positiva y al menos una raiz negativa.

4.27 Lema. El indice principal de ¢(z,y,2) es 1 si dyds < 0 ody <0, y es 0 en otro
caso, esto es, si didz > 0 ydy > 0.

Demostracién: Sean A, Ay y A3 los valores propios de A. Su producto es d3 y su
suma es d;. Si los valores propios no nulos tienen el mismo signo, es claro que dg y d1d3
son no negativos. Reciprocamente, si dy > 0y did3 > 0, veamos que los valores propios
no nulos de A deben tener el mismo signo. Esto es obvio si solo existe un valor propio
no nulo. Si hay exactamente dos valores propios no nulos, entonces dg es el producto
de ellos y, puesto que suponemos ds > 0, deben tener el mismo signo.

Falta examinar el caso en que los tres valores propios son no nulos. Visto que las
relaciones dy > y dids > 0 no dependen del orden de los valores propios y, ademds,
permanecen las mismas condiciones si cambiamos los tres valores de signo, podemos
suponer que Aj, As > 0. Si este es el caso, se trata de ver que Az > 0. Ahora bien, si
fuese A\3 < 0, tendriamos —Az > A1 + Ag, ya que de la relacién d;ds > 0 podemos inferir
que A3(A1 + A2+ A3) > 0. Pero la relacién dy > 0 nos da AjAy > —A3(A1 + Ag) y, por
tanto, ;A2 > (A1 + A2)%, lo cual es claramente absurdo. O

Como las relaciones dy > 0y dids > 0 no dependen de la referencia rectangular en
la cual las miramos, ni de un factor escalar arbitrario del polinomio ¢(z,y, z), podemos
definir el #ndice principal de una cuddrica como el indice de una cualquiera de sus
ecuaciones. En adelante, pondremos j para denotarlo.

Clasificacion de cuddricas mediante invariantes

Los conos, los cilindros y los pares de planos (reales o imaginarios conjugados, distintos
o coincidentes) forman las cuddricas llamadas degeneradas, en contraste con elipsoides,
hiperboloides y paraboloides, que son las no degeneradas.

4.28. Una cuddrica es no degenerada si Dy # 0, y es degenerada si Dy = 0.

Demostracién: En términos de las ecuaciones reducidas de la tabla de la pagina 283,
en el caso del tipo centrado tenemos D) = pjpuopsp, que es nulo si se trata de un cono
y es no nulo de otro modo. En el caso del tipo parabédlico, Dy = —pjpz # 0. En
todos los demds casos, D = 0. El enunciado es ahora una consecuencia directa de la
proposicién 4.26. O
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Cuddricas no degeneradas

En el caso de las cuddricas no degeneradas, razonando de una manera similar a como
lo hemos hecho en la prueba del enunciado 4.28, se obtiene que la cuddrica es un
paraboloide si dg = 0, y un elipsoide o un hiperboloide si d3 # 0. Ademds, estos dos
dltimos casos se pueden distinguir por la condicién 7 =0y j = 1, respectivamente.

4.29. La condicion Dy < 0 caracteriza los elipsoides reales entre los elipsoides (j = 0)
y los hiperboloides de dos hojas entre los hiperboloides (j = 1).

Demostracién: En términos de una ecuacién reducida, D) = pqpopsp. En el caso de
los elipsoides, 1, pa, 13 tienen el mismo signo, y la condicién D} < 0 equivale a decir
que p tiene el signo contrario, lo cual corresponde a los elipsoides reales.

En el caso de los hiperboloides, dos de las p; tienen un signo (que llamaremos signo
dominante) y la tercera tiene el signo contrario, de manera que la condicién Dj < 0
equivale a decir que el signo de p coincide con el signo dominante, que es la condicién
para que la cuddrica sea un hiperboloide de dos hojas. O

El signo de D4 también nos distingue, en el caso de los paraboloides, entre los
elipticos y los hiperbdlicos. De hecho, sabemos que D} = —puy o (utilizando la ecuacién
reducida) y es claro que D} < 0 (D} > 0) equivale a decir que p; y po tienen el mismo
signo (signo contrario), es decir, que el paraboloide es eliptico (hiperbdlico).

Cuddricas degeneradas

Para las cuddricas degeneradas (D4 = 0), es manifiesto que la condicién dz # 0 equivale
a decir que la cuddrica es un cono, real si 7 = 0 e imaginario si 7 = 1.

Las cuddricas degeneradas tales que d3 = 0 corresponden, pues, a cuddricas en
cuya ecuacién reducida aparecen dos o menos coordenadas. Su tratamiento es, pues,
del todo paralelo al de las cénicas de un plano (teorema 4.16, pig. 262). Dejamos la
comprobacién de los detalles como ejercicio para el lector.

Algoritmo de clasificacién euclidiana de las cuddricas

La tabla 4.2, con ser un cuadro sinéptico de lo que llevamos dicho acerca de la clasi-
ficacién de las cuddricas mediante los invariantes euclidianos, proporciona ademds un
algoritmo para efectuar dicha clasificacién.

4.30 Ejemplo. Consideremos la cuddrica 2zy—2z242yz—4z+1 = 0. Su discriminante
Dy es 2 y, por tanto, es no degenerada. Por otro lado, el discriminante d3 de la parte
principal es —2. Para seguir la clasificacién, debemos calcular el indice j. Tenemos
d; = 0y dy = —3, de manera que el lema 4.27 nos dice que j = 1. Se trata, pues, de
un hiperboloide. Como D4 > 0, el hiperboloide es reglado.
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Tabla 4.2: Algoritmo de clasificacion de las cuddricas euclidianas

. . D4y <0 real
j =0 elipsoide . o
D4 >0 imaginario
a0 D dos hoj
Ds#0 j=1 Hiperholoids { 4 <0 doshojas
D4 >0 una hoja

D L
d3 =0 paraboloide 4 <0 el'lptlco |
D4 >0 hiperbélico
d3 :/__ 0 ] =0 cono imaginario
j=1 cono real

( ( d1D3 < 0 cilindro eliptico real
D3 #0 . o
dy >0 diD3 > 0 cilindro eliptico im.
Da = 0 dy #0 D3 =0 par de planos imaginarios conjugados
y =
dy < 0 D3 #0 cilindro hiperbélico

dz3=10 L D3 =0 par de planos reales

(D3 # 0 cilindro parabélico
Dy < 0 par de planos paralelos reales
D3 =0 Dy >0 par de planos paralelos im. conj.
Dy =0 plano doble

4.31 Ejemplo. Consideremos la cuddrica
422 + 9y® 4 162% + 122y + 1622+ 24yz+ 2z + 4y + 62+ 1 = 0

Calculamos D4 y hallamos que D4 = 0: es una cuddrica degenerada. Calculamos dj
y también hallamos que d3 = 0: la cuddrica no es un cono. Calculamos dy y también
resulta que dz = 0. Para seguir, debemos calcular D3, que es —6 # 0: la cuddrica es
un cilindro parabdlico.

E.4.45. Probar que la cuddrica
91:2+4y2+22—6my—8yz—4a:—6y+4z+a:0

donde a es un pardmetro real, representa un hiperboloide de un hoja si @ < 2, un cono real si
a = 2 y un hiperboloide de dos hojas si a > 2.

E.4.46. Supongamos que la cuddrica Q4 es un elipsoide real. Demostrar que su volumen es

igual a
3
3 d3
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(Suponer que el volumen de un elipsoide de semiejes a, b, ¢ es %wabc. Notemos que esta férmula
se puede deducir a partir del volumen de la esfera de radio a, %ﬂas, con un razonamiento similar
al que hemos utilizado (v. 4.2, pg. 237) para obtener el 4rea de la elipse de semiejes a, b a partir
del drea de una circunferencia de radio a.

Obtencion de las ecuaciones reductdas a partir de los invariantes

Supongamos que tenemos una cuddrica especificada por una ecuacién ¢(z,y,z) = 0
en unas ciertas coordenadas rectangulares (z,y, z). Supongamos también que hemos
determinado la especie de esta cuddrica mediante el algoritmo de la tabla 4.2 y que
hemos calculado los valores propios A, Ay, A3 de la matriz principal de ¢(z,y, 2). Con
esta informacién se puede escribir ficilmente la forma de la ecuacién reducida. Para
simplificar la escritura, pondremos z,y, z en lugar de las coordenadas z’,y’, 2’ de la
ecuacién reducida. Ademds, cambiando de signo la ecuacién inicial, si hace falta,
podemos suponer que A; > 0y que Ay > 0 si Az # 0.

Cuddricas de tipo centrado

Si la cuddrica es de tipo centrado, la forma reducida

Az? + Aoy? + A32? + % =1
3
referida a un sistema de coordenadas rectangulares conveniente, define una cuddrica
que coincide con Qy.

En efecto, en términos de la ecuacién reducida de tipo centrado, tendremos p; = pA;,

para un cierto nimero real p > 0. Por tanto, dj = p3ds y dyp = D, = p* Dy, de donde
p = pDa/ds.
Ejemplo. Para obtener la ecuacién reducida del hiperboloide reglado del ejemplo
4.30, hemos de hallar los valores propios de su matriz principal. Puesto que la ecuacién
secular de esta matriz es A3 — 3\ + 2 = 0, vemos que los valores propios son 1,1, —2.
Como D4 = 2y d3 = —2, la ecuacién reducida tiene la forma 22 + y? — 222 -~ 1 =10. Es
claro, pues, que el hiperboloide reglado en cuestién es de revolucién.

Cuddricas de tipo parabdlico

Existen dos valores propios no nulos, A\; > 0 y Ag. La cuddrica definida por la forma

reducida
— T

dy
referida a un sistema de coordenadas conveniente, coincide con Q4.

En efecto, en términos de la ecuacién reducida de tipo parabdlico, tendremos p; =
pA;, para un cierto nimero real p > 0. Por tanto, piDy = D}y = —pipe = —dy = —pids,

/\11132 + /\2y2 -2 z
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de donde p = \/—d3/Dy, con lo cual vemos que la ecuacién del enunciado se obtiene
multiplicando la reducida por \/—Dy/d; = 1/p.

E.4.47. Comprobar que la cuddrica
222 — % — 22 —8zy+2yz+8zz+2y+42=0

representa un paraboloide hiperbélico y encontrar su ecuacién reducida.

Cuddricas degeneradas

Los conos ya han sido considerados. En cuanto a las otras cuddricas degeneradas, la
obtencién de una ecuacién reducida a partir de los invariantes es andloga a la obtencién
de las ecuaciones reducidas de las cénicas que hemos visto en la seccién 4.2.

Para las cuddricas de tipo cilindrico centrado, por ejemplo, la forma reducida es

Ds

Az? 4 /\2112 + ¥
2

y para las de tipo cilindrico parabélico, la forma reducida es

=Dy
Aa? =24/ .
1T d; Y

Finalmente, la forma reducida de un par de planos paralelos es

D
2, 2
Az + 0

E.4.48. Hallar la ecuacién reducida del cilindro parabélico del ejemplo 4.31.

E.4.49. Comprobar que la cuddrica
27x? — 4y% 4+ 3622 + 12zy + 722z — 6z +4y—1=0

es un par de planos reales y hallar su ecuacién reducida.

Determinacion del centro y los ejes principales de las cuddricas cen-
tradas

Se dice que un punto P es centro de una cuddrica si esta es invariante por la simetria
op. Las cuddricas centradas tienen un tnico centro: en términos de las coordenadas
de la ecuacién reducida, es el origen de coordenadas [0].

En términos de coordenadas arbitrarias, las coordenadas ¢ = (zo, yo, 2p) del centro
de la cuddrica Q4 se determinan por la férmula

c=-wA! [4.63]
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donde A es la matriz principal de ¢ y donde, con las notaciones de [4.56], w = (p, ¢, r).
La prueba de este hecho es andloga a la que hemos expuesto para determinar las
coordenadas del centro de una cénica centrada, y se deja como ejercicio para el lector.
Igual que en el caso de las cénicas, el sistema de ecuaciones lineales (en las incégnitas
o, Yo, Z0) que corresponde a la relacién matricial

cA+w=0

se denomina sistema de ecuaciones del centro. Formalmente, estas ecuaciones son (la
mitad de) las derivadas parciales de ¢(z, y, z) respecto a z, y, z (sustituyendo, est4 claro,
z,Y,2 por o, Yo, 20, respectivamente). Observemos también que para una cuddrica
cualquiera las soluciones de esta ecuacién son, como en el caso de las cénicas, las
coordenadas de sus centros, es decir, de los puntos cuya simetrfa central dejan invariante
la cuddrica (v. nota 4.1). Asf pues, el conjunto de centros puede ser vacio, como en el
caso de los paraboloides; puede reducirse a un punto, como en el caso de las cuddricas
centradas; puede ser una recta, como en el caso de los cilindros de base una cénica
centrada; y puede ser un plano, como en el caso que la cuddrica sea un par de planos
paralelos.

Ejemplo. Las ecuaciones del centro del hiperboloide reglado estudiado en el ejemplo
4.30 son

y—2—2=0
z+2z=0
—z+y=0

de donde resulta que el centro es el punto (1,1, —1).

Las rectas por el centro de una cuddrica se denominan didmetros. Un didmetro es
un eje principal si su vector director es una direccidn principal, es decir, un valor propio
del endomorfismo ¢4 que, en la referencia a la que hemos referido la cuddrica, tiene
matriz A. Debido a la manera de cambiar la matriz principal al cambiar de referencia,
es inmediato comprobar que ¢4 no depende de la referencia. El problema de encontrar
los ejes principales, pues, se reduce a resolver un problema de valores y vectores propios.

Si los tres valores propios de A son distintos dos a dos, hay exactamente tres ejes
principales, y estos son los ejes de la referencia reducida. Si los tres valores propios
coinciden, todos los vectores son direcciones principales y cualquier referencia rectan-
gular con origen en el centro es reducida. En el caso intermedio en que exactamente
dos valores propios coinciden, la cuddrica es de revolucién, con eje de revolucién el eje
principal que corresponde al vector propio distinto. Los otros dos ejes de la referencia
reducida no estdn univocamente determinados, ya que cualquier eje perpendicular al
eje de revolucién es principal.

E.4.50. Probar que una cuddrica es una esfera real si y solo si d2 —4dy =0y D4 < 0.
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4.5 Aspectos proyectivos de las cuddricas

A toda cuddrica del espacio euclidiano le asociamos una «cuddrica proyectiva», de
manera similar a como asignidbamos una cénica proyectiva a una cénica del plano
euclidiano. Asf, ademds de poder considerar los puntos del infinito de una cuddrica,
la cuddrica proyectiva nos permite dar un tratamiento adecuado, mediante la nocién
de conjugacién de puntos, a la cuestién de determinar las rectas y planos tangentes
a una cuddrica dada. La nocién de conjugacién de puntos permite también explicar
otras propiedades de las cuddricas, como las propiedades proyectivas del centro y de
los didmetros.

Cuddrica proyectiva y puntos del infinito

Si A es la matriz de [4.56] y € = (X,Y, Z, W) son las coordenadas proyectivas corres-
pondientes a las coordenadas z = (z, y, 2), diremos que la ecuacién

EAET =0 [4.64]

define la cuddrica proyectiva §¢ asociada a la cuddrica Q4. La ecuacién [4.64] deter-
mina la cuddrica Qg, ya que si hacemos la substitucién & — & = (z,y, z,1) tenemos
zAzT = ¢(z). Observemos que si definimos

B(€) = aX? 4 bY? 4+ cZ2 + 2f XY + 29X Z +2hY Z + 2pX W + 2gY W + 2r ZW + dW?

(diremos que este polinomio cuadrdtico homogéneo es el resultado de homogeneizar
¢(z,y,2)), entonces

$(£) = €ALT
Los puntos del infinito de la cuddrica @as son los puntos [X,Y, Z, 0] tales que
(X,Y,Z,00A(X,Y, 2,007 =0

es decir, (X,Y,Z)A(X,Y, Z)T = 0. Diremos que esta ecuacién determina la cdnica del
infinito de la cuddrica Qg (o de Q).

Veamos algunos ejemplos. La cénica del infinito de una cuddrica centrada, sea
p1z? 4 poy? + paz? 4+ p = 0, tiene ecuacién py X2 4 Y ? + p3Z? = 0. Esta cénica no
tiene puntos reales si la cuddrica es un elipsoide o un cono imaginario, y tiene puntos
reales si la cuddrica es un hiperboloide o un cono real.

En el caso de un paraboloide u1z? 4 pay? — 22 = 0, la cénica del infinito tiene
ecuacién u1 X? + pY? = 0, es decir, un par de rectas imaginarias si el paraboloide es
eliptico, y un par de rectas reales si es hiperbdlico.
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Conjugacion de puntos

Se dice que dos puntos [£] y [n] son conjugados conjugados respecto a Qg si y solo si
EAnT =0

Por ejemplo, un punto es conjugado de si mismo (diremos autoconjugado) si y solo si
es un punto de la cuddrica proyectiva.

Puesto que A es una matriz simétrica, tenemos que dos puntos Py @ son conjugados
si y solo si ) y P son conjugados. Diremos que la relacion de conjugacion es simétrica.

Puntos dobles

Un punto se llama doble si es conjugado de cualquier otro punto. Los puntos dobles
son, en particular, autoconjugados y, por lo tanto, pertenecen a la cuddrica proyectiva.
Los puntos de la cuddrica que no son dobles se llaman simples.

Es inmediato verificar que un punto [£] es doble si y solo si

EA=0.

Por tanto, los puntos dobles forman una variedad lineal de dimensién 3 — r, donde 7 es
el rango de la matriz A. Vemos asi que la variedad lineal de puntos dobles es vacfa si
y solo si la cuddrica es no degenerada.

Plano polar

Sea Q = [n] un punto y supongamos que no es un punto doble de la cuéddrica proyectiva.
Entonces, los puntos P = [£] que son conjugados con @ son los que cumplen la relacién

nA€ = 0.

Como nA # 0, ya que si no @ serfa un punto doble, vemos que el conjunto de puntos P,
que son conjugados con un punto dado @, forman el plano que tiene coordenadas nA.
A este plano lo denominaremos plano polar de () respecto a la cuddrica proyectiva. Si
@ es un punto doble, el plano polar no estd definido.

Reparemos en que de la simetria de la relacién de conjugacién se infiere que si ()4
y (), son puntos que no son puntos dobles de la cuddrica, entonces el plano polar de
@, pasa por @, si y solo si el plano polar de (), pasa por @;.

E.4.51. Mostrar que el plano polar del centro de una cuddrica centrada no degenerada es el
plano del infinito.

Para una cuddrica no degenerada, la aplicacién de P3 a 1\1,"3 que transforma un punto
en su plano polar es una proyectividad. Dado un plano, se define su polo (respecto a
la cuddrica) como el dnico punto cuyo plano polar es dicho plano. Por ejemplo, segin
el ejercicio anterior, el polo del plano del infinito, respecto a una cuddrica centrada, es
el centro de esta cuddrica.
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E.4.52. Probar que los planos polares de los puntos de un plano I1, respecto a una cuddrica
no degenerada, forman el haz de planos cuyo foco es el polo de II.

E.4.53. Dada una cuddrica no degenerada y una recta L, comprobar que el conjunto de los
planos polares de los puntos de L forman una recta dual. El eje de esta recta dual se denomina
polar de L. Mostrar que esta recta polar es la interseccién de los planos polares de dos puntos
distintos cualesquiera de L.

Tangencia

Diremos que una recta L es tangente a la cuddrica proyectiva en un punto P, si L pasa
por Py la interseccién de L con la cuddrica se reduce al punto P o estd totalmente
contenida en la cuddrica. En otras palabras, una recta contenida en la cuddrica se
considera que es tangente a la cuddrica en todos sus puntos, mientras que para una
recta no contenida en la cuddrica la condicién de tangencia es que corte la cuddrica en
un solo punto y, en este caso, este punto es el punto donde la recta y la cuddrica son
tangentes, al cual también llamaremos punto de contacto entre la recta y la cuddrica.

Plano tangente en un punto simple

El resultado que sigue caracteriza las rectas que son tangentes a la cuddrica proyectiva
en un punto dado. Como veremos, esto nos permitird dar una definicién natural del
plano tangente a la cuddrica en el punto.

4.32 Teorema. Sea Q) un punto simple de la cuddrica y P un punto distinto de Q.
Entonces, la recta PQ es tangente a la cuddrica si y solo si P y () son conjugados, es
decir, s1 y solo si P es del plano polar de Q.

Demostracién: Sea @ = [n] y P = [£]. Los puntos de la recta PQ distintos de P
tienen la forma [n + t€], t € R. Por tanto, los puntos de interseccién de PQ con la
cuddrica, distintos de P, se corresponden con las soluciones ¢ de la ecuacién

(n+t&)A(m +t£)" =0
Como nAnT = 0, por ser Q un punto de la cuddrica, la ecuacién anterior equivale a
t(2nAET + tEALT) =0

La solucién ¢ = 0 corresponde al punto (). Ahora hemos de distinguir dos posibilidades:
que P sea de la cuddrica proyectiva o que no lo sea.

Si P es de la cuddrica proyectiva, es decir, si £A¢7 = 0, entonces la recta contiene
dos puntos distintos de la cuddrica y, por tanto, solo puede ser tangente si est4 contenida,
en la cuddrica. Pero esto sélo puede ocurrir si nA¢T = 0 (en caso contrario, P y @
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serfan los dos dnicos puntos de interseccién de P() con la cuddrica, y P@Q no seria
tangente), es decir, si P es conjugado de Q).

Si P no es de la cuddrica proyectiva, entonces vemos que PQ corta la cuddrica en
el punto () y el punto correspondiente a t = —QnZET/£Z§T. Para que la recta PQ) sea
tangente, este dltimo punto debe coincidir con (), es decir, debe ser nAtT =0, que es
de nuevo la condicién que P sea conjugado de Q). O

Si @ es un punto simple de la cuddrica proyectiva O, definimos el plano tangente a Q
como el plano polar de ). El teorema anterior nos dice que toda recta por () contenida
en el plano tangente es tangente a la cuddrica en el punto ) (y solo en el punto @ si
la recta no estd contenida en la cuddrica) y que toda recta por () no contenida en el
plano tangente corta la cuddrica exactamente en el punto @ y otro punto Q' # Q.

E.4.54. Mostrar que si @ es un punto doble de una cuddrica, toda recta por () es tangente a
la cuddrica en el punto Q. Esto muestra que el teorema anterior es vélido para todo punto @
(simple o doble) de la cuddrica proyectiva.

Cono de tangentes desde un punto

Sea P un punto que no pertenece a la cuddrica proyectiva. Nos planteamos encontrar
todas las rectas por P que son tangentes a la cuddrica. Como P no pertenece a la
cuddrica, estas rectas son las que pasan por P y que cortan la cuddrica en un tnico
punto.

4.33 Corolario. Si @ es un punto de la cuddrica proyectiva, entonces la recta PQ) es
tangente a la cuddrica (necesariamente en el punto Q) si y solo si Q) es un punto de la
interseccion del plano polar de P con la cuddrica Q.

Demostracién: Si PQ = QP es tangente, entonces P es conjugado de (). Por la
simetria de la relacién de conjugacién, @ es conjugado de P. Es decir, ) pertenece al
plano polar de P. Reciprocamente, si () pertenece al plano polar de P, entonces P es
conjugado de @ y la recta PQ es tangente a la cuddrica en el punto Q. O

Se definie el cono tangente a una cuddrica proyectiva O desde un punto P que no
le pertenece como el lugar geométrico formado por Py por los puntos X # P tales que
PX es una recta tangente a Q.

4.34 Proposicién. Si P = [n], un punto X = [£] es del cono tangente a Q desde P
si y solo st

(nAET)? — (nAnT)(EAET) =0

Demostracién: Es idéntica a la del cono de tangentes a una cénica desde un punto
que no le pertenece (proposicién 4.21) y la dejamos como ejercicio para el lector. O
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Si el punto P = [p] es propio, la ecuacién del cono de tangentes es la ecuacién pro-
yectiva de un cono con vértice el punto P. La ecuacién en las coordenadas rectangulares
z = (z,y, 2) es

et BT T W, e
(pAz") - (pApT)(zAz") = 0

E.4.55. Mostrar que el cono de las tangentes a una cuddrica centrada no degenerada desde su
centro coincide con el cono asintético.

E.4.56. El perfil de una cuddrica desde una punto P se define como el lugar geométrico de los
puntos de contacto de las rectas por P que son tangentes a la cuddrica. Mostrar que los puntos
de este perfil coinciden con los de la interseccién del plano polar de P con la cuddrica.

La propiedad del ejercicio anterior es la que hemos utilizado para obtener los perfiles
de los gréficos de cuddricas de este capitulo, donde el punto P es, en cada caso, el punto
que hemos escogido para «mirar», desde él, la cuddrica.

4.6 Problemas

P.4.1. Sean r y s el rango de la matriz y de la matriz principal de una cénica. Probar
que los posibles valores de (r,s), y las cénicas correspondientes, son:

(3,2) Conica centrada no degenerada
(3,1) Parédbola

(2,2) Par de rectas no paralelas

(2,1) Par de rectas paralelas distintas
(1,1) Recta doble

P.4.2 (Teorema 2/3 de Arquimedes). Sean AB dos puntos distintos de una pardbola.
Probar que existe una tnica tangente paralela a AB. Formemos ahora el paralelogramo
ABCD tal que CD es la tangente paralela a AB y de manera que AD y BC son
paralelas al eje de la pardbola. Probar que el drea del segmento de pardbola determinado
por la cuerda AB es 2/3 del érea de ABCD.

P.4.3 (Teorema de Chasles). Sea C una cénica no degenerada y A y B dos puntos
distintos de C. Consideremos los haces de rectas A* y B* por A y B, respectivamente.
Sea m: A* — B* la aplicacién definida de manera que si P € C, entonces 7(AP) = BP,
entendiendo que AA y BB son las rectas tangentes a C en el punto A y en el punto B,
respectivamente. Probar que 7 es una proyectividad. Obsérvese que 7(AA) = BA y
m(AB) = BB. En particular, 7 no es una perspectividad (es decir, la recta AB no es
fija por 7).
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P.4.4 (Teorema de Steiner). Sean A y B dos puntos distintos del plano. Sea 7: A* —
B* una proyectividad y supongamos que 7 no es una perspectividad. Probar que el
lugar geométrico del punto de interseccién £ N 7(€), donde £ € A*, es una cénica no
degenerada que pasa por A y B, y tal que sus tangentes en los puntos A y B son
m~1(BA) y m(AB), respectivamente.

En el problema anterior, si 7 fuese una perspectividad entre A* y B*, entonces el
lugar geométrico de los puntos de interseccion £N 7 (£) estd formado por la recta v que
forma el vértice de la perspectividad y por la recta AB. Interpretaremos, pues, que el
lugar geométrico es la cénica degenerada formada por el par de rectas AB y v.

P.4.5 (Teorema de Pascal). Los tres pares de lados opuestos de un hexdgono inscrito
en una cénica no degenerada se cortan en tres puntos alineados.

P.4.6 (Teorema de Brianchon). Los tres pares de vértices opuestos de un hexdgono
circunscrito a una cénica no degenerada determinan tres rectas concurrentes.

P.4.7. Demostrar que los puntos medios de todas las cuerdas de una cénica no dege-
nerada que son paralelas a una recta dada, L, estdn sobre una recta L' (L' es la recta
polar del punto del infinito de L, de manera que L’ es un didmetro).

P.4.8. Supongamos que C es una cénica no degenerada. Las rectas por el centro
se denominan didmetros de C y se dice que dos didmetros son conjugados si y solo
si sus puntos del infinito son conjugados. Probar que si la ecuacién de la cénica es
az? 4 2bzy + cy? + 2dz + 2ey + f = 0, entonces el didmetro conjugado del didmetro de
pendiente m tiene ecuacién

az +by+d+mbz+cy+e)=0

Especializar esta férmula para el caso de una elipse, una hipérbola y una pardbola en
forma candnica.

P.4.9. Sea Q un cuddrica y m# un plano tal que su recta del infinito no estd contenida
en Q. Probar que la interseccién de 7 con Q es una cénica del plano .

P.4.10. Sea Q una cuddrica no degenerada y P un punto no perteneciente a Q. Sea 7
el plano polar de P respecto a Q. Dado un punto () de la cuddrica Q, tal que @ ¢ ,
probar que la recta PQ corta a Q en el punto ) y en otro punto distinto Q' € Q.
Demostrar también que el cuarto arménico de P respecto al par {Q),Q'} es el punto de
interseccién de P() con 7.

P.4.11. Sean r y s el rango de la matriz y de la matriz principal de una cuddrica.
Probar que los posibles valores de (r,s), y las cuddricas correspondientes, son:
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(4,3) Cuddrica no degenerada centrada
(4,2) Paraboloide

(3,3) Cono

(3,2) Cilindro eliptico o hiperbélico
(3,1) Cilindro parabdlico

(2,2) Par de planos no paralelos

(2,1) Par de planos paralelos distintos
(1,1) Plano doble

P.4.12. Demostrar que el plano z = az + by + rva? + b2+ 1, donde a,b € R, es

tangente a la esfera 22 + y% + 22 = r2,

P.4.13. Hallar la ecuacién del plano tangente, en términos de la ecuacién reducida, en
un punto de: a) Una cuddrica centrada no degenerada; b) Un paraboloide.
y

P.4.14. Hallar los planos de la forma z = kz, k € R, que cortan el elipsoide i—z + b—z +

2 . .
=1 (a > b > ¢) en circunferencias.

P.4.15. Probar que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas que
se cruzan es un paraboloide hiperbdlico.

P.4.16. Sea Q una cuddrica reglada y L una recta contenida en Q. Probar que las
rectas perpendiculares a Q en los puntos de L generan un paraboloide hiperbélico.

P.4.17. Probar que un paraboloide es tangente al plano del infinito. Por analogfa con
el tratamiento de las pardbolas, diremos que el centro de un paraboloide es el punto
del infinito cuyo plano polar es el plano del infinito. Probar que este centro es el punto
del infinito del eje del paraboloide (el eje del paraboloide es, en coordenadas reducidas,
la recta O'Z’, es decir, el eje principal correspondiente al valor propio 0). Demostrar,
finalmente, que el vértice del paraboloide (que en coordenadas reducidas es el origen)
es el inico punto propio del paraboloide que es conjugado de los puntos del infinito de
los otros dos ejes principales.

P.4.18. Comprobar que la ecuacién z% + (ycosa + zsena)? + 2z = 1, siendo o # o
define un paraboloide y hallar su vértice.

P.4.19. Probar que por un punto P distinto del centro de una cuddrica centrada no
degenerada pasa un tnico plano que corta la cuddrica en una cénica centrada tal que
su centro es P.
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x-afin, 92
x-lineal, 92

afinidad, 82
extension proyectiva, 202
afinidades de una recta afin, 88
altura de un paralelepipedo, 126
altura de un paralelogramo, 126
analisis, proceso de, 27, 41
angulo
agudo, 110
entre dos vectores, 108
exterior (a una circunferencia), 10
inscrito (en una circunferencia), 10
interior (a una circunferencia), 10
orientado, 128
angulos
aditividad, 109
complementarios, 110
de un tridngulo, 110
suplementarios, 108
antiautomorfismo, 138
aplicacién
aditiva, 92
afin, 81
conserva puntos medios, 90
conserva razones simples, 90
antilineal, 92
bilineal (no degenerada), 159
estructural de un espacio afin, 58
lineal asociada, 81
semiafin, 92
semilineal, 92
Apolonio de Pérgamo, 246, 259
arco, 27
arco capaz, 11
jrea de un paralelogramo, 126
aristas de un simplice, 184
Arquimedes, teorema 2/3, 298

asintotas (de una hipérbola), 241
automorfismo, 92

axioma de homogeneidad, 58
axiomatizacién, 93

baricentro, 17
base
adaptada a una referencia proyectiva, 186
de un paralelogramo, 126
de un parelelepipedo, 126
o-orientada, 121
ortonormal, 106, 113
bases
con igual orientacién, 121
con orientacién opuesta o contraria, 121
bilineal (simétrica), 101
bisector, 110
bisectriz, 8
Brianchon, teorema de, 299

caras complementarias u opuestas (de un sim-
plice), 184
caras de un simplice, 184
Cartan, teorema de Diuedonné-Cartan, 159
cateto, 110
centro
del cuerpo de los cuaternios, 137
de una cénica centrada, 256
de una cénica, interpretacién proyectiva,
269
de una cuddrica, 292
de una cuddrica centrada, 271
de una homologfa, 197
de una homologia especial, 198
de una homotecia, 15
de una inversidén, 24
centro radical, 20
Ceva, teorema de, 4
ceviana, 4
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Chasles, 247
Chasles, teorema de, 298
cierre proyectivo, 180
de una variedad lineal, 181
cilindro, 280
eliptico, 280
hiperbdlico, 280
parabdlico, 280
circulo de Euler, 30
circulo de los nueve puntos, 31, 55
circuncentro, 6

circunferencia
circunscrita, 2, 6
radio de, 23

directriz de una elipse, 237
directriz de una hipérbola, 241
exinscrita, 22
focal de una elipse, 239
focal de una hipérbola, 242
inscrita, 9
clasificacién euclidiana
de las cdénicas, 262
de las cuddricas, 289
clausura proyectiva, 168
colineacién, 92
complecién del cuadrado, 254
complecién proyectiva, 180
configuracién, 184
subordinada, 184
tipo, 185
vértices, 184
configuraciones proyectivamente equivalentes, 205
cénica, 255
analitica, 248, 255
centrada, 256
centro, 256
ecuaciones del centro, 256
del infinito (de una cuddrica), 294
determinada por la matriz A, 250
directriz del foco, 257
ecuacién focal, 260
ecuacién polar, 260
lado, 259
matriz, 250
matriz del infinito, 251
matriz principal, 250
matriz proyectiva, 251
proyectiva (asociada a una cénica analiti-
ca), 249
puntos del infinito, 249
restriccién al infinito, 249

cénicas

como secciones de un cono, 234
definicién alternativa, 257
degeneradas, 262

ecuaciones candnicas, 255

ejes principales, 266

invariantes euclidianos, 261
invariantes euclidianos relativos, 262
no degeneradas, 262

nota histérica, 246

primera reduccién, 253
segunda reduccién, 254
semiinvariantes, 262

usos, 246

conjugacion

de dos pares de puntos alineados, 213
simetria (de la relacién de), 295

conjugados

puntos respecto a una cénica, 269
puntos respecto a una cuadrica, 295

asintdtico, 279
circular recto, 234 .
generatriz, 234
hojas, 234
imaginario, 278
real, 277

tangente (a una cénica desde un punto),

269

tangente (a una cuddrica desde un punto),

297
vértice, 278

coordenada absoluta, 189
coordenadas

afines, 72
afines, cambio de, 73
baricéntricas, 193
polares, 260

eje, 260

origen, 260
proyectivas, 187
trimétricas, 194

coordenadas proyectivas, sistema de, 185
Coulomb, 247
criterio

AA, 13

ALA, 2

de positividad, 129
LAA, 12

LAL, 2, 13

LLL, 2, 13
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cuadréngulo, 184
lados, 184
cuadrdtico (polinomio), 248, 280
cuddrica
centro, 271
de revolucién, 271
definicién, 280
definicién de, 281
ejes principales, 271

proyectiva (asociada a una cuddrica), 294

reducida, 283

semiejes principales, 271
cuddricas

de tipo centrado, 291

de tipo parabdlico, 291

degeneradas, 288, 292

ecuaciones candnicas, 285

ecuaciones reducidas, 291

invariantes euclidianos, 287

invariantes euclidianos relativos, 287

no degeneradas, 288
semiinvariantes euclidianos, 287
cuadrivértice, 185
cuarto armdonico, construccién, 214
cuaterna
armonica, 212
arménica de hiperplanos, 213
de puntos, 184
equianarmonica, 215
cuaternio
conjugado, 138
mdédulo, 137
parte real, 137
parte vectorial, 137
puro, 137
cuaternios, 136, 161
cuaternios, cuerpo de los, 137

Chasles, 247
Chasles, teorema de, 298

definido positivo, 101
Desargues, 166, 168, 170

Desargues, teorema de, 170, 172, 176, 217

Descartes, 58, 247

Descartes, construccién del segmento dureo, 29

desigualdad
de Schwarz, 102
triangular de la distancia, 104
triangular de la norma, 103
desplazamiento, 2, 13, 140
directo, 13

directo o propio, 145

inverso, 13

inverso o impropio, 145
desplazamientos

de un plano euclidiano, 147

del espacio, 151
didmetros

conjugados (de una cénica), 299

de una cénica, 299

de una cuddrica, 293
Dieudonné-Cartan, teorema de, 159
diferencia de puntos, 62
dimensién, 174

de un espacio affn, 58

de una configuracién, 184
direccién de una variedad lineal, 66
direcciones principales

de una cénica, 266

de una cuddrica, 293
directa, semejanza, 15
directriz del foco de una cénica, 257
discriminante

de la parte principal de una cénica, 261
de la parte principal de una cuédrica, 287

de una cénica, 261
de una cuddrica, 287
distancia, 99
de un punto a un hiperplano, 118

de un punto a un subconjunto, 117

de un punto a una variedad lineal, 118

en un conjunto, 105

entre dos puntos, 102

entre dos rectas, 119

entre dos subconjuntos, 117

entre dos variedades lineales, 118
dual

de un enunciado, 222

de un espacio proyectivo, 220

de un espacio vectorial, 219

ecuacion
continua de la recta, 78

de los puntos del infinito de una cénica,

249
de los puntos fijos, 87
focal de una cénica, 260
paramétrica vectorial, 67
polar de una cénica, 260
secular, 253
ecuaciones
candnicas de las cénicas, 255
canénicas de las cuddricas, 285
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cartesianas, 76, 78

de la recta (en forma continua), 78
del centro de una cénica centrada, 256
del centro de una cuddrica, 293
paramétricas afines, 76

paramétricas de una variedad lineal, 191

Einstein, 58, 61, 62
eje
de las coordenadas polares, 260
de revolucién de una cuddrica, 271
de un cono circular recto, 234
de un haz de planos, 220
de una homologia, 197
de una simetria, 13
principal de una cuddrica, 266, 293
radical, 20
ejes
de una homologfa biaxial, 227
principales de las cénicas, 266
principales de las cuddricas, 271
elipse, 234, 259
drea, 264
centro, 236
circunferencia directriz, 237
circunferencia focal, 239

de garganta (de un hiperboloide reglado),

273
ecuacién candnica, 236
excentricidad, 236
focos, 235
imaginaria, 247, 255
propiedad focal, 238
punto exterior, 239
punto interior, 239
recta tangente en un punto, 238
semieje principal, 236
semieje secundario, 236
vértices principales, 236
vértices secundarios, 236
elipsoide, 271
imaginario, 271
real, 271
eliptica, homologia, 198
equipolencia, 60
equivalentes, polinomios cuadraticos, 281
Erdés—Mordell, teorema de, 33
esfera, 272
esfera imaginaria, 272
espacio
afin, 58
asociado, 61

como complementario de un hiperplano,

204

complejo, 59

numérico, 61

ordinario, 59

real, 59
dual de un espacio vectorial, 219
euclidiano, 101
proyectivo, 173
proyectivo dual, 220

vectorial asociado (a un espacio afin), 58

espacio-tiempo, 62

estrella (de una variedad lineal), 220
Euclides, v, 246

Euler, 30, 32, 55, 247

Euler, circulo de, 30, 55

Euler, recta de, 32

excentricidad, 257

excentro, 9

extensién proyectiva de una afinidad, 202
extremo de un segmento, 60
extremos de un segmento, 104

Fagnano, problema de, 32
Fermat, punto de, 32
foco de un hiperplano dual, 222
foco de una cénica (polar de), 267
foco de una pardbola, 242
focos de una elipse, 235
focos de una hipérbola, 240
forma diagonal, 282
formas lineales, 219
formas reducidas, 252
férmula
de Herdn, 23
de las dimensiones, 70, 178
del producto mixto, 130

Galileo, 247
generatrices
de un cilindro, 280
de un cono, 234, 278
de un hiperboloide reglado, 274
de una cuddrica, 273
geometria analitica, 94
geometria sintética, 93
giro, 149
Gram-Schmidt, método de, 114
grupo
afin, 86
de una recta afin, 88
cambios de coordenadas afines, 73
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ortogonal, 107, 144
ortogonal especial, 107
proyectivo, 194

Hamilton, 136
Hamilton, relaciones de, 136
haz de hiperplanos, 211, 221
Her6n, férmula de, 23
hipérbola, 240, 259
dngulo formado por las asintotas, 265
asintotas, 241
centro, 240
circunferencia directriz, 241
circunferencia focal, 242
ecuacién candnica, 240
equildtera, 241
excentricidad, 240
focos, 240
propiedad focal, 242
puntos exteriores, 242
puntos interiores, 242
rama de un foco, 241
recta asintética, 241
semieje principal, 240
semieje secundario, 240
vértices, 240
zona central, 242
zona focal, 242
hiperbélica, homologia, 198
hiperboloide, 271
no reglado, 271
reglado, 271, 273
hiperplano, 66, 179
bisector de dos hiperplanos, 118
bisector de dos puntos, 116
bisector de dos vectores, 110 )
del infinito (o de puntos impropios), 180
polar armdnico de un punto, 225
hiperplanos, haz de, 211
hipotenusa, 110
hojas de un cono, 234
homogeneizar (un polinomio cuadratico), 294
homografia, 194
expresién en coordenadas, 203
homologia, 197
armonica, 213
biaxial, 227
biaxial arménica, 227
centro, 197
centro de una homologia especial, 198
eje, 197
eliptica, 198

especial, 197

general, 197

hiperbdlica, 198

médulo, 197

parabdlica, 198
homotecia, 15, 83, 148, 153

centro, 15

extensién proyectiva, 203

mdédulo, 15

identidad de Jacobi, 160
incentro, 8
incidente
de un subespacio vectorial, 219
de un subespacio vectorial de formas, 219
incidentes
dos variedades lineales, 174
un vector y una forma lineal, 219
fndice (principal) de una cuddrica, 287, 288
invariante proyectivo (de configuraciones de pun-
tos), 206
invariante, variedad lineal, 151
invariantes euclidianos
de las cénicas, 261
de las cuddricas, 287
relativos de las cénicas, 262
inversa, semejanza, 15
inversién
centro, 24
conservacién de los dngulos, 27
de una circunferencia, 25
de una recta, 25
potencia, 24
inversién, cardcter involutivo, 24
inversiones, 24, 230
inverso, de un punto respecto a una circunfe-
rencia, 24
involucién, 143, 196
involutiva, 213
isometria, 115, 143

Jacobi, identidad de, 160

Kepler, 247
Klein, vi
lado

de un tridngulo, opuesto a un vértice, 176
de una cénica, 259
lados
de un cuadringulo, 184
opuestos, 184
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de un tridngulo, 110, 176, 184
latitud, 158
latus rectum (de una cénica), 259
Lemoine, punto de, 229
ley de adicién, 58
longitud, 99, 102, 158

de un segmento, 126

matriz
de una cénica, 250
de una cuddrica, 281
de una métrica, 105
de una proyectividad, 195
de una referencia proyectiva respecto a otra,
188
del infinito de una cénica, 251
del infinito de una cuddrica, 281
ortogonal, 107
principal de una cénica, 250
principal de una cuadrica, 281
proyectiva, 281
proyectiva de una cénica, 251
matriz de una aplicacién lineal, 82
medianas, 5
mediatriz, 6
Menecmo, 246
método de Gram—Schmidt, 114
métrica, 101
maédulo
de una homologia, 197
de una homologfa biaxial, 227
de una homotecia, 15
Monge, 247
Mordell, teorema de Erdés-Mordell, 33
Morley, teorema de, 30
movimiento helicoidal, 153
movimiento rigido, 140
multilineal alternada, aplicacién, 122
multilineal, aplicacién, 122

Nagel, punto de, 228

Newton, 58, 61, 247

norma, 99, 102

norma (de un espacio vectorial), 105
ndimeros complejos, 16

orientacién, 121
orientaciones de un espacio, 121
origen
de las coordenadas polares, 260
de un segmento, 60
de una referencia, 71

ortocentro, 6
ortogonales, subconjuntos, 111
ortonormal, base, 106

Pappus, teorema de, 177
par de planos, 280
par de rectas, 246
par de rectas imaginarias conjugadas, 246
par de rectas paralelas, 246
pardbola, 242, 259
directriz, 243
ecuacién candnica, 243
eje, 243, 270
foco, 242
pardmetro focal, 243
propiedad focal, 244
punto exterior, 245
punto interior, 245
recta tangente en un punto, 244
vértice, 270
vértice, 243
parabdlica, homologia, 198
paraboloide
eliptico, 274
hiperbdlico, 274
paralelepipedo, 126
paralelogramo, 126
parametro focal, 257
de una pardbola, 243
parte principal
de un polinomio cuadrético, 248, 280
Pascal, 247
Pascal, teorema de, 299
pedal, tridngulo, 29
perfil
de una cuddrica desde un punto, 298
perspectiva, tridngulos en, 176
perspectividad, 198
centro de una, 198
Pit4goras, teorema de, 4, 19, 104, 110

plano
afin, 59
polar (de un punto respecto a una cuddri-

ca), 295
polar arménico, 225
proyectivo, 173
tangente (a una cuadrica en un punto),
297
planos, 66, 174
polar
de una recta del espacio, 296
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plano (de un punto respecto a una cuddri-

ca), 295, 299
recta (de un punto respecto a una cénica),
267

polinomio cuadrdtico, 248
polinomio cuadrédtico reducido, 283
polo
de un plano, 295
de una recta, 268
Poncelet, 247
Poncelet, proyectividad de, 199
Poncelet, teorema de, 199
potencia de un punto respecto a una circunfe-
rencia, 19
potencia de una inversién, 24
principio de dualidad, 222
problema de Fagnano, 32
producto escalar, 101
definido positivo, 101
Programa de Erlangen, vi
proyeccion
de un punto, 198
de un punto sobre un plano, 166
estereogréfica, 229
ortogonal, 100
ortogonal (de un punto sobre una varie-
dad), 114
ortogonal (lineal), 112
proyectante
de un punto desde otro, 166
de un punto desde una variedad, 198
proyectividad, 194
de Poncelet, 199
de von Staudt, 229
proyectividades
teorema fundamental, 196
Ptolomeo, teorema de, 32
Puig-Adam, vi
punto
autoconjugado (respecto a una cénica), 269
autoconjugado (respecto a una cuddrica),
295
conjugado complejo, 248, 281
de contacto, 238
de una recta tangente a una cuddrica,
296
de una recta tangente con una cénica,
268
de Fermat (de un tridngulo), 32
de Lemoine (de un tridngulo), 229
de Nagel (de un tridngulo), 228

de una cénica, 248
de una cuddrica, 281
del infinito de una recta, 168
doble de una cuddrica, 295
doble de una inversién, 25
exterior a una variedad lineal, 174
exterior de una elipse, 239
exterior de una hipérbola, 242
exterior de una parabola, 245
imaginario de una cénica, 248
imaginario de una cuddrica, 281
impropio de una recta, 168
independiente de una variedad lineal, 174
interior de una elipse, 239
interior de una hipérbola, 242
interior de una pardbola, 245
medio, 89
real de una cénica, 248
real de una cuddrica, 281
simple de una cuddrica, 295
unidad (de una referencia proyectiva), 185
punto medio, 75
puntos, 66

alineados, 175
concilicos, 20
conjugados respecto a una cénica, 269
conjugados respecto a una cuddrica, 295
de un espacio afin, 58
del infinito de una cénica, 249
dependientes, 183
diferencia de, 62
fijos, 87

de una homografia, 196

ecuacién, 87

ecuacién en una referencia, 88
impropios, 168
independientes, 67, 183
no alineados, 67

R-coordenadas, 72, 187
r-sfmplice, 126, 184
(r + 1)-vértice s-dimensional, 185
razon
durea, 16
de una homotecia, 15, 83
de una semejanza, 140
doble, 207
de cuatro hiperplanos de un haz, 211
indeterminada, 208
invariancia proyectiva, 210
propiedad multiplicativa, 210
simple, 74
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recta
afin, 59
afin del tiempo, 61
asintética, 241
de Euler, 32
doble, 246
polar armdnica, 225
proyectiva, 173
tangente (a una cénica), 268
tangente (a una cuddrica), 296
rectdngulo dureo, 16
rectas, 66, 174
coplanarias, 179
que se cruzan, 179
referencia, 71
afin, 71
baricéntrica, 193
dual, 223
proyectiva, 18°
asociada ase, 186
asociada a . referencia afin, 187
base adaptada, 186
punto unidad, 185
simplice, 185
vértices, 185
rectangular, 116
relaciones de Hamilton, 136
representacién proyectiva de un plano, 169
representaciéon proyectiva de una recta, 168
representante (de un punto proyectivo), 173
rotacién, 149
Rutherford, 247

Schmidt, método de Gram-Schmidt, 114
Schwarz, desigualdad de, 102
segmento, 104
dureo, 16
construccién de Descartes, 29
orientado, 60
segmentos equipolentes, 60
semejanza, 139
directa (o propia), 15, 145
inversa (o impropia), 15, 145
lineal, 143
razon, 140
semejanzas
construccién, 145
de un plano euclidiano, 147
de una recta euclidiana, 145
del espacio, 151
semiafinidad, 92
semidistancia focal, 235

semiejes principales
de una cénica, 236, 240, 255, 258, 259
de una cuddrica, 271
semiespacio abierto, 80
semiespacio cerrado, 80
semiinvariantes euclidianos
de las cénicas, 262
de las cuddricas, 287
semilado de una cénica, 259
semiperimetro, 21
semiplano, 80
semiproyectividad, 229
semirrecta, 80
separacién armonica, 213
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289
simetria, 13
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parabdlico, 252
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criterios de igualdad (o congruencia), 2
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190
dimensién, 174
ecuaciones cartesianas, 76
estrella, 220
incidente con, 174
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vector de posicién, 62
vector libre, 60
vector unitario, 102
vectores
ortogonales, 110
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