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Presentacio

Aquest curs és una continuaci6 natural del curs de Mecanica Racional, en que s’enun-
cien les lleis basiques de la mecanica newtoniana i s’analitzen sistemes mecanics de
complexitat creixent, des del punt material o particula fins al solid rigid, passant per la
mecanica dels sistemes de particules. De fet, la mecanica del solid rigid resulta d’intro-
duir una condicié cinematica a les particules d’un sistema, que les obliga a mantenir
fixes les distancies entre elles.

La mecanica del solid rigid es desenvolupa després i dona lloc a la mecanica de sistemes
de solids rigids, que s’aplica a ’analisi d’'un ventall extens de maquines i mecanismes.

La mecanica del medi continu parteix de la mecanica de sistemes de particules que
interaccionen per donar lloc a un model material, solid o fluid, molt més genéric que
el de solid rigid. En un model d’aquest tipus s’hi poden incorporar a més les lleis de la
termodinamica, de la transferéncia de calor i de I’electromagnetisme, a fi de represen-
tar apropiadament la complexitat de molts fenomens fisics d’interes técnic.

La mecanica del medi continu evoluciona posteriorment en dues direccions ben defi-
nides, la mecanica de solids deformables i la mecanica de fluids. En el primer cas, i per
extensio de la mecanica racional, es pot arribar a formular la mecanica de sistemes de
solids deformables.

Finalment, es pot desenvolupar una mecanica acoblada entre sistemes fluids i sistemes
solids a fi de representar situacions en que tots dos tipus de sistema interaccionen.

En aquest primer curs de mecanica del medi continu se centrara ’atencié només en els
aspectes purament mecanics, i es deixara per a cursos més avancats la interaccié amb
altres disciplines com la termodinamica, la transferéncia de calor o I'electromagne-
tisme. També es deixara per a cursos posteriors ’analisi detallada de la mecanica dels
solids deformables i la dels fluids, aixi com les seves aplicacions tecnologiques. L’ob-
jectiu principal del curs consisteix, doncs, a establir les bases fisiques i matematiques
comunes a totes aquestes disciplines sota un cos de doctrina unic.

En la figura adjunta es mostra una perspectiva global dels diversos camps de la meca-
nica.
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1.1. Introduccio

La materia, en estat solid liquid o gasds, esta formada per particules que interaccionen.
En els gasos aquesta interaccio és molt feble, i per aixo no presenten ni forma ni volum
propis. En els liquids és una mica més gran i, encara que no presenten una forma pro-
pia, tenen un volum que es manté en passar d’un recipient a un altre. En els solids reals
la interaccié en molt superior i per aixo tenen una forma i un volum propis quan no
estan sotmesos a accions exteriors.

La mecanica racional presenta un model extrem de solid que anomenem solid rigid. El
solid rigid esta format per particules unides entre si per vincles infinitament rigids, de
manera que la distancia entre dues particules qualssevol es manté constant sempre.
Aquesta idealitzacio resulta molt ttil per estudiar la cinematica i la dinamica d’un solid
quan la variacié de la seva geometria és insignificant davant els moviments de conjunt.
No obstant aix0, no pot explicar com es transmeten les forces per 'interior del solid ni
permet avaluar-ne el comportament resistent davant les carregues que s’hi apliquin.

La idealitzacio de solid rigid presenta problemes amb enllacos redundants, en que les
equacions de la mecanica racional s6n incapaces de determinar la totalitat de les acci-
ons d’enllag. Evidentment, tampoc permet tractar sistemes materials en estat liquid o
gasos, on els vincles entre particules sén molt inferiors i la idealitzacié de solid rigid
manca de tot sentit.

Per aquests i altres motius, cal introduir un model mecanic més detallat per a 'analisi
macroscopica dels sistemes materials reals, un model que consideri de manera més re-
alista la interaccié entre les particules que els constitueixen. Per aconseguir-ho ara per
aran’hi ha prou d’eliminar la condici6 que les distancies entre particules es mantinguin
constants. Aixi doncs, un medi material real pot ser considerat, a nivell microscopic,

11
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com un sistema de particules en interacci6 entre si. D’aquesta manera és possible abor-
dar no solament els problemes relacionats amb la mecanica dels solids reals, sind també
la dels fluids, siguin liquids o gasos.

1.2. Dinamica d’un sistema de particules que interaccionen

Com sigui que la mecanica d’un sistema de particules és el punt natural d’inici per a
lestudi dels medis materials, resulta convenient recordar alguns conceptes de la
dinamica de particules, en un sistema de referéncia inercial, i en concret de la dinamica
de sistemes de particules que interaccionen entre si.

1.2.1. Propietats de les forces d'interaccio

Sobre les particules d’un sistema amb interaccions internes actuen forces exteriors F
i forces interiors f d’interaccid entre les particules, d’ara endavant forces d’interaccio.

El conjunt de les forces d’interaccié esta sotmeés al principi d’accié i reaccio; en
conseqiiéncia, aquestes forces apareixen en parelles col-lineals de modul igual i sentits
oposats. Per tant, el conjunt de les forces interiors d’interaccié entre particules té una
resultant nul-la i un moment resultant nul respecte a qualsevol punt quan s’avaluen
sobre la totalitat del sistema.

¥V Resultant de forces exteriors sobre i.

Forces sobre la particula i: F = Z F, + z fi = Fi+ f;
k J

'

esultant de forces interiors sobre i.

Com que les forces d’interaccid, pel principi d’accié i reaccio, formen parelles d’igual
magnitud i direcci6 perd sentits oposats, la seva resultant total és nul-la:
>, /=0
sistema

Com que, a més a més, les parelles esmentades abans son col-lineals, el moment de
cada parella respecte a qualsevol punt és sempre nul, amb qué el moment resultant
total també ho és:

Z OP Af,=0

sistema
D’altra banda, el treball exercit per les forces interiors en un desplagament infinitesimal

de les particules depén només del desplacament relatiu entre aquestes i no del movi-
ment global del sistema: —
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Aixi doncs, aquest treball és nul solament en la idealitzacié de solid rigid, ja que en
aquest cas les distancies entre particules no varien. El sistema de forces interiors és
conservatiu si el treball exercit per aquestes en un desplagament finit no depén del cami
que s’hagi seguit.

NOTA: En un medi material real, i a I’efecte de la modelitzacié del seu comporta-
ment des d’'un punt de vista macroscopic, les forces d’interaccio entre particules
depenen de la variacio de la distancia entre elles i/o de la seva velocitat relativa.

La mecanica del medi continu no considera les forces internes que garanteixen la co-
hesid interna de la materia, siné només la seva variaci6 respecte a un estat inicial de
referéncia.

1.2.2. Principis basics de la dinamica d’un sistema de particules

En aquest apartat s’enuncien, a manera de recordatori, els principis basics de la dina-
mica dels sistemes de particules que després seran generalitzats per a 'estudi de medis
continus.

Principi de la quantitat de moviment (segona llei de Newton)

La resultant de les forces exteriors que actua sobre un sistema de n particules que in-
teraccionen és igual a la derivada temporal de la quantitat de moviment total del sis-
tema:

> F-4(3 my)

sistema sistema

En un sistema de massa constant, s’obté ’enunciat classic de la segona llei de Newton:

Z Fi: Z mia_i:Ma

sistema sistema
on M és la massa total del sistema i a, I'acceleraci¢ del seu centre de gravetat.

Conservacio de la quantitat de moviment

Si la resultant de les forces exteriors que actuen sobre un sistema de particules que
interaccionen és nul-la, llavors la seva quantitat de moviment total es conserva:

Z m, V_l.= cte.

sistema

13
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Teorema del moment cinétic

El moment resultant de totes les accions exteriors que actuen sobre un sistema de par-
ticules que interaccionen, calculat respecte a un punt fix en ’espai, o al voltant del seu
centre de masses, és igual a la derivada temporal del seu moment cinetic:

> OB AT = 3 0namy,)

sistema sistema

Conservacié del moment cinétic

Si el moment resultant de totes les accions exteriors que actuen sobre un sistema de
particules que interaccionen, calculat respecte a un punt fix en I’espai o al voltant del
seu centre de masses, és nul, llavors el seu moment cinétic roman constant.

z O_Pl./\ml.v_izcte.

sistema
Teorema de les forces vives

El teorema de les forces vives per a un sistema de particules que interaccionen estableix
que, en un interval de temps At definit entre dos instants ¢; i t,, el treball de les forces
exteriors més el treball de les forces interiors és igual a 'increment en I’energia cinética
del sistema.

‘/V12 = Ec2 - Ec1
La forma instantania d’aquest teorema s’obté dividint tots dos membres per At i passant
al limit quan At tendeix a zero.

o d
W =—(E.
5B

Aquest resultat implica que, en qualsevol instant, la suma de la poténcia de les forces
exteriors més la poténcia de les forces interiors és igual a la velocitat de variacié de
I'energia cinetica del sistema en aquest instant.

Aquesta ultima forma del teorema de les forces vives es deriva de manera directa del
principi de la quantitat de moviment per a cada particula, sense fer altra cosa que mul-
tiplicar els dos membres per la velocitat de la particula.

Conservacio de I'energia

Si totes les forces actuants sobre un sistema de particules, externes i d’interaccio, son
conservatives, és a dir, si existeix una funcié energia potencial, llavors la suma de ’ener-
gia cinética i la potencial es conserva.
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E + Ep =cte.
Teorema de les poténcies virtuals per a un sistema de particules

En un sistema de particules que interaccionen, el treball efectuat per unitat de temps
per totes les forces, exteriors, d’inercia i d’interaccio, en una distribucié arbitraria (vir-
tual) de velocitats és nul.

1.2.3. Equilibri d'un sistema de particules

Es diu que un sistema de particules esta en equilibri, en una referéncia donada, quan
les velocitats i acceleracions de totes les seves particules en aquesta referencia son
nul-les, és a dir, quan esta en repos relatiu.

La condicié necessaria i suficient d’equilibri per a una particula és que en algun mo-
ment s’anul-li la seva velocitat i la suma de totes les forces que actuen sobre ella, tant

si s6n exteriors al sistema de particules F, com si resulten de la interaccié d’aquesta

amb les seves veines E .
SF Y0 = Ff-0
k j

En un solid rigid la condici6 de suma de forces exteriors i suma de moments exteriors
nul-la és una condicié necessaria i suficient d’equilibri. No obstant aixo, en un medi
material, conceptuat com un sistema de particules generic, aquestes condicions no so6n
suficients per a I'equilibri, sind solament necessaries. En efecte:

estenent el sumatori de forces a tot el sistema, estant aquest en equilibri:

> Fe YT -0

sistema sistema

Pero el terme Zfi és nul perqué es tracta de forces d’interaccié (que compleixen el

rincipi d’accio i reaccio). En conseqiiéncia, el terme XF ha de ser també nul perquée
L

ho és la suma total.

Per tant, la condicio

> F=0
sistema
és condicio necessaria d’equilibri, és a dir: si el sistema esta en equilibri, aquesta con-
dicié s’ha de complir. Malgrat aixo, la inversa no és necessariament certa, per la qual
cosa no és condicio suficient.

15
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De manera analoga, si s’avalua el moment resultant respecte a un punt qualsevol de
totes les forces exteriors i interiors actuants sobre el sistema, estant aquest en equilibri,
tenim:

> OPAF+ > OPAf=0

sistema sistema

Peroelterme X O_R A f és nul pel fet de tractar-se de forces d’interaccid; en conseqiién-

cia, el terme X O_R A Fl ha de ser també nul pel fet de ser-ho la suma total.

Per tant, la condicio
D> OPAF=>M, =0

és condicio necessaria d’equilibri; és a dir, si el sistema esta en equilibri, aquesta
condicio s’ha de complir. No obstant aix0, la inversa no és necessariament certa, per la
qual cosa no és condicio suficient.

Una altra manera de veure que aquestes condicions s6n necessaries per a ’equilibri
consisteix a observar que I’estat de repos relatiu implica que 'acceleraci6 del centre de
gravetat és nul-la, per la qual cosa ha de ser-ho la suma de forces exteriors. D’altra
banda, també resulta nul-la la variacié del moment cineétic, per la qual cosa el moment
de les forces exteriors ha de ser també nul.

La mecanica racional mostra que en el cas d’un solid rigid les condicions anteriors s6n
necessaries i suficients per a ’equilibri, mentre que no és aixi per als medis materials
reals.

Teorema dels treballs virtuals per a un sistema de particules en equilibri

En un sistema de particules que interaccionen i que estigui en equilibri, el treball efec-
tuat per totes les forces, exteriors i d’interaccio, en un desplacament virtual compatible
amb els enllacos, és nul.

1.3. Principis de la termodinamica

La termodinamica constitueix una ampliacié de la mecanica classica que permet trac-
tar sistemes en qué intervé la calor com a font d’energia. Aquesta ciéncia es fonamenta
en dos principis basics que s’enuncien a continuacio.

1.3.1. Principi de la conservacié de I'energia (primer principi de la termodina-
mica)

Si un sistema evoluciona d’un estat 1 a un altre estat 2 per aportacié d’energia exterior
en forma de treball mecanic i calor, I’energia interna del sistema s’incrementa en una
quantitat igual a les aportacions efectuades:
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AW

\
N

||:> DU =DW +DQ

En un petit canvi infinitesimal tenim: dU=dW+dQ

Dividint per un diferencial de temps, s’obté una versio instantania d’aquest principi en
termes de poténcies:

U=W+Q
1.3.2. Segon principi de la termodinamica

El primer principi no estableix direccionalitat en els processos. Aquest segon principi
indica en quina direcci6 es produeixen les transformacions termodinamiques fisica-
ment possibles. Es basa en el concepte d’entropia i s’enuncia de la manera segiient:
Quan en un sistema aillat té lloc una transformaci6 irreversible, augmenta I’entropia
del sistema.

Malgrat ser un principi basic de la fisica, no sera utilitzat durant aquest curs i se n’in-
clou aqui ’enunciat solament per completar la llista de tots els principis basics relacio-
nats amb la mecanica del medi continu.

1.4. Transformacio de la configuracié geometrica d'un sistema de particules

Una altra dificultat de la idealitzacié de solid rigid esta en la no descripcié dels feno-
mens fisics relacionats amb transit de forces a través d’ell. El model generic de particu-
les que interaccionen dona una explicaci6 molt més detallada d’aquesta qiiestid,
generalitzable a més a més a altres tipus de medi continu.

Per simplificar, suposem un medi material solid en qué les forces d’interacci6 entre
particules siguin solament funcio de la distancia relativa entre elles (medi material elas-
tic).

Quan un solid real com aquest és sotmés a un sistema de forces exteriors, forces apli-
cades directament i reaccions d’enllag, les particules afectades es desplacen i la geome-
tria del sistema es modifica fins que la variaci6 de les forces interiors permet aconseguir
una situacié en qué les particules queden en una nova posicié d’equilibri. També ens
podem imaginar transformacions infinitament lentes en que qualsevol situaci6 inter-
meédia sigui un estat d’equilibri.
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Per exemple, quan en el punt A, on es troba la particula P, fem créixer una carrega F
lentament, aquesta particula es desplaca per acostar-se a les seves veines. En alterar-se
la distancia entre particules, es genera una for¢a d’interaccié que empeny les particules
veines, i aixi successivament fins que I’accié arriba a les particules situades en els punts
d’enllac. La posicié inicial de les particules, que anomenarem configuracio inicial
(sense deformar), s’altera i el procés continua a través d’una successié d’estats
d’equilibri. Finalment, el moviment de les particules cessa i la posici6 de totes elles s’ha
alterat, la qual cosa dona lloc al que anomenarem configuracié final (deformada).

El vector que uneix les posicions inicial i final de cada particula s’anomena vector des-

placament u . Conegut aquest vector per a cadascuna de les particules, és possible pas-
sar de la configuracid inicial a la final, i viceversa.

El comportament d’un fluid en repos és, en alguns aspectes, semblant al d’un solid. No
obstant aixo, si el fluid esta en moviment, apareixen forces d’interaccié que son funcio6
de la velocitat relativa de les particules, per la qual cosa, en lloc de tenir interes el camp
de corriments el té el camp de velocitats.

1.5. Introduccio al concepte de medi continu

Del que s’ha vist fins aqui sembla deduir-se’n que els medis materials reals, formats per
atoms o molecules, poden ser tractats com a sistemes de particules que interaccionen.
Si bé aixo és tedricament correcte, en la practica no és possible, ni tan sols necessari,
seguir la cinematica i dinamica de cadascuna de les moltissimes particules que consti-
tueixen la materia. L’experiéncia demostra que la major part dels problemes d’interes
tecnologic relacionats amb els medis materials poden ser tractats a nivell macroscopic
amb prou aproximaci6 sense tenir en compte de manera explicita la seva estructura
microscopica ni les forces de cohesi6 interna de la materia.

En conseqiiéncia, és necessari introduir un enfocament més potent per a 'analisi me-
canica dels medis materials reals. Aquest enfocament rep el nom de mecdnica del medi
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continu i es fonamenta, com es veura a continuacié, en un pas al limit en que ’enfoca-
ment discret de la mecanica de particules és substituit pels métodes matematics d’ana-
lisi de funcions continues.

Vegem, doncs, com és possible abandonar I'enfocament microscopic derivat de ’analisi
particula a particula. Per fer-ho analitzem, per exemple, un cas simple consistent en
una barra de material elastic sotmesa a traccio.

Ens podem imaginar que el material de la barra esta format per una serie de cadenes
longitudinals de particules que interaccionen entre elles a través de forces funcio de la
distancia, que representem en la figura mitjancant molles.

% L\_\ , -
ST O— o
e— v e

AN

l“
\
AUy —

Sobre cadascuna d’aquestes cadenes actuara una certa fraccio, molt petita, AF, de la
carrega total aplicada. Com a conseqiiencia la seva accid, cada particula experimentara
un desplacament en la direccié longitudinal x. El desplacament en I’esmentada direccid
x el representarem per u.

?FM‘\W\#M‘\W\*AM\M*M’M\:O

u
2NV —— MM —— AWM —— MWW — => 27

Com que aquesta forga actua sobre cada baula de la cadena, podem simplificar encara
més la qliestié centrant ’analisi sobre dues particules veines:

| K Py
aF <= =M= = aF
ura

i, Uit |
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Anomenant K la rigidesa de la “molla” equivalent a les forces d’interaccid, podem es-
criure:
AF=K (um - Lli)

Ara bé, a nivell macroscopic no podem distingir les particules com a entitats aillades.
De fet, no sabem on sén exactament les particules i i i+1, ni quina és la distancia a entre
elles. Tanmateix, si que podem localitzar punts materials sobre el medi identificant-los
amb el punt en I’espai ocupat per les seves mateixes coordenades en la configuracio6
inicial i seguir la seva evolucio6 fins a la configuracié deformada, amb la qual cosa en
podrem mesurar el desplacament.

La idealitzacié del continu evita la necessitat de tractar el problema particula a parti-
cula, considerant que tot el volum ocupat pel medi material esta replet de mateéria, de
manera totalment continua. Per enllacar aquesta nova concepcié del medi material
amb I’exposada anteriorment de sistema de particules, s’efectua un pas al limit en que
s’identifica la distancia entre particules a amb una distancia infinitesimal Ax. El des-
placament de cada punt del material es considera com una funci6 continua de la coor-
denada x. Aleshores es pot escriure:

ui:u(x) u,.+]:u(x+Ax):ui+Au
i, en conseqiiéncia,
AF:K( u( x+Ax)—u(x) )

Amb aix0 s’aconsegueix obviar la consideracio de les particules com a entitats discretes
ila materia passa a considerar-se distribuida continuament en I’espai, la qual cosa equi-
val a suposar que en cada punt espacial existeix una particula material. Per la seva
banda, els desplacaments deixen de ser un nombre finit de valors discrets per passar a
expressar-se com a funcions continues de les coordenades. En general se suposa,
també, que son funcions continues del temps.

La idealitzaci6 macromecanica que implica 'aproximacié de medi continu és summa-
ment util, ja que permet utilitzar tots els recursos matematics associats a ’analisi de
funcions continues. Aixi, per exemple, si es multiplica i divideix el membre esquerre
de la igualtat per Ax i, passant al limit, apareix el concepte de derivada de la funcio
desplacament segons x, tenim:

ulx+ax)-u(x) o du
dx

AF =K Ax
Com sigui que tampoc no és possible establir la forca infinitesimal dF que actua sobre
cada cadena de particules, és més convenient referir-se a la forca aplicada sobre un
element infinitesimal de superficie dS. D’aquesta manera, pel fet de ser el quocient
dF/dS un concepte intensiu, no és necessari distingir una a una les particules que es
troben sobre I'element dS.
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dr_Kds du
dS dS dx

En aquesta expressid hi tenim tres parametres de gran importancia en la mecanica del
medi continu, especialment en I’analisi de solids elastics. El terme dF/dS és una forca
per unitat d’area. Més endavant definirem i generalitzarem aquest concepte com a ten-
si6 mecanica t. El terme du/dx es pot interpretar com un increment de longitud per
unitat de longitud, i més endavant I'identificarem amb el concepte de deformacio lon-
gitudinal unitaria €. El terme K dx/dS és una mesura macroscopica de la intensitat de
les forces internes en funcio de la variacio6 de les distancies entre particules. L’experi-
éncia demostra que en un solid elastic aquesta quantitat és un valor caracteristic del
material anomenat modul de Young E.

En conseqiiéncia, podem escriure: 0=E-¢, equaci6 que es coneix amb el nom de llei de
Hooke i que és la base d’un apartat important de la mecanica del medi continu anome-
nada elasticitat lineal.

1.6. Propietats mecaniques intensives

Tampoc és possible tractar les propietats massiques particula a particula, per la qual
cosa s’introdueixen conceptes de tipus intensiu (que no depenen de la quantitat de ma-
teria) com la densitat, el pes especific, etc.

Respecte a aix0, cal destacar que existeix un llindar per a la grandaria del volum a partir
del qual es pot considerar que una propietat intensiva és independent del volum consi-
derat. Aixo es dona pel fet que, per a volums molt petits extrets d’'un mateix medi ma-
terial, el nombre de particules pot no ser constant. No obstant aixo, aquest valor llindar
és prou petit perqué la seva existéncia no invalidi ’'aproximacié continua en les aplica-
cions d’enginyeria. Aixi, per exemple, definim la densitat com a:

p= AVEIAlv’ AV
on AV’ ésun element de volum molt petit, perd prou gran perqué contingui una quan-
titat representativa de particules que permeti I’enfocament de medi continu. Aquesta

matisacio, malgrat tot, es deixa de costat per facilitar el tractament, i es passa a una
definicié purament matematica de estil segiient:

. AM dM
p=l1m —=—-
AV->0 AV dv

on es postula que el limit existeix i és una quantitat finita. Aquest mateix postulat s’ad-
met per a qualsevol propietat intensiva definida sobre el medi continu.
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En la mecanica del medi continu se suposa que totes les propietats que en descriuen el
comportament queden definides apropiadament per funcions continues i derivables de
les coordenades i del temps.

1.7. Forces de superficie i forces de volum

Tal com s’assenyalava anteriorment, les forces exteriors puntuals, aplicades sobre una
sola particula, no tenen sentit en el context de la mecanica del medi continu. Per
aquesta rao es tracten les forces exteriors com a forces intensives (forces per unitat
d’area o volum).

Aquestes forces exteriors poden actuar sobre la superficie del medi, si resulten de la
interaccié d’aquest amb el seu entorn en forma d’accions de contacte, o directament
sobre el seu volum, si resulten de ’acci6é de camps de forces a distancia.

Les forces que actuen sobre la superficie, d’ara endavant forces de superficie f , s’expres-

sen en termes de forca per unitat d’area (dimensionalment F/¢?). Com sigui que ? no

té per queé ser constant, el seu valor en cada punt es refereix a un element infinitesimal
de superficie en tal punt, tal com s’observa en la figura segiient:

AF = =
- ... AF dF
f=lm —=—

AS—>0 AS ds

De la mateixa manera, les forces que actuen sobre el volum, d’ara endavant forces de
volum b, s’expressen en termes de forca per unitat de volum (dimensionalment F/¢3).

Com sigui que b no té per qué ser constant, el seu valor en cada punt es refereix a un
element infinitesimal de volum en aquest punt, tal com es veu en la figura segiient:

b=lim —="—
AV->0 AV dV
AV

La resultant de les forces exteriors sobre un medi continu de volum V i superficie S
s’expressa per:
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E:L ?ds+jVEdV

El moment resultant de les forces exteriors respecte a un punt O s’expressa per:

MO:J.S ;A}dS+IV rabdv

1.8. Tensions internes. Postulat d’'Euler-Cauchy

Les forces d’interaccié entre particules es transmeten a través de tot el volum del medi
continu. Aquestes forces internes poden caracteritzar-se a nivell macroscopic, atesa la
forca transmesa per unitat d’area a través de qualsevol superficie imaginaria interior al

medi. Aquesta mena de for¢a intensiva interior s’anomena tensio6 ¢ i substitueix con-
venientment les interaccions particula a particula.

L’analisi detallada de les tensions es desenvolupara en el capitol 3.

AF

- . AF dF
t=1lim —=—
AS—>0 AS ds

D’altra banda, qualsevol subdivisid arbitraria del medi considerada ailladament cons-
titueix un sistema de particules que interaccionen. Com s’ha vist anteriorment, la di-
namica d’un sistema d’aquest estil depen solament de les forces exteriors i els seus
moments. En el cas de la subdivisi6 arbitraria, les forces i moments exteriors es deter-
minen a partir de: les tensions sobre les fronteres interiors amb la resta del medi, les
forces sobre les superficies exteriors i les forces sobre el volum. Aixo justifica el postulat
d’Euler-Cauchy:
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“Les tensions existeixen a través de qualsevol element de superficie interior,
i les lleis vectorials del moviment per a qualsevol subdivisié arbitraria del
medi, inclos I’element infinitesimal de volum, aixi com el medi en el seu con-
junt, es poden expressar a partir d’elles i de les forces exteriors de superficie i
de volum.”

Aquest postulat queda corroborat pel fet que les conclusions que se’n deriven s6n con-
formes a I’evidéncia experimental.

Si

Se

La resultant de les forces exteriors sobre una subdivisié del medi continu de volum V,
superficie exterior S. i frontera interior S; s’expressa per:

R, =[ fds+[ tds+[ bdv

El moment resultant de les forces exteriors sobre una subdivisié del medi continu res-
pecte a un punt arbitrari 0 s’expressa per:

W:IS r_‘/\}dSe +J.S ;/\;dSl. +J-V rabdv

Ry

Evidentment, si el medi continu considerat en el seu conjunt esta en equilibri, sobre
qualsevol part d’aquest s’haura de verificar la condici6 necessaria d’equilibri:

R, =0 M, =0

0,

NOTA: En aquest enfocament de la mecanica del medi continu s’omet la possible
existéncia de moments distribuits. Hi ha un enfocament més avancat de la meca-
nica del medi continu degut a Crosseraut en qué si que s’inclou aquest efecte. En
aquest curs, tanmateix, se seguira Uenfocament de Cauchy.
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1.9. Homogeneitat i isotropia

Es diu que un medi és homogeni quan les seves propietats mecaniques intrinseques
son les mateixes en tots els seus punts.

Es diu que un medi és isotrop quan les seves propietats mecaniques intrinseques en un
punt donat sén les mateixes independentment de la direcci6 en qué s’avaluin.

Els medis materials reals no s6n en general homogenis ni isotrops. No obstant aixo, en
moltes ocasions aquestes hipotesis es poden acceptar des d’un punt de vista macrosco-
pic amb una aproximaci6 suficient.

Homogeneitat i isotropia no so6n hipotesis essencials de la mecanica del medi continu,
sind solament hipotesis convenients amb vista a simplificar 'analisi.
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2.1. Introduccio

En aquest capitol s’analitzen els processos de transformacié geométrica d'un medi con-
tinu des d’un punt de vista purament cinematic, sense parar atencié a les causes que
els produeixen.

Per aI’analisi d’aquestes transformacions, cal definir préviament uns quants conceptes
essencials:

— Anomenarem punt una posicio concreta fixa en 'espai.

— Anomenarem particula (o punt material) un element infinitesimal de volum
d’un medi continu que contingui una quantitat constant de materia.

— En un instant de temps ¢, un medi continu que té un volum V i una superficie
limit S, ocupa una regié R de I’espai fisic. La identificacié de les particules amb
els punts de I’espai que ocupen en un instant ¢ respecte a un conjunt adequat
d’eixos coordenats defineix la configuracié del medi continu en aquest instant.

Es defineix el concepte de deformaci6 com tota transformacié geomeétrica d’'un medi
continu consistent en un canvi en la seva forma i/o volum entre una configuraci6
inicial sense deformar (o de referéncia) i una altra configuracié final deformada (o
actual).

Es defineix la velocitat de deformacié com una mesura de la ratio de variacié de la
deformacié respecte al temps.

Cal observar que son possibles transformacions geomeétriques que no impliquin canvi
en la forma i/o volum. Aquestes transformacions corresponen a moviments de solid
rigid i no impliquen, per tant, la deformaci6 del medi.

En general, tota transformaci6 geometrica pot incorporar una part corresponent a un
moviment de solid rigid i una altra part purament deformacional.
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2.2. Hipotesi de partida

Com a hipotesi fonamental es considerara la continuitat de la transformacié geomeé-
trica. A més a més, s’admetra que, atés que la matéria no apareix ni desapareix durant
la transformacié, a cada punt de la configuraci¢ inicial li correspon un unic punt trans-
format en la configuracié final, i viceversa, per la qual cosa existeix una correspondéen-
cia biunivoca entre totes dues configuracions.

Si anomenem X, X5, X; les coordenades d’una particula del solid abans de la transfor-
macié (configuracio de referéncia, corresponent a I'instant inicial ¢ = t,) i x1, X2, X3 les
coordenades d’aquesta mateixa particula després de la transformacid (configuracié ac-
tual, corresponent a un instant ¢), tots dos conjunts de coordenades estaran relacionats
entre ells:

i
P(XlaXZ’Xg,)
x, =x,(X,1)
p(x;,x,,x;) X - x5 t)
1
x, =x,(X,,X,,X,,t) X, =X,(X,,X,,X,,t)
X, = %,(X,, X,,X,,t) X, = X,(X,,X,,X,,t)
X, = %,(X,, X,, X,t) X, = X,(X,, X,, X,,t)

Des del punt de vista matematic, i a conseqiiéncia de les hipotesis fixades, aquestes
funcions sén uniformement continues i tenen inversa tinica. Aquesta ultima hipotesi
constitueix un dels postulats basics de la mecanica del medi continu. La condicié ne-
cessaria i suficient per a I'existéncia de les funcions inverses és que el determinant ja-
cobia de la transformacié no s’anul-li:

ox;
J=det| — [#0
6Xj

A més a més, se suposaran funcions derivables amb derivades parcials continues fins a
qualsevol ordre, ja que ’experiéncia demostra que els resultats que es deriven d’aquesta
suposicid son apropiats.

La continuitat de la transformacié implica que:
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— Dos punts infinitament proxims abans de la transformacié es mantenen infinita-
ment proxims després d’aquesta.

— Una linia continua abans de la transformacié segueix sent continua després
d’aquesta, i si aquella és tancada, aquesta també ho és, i viceversa.

— Una superficie continua abans de la transformacio segueix sent continua després
d’aquesta, i si aquella és tancada, aquesta també ho és, i viceversa.

Queden excloses d’aquesta analisi, per tant, aquelles situacions en qué no es complei-
xin aquests suposits: per exemple, quan es formin esquerdes o buits a I'interior del ma-
terial durant el procés de transformacio.

2.3. Enfocaments lagrangia i euleria

L’analisi de la transformaci6 geometrica d’'un medi continu es pot efectuar amb dos
enfocaments. En el primer, anomenat lagrangia, cada particula queda identificada per
les coordenades del punt que ocupa inicialment (també anomenades coordenades ma-
terials), X1, X, X3, que es prenen com a variables independents. En un enfocament
lagrangia s’anomena trajectoria d’una particula la corba espacial definida per ’equacio
segiient:

xzx(},t)

|
oy

i és el lloc geometric de totes les posicions ocupades per una mateixa particula al llarg
del temps.

En el segon enfocament, anomenat euleria, se centra I’atencié en un punt fix de I'espai
de coordenades X1, x,, x; (també anomenades coordenades espacials), que pot ser ocu-
pat per diferents particules en temps diferents. En aquest cas, les variables x1, x,, x; fan
el paper de variables independents.

Tots dos plantejaments s6n equivalents, ja que, pel fet de ser invertibles les funcions
que defineixen la transformaci6, donades les coordenades inicials d'una particula, és
possible determinar la seva posici6 en qualsevol instant, i donada la posicié d’'una par-
ticula en un instant donat, és possible determinar-ne la posicié inicial. L’elecci6 de I'un
o laltre plantejament queda condicionada pel tipus de problema a resoldre i pel fet de
si es desitja posar I’emfasi en el seguiment d’una particula donada o en la descripci6
del que succeeix en un cert punt fix de I'espai.
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Per al desenvolupament d’aquest curs s’ha utilitzat 'enfocament lagrangia en la for-
mulaci6 de la mecanica dels solids deformables, ja que en aquest cas la geometria cone-
guda és la geometria abans de la deformaci6. No obstant aix0, en els aspectes
relacionats amb el moviment i flux de sistemes fluids, s’aplicara 'enfocament euleria,
perque aleshores és molt més comode referir el problema a punts fixos en I’espai.

2.4. Concepte de derivada material

Durant tot el curs sera necessari avaluar la rapidesa de la variacié temporal de diverses
magnituds associades a particules materials, és a dir, aquella que seria mesurada per
un observador que viatgés amb la particula. Per fer-ho, s’introdueix el concepte de de-
rivada material definit de la manera segiient:

La derivada material és una mesura de la rapidesa de variacié en el temps de qualsevol
propietat del medi (escalar, vectorial o tensorial), referida a una particula material es-
pecifica, tal com s’observaria en la referéncia d’estudi. S’expressa com a D/Dt.

Aixi, per exemple, la derivada material del vector de posicié d'una particula és la seva
velocitat:

NOTA: En aquest curs, excepte quan s’indiqui de manera expressa, se Suposa que
la referéncia d’estudi és galileana i que totes les derivades temporals s’efectuen ex-
pressant les magnituds fisiques en una base fixa.

La derivada material es pot avaluar utilitzant un enfocament lagrangia o un enfoca-
ment euleria de la manera segiient:

Sigui P una propietat qualsevol (magnitud escalar o component d’un vector o un ten-
sor). Si P s’expressa en coordenades materials (descripci6 lagrangiana), la seva derivada
material és:

DP op (X L ) DX o per ser la posici6 inicial donada per X
Dt ot Dt independent del temps

jaque X no varia amb el temps. No obstant aixo, si P s’expressa en coordenades espa-
cials (descripcio euleriana), la derivada material pren la forma segiient:

pp 0P(xt) _oP(xt)dx,
Dt ot ’ ox, dt

i i
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perque en aquest cas les coordenades x sf que son funcio del temps, i cal aplicar-hi la
regla de la cadena. Es a dir:

dx;
—=v,
dt '
queda: 5 5 5
DbP_ob Zvi—P:—P+\_szgadP
Dt Ot ox, t
— —
local convectiu

Aquesta expressié presenta dos components denominats local i convectiu, respecti-
vament. La part local denota la variacio6 de la propietat associada al canvi temporal en
la posici6 actual, mentre que la part convectiva denota la variacio6 de la propietat asso-
ciada al canvi de posicio de la particula.

Per exemple, en el flux d’un fluid dins d’un conducte de secci6 variable, i suposant que
el cabal es manté constant, la velocitat d’'una particula presenta solament canvi con-
vectiu a causa de la variaci6 de la seccié en passar aquesta d’un punt a un altre. No
obstant aixo, si el cabal varia amb el temps, apareix també el terme de variacio6 local de
la velocitat en un punt fix de I'espai.

> (o] ] e

Q=Av

Es defineix 'operador derivada material de la manera segiient:

De (e Oe
- =+ v, —
Dt ot Z,: ‘ox,

De (e Oe Oe Je e —p —
En forma desenvolupada: —=—+v, —+v, —+v,——=—+v xgrade
ot ox, 0x, ox, Ot

Es defineix el régim estacionari com aquell en que s’anul-la la part local de la deri-
vada material, és a dir:
OP(X,t) _
ot

0
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2.5. Vector desplagament

2.5.1. Concepte de desplacament

En molts problemes de la mecanica del medi continu l'interés se centra en 'estudi de
la transformacié geometrica existent entre dues configuracions definides, i no en el
procés continu en el temps que ha portat des d’una fins ’altra. Per a aquests processos
és especialment util 'estudi a partir del concepte de desplacament que s’exposa en
aquest apartat.

Suposem que la transformacié del medi és continua i del tipus un a un. Cada punt P
del cos experimentara un desplagcament L_t, de components (u1, U, us), des de la seva

posicid inicial X abans de la transformacio, fins a la seva posicid final x després de la
transformacid. Aquest desplacament, definit per la diferéncia
u=x—X

s’anomena vector desplacament. El conjunt dels desplacaments dels infinits punts
materials del medi formen un camp vectorial. Els components del vector desplacament
son funcions continues i derivables.

El vector desplacament es pot espressar en coordenades lagrangianes:
w=u(X,t)=x(X,1)-X
o coordenades eulerianes:

w=i(3)=3-X (x.1)

El significat fisic de totes dues expressions és diferent. En el primer cas, s’expressa el

vector desplacament de la particula que inicialment esta en la posicié X dela configu-
raci6 de referencia, mentre que en el segon s’expressa el vector desplacament de qual-
sevol particula material que en l'instant ¢ ocupa la posicié espacial donada per les

coordenades x en la configuracio actual.

Com sigui que el concepte de desplagament és especialment util per a 'analisi de la
mecanica de medis solids deformables, i en aquest cas la descripci6 lagrangiana és més
adequada, la resta de I’explicacid se cenyira a aquest enfocament.

2.5.2. Analisi de desplagaments en I'entorn d’un punt

Imaginem-nos un altre punt material Q, infinitament proxim i distant de P un d X . Tal
punt experimentara un desplacament u + du . En virtut de la deformabilitat del medi,
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i a diferéncia del que ocorreria en un solid rigid, la distancia entre Pi Q, d x després de
la transformacio pot ser diferent de I'existent abans d’aquesta.

NOTA: S'utilitza la nomenclatura dx fins i tot quan no es correspon amb el con-
cepte de diferencial total en el sentit matematic, ja que s’avalua sobre una mateixa
configuracio, corresponent a un instant de temps fix, i fa variar solament les coor-
denades materials. En un sentit estricte, s’hauria d’escriure:

- o ox ox - ox
dx = Z—dXi +—dt perocomo t=cte. dt=0y dx} = Z—dXi
0X, ot t 0X.

L

Els vectorsd x id X estan relacionats geomeétricament de la manera segiient:

Per geometria:

dX +u+du=u+dx

Si simplifiquem:
dX +du=dx
en que da = [M] d}; Sent [M] el gradient de u en P

ou, [0X, ou, [0X, ou, [oX,
P=|ou,/oX, ou,/oX, ou,/0X, |=[gradi]
6u3/8X1 6u3/6X2 8u3/6X3

Si substituim i traiem factor comu d ? :

dx=([1]+[M], )dx =[F]dX
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Si [M } , =0 entotpunt del medi, la transformacio correspon a una translacio de solid
rigid.

La matriu [F] s’anomena tensor gradient de deformacio.

(1+ou, fox,)  ou,[oX, ou, [0X,
[Fl=| ou,/ox, (1+0w,/0X,) ou,/oX,
ou, [0X, ou, fox,  (1+0u,[oX,)

Evidentment, [F] també es pot escriure a partir de la relacié existent entre les variables
lagrangianes i eulerianes.

dx,| |0x,/0X, 0x,/0X, ox [oX, ||dX,
dx, 1=|0x,/0X, 0x,[0X, ox,[0X,|{dX,
dx,| |ox,/0X, 0x,/0X, 0x,[0X, ||dX,

Aquesta expressio posa de manifest que el tensor gradient de deformacié és igual a la
matriu jacobiana de la transformacio i, per tant:

[F]=[7] ©£=—> J=det[F]

En virtut del que s’ha dit anteriorment, perque la transformaci6 sigui invertible, el de-
terminant jacobia de [F] ha de ser diferent de 0. A més a més, ha de ser > 0. En efecte,
es pot demostrar que det[F] = dV/dV,, on dV, i dV son, respectivament, el diferencial
de volum abans i després de la transformacié.

4V, =(dX1 Ad X2 |xd X 4V =(dx, adxz )xdxs

Al principi del procés de deformacié dV=dV,, amb qué det[F]=1. Com que det[F] ha
de ser #0 durant tot el procés, se’n segueix que det[F]>0. Qualsevol camp de desplaca-
ments ha de complir aquesta condicié per ser fisicament possible.

2.6. Vector velocitat

2.6.1. Concepte de velocitat

En molts altres problemes de la mecanica del medi continu, la velocitat de canvi de la
geometria durant el procés de transformacio és el factor dominant. En aquests casos
I'analisi atemporal entre dues configuracions efectuada a partir dels desplagaments es-
devé insuficient i és necessari fer una analisi instantania. Un concepte basic és alesho-
res el de velocitat.
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. s ; . . . .., — Dx
La velocitat d’una particula és la derivada material del seu vector de posicio, v :E’

si s’escriu aquest en funcio de les coordenades inicials, i del vector desplacament en
cada instant se n’obté:

x=X4u o> p-2X Du Du

ates que la posicio inicial és fixa i independent del temps.

Si el vector desplacament s’expressa en forma lagrangiana, aleshores el vector velocitat
s’obté també en forma lagrangiana:
pu(X.t) ou(X)

;(}’t): Dt ot

De la mateixa manera, utilitzant un enfocament euleria s’obté:
o Dﬁ(;,t) aﬁ(E,t) _ aﬁ(;,t)
v(x, t): = + u(x,t)—
Dt ot Z ! ox,

i i

que també es pot escriure de manera més compacta com a:
__ . ou (;, t) o
% (x, t)=—+[M] v(x, t)
ot x

2.6.2. Camp de velocitats

En ’enfocament euleria resulta especialment ttil, per a I'analisi de fluxos, associar a
cada punt de I'espai el vector velocitat de la particula que l'ocupa instantaniament, la
qual cosa dona lloc a un camp vectorial de velocitats. Si el flux és estacionari, aquest
camp sera constant en el temps, mentre que no ho sera si existeix variacio local de la
velocitat.

Es defineix la linia de corrent com aquella linia tracada a U'interior del flux i que és
tangent en cada punt als vectors velocitat. Excepte en punts singulars, per cada punt de
I’'espai passa una sola linia de corrent, i per aixo aquestes no s’intersequen entre elles.
Sid/ és I'element infinitesimal de longitud d’una linia de corrent, al llarg d’aquesta es
compleix:
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S’ha de diferenciar la linia de corrent de la trajectoria d’'una particula, definida com
el lloc geométric de les successives posicions de la particula,

x(X,1)

=

de la linia d’emissié6, o traca, que és el lloc geometric de les posicions que en un ins-
tant donat ocupen totes les particules que han passat per un cert punt de ’espai.

S’anomena superficie de corrent una superficie engendrada per linies de corrent.
S’anomena tub de corrent el volum delimitat per una superficie de corrent, engen-
drada per una corba tancada no coincident amb una linia de corrent i totes les linies de
corrent que s’hi intersequen.

Com sigui que el concepte de velocitat és especialment util per a ’analisi de la mecanica
de fluids, i en aquest cas la descripci6 euleriana és més apropiada, la resta de I'explica-
ci6 se cenyira a aquest enfocament.

2.6.3. Analisi de velocitats a I'entorn d’un punt

Es interessant fer una analisi detallada del camp de velocitats a 'entorn d’una parti-
cula, semblant al que s’ha fet anteriorment amb el camp de desplagaments. Aixi doncs,
considereu una determinada configuraci6 en el temps ¢. Sigui p una particula que en

aquest instant es mou amb una velocitat ;p . Sigui q una altra particula situada a una

distancia infinitesimal de p. En virtut de la continuitat, la velocitat de g, 1_)q, diferira
solament en una magnitud infinitesimal de la velocitat de p. Per la teoria de les funci-
ons continues, totes dues velocitats es relacionen matematicament de la manera se-
giient:
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»

vq:vp+dvzvp+[L]df

ov, fox, o, [ox, v, [ox,
[L]=|gradv |=| v, fox, ov,/ox, ov,/ox,
vy Jox,  dvyfox, ov,[ox,

=

/

1

on [L] és el gradient de velocitat. Si [L]=0 en tot punt del medi, el camp de velocitats
correspon al d’una translaci6 de solid rigid.

Podem elaborar paral-lelament un raonament de tipus fisic per relacionar v, i vq.Per

fer-ho, ens imaginem una referéncia relativa solidaria a I’entorn immediat del punt p.
La velocitat absoluta del punt q, basant-nos en ’esquema habitual de composici6 de
velocitats, es pot considerar com una velocitat d’arrossegament formada per la velocitat
absoluta de p, més una velocitat de gir de q entorn de p que resultaria d’imaginar q fix
respecte a la referéncia solidaria a p, més una velocitat relativa de q respecte a p en la
referéncia solidaria a p. Aquest ultim terme resulta evidentment del fet que el medi
continu es pot deformar. En un solid rigid tal terme no existiria.

1

Fl gradient de velocitat [L] es pot descompondre en una part simetrica i una altra anti-
simeétrica de la manera segiient:

(=2 (L3212 (L1220 (W)
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En components:

ov, 1[0v, Ov,| 1[dv, Ov,
L=—t="—t+=—L |+=| —-—L|=D,+W,
7oox; 2\0x; ox, ) 2(0x; 0x ooy
en queé [D] és un tensor simétric (D; =Dj;) i [W] un tensor antisimeétric (W;=-W}).
L’expressio de la velocitat de g queda aleshores de la manera segiient:

expressioé que ha de ser equivalent a 'anterior:

Vg=Vp+oAdx+vg,
Vorticitat

Identificant aquesta ultima expressié amb la resultant de la interpretacio fisica efectu-
ada anteriorment, s’observa que el terme antisimetric es correspon amb I'operador ve-
locitat angular de I'entorn de p-producte vectorial. Per aquest motiu s’anomena el
tensor [W] tensor vorticitat. En efecte:

I 1 dv, Ov, 1 Ov, Ov, 1
2\ 0x, 0x, | 2(0x, 0x
0 w, W,
1{ov, oy 1{ 0v, ov, 2 B
wl=|2] 52~ 0o A lw, o0ow,
2( 0x, 0Ox, 2\ 0x; O0x,
Wi W 0
1({ Ov, Ov, | 1{ 0v, Ov, 0
2{0x, 0Ox;) 2(0x, O0x,
. — o _W23 - 1-
Es facil comprovar que: [W] dx=wrdx,amb o= W, =—rotv=5q
-W,

12

S’anomena el vector q vector vorticidad o vector remoli, mentre que, degut a la seva
.

interpretacié fisica, s’Tanomena el vector @ vector velocitat de rotacio.

Es diu que el camp de velocitats és irrotacional si el tensor vorticitat s’anul-la en qual-
sevol punt: [W]=0.

En I’enfocament euleria, per a I’analisi de fluxos, també resulta util associar a cada punt
de I’espai el vector remoli de la particula que 'ocupa instantaniament, cosa que dona
lloc a un camp vectorial de vorticitats, també conegut com a camp de remolins.
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Es defineix la linia vorticosa com aquella linia tracada a 'interior del flux i que és tan-
gent en cada punt als vectors vorticitat. Excepte en punts singulars, per cada punt de
I'espai passa una sola linia vorticosa, per la qual cosa aquestes no s’intersequen entre
elles.

S’anomena superficie vorticosa una superficie engendrada per linies vorticoses. Es de-
nomina tub vorticos el volum delimitat per una superficie vorticosa engendrada per una
corba tancada no coincident amb una linia vorticosa i totes les linies vorticoses que s’hi
intersequen.

Es defineix la intensitat H d’un tub vorticés com a: H = I Srot vxnds

on S és una seccié transversal qualsevol del tub. H és independent de I’elecci6 que es
faci de S.

A partir del teorema de Stokes, és immediat veure que la circulacio6 del vector velocitat
sobre la linia tancada que defineix el contorn de S és igual a la intensitat H.

<|

H:@;ﬂ

L

Velocitat de deformacio

El terme simétric resultant de la descomposicié de [L] es relaciona amb la velocitat rela-
tiva de q respecte a p i és, per tant, el component de velocitat no atribuible a un moviment
de solid rigid, associat a la velocitat de deformaci6 del medi.

i ov, 1[0v, 0Ov,| 1[0v, Ov, |
ox, 2| 0x, 0x,) 2(0x, 0x
- — ov ov, Ov
b4, =[D]dx con [D]= kR i ide.
ol ox, 2| ox, ox,
ov
(amb) —
0x,

El tensor [D] rep el nom de tensor velocitat de deformacié i, com es veura més
endavant, és una mesura del canvi de forma i/o de volum per unitat de temps que ex-
perimenta el medi a 'entorn del punt p. Es un tensor simétric de segon ordre i té totes
les propietats matematiques d’aquesta mena de tensors.
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Si [D]=0 en tots els punts, el medi presenta un camp de velocitats de solid rigid.

Si dividim tots dos membres de I'expressio que dona la velocitat relativa de q respecte

a p pel modul de dx , s’obté una manera més util de mesurar la velocitat de deformacié
del medi a ’entorn de p, perque el resultat que s’obté és independent de la magnitud

de dx i depen solament de la direccid E al voltant de p definida mitjancant un vector

n. En efecte, es defineix el vector velocitat de deformacié associat a la direccioé pq
de la manera segiient:

Velocitat de canvi dx

dx=din = = -
dl i per unitat de longitud

per unitat de temps [D] - a
= n=
associada a la deformaci6

Donat E, un vector unitari (versor) en la direccio ﬁ idl= “d;“

si es projecta el vector velocitat de deformacio sobre la mateixa direccidé pq, s’obté una

mesura de la velocitat de deformacio longitudinal en la direccié E :
. 7 ~ _7 - .
e=n xd=n [D]n g=¢n

Es pot definir també el vector velocitat de deformaci6 transversal com el component

del vector velocitat de deformacié perpendicular a la direcci6 de ﬁ:

A partir d’aquesta expressio és facil veure que els components de la diagonal de [D] sén
les velocitats de deformacié longitudinal en les direccions definides pels versors de la
base. En efecte:
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1 0 0
(Lo,0)[D]j0o|=D,  (0,1,0)[D]|1|=D,,  (0,0,1)[D]|0|=Dy
0 0 1

Els components no diagonals de [D] sén proporcionals a les velocitats de variacio (o
distorsid) dels angles formats per cada parella de versors de la base. Aquesta interpre-
tacio es justificara més endavant.

El tensor velocitat de deformacié pot ser descompost com a suma de dos tensors que
aillen els fenomens de canvi de forma i canvi de volum de la manera segiient:

Do 0 0 Du_Do D12 D13
[D]=[D,]+[d]=| 0 D, O |+| D, D,-D, D, en qué
0 0 Do D13 D23 Dzs_Do
D
p, 1]
3

on [D,] s’anomena part esférica i dona compte de la velocitat de deformacié per canvi
de volum, mentre que [d] s’anomena part desviadora i caracteritza la velocitat de de-
formacio6 per canvi de forma. Més endavant es justificara el significat fisic d’aquesta
descomposicié.

2.7. Vector acceleracio

2.7.1. Concepte d’'acceleracio

Es defineix 'acceleraci6 d’una particula material com la derivada material del seu vec-
tor velocitat. En el sentit classic de la mecanica, es tracta d’'una mesura de la variacio
per unitat de temps del vector velocitat.

Utilitzant 'enfocament lagrangia, tenim:
_— . Dv(X,t) ov(X.t
a(X’t): (Dt ): it )

Alternativament, a partir de 'enfocament euleria tenim:
__ . Dv(x.t) av(xt _ ov(xt
SN Y N 1

i i

Aquesta expressio es pot reescriure com a:
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a ()= T2 Jo= 2w o o]

d’on, operant, s’obté una altra manera d’expressar ’acceleraci6 utilitzada habitualment
en mecanica de fluids:

— = a; e — ,
a(x,t):5+2a)/\v+5gradv

Aquesta expressio, deguda a Lagrange, admet la interpretacio6 fisica segiient:

ov
— Elterme 3¢ és I'acceleracid local mitjana en un punt espacial fix.

dv’
— El terme — ¢és I'acceleracié convectiva deguda al canvi en el modul de la

velocitat en passar d’'un punt a un altre.

— Elterme 2w Av és1’acceleracio convectiva deguda al canvi de direcci6 del vector

velocitat en passar d’un punt a un altre.

2.8. Transformacions infinitesimals

En la mecanica de solids deformables hi ha una classe amplia de problemes en que, a
causa de la naturalesa fisica dels materials utilitzats, existeix realment molt poca dife-
réncia geometrica entre la configuracié inicial (o sense deformar) i la configuracié ac-
tual o deformada. En aquesta mena de problemes és habitual admetre, com a hipotesi
simplificativa addicional, que els desplacaments i les seves derivades respecte a les co-
ordenades s6n quantitats infinitesimals, amb les implicacions que aixd comporta en el
seu tractament matematic.

Ju,| <<<1

|0, [0.X,| <<<1

Aquesta mena de transformacions s’anomenen transformacions infinitesimals, i en
elles és possible confondre les formulacions lagrangiana i euleriana en una de sola. En
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aquestes condicions, les derivades de qualsevol propietat respecte a les coordenades
lagrangianes i eulerianes s6n gairebé iguals. En efecte, sigui una propietat P qualsevol.
Aleshores, i a titol d’exemple:

op op 0x, OP 0x, OP 0x,
0X, 0x, 0X, 0x,0X, 0x;0X

pero:x; = X; + u;

0x, Ou, 0x, Ou
=1 ; = << = <<
0X, 0X, 0X, 0X,

0 x, ou,
=1+
0 X, 0X,

i, per tant:

amb que, i en virtut de la hipotesi establerta:

OP OP 1 ou, OP du, OP Ou, OP
= + + + &
0X, 0x 0X,) 0x,0X, 0x,0X, 0x

en negligir tots els infinitésims d’ordre superior.

2.8.1. Camp de desplagaments infinitesimals

En una transformacié infinitesimal, el camp de desplacaments és analeg al camp de
velocitats. En efecte, sigui P la posici6 inicial d’'una particulai v, la seva velocitat ini-

cial. La velocitat d’'una altra particula Q infinitament proxima I'obtenim de I'estudi de
composicié de velocitats:

vo=vp+wAdX+vq,
Val la pena observar que en aquesta analisi centrem I'estudi en la configuracié inicial
(formulacié lagrangiana). Per tractar-se d’'una transformacio infinitesimal, podem ob-
tenir I'estudi del camp de desplacaments simplement multiplicant aquesta igualtat per
At, que és expressio del temps necessari per passar de la configuraci6 inicial a la final,
i suposant que les velocitats es mantenen constants durant aquest interval de temps:
xAt = ug=up+ordX+uq

rel

En aquesta expressio, up ésel desplacament del punt P, @ ésuna rotacié de solid rigid

i ug és el desplacament relatiu de q respecte a p a causa de la deformacio6 del medi tal
com es dedueix de la construcci6 geometrica segiient:
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Matematicament, es pot obtenir una expressié analoga a I’obtinguda abas per a I'analisi
de velocitats, descomponent el tensor gradient de desplacament en una part simetrica
i una altra antisimetrica:

(=2 D] (]2 - (] ) =[e]+ )

Oou; 1( Ou;, Ou, | 1| Ou; Ou;
En components: M, = == +—L |+= -—L|=¢,+Q,
17ox, 2\ox, ox, )| 2(ox, ox,| U

en que &, =€,y sz = —Qﬁ i, per tant:
ug =up +[ M |dX =up +[Q]dX +[¢]dX

Identificant termes, s’obté el significat fisic d’aquesta descomposicié per a una
transformacio infinitesimal.

Component antisimetric: Component simetric:

rotacid de solid rigid de 'en-  desplacament relatiu degut a
torn de P. la deformaci6 del medi.

[Q} dX =wAdX [5} d}=L_LQ

rel

Cal observar, malgrat tot, que, encara que la descomposicié matematica en part sime-
trica i antisimetrica de [M] és possible sempre, la seva interpretacié fisica solament té
sentit en una transformaci6 infinitesimal.

A conseqiiéncia d’aquesta interpretacié fisica, s’anomena el tensor [Q] tensor rotacio,
iel vector w, vector rotacio infinitesimal.
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i . 1( 0w ou ) 1fow  ou
200X, ox,) 2 aX 0X,
Q Q
1( 0u, Oy 1( 0u, Ou, 0 12 13
[Q]: Py 0 5 =-Q, 0 Q,,
2l0x, ox, 200X, 90X,
_Q13 _Qz3 0
l ou, _8u1 l ou, _8u2 0
2(0X, 0X, 2(0X, 0X,
o o _ _Qz3 1 _
[Q}dX:ade amb w=1 Q, :Erotu

—-Q

12

El tensor [€] rep el nom de tensor deformacio (més exactament, tensor de deformacié
lineal lagrangia, per distingir-lo d’altres desenvolupaments més elaborats).

I ou,

ou,

ou

2

0X,

(sim)

|

0X,
ou,
0X

2

J’_
o0X

)3l

!

ou, Ou, ]
J’_

0X, 0X,

6u2+6u3

0X, 0X,
ou,

0X,

Les relacions que determinen els components de [¢] en funcié dels components de &t
s6n conegudes com a relacions cinematiques.

2.8.2. Analisi de deformacions infinitesimals

El tensor deformacio6 definit aixi conté tota la informacié referent a la deformacié del
medi, i per aixod resulta especialment interessant estudiar-lo detallament. El camp ten-
sorial format pels tensors deformacié en cada punt defineix I'estat de deformacio del

medi continu.

Vector deformacio unitaria

Es defineix el vector deformaci6 unitaria com el desplacament relatiu per unitat de

longitud:

rel _|:

—[8:|N amb d/ —HdX“
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El conjunt de tots els vectors deformacié unitaria a ’entorn d’un punt defineix I’estat
de deformacié per a aquest punt. Queda evidenciat, doncs, que el tensor deformacio
conté tota la informacié referent a I'estat de deformacio en el punt d’estudi.

El vector deformaci6 unitaria pot ser descompost de manera natural en dos compo-
nents anomenats components intrinsecs. Un, (¢ ), dona una mesura segons la direccio

E, iun altre, (g), la dona en la direccié perpendicular a E de la manera segiient:

A fi de simplificar la notaci6, anomenarem d/ = Hd;” ide,= “d?”

Exdﬁo :;QH,,
d=s+g

di—drt
edly=A(dl,))m>e=—"7""
dr,

dl=dl,+A(dly)=(1+¢)dl,

gdl,
~g
)

toymy=—02""0
ATV T

Analiticament es pot obtenir e projectant d sobre N . Observeu que, procedint
d’aquesta manera, es negligeix I’efecte de la rotacid infinitesimal de solid rigid:

e=N'xd=N'[s]N  s=exN

Aleshores § pot ser avaluat com a: §: d-¢ g=+/d*-¢&*

El significat fisic d’¢ i g es posa manifest a partir de la figura i de les expressions expo-
sades:
— ¢s’anomena deformacio longitudinal unitdria i és una mesura de la variacio del
modul de dX (positiva quan el modul augmenta i negativa en cas contrari).
— & ésl'anomenat vector deformacio longitudinal unitaria.
— gs’anomena deformacio transversal unitaria i és una mesura de la variacio de I’ori-

entacié de dX no atribuible al moviment de solid rigid.

— g ésl’anomenat vector deformacié transversal unitaria.
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Deformacié angular

A vegades resulta d’interés avaluar el canvi de ’angle definit entre dues direccions ar-
bitraries al voltant d’un punt. Per fer-ho, considereu el segiient: Sigui P el punt d’estudi
i siguin Q i Q’ dos punts infinitament proxims que defineixen les dues direccions que
determinen I’angle d’interes. La transformaci6 donara lloc als canvis que es mostren
en la figura:

=}
el

L’angle final entre les direccions de referencia es pot avaluar a partir del producte es-

calar dx'xdx de dues maneres diferents:

A partir del significat fisic del producte escalar i tenint en compte la transformacié dels
modulsde dX i dX':

dx'xdx =d¢'xd( cos (6 +d6)
dr'=(1+¢')dr, dx'xdx=(1+¢)(1+¢')dl, dr} cos (6+d)
dr=(1+&)dt,

A partir del tensor gradient de deformacio:

dx'=[F|dx'| — - — T rpa =

— — rdx'xdx=(|F |[dX' F|dX)=dX' |F F|dX
s [ ([#0%) - [ [

on el producte [F]" [F] es redueix, una vegada eliminats tots els infinitésims d’ordre
superior resultants de la hipotesi de petitesa de les derivades dels desplagaments, a I’ex-
pressio:

[FI"[F1=[11+2[]
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NOTA: Una demostracié alternativa d’aquesta expressio és la segiient:

de*—deg _de-dt, de+dl,

e
i ar 5 ~ex2=2N [g]N

0

d?=dx [F]'[Fldx=d N [F]'[FIN = %zNT[F]T[F]N—I
0

2N ' [¢]N=N [F]"[FIN-N'[I]N = [F]'[F]=[1]+2[¢]

Igualant les dues expressions del producte escalar i dividint tots dos membres pel pro-
ducte de moduls:

(1+5)(1+g’) cos(€+d6’)zﬁT( [I}rz[g} )Nzcose+2ﬁT[g]N

Finalment, introduint la relacid trigonomeétrica segiient:
Ccos (9 + d9) =cosd—d0send
s’obté:
— 7 —
df-send = (5 +g')cosa—2N’ [e} N
Significat fisic dels components de €
Si es calculen les deformacions longitudinals unitaries per a les direccions dels versors

de la base de referéncia, es posa de manifest que els elements de la diagonal del tensor
deformacié no son altra cosa que aquestes deformacions. En efecte:

1 0 0
(L0,0)[]| 0 |=¢, (0.1,0)[]| 1 |=5, (0.0,1)[]] 0 |=2,
0 0 1

D’altra banda, si s’avalua el canvi de I’angle recte format entre les respectives parelles
de versors de la base, s’obté:

y>0

cosd=0 —r — do<0
sond-1 do,=-N'"[¢]|N

Per conveni
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0
1 1
o, =-y,=-2 (1, 0,0) [5} li==-2¢, = ¢, =—Ed6’12 =5;/12
0
E I ~-Lag -1
n general: & =2 d0; =y,

amb que tenim que els components fora de la diagonal del tensor deformacié sén la
meitat de les variacions angulars de les direccions dels eixos de la base canviades de
signe.

Canvi de base. Deformacions i direccions principals

La informaci6 continguda en el tensor deformacio, com a entitat fisica que és, no depen
de la base vectorial escollida. No obstant aixo, la matriu que el representa si que pre-
senta components diferents en funcié de la base triada. Per tant, la matriu del tensor
deformacio canvia amb un canvi de base; en efecte:

sigui e; la base en qué s’expressa per [¢],
sigui e;” la base en que s’expressa per [£],

sigui [R] la matriu de canvi de base definida de la manera segiient:
[R]=[ e/eyie] 5 [R]T=[R]"  det[R]-1

Un vector qualsevol es transforma en canviar de base de la manera segiient:
v =[r]"V,
En particular, el vector deformacié unitaria es transforma aixi:
d,=[R]"d, i d =[R]d,
En funcié dels tensors deformacio, queda:
d, =[N, = [R]"d =[R]'[¢]N,
Amb que, finalment:

d,=[R)'[][R]N, = [¢]=[R] [¢][K]
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Es pot demostrar que sempre existeix una base en que el tensor deformacio es diago-
nalitza, és a dir, una base els eixos de la qual s6n ortogonals abans i després de la de-
formacio en ser nuls els components fora de la diagonal i, per tant, nul-les les variacions
dels angles formats pels eixos de la base. Els elements de la diagonal del tensor en
aquesta base s’anomenen deformacions principals, i les direccions dels versors de la
base, direccions principals.

En efecte, plantegem el problema de trobar totes aquelles direccions en que el vector
deformacié sigui col-lineal amb elles mateixes. Es tracta, per tant, de trobar aquelles
direccions en qué solament existeixi deformacié longitudinal, és a dir:

d= Z i, per tant, § =0
Perque tals direccions existeixin, el sistema d’equacions definit per

E=[5}N=gﬁ=2 = ([5]—5[[])ﬁ=0

ha de tenir una soluci6 diferent de la trivial (N = 0) i, perque aixo sigui possible, el
determinant del sistema s’ha d’anul-lar:

det( [5}—5[1} ):0

Aquesta equacié s’anomena equacio caracteristica i, desenvolupada, pren la forma se-
glient:
3 ‘o2 . .
& +I'e"—1,'e+1,'=0

on el primer membre és 'anomenat polinomi caracteristic, ja que els seus coeficients
son quantitats invariants davant de canvis de base.

Invariant lineal: I'=¢,+¢,+e,,=t, [s]

. Npr - 2 2 2
Invariant quadratic: I,= 16, + 61653+ 65,655 — (512 +e&,+ 523)
Invariant cubic: I,’=det [s}

Es pot demostrar que, pel fet de ser la matriu de £ simetrica, I’equacio6 caracteristica
té sempre solucions reals. Aquestes solucions son les deformacions principals €1, €2, €3
(el vector deformacié coincideix amb el component intrinsec & ). En termes
matematics, son els valors propis de [¢].

Els vectors associats al compliment d’aquesta condicid seran els que satisfacin:

([5}_51'[1} )ﬁizo
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Les direccions d’aquests vectors son les direccions principals de deformacio; en termes
matematics, sén els vectors propis de [¢], i es pot demostrar que s6n ortogonals entre
si.

En efecte, si g, # &t

5 ([e)-al) =
N; ' ( [e]-¢[1] )Nj =0
Una vegada normalitzats i escollits els sentits apropiats per formar un triedre directe,

es pot construir a partir d’ells la base ortonormal en qué el tensor deformacid es
diagonalitza. D’ara endavant, la base formada per les direccions principals es denotara

restando (gi—gj)FjT[I}ﬁizﬁ = N_JJ_FL

com a (N_l*, N_Z,,, N_S,,) . En aquesta base, el tensor deformacio és diagonal i adquireix la

forma segiient:

g 0 0
[‘9:| o= 0 & 0
0 0 ¢

en qué &1, &, 1 £3s6n les deformacions principals.

El problema fisic plantejat és, per tant, des del punt de vista matematic, un simple pro-
blema de diagonalitzaci6 de la matriu de I’endomorfisme definit per [¢].

NER3£>56R3

Deformacio volumetrica

Una altra mesura important de la deformacié d’'un medi continu la constitueix la de-
formacid volumetrica unitaria definida de la manera segiient:

dv -dv,
YT
0
Aquest parametre de I'estat de deformaci6 és intrinsec al punt en qué s’avalua i no
depen, per tant, de la base escollida per referir-hi el tensor. Per aquest motiu, i per sim-
plificar el desenvolupament, es referira el tensor als eixos principals.

Un element infinitesimal de volum amb cares paral-leles als eixos principals es deforma
sense alterar-ne els angles, ja que en les direccions principals no es produeixen varia-
cions angulars, pel fet de ser nuls els elements fora de la diagonal del tensor. Tal com
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pot veure’s en la figura, resulta immediat avaluar els volums abans i després de la de-

formacié:
3*)

dv

ds dVo

ar, =dr, (1+5)

dr, =di, (1+z,) /
dt,=dt, (1+g) 5 dts
v, =dt,, dr,, dt,,

AV =de, dt, dt, =dv,(1+&) (1+&) (1+&,)

Operant i eliminant infinitesims d’ordre superior, tenim:
dV=dV0(1+g1 +¢&, +83) = &, =& +&,+&, =1, [8:| =divu

d’on es dedueix que la deformacié volumetrica és igual a la traga del tensor deforma-
ci6 (la independéncia d’aquest resultat de la base utilitzada és clara, ja que la traga és
invariant davant de canvis de base).

S’arriba al mateix resultat avaluant el determinant de la matriu del tensor gradient de
deformaci¢ si s’eliminen els infinitésims d’ordre superior:

d—V(:det [F} ~1+ Oy

ou, Oou,
+ +
av, 0X, 0X, 0X

=l+¢g,
3

© Tal com s’ha vist anteriorment, la primera igualtat és valida per a qualsevol tipus de
transformacio.

Descomposicio del tensor deformacio en tensor esféric i desviador

Aprofitant aquest concepte, és possible descompondre el tensor deformacio en dos ten-
sors amb significats fisics ben diferents. En efecte, el tensor deformacio es pot escriure
com a:
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fn . 3 &g 0 0 ‘1% 3P €13
€ &y €p 0 & 0|+ &, €pn~¢& €3 =|:€0:|+|:e:|
€13 63 &3 0 0 ¢ e &3 3378
& _tle]
enqueé g, =—L=-
3 3

on el component diagonal s’anomena part esférica del tensor i té com a caracteristica
que la deformacio que representa és purament volumetrica i de valor igual al del tensor
deformacié complet (no hi ha distorsi6 de forma, en no alterar-se els angles en cap
direccid, ja que, pel fet de ser les tres deformacions principals iguals, totes les direccions
son direccions principals). Aquest tensor esféric ailla, per tant, la part de deformacio
deguda al canvi de volum.

El component no diagonal s’anomena part desviadora i té la caracteristica de presentar
una deformacié volumetrica nul-la, és a dir, correspon a una deformaci6 purament de
canvi de forma. Aquest tensor desviador ailla, per tant, la part de deformacié deguda al
canvi de forma.

Pel que fa als invariants de [e} i la seva relacio amb els invariants de [5] , els invari-

ants de [e} compleixen les relacions seglients:

enque I,’,1,",I," son els invariants de (]

Relacié entre els tensors [€] i [D]

En una transformaci¢ infinitesimal, les formulacions lagrangiana i euleriana es confo-
nen, i en conseqiiencia és possible escriure:

ow, ouw . douw 0 dy v, d oy

—— 1 = = —
6X]. 6x}. dté’x}. (’;’xj dt 6xj dt@X}.

Per tant, en una transformacio infinitesimal, els tensors de deformacio6 i de velocitat de
deformacid es relacionen de la manera segiient:

[¢]=[D]
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Tensor d'increments de deformacio natural

En qualsevol transformacié geomeétrica del medi continu, finita o infinitesimal, és pos-
sible imaginar que el desplagament total es genera com a suma d’increments de des-
placament de magnitud infinitesimal du . Aleshores, cada increment de desplacament
defineix per ell mateix una transformacié infinitesimal entre les configuracions del
medi continu corresponents als instants ¢i ¢t + dt.

En aquest cas, la configuracié en l'instant ¢ actua com a configuracio inicial, mentre
que la corresponent a I'instant ¢ + dt actua com a configuracio final. Es posible, alesho-
res, definir un increment de deformaci6 infinitesimal entre totes dues configuracions,
prenent com a camp de desplacaments infinitesimals el definit per dir . El tensor de-
formacio resultant s’anomena tensor d’increments de deformacio natural i, expressat en
forma euleriana, és:

1 a dui a du. dgll dgu d813
de; == +—2L| ;5 [de]|=|de, dey, ds,
2| 0x. Ox
J ! de,, de, de

23 33

A partir d’aquesta definicio, és immediat comprovar que: Dy = dg; dt

En efecte:

1| 0 du;, & duj 11 0du, 8duj 1d

B + =—— + =—4das&;;
Y 2|0x;dt Ox, dt | dt2|d0x; Ox | dt 7

El tensor d’increments de deformacio natural és molt util en la descripcié de fendmens
que depenen de la historia cinematica de la transformaci6 del medi.
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Aquest tensor es pot descompondre en part esférica i part desviadora, corresponents a
I'increment de deformacié volumeétrica i a I'increment de deformacié distorsional res-
pectivament:

[de |=[de, |+[ de]
Dividint els dos membres d’aquesta expressio per dt, s’obté:
[de]=[D] =~ [ds, ] +[de] |
dt et

que no és més que la descomposicio del tensor velocitat de deformacio en les seves parts
esférica i desviadora:

s )=[p)] i L[de]=[d]

D’aquest raonament es desprén que la part esférica de la descomposicié del tensor ve-
locitat de deformacid té el significat fisic de velocitat de deformaci6 volumeétrica, men-
tre que la part desviadora el té de velocitat de deformacié distorsional, o de canvi de
forma. Aquesta descomposicid del tensor velocitat de deformaci6 i el seu significat fisic
és, per tant, valida per a qualsevol tipus de transformacié.

D’aix0 es deriva un altre resultat important. La velocitat de deformaci6é volumetrica
unitaria:

D
[ pan)]
02L2ﬂ23%:3D0

av dt dt
&y

d odu,  odu,
que es pot expresar per: —- =

odu, ov, Ov, Ov, -
+ + =—14 2
dt  ox dt oOx,dt ox,dt oOx, Ox

+—==divv
ox

2 3

i, en conseqiiéncia, la derivada material del dV en cada instant és:

L (qv)=avdwv
Dt

Integracié del camp de desplagaments

Les sis funcions que defineixen el tensor deformacié no poden ser independents entre
elles, ja que deriven de les tres uniques funcions ui, u,, us que defineixen el camp de
desplacaments. En aquest apartat s’analitzen les interrelacions existents entre elles i es
presenta el procediment per a la determinacié del camp de desplacaments.
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Relacions de compatibilitat

Pel fet de ser, per hipotesi, les funcions u, u,, us que defineixen el desplacament con-
tinues i derivables fins a qualsevol ordre, 'ordre de derivaci6 no ha d’afectar el resultat,
i per tant, podem establir relacions entre el components del tensor deformacié de la
manera seglient:

e, _ ou, s, _ ou, o’e,, _ o, . o’u,
oX;  0X,0X; oxX; oX,0X; 0X,0X, oX;o0X, 0X;oX,
o, _ O’ + 0’

oX,0X, ox: ox?

62‘923 _ 62‘("33 + 62522
0X,0X, ox; ox;
62‘913 _ 62‘911 + a2‘933
0X, X, ox; oxX;

De manera similar:

Unes altres tres relacions es poden construir de la manera segiient:

e, o, o€, o’u, o'u,
oX, 0X,  0X, oX, 0X, X, oxX,oX,  oX, 0X,
de,,  0u, o’u, . oe,, 0w, o’u,

>

= + = +
0X, 0X,0X, oX,0X, oX, 0X,0X, oX,0X,

Per procediments analegs s’arriba a les expressions seglients:
o, __0 085, + 08,3 4 081,

0X,0X, oX, | o0X, oX, oX,
ey, 0 { 0&,, N 0&,, N agnj

0X,0X, 0X,| oX, 0X, oX,

i de la mateixa manera s’obtenen:

Pey _ 0 [, 08y Oey agu]
0X,0X, OX,| X, 0X, OX,

82533 0 0¢,, N 0¢,, B og,,
0X,0X, oX

L ax, ax, ax,

El significat fisic d’aquestes relacions, anomenades relacions de compatibilitat, és que,
a causa de la continuitat de la transformacio, els elements de volum contigus es
deformen de manera compatible, és a dir, encaixen perfectament abans i després de la
deformacid, sense superposar-se ni deixar buits que crein discontinuitats.
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Ro

R. Cinematica

|:> ]
(]

R. Compatibilitat

|

|

El compliment de les condicions de compatibilitat garanteix 'existencia de les funcions
que defineixen el camp de desplacaments, perd no la seva unicitat. El tensor deforma-
ci6 determina els desplagcaments relatius, pero deixa el desplacament total indetermi-
nat en relacié amb els moviments de translacid i de rotacié de solid rigid, ja que aquests
no modifiquen I’estat de deformacié.

De manera analoga, es poden escriure les equacions de compatibilitat per als compo-
nents del tensor velocitat de deformacio.

Procés d'integracioé del camp de desplagaments

En moltes aplicacions practiques, la incognita del problema cinematic plantejat és el
vector desplacament, en queé les dades de partida son el tensor deformacié en cada punt
del medi i el moviment de solid rigid associat a un dels seus punts (translacio i rotacio):

Up, @p

Per a una geometria simplement connexa, el calcul del camp de desplagcament s’efectua
mitjancant una doble integraci6 segons I'esquema segiient:

1. S’escriuen les equacions diferencials de do en funcié de [e]. Laintegrabilitat queda
garantida pel compliment de les condicions de compatibilitat, que coincideixen
amb les d’integrabilitat en un recinte simplement connex. El coneixement de la
rotacio de solid rigid del punt de referéncia s’utilitza com a condici6 de contorn en
aquesta primera integracid.

2. Sescriuen les equacions diferencials de du en funcié dels components de [¢] i de
les rotacions. El coneixement de la translacié de solid rigid del punt de referéncia
s’utilitza com a condicié de contorn en aquesta segona integracio.
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NOTA: El procediment es pot aplicar a un recinte miiltiplement connex dividint-
lo en parts simplement connexes i obligant la compatibilitat de desplacaments a
les fronteres entre les parts.

2.9. Transformacions finites

L’estudi de les transformacions infinitesimals té moltes aplicacions practiques i és la
base de la mecanica lineal del medi solid deformable. No obstant aixo, hi ha una gran
quantitat d’aplicacions en qué les hipotesis efectuades abans per a aquesta mena de
transformacions ja no sén admissibles, totalment o parcialment. Per resoldre aquests
problemes, s’ha desenvolupat la teoria de les transformacions finites, en que no és ne-
cessari admetre cap hipotesi a part de les propies de la idealitzacié del continu.

Els problemes que impliquen transformacions finites es poden agrupar en tres fami-
lies:

a) Problemesen queé intervenen el temps i el cami seguit per arribar de la configuracio
inicial a la final. Per exemple, la deformacio viscoplastica de materials solids.

b) Problemes en qué el temps no intervé en la fisica del problema, pero en qué el cami
seguit per arribar de la configuraci6 inicial a la final si que és important. Per exem-
ple, els problemes de la deformacié plastica de materials solids.

¢) Problemes en qué solament intervenen les configuracions inicial i final. Per exem-
ple, problemes de grans deformacions en components hiperelastics o problemes en
que hi ha rotacions de solid rigid no infinitesimals entre dues configuracions.

Els problemes dels tipus a) i b) han de ser resolts de manera incremental, considerant
una successio continua de transformacions infinitesimals entre configuracions conse-
cutives, i no sén objecte d’aquest capitol, que se centrara en el tipus de mesura de de-
formaci6 més caracteristic del tercer tipus de problemes.
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2.9.1. Laratio d'extensio

En contraposicio a la definicié de solid rigid que dona la mecanica racional, es defineix
el solid deformable com aquell que no manté fixa la distancia entre els seus punts. Per
tant, una mesura natural de la deformaci6 del solid s’obté comparant la longitud dels

vectors dX i dx, abans i després de la deformacid, respectivament, a través de I’ano-
menada ratio d’extensio, definida de la manera segiient:

Siguin:
dX =d/ 0 xN amb d/ 0= ”d}” i N, el versor en la direcci6 de dX

dx=dlxn amb df= “d;” i n, el versor en la direcci6 de dx
Aleshores es defineix la ratio d’extensi6 com el quocient:
A=difde,

Si expressem els productes escalars de tots dos vectors per si mateixos abans i després
de la deformacid i establim el seu quocient, obtenim el quadrat de la ratio d’extensio:

dx x dx dr?
dXxdX df}

2

Hi ha materials, com el cautxu, que poden arribar a presentar ratios d’extensio de 4 o
5, mentre que uns altres, com per exemple els materials metal-lics en regim elastic,
presenten variacions de longitud inferiors a '1%. D’altra banda, la ratio d’extensié no
s’anul-la quan no hi ha deformacid, sin6 que aleshores pren un valor unitari. Aquests i
altres motius fan que sovint la ratio d’extensi6 no sigui una mesura de deformacio apro-
piada, per la qual cosa s’usen també definicions alternatives per mesurar la deformacio,
depenent de la naturalesa del problema a tractar. Qualsevol funcié monotona creixent
de la ratio d’extensio € = f (1) pot ser utilitzada com a mesura alternativa de la defor-
macio6 experimentada pel solid. A continuacid se’n presenten algunes.

Deformacio de Biot:
_dr-dr
de

Es defineix com a & A-1

0

Aquesta mesura de deformacio és la utilitzada anteriorment per a 'analisi de proble-
mes linealitzats. Fora d’aquest context, la seva utilitzacié esdevé complexa.

Deformacio de Green:

2 2
Es defineix com a £ _dr-dly /2 (12 —1)
£ 24
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Aquesta mesura de deformaci¢ s’utilitza en problemes que impliquen transformacions
geometriques importants (finites) perd que poden ser tractades sense parar atencié a
les situacions intermedies.

Deformacié logaritmica:

14
Es defineix com a: &= dﬁ/f =Ln (/1)

fo

Aquesta mesura de deformaci¢ s’utilitza en problemes que impliquen transformacions
geometriques importants (finites) que per la seva naturalesa han de ser tractades de
manera incremental.

Quan les deformacions son petites, aquestes tres definicions condueixen a valors sem-
blants.

2.9.2. Eltensor deformacié de Cauchy-Green (lagrangia)

Expressant ara dx en funcié de dX a través de la matriu gradient de deformacio, ob-
tenim:

dr* =dx " xdx=([F]dX) ([F]dX)=dX[F]"[Flax=di N [F]"[F]N

I, dividint tots dos membres per dﬂf) obtenim I'expressio general del quadrat de la ratio

d’extensi6 en qualsevol direccié al voltant d’un punt en funci6 del versor en la direccié
d’estudi, referida a la geometria inicial, i de 'anomenat tensor deformacié de Cauchy-

Green, [C].
[C-[FI'[F]  (afaey) =2=N"[c]N

[C] és un tensor simetric de segon ordre els components del qual, en funci6 de les de-
rivades dels components del vector desplacament, son:

(1+0u, /o x,)" +(0u, jo x,)" +(ou, Jo x,)"

Cll
C,=(1+0u, /o x,) +(ou, Jox,) +(ou, 0 X,)"
Co=(1+0u,/0X,) +(0u, /0 X,) +(0u, /0 X,)"

(1+0u, /6 X, )x0u, [0 X, +0u, [0 X, x(1+08u, /0 X, )+0u, [0 X, x0u, /0 X,
(1+0u, /0 X, )x0u, /0 X, +0u, /0 X, x(1+0u; /0 X, )+0u, 0 X, xdu, [0 X,
(1+0uy /0 X, )x0u, 0 X, +0u, 0 X, x(1+0u, 0 X, )+0u, [0 X, x0u, [0 X,

C'12
C23
C13
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Quan el tensor [C] és igual al tensor identitat en tot el solid, tot vector dX conserva el
seu modul. La ratio d’extensio és igual a la unitat i, per tant, no hi ha deformacio. Es
tracta, doncs, d’una transformacio de solid rigid.

2.9.3. Eltensor de deformacions finites lagrangia
El tensor de deformacié de Cauchy-Green es pot expressar de la manera segiient:
1
[c]=[1]+2[E] [E]=5[ [c]-[1]]
on [E] és també un tensor simetric de segon ordre anomenat tensor de deformacions

finites lagrangia (o de Green), els components del qual, en funci6 de les derivades del
vector desplacament, s6n:

E,, =0u, [0X, += {(au Jax,)" +(ou, fox,)” +(ou, /axl)z}
L, =0u /aX +— [(611 /6X ) (6u3/aX2)2+<6u1/6X2)2}
~ ou, JoX, +~ {(au Jex,)’ (6u1/6X3)2+(5“z/5X3)2}

[au JoX, +ou, X, +(0u, /0X, x Ou, X, +0u, [OX, x du, [0X,,+ Ou, [OX, x0u [0X, ) |
E23:5[6u2 X, +0uy [0X, + (0w, /OX., x Ou, [0X, + Ou, [0, x Ou X, +Ou, [0X , xu, [0, |

E,= %[5% J0X, +0u, JOX, +(0u, [0X, x Ou, [ OX, + 0w, [0X x du, [0X, + du, [0X  x ou, [0X, )|

Quan el tensor [E] és nul en tot el solid, no hi ha deformacio i la ratio d’extensié és
igual a la unitat. Es tracta, doncs, d'una transformacié de solid rigid.

2.9.4. Deformacid longitudinal unitaria de Green

El tensor de deformaci6 de Green permet calcular la deformacié existent en un punt i
en una direccio, referida a la configuracio inicial, de la manera segiient:

ar—a N ([1]+2[E] )N:deg(lmT z@s}ﬁj

_de-dey 1,
[E] 2d€2 _E(A _1)
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2.9.5. Deformacio longitudinal unitaria de Biot

La mesura de deformacié més utilitzada en enginyeria és la deformaci6 de Biot definida
com a:

2_
L_dr—de,
dr,

La deformaci6 de Biot es pot calcular a partir dels tensors deformacié de Cauchy-Green
i de Green de la manera segiient:

g=N [C]N-1=y2N ' [E]N+1-1

Aixi doncs, les deformacions longitudinals unitaries de Biot en les direccions dels eixos
de referéncia son, aplicant aquesta expressio als versors en les direccions dels eixos de
referéncia:

e, =\/1+26u1/6X1 +(8u1/6X1)2 +(6u2/6X1>2 +(6u3/6X1)2 -1

P \/1+28u2/8X2 +<6u2/aX2)2 +(ou, /ox,) ? +(au1/axz)2 -1

£y :\/1+2c’;’143/6X3 +<8u3/aX3)2 +(au1/6Xs)2 +(8u2/6X3)2 1

Aquestes expressions es poden interpretar fisicament a partir de la figura segiient, tra-
cada per al cas de €11:

(0u,/0X,) dX,
g
2
p ; K
P dx, Q iuz

(Ouy/0X,) dX,

L —— - (1+0u, /0X,) dX,

3

Aillant €, en aquesta ultima expressio, obtenim:

2 2 2
2 ou ou ou
dxl =<1+€11)dX1 = (1+€11) Xmz :dx12 = (14‘8—)(11] +[6—)(21J +[a—)€j dX12

£, =\/1+zaz,¢l/ax1 +(ou, fox, )" +(6u2/6X1)2 +(ou, fox, ) -1
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2.9.6. Deformacions angulars

Quan un solid es deforma, ’angle format per dues direccions arbitraries abans de la
deformacié pot variar després de la deformaci6. Per establir una mesura d’aquesta va-
riacié, n’hi ha prou d’expressar el producte escalar de dos vectors infinitesimals dX i
dX' en les direccions d’estudi definides pels versors N i N’ abans de la deformacio,

amb el dels seus transformats dx i dx’'. Aquests vectors sofriran una deformacio lon-
gitudinal unitaria ¢ i ¢’,respectivament. Amb aixo, els productes escalars abans i des-
prés de la deformacio estaran relacionats de la manera segiient:

iy

dX'" xdX =d, dt} cos(6)=dt, dt,)N [I]N'

dx' " xdx=dt d' cos(g) = (1+g) (1+¢')dr, d) cos (¢)=dt, dlyN ' [C]N'

—r —

—Tr 41— ) N |C|N'
d’on:  cos (0):N [I}N i cos (go) m‘fgﬁ
on 0 i ¢ son els angles formats pels dos vectors abans i després de la deformacié res-
pectivament.

Les variacions angulars dels eixos de referéncia es poden calcular a partir d’aquest re-
sultat, prenent com a versors els dirigits segons els eixos de referéncia, de la manera
segiient:

/2 1
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De la figura es dedueix que y = ﬂ'/ 2—f i, en conseqiiéncia,
sen (7) =sen (7[/2 —f) =cos (f)

Per tant:

ou, /X, +0u, /0X, +6), ]

712 :arcsen[ (1+511)(1+522)

on 6, =du, /X, xdu, /X, +du, [0X, xdu, [ 0X,, +du, | 6X, x du, /0X,

ou, |0X,, +0u, |0X, +0,, J

Vs :arcsen( (1+822)(1+€33)

on 6,, =du, [0X, xdu, [0X, +0u, [0X, x du, [0X, +u, [0X,, x ou, /X,

Ou, /0X, +0u, /0X, +0,, j

713 :arcsen( (1+g33)(1+511)

on 0, =ou, /X, xdu, [0X, +0u, [0X, xdu, [0X, +du, |6X, x u, [0X,

Aquestes expressions es poden justificar fisicament a partir de la figura segiient, tracada
per al cas de la variacié angular dels eixos 1, 2:

%dXZ > ou
X, r e ﬁdX2
— 2
dx _
R ou d
2 1+ 2JdX X1 1q ou
_ ( X, \_7 ¢ ﬁdX:
dx, A 1
/2 i
P ax: Uy \ %Xm
Us / " ' 5 aXl
"""""""""""" BT 1+ |dx,
X,
1
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dx, dx,cosp= | |1+ 24 ax, | 24 ax, |+ 142 | ax, | D ax, |+
oX, ox ox ax

2 2 1
ou ou V4
+ —=dX, || =—=dX, ||=sen| =—¢ |=sen
[ax1 IJ[GXZ Zﬂ (z ¢j T2

Passant dx; i dx, a I’altre membre i tenint en compte que:

ax,  dx, 1
dx, (1+g,)dX, 1+g,
dx,  dx, 1

dx, (1+6,)dX, l+s

22

queda:

X, X, oX,0X, oX,oX, oX,oX,

(1+511)(1+522)

Ouy Oy | Ouy Oty | Oy Oy | Oy Olty

7,, = arcsen

2.9.7. Hipotesis simplificatives

En el desenvolupament fet fins ara no s’ha introduit cap hipotesi sobre la petitesa dels
desplacaments, les rotacions o les deformacions, per la qual cosa els resultats obtinguts
son aplicables a qualsevol situacié de deformaci¢ finita, amb I’nica suposicio que la
longitud del segment de referencia és infinitament petita. No obstant aixo, hi ha moltes
situacions practiques en qué és possible elaborar certes hipotesis simplificatives.

Deformacions petites

Per exemple, si les deformacions son petites, la deformacié de Green és aproximada-
ment igual a la deformacié de Biot. En efecte:

di-di2 _(1+e) dlg-dly 1+6°+26-1 .
2d0; 2d0; 2

i, d’altra banda: sen(y)~y

En aquestes condicions, els elements de la diagonal del tensor de Green sén les defor-
macions longitudinals unitaries en les direccions dels eixos de referéncia, mentre que
els elements fora de la diagonal so6n el doble de les variacions angulars d’aquests eixos.

65



66

Mecanica del medi continu en I'enginyeria. Teoria i problemes resolts

Rotacions petites. El tensor de deformacio lineal de Lagrange

Si a aquesta hipotesi s’hi afegeix la que estableix que les derivades dels desplacaments
son prou petites per ser considerades infinitesimals de primer ordre, és possible pres-
cindir de tots els productes i quadrats d’aquestes derivades, amb que s’obté el tensor de
deformacié lineal de Lagrange [¢], introduit anteriorment per a ’analisi de deformaci-
ons en transformacions infinitesimals, els components de les quals son:

_aul T _l ou, ou,
811— 812_ - +

0X, 2 200X, 0X

_6u2 Vs 1 ou, Oou,
822_ 823_ - +

0X, 2 210X, 0X

_ Ou, rs 1 ou, Oou,
&3 = 3= = +

0 X, 2 2\0X, 0X,



3

L'estat de tensio

3.1. Introduccio

Tal com s’ha explicat en el capitol 1, les forces aplicades a un medi continu es transme-
ten a través d’ell en forma de forces d’interaccio entre particules. Aquestes forces d’in-
teraccio es caracteritzen a nivell macroscopic de manera intensiva a partir de la forca
transmesa per unitat d’area a través de qualsevol superficie imaginaria interior al medi.
Aquesta mena de forca intensiva interior s’anomena tensio t . El postulat d’Euler-
Cauchy admet que les tensions definides aixi sén suficients per establir les lleis de la
dinamica per a qualsevol subdivisid arbitraria del medi continu.

En aquest capitol es fa una analisi detallada del concepte de tensi6 o, de manera més
general, de 'estat de tensi6 en un medi continu.

3.2. Elvector tensio

Les accions internes es transmeten a través de qualsevol secci6 interior imaginaria del
medi continu. Aixi, per exemple, si el medi de la figura, en la seva configuracié actual,
es divideix en dues parts A i B per una secci6 plana arbitraria S, la part A estara sota
I'efecte de les accions directes i les accions internes que es transmeten a través de S.

F1 F3
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Aquestes accions internes s’han de matematitzar, ara, dins del context de la mecanica
del medi continu. Per fer-ho, considerem un element de superficie S en un punt interior
p situat sobre el pla de tall S.

L’orientacié d’aquest element de superficie en la configuracio actual del medi s’efectua,
per conveni, assignant-li un versor n perpendicular al mateix element i dirigit segons
la normal exterior al material de la part de medi continu considerada, en aquest cas la
part A. Els components del versor esmentat (11, n,, n3) sén els cosinus directors asso-
ciats a la seva direccio:

31& n

" Cos o

>
>

n=1cos fy=4n,
n

o ﬂ Cos y

A través d’aquest element de superficie es transmet una forga AF iun moment AM,
resultant de la interaccié entre les particules a un costat i l’altre de AS . El principi de
tensio de Cauchy estableix que, en tendir la superficie AS a zero, es compleix que:

el limit lim AF = ar —t (E) existeix i és finit (a)
AS—0 A, ds
iim 2™ -5 )
AS—0 AS
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L’expressio (a) defineix el concepte de vector tensié ¢ de manera semblant a com es
definia el concepte de forca de superficie, solament que en aquest cas es tracta de forca
sobre una seccid interior imaginaria.

El vector tensi6 definit aixi representa la forca per unitat de superficie que la part B fa
sobre la part A en el punt O, a través de I’element infinitesimal de superficie dS orientat
per n.

NOTA: Es important insistir que Uelement infinitesimal de superficie implicat en la
definicié de Tt correspon a la geometria actual del medi i no a la seva geometria ini-
cial. Aquesta distincié pot resultar important quan la variacié de la geometria entre
la configuracié inicial i la configuracio actual sigui significativa.

Si en lloc de considerar les accions de la part B sobre la part A en el punt p es consideren
les de la part A sobre la part B, n’hi ha prou de definir en aquest punt un dS, orientat
per —n , a través del qual es transmet la forca per unitat de superficie que A fa sobre B.
Noteu que el dS vist des de A o vist des de B és el mateix, pero la seva orientacid és
contraria, ja que aquesta sempre es defineix segons la normal exterior al 7 material.

Aplicant el principi d’acci¢ i reaccio6 es dedueix una propietat important del vector tensio:

3.3. Components intrinsecs del vector tensio

El vector tensid es pot descompondre de manera natural en dos components intrinsecs,
un corresponent a la seva projeccio sobre la direccié del versor i l’altre corresponent a
la seva projeccio sobre el pla perpendicular a aquest. El primer s’anomena tensio nor-
mal & ,1el segon, tensio tangencial, o tallant 7 .
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Aquesta descomposicid té una gran importancia fisica, ja que el paper que juguen tots
dos components intrinsecs en la mecanica del medi continu és essencialment diferent.

La tensi6 normal és aquella que tendeix a ajuntar o a separar dos plans contigus dins
del material. En el primer cas, es diu que és de compressio, i en el segon, que és de
traccio.

El conveni de signes acceptat és el de considerar les traccions positives i les compressi-
ons negatives, segons es mostra en la figura segiient:

Les tensions normals de traccid son les responsables de la descohesi6 interna dels ma-
terials solids. Quan aquestes superen un cert valor limit, que depen de les caracteristi-
ques del material, es produeix el fenomen del trencament fragil. Per aquest motiu, en
els solids les tensions normals de traccio s6n en general més perilloses que les de com-
pressio, ja que, contrariament a les primeres, tendeixen a compactar el material. Els
liquids i els gasos en repos no admeten tensions normals de traccio, sind solament de
compressio, concepte que es correspon amb el de pressio a I'interior d’un fluid, encara
que per simplicitat en aquest cas se sol definir la pressio com a positiva.

Les tensions tallants tendeixen a fer lliscar plans contigus a I'interior del material. Aqui
el conveni de signes és purament operatiu, ja que el fenomen de lliscament no pre-
senta la “polaritat abans esmentada per a les tensions normals. S’accepta com a criteri
el que es mostra en la figura segiient, en qué el pla del paper correspon al definit per 7
i t,1elsigne correspon al del gir, des de 7 cap a ¢ considerant la normal positiva a
aquest pla orientada cap al lector.

S
S
|

t

Les tensions tallants son les responsables dels fenomens de lliscament intern en el ma-
terial. En els medis solids, i si la tensio tallant supera uns certs valors limit caracteristics

N |
N |
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per a cada material, aquest lliscament condueix primer a deformacions permanents i
posteriorment a la fractura ductil. En els fluids viscosos, les tensions tallants estan as-
sociades amb els gradients espacials de velocitat.

Es defineix la tensio normal o com el producte escalar de ¢ per 7 . El signe resultant
és consistent amb el signe atribuit a ¢ en funcio6 de la seva naturalesa fisica (traccié +,
compressié —).

- T f—

o=t xXn

El vector tensio i els seus components intrinsecs guarden les relacions matematiques
segiients:

o=0n

t=0c+7
P =c*+7?

;:;/\(2/\5)

3.4. Eltensor tensio

El concepte de vector tensid, encara que fonamental des d’un punt de vista fisic, cons-
titueix una mala descripcio de I'estat de tensid existent en un punt interior d’'un medi
continu. Aixo és aixi perque el vector tensio esta associat a un element infinitesimal de
superficie orientat per un versor 7 , i existeix un nombre infinit de tals elements infi-
nitesimals de superficie en cada punt, i, per tant, també un nombre infinit de vectors
tensio.

De fet, ’'estat de tensi6 en un punt p solament queda definit totalment si es coneix la
infinitat de valors possibles de t en funci6 de 7 , d’'una manera analoga al que succe-
eix amb l'estat de deformaci6. Aquest problema es pot resoldre convenientment si es
defineix I'estat de tensi6 d’'una manera alternativa a partir de la relacié existent entre
m i t,ino a partir dels seus valors concrets.

3.4.1. Expressiéo matematica del tensor tensio

A continuacio, es mostra com tal relacié queda definida totalment si es coneixen tres
vectors tensié actuants sobre tres elements infinitesimals de superficie. Per comoditat,
s’escullen tres elements infinitesimals amb els seus versors orientats formant una base
ortonormal.

En efecte, anomenem e, ¢, i e, els versors que orienten elements infinitesimals de su-

perficie perpendiculars als eixos 1, 2, 3, respectivament. Siguin ¢, i, els vectors ten-

si6 que actuen sobre ells: en els eixos 1, 2, 3 cada vector tensio tindra tres components.
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Aixi, per exemple, t, es projecta sobre I'eix 1 i dona lloc a un component &,, que es
correspon amb el concepte de tensié normal, per tractar-se de la projecci6 de ¢ sobre

el versor normal a '’element infinitesimal de superficie sobre el qual actua. D’altra
banda, f, es projecta també sobre el pla 12 i dona lloc al component de tensi tallant.

Aquesta, al seu torn, es projecta sobre els eixos 2 i 3 de la base i dona lloc als compo-

nents &,, i &,,, respectivament, que son els dos components de la tensio tallant sobre

aquest pla.
t,=| o, |=t(e)
o

El mateix raonament s’aplicaa ¢, ia t,. Cadascun d’aquests vectors tensié es projecta

sobre els versors de la base i dona lloc a un component de tensié normal i dos compo-
nents de tensi6 tallant, tal com es mostra en les figures segiients:
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Vegem a continuacié com és possible expressar el vector tensid que actua en un pla
orientat de manera arbitraria respecte als eixos 1, 2, 3 en funci6 de 7, ?2 i 73 , Sense con-

siderar altra cosa que el principi de la quantitat de moviment (segona llei de Newton)
sobre un element de volum infinitesimal definit de la manera segiient.

Suposem en un punt p d’estudi un dS orientat de manera arbitraria a través del seu
corresponent versor 7 . Sobre ’esmentat dS actua un cert vector tensio ¢ que es desitja

expressar en funcié de ¢, t,it, . Per fer-ho ens imaginem un pla paral-lel a dS despla-

cat de p una distancia infinitesimal fins al punt p’. Aquest pla s’intersecta amb els plans
coordenats formant un tetraedre material ABCP de magnitud infinitesimal.

B“ 3 I’l]dS

Area ABC =dS
AreaPBC=n,dS -,
Area PAB=n,dS
Area PAC =n; dS

AL
1);ds/ \_g o

Sobre la cara ABC d’aquest tetraedre actuara un vector tensio, que se suposara que és
uniforme sobre ella per tractar-se d’un triangle infinitesimal. De la mateixa manera,
sobre les cares contingudes en els plans coordenats actuaran —f,,—t, i —f,, respectiva-

ment, ja que la normal exterior a cadascuna d’aquestes cares esta dirigida segons el
sentit negatiu dels eixos.

NOTA: Cal recordar que, per exemple, t, segons s’ha definit anteriorment, actua en

un dS orientat en la direccié positiva de l’eix 1; en conseqiiéncia, i aplicant la propietat
del vector tensié que t()=—t (1), si el versor s’orienta en el sentit negatiu de I’eix

1, actuara sobre ell —t, . El mateix succeeix amb t, iamb t,.

En virtut del postulat d’Euler-Cauchy, la segona llei de Newton pot ser aplicada al te-
traedre infinitesimal, avaluant les forces actuants sobre les seves cares a partir de les
tensions, i solament d’aquestes, pel fet de tractar-se d’un element de material totalment
interior. Per tant, les forces exteriors al tetraedre son:

73



74

Mecanica del medi continu en I'enginyeria. Teoria i problemes resolts

— Forces sobre les cares, conseqiiéncia de les tensions internes transmeses a través
de cadascuna d’aquestes. El seu valor és igual al producte del vector tensié corres-
ponent a cada cara per la seva area.

— Forces de volum, iguals al producte de la for¢a unitaria pel volum del tetraedre.

En virtut de la segona llei de Newton:

~t, n, dS-tn,dS—t n,dS+(t +df)dS+bdV =pa,dV

En aquesta equacié hi apareixen tres quantitats: df dS, bdV, pa; dV, que sén in-

finitésims d’ordre superior respecte als altres sumands i que, per tant, poden ser elimi-
nats, de que finalment en resulta I’expressio:

i

NOTA: En un enfocament d’equilibri dinamic de D’Alembert podem suposar la forca
d’inércia inclosa en les forces de volum.

Com es pot observar, t queda expressat en funci6 de ¢, ¢, i f, , aixi com de la direcci6

del versor que orienta el dS sobre el qual actua. Escrivint tots els components, s’obté:

4 o1 O O3
L =101 (M0, (M, +103 (1
L 013 O O3
expressié que matricialment es pot expressar per:
4 Oon On 9 ||M ~ -
Lr=|0, 0, 05, |4h, (0 t= [0'} n
t O3 Oy O3 (M

on [o] és una entitat fisica que descriu totalment ’estat de tensio al voltant de p, ja que,
coneguda la matriu que el representa, és possible determinar el vector tensi6 associat a
qualsevol direcci6 al voltant d’aquest punt. Es el que es coneix com a tensor tensio i,
com es veura a continuacio, és un tensor simetric de segon ordre.

3.4.2. Condicions de contorn

El mateix plantejament fet sobre un tetraedre infinitesimal interior per introduir el ten-
sor tensio es pot aplicar a la superficie exterior del medi continu sense considerar altra
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cosa que el fet que la cara triangular ABC es troba sobre la superficie lliure i sobre ella
actua la forca exterior de superficie f:

n; ds

C
n;ds \ —[3

Plantejant el principi de la quantitat de moviment a aquest tetraedre, tenim:
~t,n,dS—t, n, dS—t, n,dS+f dS+bdV = pa, dV

d’on, eliminant infinitéesims d’ordre superior, s’obté finalment la condicié de contorn
per a les tensions:

tn+t,n,+t,n=f
f=lo] n

NOTA: En aquest cas, les variacions dels vectors tensio, en passar de p a p’, donen lloc
a infinitésims d’ordre superior que no s’han reflectit en la deduccié.

3.4.3. Reciprocitat de les tensions tallants

A lapartat 0 s’ha utilitzat el principi de la quantitat de moviment per expressar ten
funci6 de t,t,1t,. Aplicant el teorema del moment cinétic, es justifica, a més, que la

matriu del tensor tensio ha de ser simeétrica.

Per simplificar, considerem solament la suma de moments respecte a un eix paral-lel a
I’eix 3 de les forces que actuen sobre un diferencial de volum en forma de cub d’aresta
dx ~dx, ~dx, ~dx, . A la figura segiient solament s’han dibuixat els components de

tensioé que donen moments respecte a ’eix 3. Cal considerar que en cada cara actuara
una forga igual al producte de la tensi6 per I'area de la cara i aplicada en el centre
d’aquesta. També hi actuara una forga volumeétrica igual al producte de la forca de vo-
lum pel volum de I’element infinitesimal de volum i aplicada en el centre de gravetat
d’aquest.
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2
A
Oy
0, + dx,
Ao
0
. > 021 + xz dx2
- 0o
0-12 0-12 + —12 dxl
] b2 /\ a xl
o, < ] G t—» I = ooy,
1 b, o, + . dx,
v L 1

v
—

22

Prenent moments respecte a I'eix paral-lel a 3 que passa per G, tenim una de les tres
equacions escalars del teorema del moment cinétic:

oo dx dx
ZM63 :[012 + 8x12 dledxz d"xsTl"'O'lz 21 dx, dx; —
1
—[021 +—6;21 dsz dx, dx, —d;‘Z _021_d)2c2 dx, dx, =
2

=1, a)smed:%pdxl dx, dx, (dc +de ), (sidx, ~dx, ~dx,)

En aquesta expressio, el primer membre és la suma de moments de les accions exteriors
respecte a I’eix 3 (les tensions normals i la for¢a de volum no donen moments, perque
tallen en l'eix 3; els moments generats per les variacions de tensié en passar d’una cara
a una altra sén infinitesimals d’ordre superior), mentre que el segon membre és una
aproximacié a la derivada temporal del moment cinetic respecte a G en una referéncia
que es trasllada amb G, obtinguda considerant ’element infinitesimal de volum com
un solid rigid. Tot i que aquesta aproximacio6 no és rigorosa des del punt de vista mate-
matic, és suficient per posar en relleu que el segon membre és un infinitésim d’ordre

superior respecte als termes del primer membre i, per tant, és licit escriure:

dx, dx
20'127dx2 dx3 —20'21 dxlTde3 =0
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D’on 01, = 0. Procedint de la mateixa manera amb les altres dues equacions, es pot
demostrar que g3 = 031 1 023 = 03, de la qual cosa es desprén que la matriu de [og] és
simeétrica i d’ara endavant s’escriura com a:

Crll CTIZ C713 r ~ . _ B
?[G]: 0, O, O, | amb [G]:[G] i, per tant: t:[o—]n i f:[g]n
o, 0, O

13 23 33

En conseqiiencia, I'estat de tensio queda definit en una base donada per sis quantitats
independents: tres tensions normals, 011, 02, 033, i tres tensions tallants, 012, 013, 023.

3.4.4. Els components intrinsecs en funcio del tensor tensio

Els components intrinsecs de ¢ es poden calcular directament a partir de o de la manera
segiient:

o=n[o]n b

Component normal:

o~

(o3

Com que o és simétrica, es tracta d’'una forma quadratica:
—_— T —_— -
r=n [o]n n

N Component tallant:

enque n, ésperpendiculara 7 iestd continguten el pla definitper 7 i ¢ (en direcci6

antihorariade i capa t ).

Com que [a] és simétrica, es trata d'una forma bilineal simétrica.

3.5. Canvi de base. Direccions i tensions principals

3.5.1. Canvide base

L’expressio matematica del tensor tensio s’ha vinculat al coneixement dels vectors ten-
sid actuants en elements de superficie infinitesimals orientats segons els sentits positius
dels tres eixos ortogonals de referéncia. Aixd equival a expressar el tensor en la base
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vectorial associada als versors que orienten aquests eixos. Des del punt de vista pura-
ment matematic, el tensor tensid defineix una aplicacid lineal entre el conjunt dels ver-
sors i el conjunt dels vectors tensi6. Aquesta aplicacié lineal pot expressar-se en
qualsevol base vectorial que es desitgi sense fer altra cosa que el corresponent canvi de
base. Evidentment, el fet de canviar la base no altera el significat fisic del tensor tensio,
sind solament la seva representacié matematica.

Sigui e, la base en qué s’expresa [o].
. P ) !
Sigui e; la base en qué s’expresa [o'].

Aleshores [g] i [0”] es relacionen de la manera segiient: [o"] = [R] g [o-] [R] ,on [R] és

la matriu de canvi de base tal com s’ha definit a 'apartat 2.8.2.4 del tema 2.

3.5.2. Tensions i direccions principals

A partir de raonaments purament matematics, és possible deduir que, pel fet de ser [o]
una aplicaci6 lineal simeétrica, la seva matriu és sempre diagonalitzable amb valors pro-
pis reals. Els valors propis des [o] s’"anomenen tensions principals, i els vectors propis
associats (base vectorial en queé I'expressié de [o] es diagonalitza) direccions principals.

En aquest apartat es dona una interpretacid fisica d’aquest resultat de ’algebra.

Plantegem el problema segiient: Donat un estat de tensid representat per un cert tensor
tensio [g] expressat en una base arbitraria associada a uns eixos 1, 2, 3, es desitja deter-
minar les direccionsen qué 7 i 7 resultin col-lineals, és a dir, aquelles en qué el vector
tensio té solament un component normal, i en qué el component tangencial és nul.

t=c i r=0
Per tant:

t= [0'] n=on
Perqué tals direccions existeixin, el sistema

([o]-o[1])n=0

ha de tenir una soluci6 diferent de la trivial. En conseqiiéncia, el determinant del sis-
tema ha de ser nul, aixo és:

det|[a]—a[[}|=0

La qual cosa condueix a I'equacio caracteristica: —o~ + I 10-2 -Lo+I,=0
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on I, I, I s6n els invariants definits per:

Invariant lineal: I, =0,,+0,,+0,, =t [0}

. Npr _ (2 2 2
Invariant quadratic: I, =0,,0,,+0,,05,+0,,0;, (0'12 +o,;+ 623)
Invariant cubic: I, =det [a]

Es pot demostrar que I'equacio caracteristica en aquest cas sempre presenta solucions
reals. Aquestes solucions sén, en termes matematics, els valors propis de 'aplicacid. En
termes fisics, son les tensions normals que actuen en els plans en qué 7 i # son col-li-
neals. Aquests plans queden determinats pels vectors que compleixen la condicio:

([G]_Ui[q)”_i=6

Les direccions d’aquests vectors s6n ortogonals i s’anomenen direccions principals. En
termes matematics son els vectors propis de [g]. La matriu de [g] expressada en la base
orientada segons les direccions principals, definida pels versors 1711*, I’_lz* R 713* , resulta di-

agonal, ja que les tensions tangencials sobre els plans orientats per aquestes direccions
so6n nul-les.

. 0 0
[O-} 1*,2*,3*: ) 0
0 0 o

w

Per conveniéncia, d’ara endavant s’estableix la notacid segiient:

Tensions principals sense ordenar: a1, g2, 03

o, =max (0'1, o,, 0'3)

Tensions principals ordenades: o, >0, 20,

oy =min (0'1, 0, 0'3)

3.5.3. Valors caracteristics dels components intrinsecs

Valors extrems

Com sigui que la capacitat dels materials reals de suportar tensions normals i/o tallants
és limitada, resulta de gran interés I’acotacio de tots els possibles valors d’aquestes ten-
sions a 'entorn d’un punt.

L’acotacid dels valors possibles de la tensié normal es pot efectuar a partir de 'analisi
d’extrems de ’expressié que la defineix. Expressant ¢ en direccions principals:
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—r -
2 2 2
o=n [o| n=0,n'+0,n; +o,n;

Expressio condicionada al fet que els cosinus directors han de complir la relaci6

2, .2, .2
I’l1 +n2+n3 =1.

La resolucié d’aquest problema d’extrems condicionats condueix a les solucions se-

giients:
ni n: ns
*1 0
0 +1 0
0 0 *1

i, per tant, els valors extrems de la tensi6 normal ¢ es produeixen en les direccions
principals, aixo és:
o 2020y

De manera semblant, es poden trobar els valors extrems per a la tensio tallant, obtin-
guda a partir del teorema de Pitagores:

2 2.2 22 22
" =0, n; +o, n; +o; n;

2
2 _ 2 2 2
o —(61 n +o,n;+o, n3)

2
22 2 .2 2 2 2 2 2
7 =0, h, +0; n, +0o; n; (o-lnl+0'2n2+a3n3)

amb la mateixa condici6 d’abans entre els components de 7 . Com que 7apareix elevada
al quadrat, en aquest cas s’obtenen dos jocs de solucions. El primer correspon a la solucio6
trivial £ = 0, associada a les direccions principals. La solucié no trivial ve donada per:

ni n:2 ns

0 |2V | 2NT | D [o]| 2

12 | 0 |22 | = ]| 252

J_rl/\/g +1/42 0 —> |r|: ‘71;02
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la qual cosa denota que existeixen tres valors extrems, entre els quals hi ha el maxim
absolut, definit per:
91~ %m

2

| Thax |~

Cal observar que en els plans en que les tensions tallants sén extremes, les tensions
normals no so6n nul-les i estan donades per les expressions segiients:

o,-0c o, +o
|T|: 1~ %m = o=21"%m
2 2
c,—0 o, +0
|z’ |: o %m = o=2un"%m
2 2
o,—0 o,+0
|T| 1~ %n - o=21"%
2 2

Si es representen en un mateix pla el lloc geomeétric dels valors possibles dels compo-
nents intrinsecs del vector tensio, aquest haura de quedar inclos necessariament en un
quadrat de costat (or—om), tal com es mostra en la figura segiient:

1.

2
o, o

v

No obstant aix0, tal com veurem més endavant, no tots els punts de I'interior d’aquest
quadre representen parelles o, T possibles.

Valors octaédrics

Altres valors caracteristics importants dels components intrinsecs soén els correspo-
nents als denominats plans octaédrics. Aquests plans es defineixen com aquells les nor-
mals dels quals formen angles iguals amb els eixos principals, aixo és:

£1/\3
a=p=y = n§1+n§2+n§3=1 = n,= il/\/g

£1/\3

(8 versors)
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i, per tant:

3*
o, / J_r\/g
=10, / 3 plans octaedrics
o, / i\/g
1 2%

Aleshores es defineix la tensié normal octaédrica com a:

O'1+O'2 +U3

-
_ _ 2 2 2 _
oy=n, [o|no=0,ny +o,ny +o,ng = ;

ila tensio6 tangencial octaedrica com a:

1
7, =,It§ —0'3 =§\/(0'1—0'2)2 +(62—O'3)2 +(0'1—a3)2

3.6. Descomposicio del tensor tensio en tensor esfeéric i desviador

El mateix tipus de descomposici6 utilitzat en el tensor deformacié pot ser aplicat al
tensor tensio. En efecte, el tensor tensi6 pot escriure’s com a:

01 O 913 o, 0 0 01179, On O3 ¢ [G]
.

Op Oy O0xn|= 0 Oy 0 |+ o1 0y~ 0y Oy amb Oy =

O3 Oy O3 0 0 o O3 033 0337 0p

En forma compacta: [a} =0, [I] +[s]

on el component diagonal s’anomena part esférica del tensor i presenta la caracteristica
que correspon a un estat de tensié hidroestatica pura (no hi ha tensions tallants en cap
direccio, ja que, pel fet de ser les tres tensions principals iguals, totes les direccions s6n
direccions principals). Els components de la diagonal es corresponen amb la tensié oc-
taédrica definida abans. Per aquest motiu, rep també el nom de tensié hidroestatica.
Resulta evident que la tensié normal octaédrica de la part esferica és igual a la del ten-
sor tensio complet.

El component no diagonal s’anomena part desviadora i representa la diferéncia entre
Pestat de tensid total i el seu component hidroestatic. Correspon a un estat de cisalla-
ment pur, entenent-se per aquest aquell per al qual hi ha una base vectorial en queé tots
els termes diagonals s’anul-len, és a dir, en que el vector tensié actuant sobre els ele-
ments infinitesimals de superficie situats sobre els plans coordenats té solament com-
ponents tallants. En aquesta base:



L'estat de tensid

o, 0 O 0 o, o3
[0']= 0 op O |+|lon 0 oy5|= +

0 0 o o3 Oy 0

La tensio tangencial octaedrica de la part desviadora és igual a la del tensor tensié com-
plet, i les seves direccions principals coincideixen amb les d’aquest.

Les tensions principals de [s] es relacionen amb les de [o] de la manera segiient:
s, =0, -0, . D’altra banda, els invariants de [s] compleixen les relacions segiients:

J, =0
1 2 1 2 2 2 2
]2=IZ—§11=—5(S1+S2+S3) y T, = _EJZ
I IS
J,=1, -+ 242-L
73 27

3.7. Representacio grafica de I'estat de tensio

3.7.1. Ellipsoide de Lamé

Es interessant observar que la superficie definida pel lloc geométric dels extrems dels
vectors tensié al voltant d’un punt és un el-lipsoide conegut per el-lipsoide de Lamé.
En efecte, en eixos principals tenim:

o 0 0|[n o n 4
0 0 o3||m o3 13 f3
t t t
Per tant: m=—, m,=——, m=—— ,enqué n +n; +n; =1
o 0