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Introduccion

El tratamiento de las observaciones topograficas destinadas a calculos altimétricos o de coordenadas
mediante procedimientos como las triangulaciones o los itinerarios, ha sido, tradicionalmente, objeto
de estudio. Los manuales clasicos de topografia estan dedicados, en gran parte, a describir sistemas,
mas 0 menos ingeniosos, para analizar, compensar y corregir los errores en las observaciones.

Estos métodos, si bien tienen el mérito de sacar consecuencias de la experiencia y articularlas en
forma de protocolos sistematizados, no son, en general, rigurosos en el andlisis de la transmision del
error de las observaciones a los resultados calculados a partir de estas observaciones.

En nuestros dias no hay duda de que el enfoque adecuado consiste en considerar las observaciones
como variables aleatorias y aplicar el analisis estadistico a la propagacion del error. Los métodos
basados en el criterio de los minimos cuadrados permiten articular una teoria coherente en torno a este
problema, y la prevencion que han suscitado en otra época, a causa que se traducen en muchas
operaciones matriciales, actualmente ha desaparecido gracias a los modernos sistemas de calculo
automatizado.

Este manual es el fruto de la experiencia docente en los estudios de Ingenieria Técnica en Topografia
de la Escuela Universitaria Politécnica de Barcelona, donde la formacion matematica tiene dos
vertientes. Una de matematicas generales, donde se introducen los temas imprescindibles de algebra y
calculo, practicamente comunes a cualquier ingenieria, y otra, donde se enmarca el ajuste de
observaciones, dedicada a la introducciéon de conceptos matematicos propios de la topografia la
geodesia, la cartografia o la fotogrametria. En este sentido, el temario esta disefiado de acuerdo con la
utilizacion especifica en estas materias.

A causa de la escasez de literatura que trate el ajuste de observaciones para métodos de minimos
cuadrados aplicados a la topografia en lengua castellana y dado que las referencias mas corrientes en
este ambito no son muy asequibles, se han ido elaborando unos apuntes, cada afio mas completos, que
han desembocado en el presente manual. Estd pensado como la continuacidon natural de un curso
(imprescindible) de fundamentos de estadistica para estudiantes de materias relacionadas con la
topografia y, en este sentido, puede ser de utilizado por estudiantes de cualquier ingenieria que
incluya estas materias en sus programas.

El enfoque que se ha dado es el de la inclusion secuencial de conceptos siguiendo la metodologia de
la mayoria de tratados en la materia como, por ejemplo, [LAU83] y [LIN63]. Los dos primeros
capitulos sirven para hacer la conexidon entre los métodos estadisticos y el método de los minimos
cuadrados, y para introducir los conceptos de observacion ponderada y de matriz de covariancia. En
los capitulos tercero y cuarto, dedicados a observaciones indirectas, se estudia la aplicacion del
método de los minimos cuadrados a problemas como la compensacion de nivelaciones y de redes
GPS, el calculo de coordenadas mediante triangulaciones o la estimacion de los pardmetros de una
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transformacion de semejanza. La distincion, aparentemente innecesaria, entre observaciones
ponderadas y equiprobables es util para ilustrar diferentes formas de incluir pesos en las ecuaciones.
El capitulo quinto esta dedicado al ajuste de observaciones mediante ecuaciones de condicion y tiene
como principal aplicacion, en el ambito de la topografia, la compensacion de itinerarios. En este caso
ya no se hace la distincion entre observaciones ponderadas y equiprobables.

En todos capitulos se ha procurado mantener el equilibrio entre el rigor formal propio de un texto de
matematicas y el punto de vista practico, enfocado a las aplicaciones, de un texto de topografia, ya
que este manual no pretende ser ni una cosa ni la otra, pero si recoger ciertas caracteristicas de ambas.

En el aspecto matematico, la finalidad principal es la de explicar el significado analitico (de minimo
local condicionado o no), probabilistico (de maxima verosimilitud) y estadistico (de estimacion
paramétrica) del criterio de los minimos cuadrados, asi como la utilidad del analisis estadistico para el
estudio de la propagacion del error. Por otra parte, desde el punto de vista formal, se ha puesto
especial interés en que la exposicion sea clara y las ideas que se introducen sean facilmente
identificables en forma de definiciones o enunciados de proposiciones, a parte de los comentarios en
forma de observaciones. En cuanto a las demostraciones, solo se hacen aquellas que son sencillas y no
suponen conceptos matematicos alejados del ambito de los temas tratados. En otros casos se
sustituyen por justificaciones mas o menos intuitivas o se obvian porque se trata de enunciados
suficientemente conocidos de la estadistica o porque, en algin punto anterior del libro, se ha
demostrado un resultado analogo.

En el aspecto practico, se ha puesto especial énfasis en la utilidad de los conceptos matematicos
introducidos, y en el hecho de que cada una de las posibles aplicaciones esté ilustrada con ejemplos.
En un material docente de las caracteristicas de este manual, para no perder credibilidad en las
aplicaciones concretas, es importante que, tanto como sea posible, los datos provengan de casos
reales. Por ello, en general estan sacados de libros y, en estos casos, se da la referencia. Los calculos y
algunas representaciones graficas que salen en estos ejemplos, aunque sean académicos, serian
imposibles de hacer sin la utilizacioén de alglin asistente informatico. Se ha escogido MAPLE porque,
ademas de su alto nivel de prestaciones, es el programa para el cual la UPC tiene licencia de Campus
y, por tanto, esta disponible en la mayoria de salas de calculo a que tienen acceso los estudiantes de
esta Universidad. Se han mantenido las sentencias del lenguaje MAPLE, evidenciadas mediante un
cambio de formato de letra, para incentivar a los estudiantes a que utilicen este tipo de programas, sin
los cuales dificilmente podran practicar los ejercicios propuestos.
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1 Error en las observaciones. Matriz de varianza-covarianza

1.1 Introduccion

Sea p el valor de una magnitud fisica desconocida que queremos medir. Por ejemplo, una distancia.
Supongamos que hacemos n medidas u;, u,, ...,u, de esta magnitud. Evidentemente, si no se quiere una
buena precision y se redondean les medidas a una unidad grande, como por ejemplo el metro, los n
valores resultaran iguales. Pero si buscamos una buena precision y redondeamos al milimetro
obtendremos, en general, n valores diferentes.

Esto es debido a que toda observacion esta sometida a error. Aunque se hayan eliminado los errores
sistematicos debidos, por ejemplo, a la temperatura ambiente o a las caracteristicas del aparato
utilizado, siempre hay multitud de factores imponderables que contribuyen a la existencia de
fluctuaciones estadisticas en el resultado de la medida y que hacen que dos medidas diferentes de la
misma magnitud, hechas por la misma persona en les mismas circunstancias, den resultados diferentes.

Debemos distinguir, pues, entre una magnitud observable x, el verdadero valor de la cual p, que es
intrinsecamente desconocido, y las observaciones u;, que son conocidas pero que soélo son
aproximaciones puntuales del verdadero valor pu que queremos medir.

La forma precisa de expresar esta idea de aproximacion al verdadero valor la proporciona el lenguaje
estadistico. Toda magnitud observable x es una variable aleatoria cuyo verdadero valor es su esperanza
matematica, L@ = E(x), y las observaciones u; son realizaciones de esta variable aleatoria que se
distribuyen alrededor de su valor medio u, con una cierta desviacion tipo o. Ademas, como el caracter
aleatorio de las observaciones es debido a multitud de pequefias contribuciones, se acepta
universalmente la hipotesis de que siguen la ley normal. Resumiendo, aceptaremos que toda magnitud
observable x es una variable aleatoria N(, o).

Dado un conjunto de » medidas observacionales u;, u, ...,u,, las consideraremos como realizaciones
de n variables aleatorias x), x,, ...,x,, cada una de ellas siguiendo una ley normal N(y;, ¢,),i =1, 2, ...,

n. Si se trata de n observaciones de una misma magnitud, entonces [; = Uy = ... = M, Si,
independientemente de si se observan una o varias magnitudes diferentes, todas las observaciones
tienen la misma precision, entonces o; = 6, = ... = G,,. Las observaciones mas precisas tendran menor

desviacion tipo y, logicamente, deberan contribuir con mayor peso relativo a los calculos que se
efectlien con ellas. De esta idea surgen las siguientes definiciones.

Definicion 1 Peso de una observacion. Varianza de referencia

Dado un conjunto de » medidas observacionales u;, u,, ...,u,, con desviaciones tipo G, Gy, ..., G,
respectivamente, llamaremos peso p; de una observacion u; a la inversa de su varianza
Pi="—3 (1.1)
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multiplicada por la varianza o” correspondiente a las observaciones de peso unidad, llamada también
varianza de referencia.

La varianza de referencia es un factor de escala, en principio arbitrario, que puede coincidir o no con
la varianza de alguna de las observaciones. Si es asi, la observacion correspondiente tiene peso unidad.
Por ello, es frecuente que reciba el nombre de varianza de peso unidad. Obsérvese, ademas, que si o
y o/ corresponden a mediciones de magnitudes fisicas de la misma dimension (dos 4dngulos o dos
distancias) el peso es adimensional y no depende de las unidades de medida. En caso contrario, por
ejemplo si o” corresponde a un angulo y o;° a una distancia, el peso no es adimensional y depende de
las unidades de medida.

En general, las observaciones son variables aleatorias independientes. Pero puede suceder, por
ejemplo si los resultados de un ajuste se toman como datos en un ajuste posterior, que los datos
observacionales estén correlacionados, en cuyo caso habrd que considerar, ademas de su varianza
individual 6, las correspondientes covarianzas Cj.

Uno de los principales problemas que se deben resolver al utilizar medidas observacionales en
calculos posteriores (por ejemplo, al utilizar observaciones angulares y de distancia para el calculo de
coordenadas en un levantamiento topografico) es el de evaluar la propagacion de la varianza, y en su
caso también la covarianza, a través de dichos calculos. Es decir, estudiar como se propaga el error en
las observaciones al valor de las variables que calculamos a partir de ellas.

1.2 Matriz de varianza-covarianza

Todo vector aleatorio n-dimensional u =(ui, uy ...,u,), como por ejemplo un vector de n
observaciones, tiene asociado el correspondiente vector de desviaciones tipo (oy, 63, ..., G,) Y, fijada
la varianza de referencia 02, el correspondiente vector de varianzas normalizadas (621/62, 622/62, v
6%/c%) y el correspondiente vector de pesos formado por los respectivos valores inversos de les
varianzas normalizadas (pi, ps, ..., pu) = (csz/cs2 1, 6°/6%, ..., 6°/c%,). Pero si las variables aleatorias u; no
son independientes, es preciso considerar también las correspondientes covarianzas, cosa que da lugar
a la definicion siguiente:

Definicion 2 Matrices de varianza-covarianza, cofactor y peso

Toda variable aleatoria n-dimensional u =(u;, u,, ..., u,) tiene asociada una matriz de varianza-
covarianza .
2
O_l 0'12 O-ln
2
Z _ 0'12 0'2 O_zn
S (1.2)
2
O-ln O-zn Gl’l

donde el elemento ij es la covarianza de les variables u;, u; y el elemento i-ésimo de la diagonal es la
varianza de la variable u;.

Llamamos matriz cofactor a la matriz de varianza-covarianza con la varianza de referencia:
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1
Qu=—"7Z 1.3
u= 2w (1.3)
Y matriz peso ala inversa de la matriz cofactor
w,=Q'\ =02, (1.4)

Observaciones

e Los errores o desviaciones tipo asociados a una variable aleatoria n-dimensional u =(u,, uy, ..., u,)
estan determinados por su matriz de varianza-covarianza 2,. Conocida la matriz cofactor, para
calcular estos errores s6lo tenemos que multiplicarla por la varianza de referencia:

=00 (1.5)

e Si las variables u;, u,, ..., u, son independientes, entonces estas matrices son diagonales. En
particular, la matriz peso W, coincidira con la matriz diagonal P de pesos:

0 w0
W, =P= P2 (1.6)
0 .. .. p,

1.2.1 Propagacion de la matriz de varianza-covarianza en expresiones lineales

Por la estadistica sabemos que la esperanza matematica es un operador lineal, es decir que, dadas dos
variables aleatorias X e Y, se satisface

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
mientras que la varianza no lo es y se tiene
VAR(aX + bY) = a*VAR(X) + b*VAR(Y) + 2abCOV(X, Y)

Este resultado se generaliza, en términos de la matriz de varianza-covarianza o de la matriz cofactor,
segin la siguiente proposicion, una demostracion de la cual se puede encontrar, por ejemplo, en
[MIGS81].
Proposicion 1
Si u es una variable aleatoria n-dimensional representada matricialmente por la columna

uy

Up

u=

up

y w es una variable aleatoria #-dimensional que se obtiene de u# mediante la relacién matricial
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w=Au+b (1.7)
donde 4 es una matriz nxh y b es una matriz columna de / elementos, ambas de constantes, entonces
el vector esperanza matematica de w esta relacionado con el vector esperanza matematica de u segin
la ecuacion matricial

Ew)=AE(u)+b (1.8)
La matriz cofactor de w esté relacionada con la matriz cofactor de u segun la ecuacion matricial

Qw=404" (1.9)

y, anadlogamente, con la matriz de varianza-covarianza

S, =A5A" (1.10)

Las expresiones (1.9) y (1.10) se conocen como ley de propagacion de la matriz cofactor y ley de
propagacion de la matriz de varianza-covarianza, respectivamente.

Ejemplo 1 Propagacion de la matriz de varianza-covarianza en expresiones lineales

Sean x; y x, dos medidas longitudinales de campo independientes, con desviaciones tipicas oy = 0,01
y 0 = 0,02 m respectivamente. Calcular les desviaciones tipicas de la suma y la diferencia:

=X tx
M= X1-X2

asi como la covarianza de las dos variables y; e y».

La relacion matricial del tipo (1.7) que relaciona las variables y;, y» con las medidas x;, x, es

vl (1 T(x
Y2 -l X
Aplicando (1.10), obtenemos
2 2 T
Oyt Oyiy2 :(1 1] Oxl  Oxix2 (1 IJ
2 2
Oyly2 Oy2 I -oyn op N -1

o Oy _(1 1]0,012 0 (1 lj
oy ox ) L =L 0 0022 (1 -1

Haciendo las operaciones, encontramos

Es decir,

ol oy | (0012 40,022 0,012 0,022
Gy O ) 0017 -0,022 0,012 +0,02°

Por tanto, las desviaciones tipicas de la suma y la diferencia son
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o1 = 0, = V0,0005 = 0,022 m
y su covarianza es
G112 = - 0,0003 m’

Observemos que, aunque las variables x; y x, sean estadisticamente independientes, la suma y; y la
diferencia y, no lo son, ya que su covarianza es no nula. Esto es asi porque, tanto para calcular y; como
para calcular y, intervienen las dos variables x; y x,. Para medir el grado de dependencia es mas
adecuado el coeficiente de correlacion, que es adimensional y no depende de las unidades empleadas:

p=""2 - 06

0,0,,

1.2.2 Propagacion de la matriz de varianza-covarianza en expresiones no lineales
Sean u = (uy, u, ..., u,) una variable aleatoria n-dimensional y w una variable aleatoria 4-dimensional
que se obtiene de # mediante la relacion

w=F(u) (1.11)

donde F es una funcidn vectorial de componentes:

wy=f1(uy, Uy, ..., u,)
wy =fHu, uy, ..., ) (1.12)
wy, = filuy, us, ..., uy)

y donde las /& funciones f; son no lineales.

Para poder aplicar las leyes (1.9) y (1.10) de propagacion de las matrices cofactor y de varianza-
covarianza, deberemos linealizar el sistema desarrollando por Taylor las 4 funciones f;, hasta primer

orden, en el entorno de un punto u’ = (u°1 July i’ ).
Llamando
0 _ 0
w = fi(w)
Al/l[ =Uu;- uol'

0
AWI':W,'-W,'

y haciendo los desarrollos, se obtienen las expresiones lineales en los incrementos:

0 0 0
Aw, E—éfl(u )Aul +—@‘1(u )Au2 +m+—@‘1(u )Aun
1 2 n
0 0 0
Awy = 2W) D)y W), (1.13)
1 2 n
0 0 0
Aw, = MAMI +MAM2 +...+MAun

1 2 n
Presuponiendo que los incrementos Au; son pequefios y, por tanto, despreciando los términos de orden
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superior, matricialmente escribiremos

Aw = dF. o Au (1.14)

que es una expresion analoga a (1.7) cambiando w por Aw, u por Au'y 4 por dF , . Aplicando las leyes

(1.9) v (1.10) a la expresion (1.14) para Au y Aw, dentro de la aproximacion que supone la
linealizacion de la funcion £, se obtiene

T
QAW = dFMO QAM dFuo
Y, analogamente con la matriz de varianza-covarianza,

EAW = dFMO EAM dFMO T

Teniendo en cuenta que la dispersion del incremento Au es igual a la de la variable u, y analogamente
con w, podemos escribir las mismas leyes para las matrices cofactor:

O, = dF,0,dF," (1.15)
y de varianza-covarianza:

3= dF, ZdF," (1.16)
de wyde u.
Observacion

Atendiendo a las expresiones (1.10) y (1.16) de la propagacion de la matriz de varianza-covarianza en
expresiones lineales w = Au y no lineales w = F(u) respectivamente, observamos que, en el caso
lineal, la matriz de varianza-covarianza 2, de w no depende de los valores concretos que tome la
variable u, mientras que en el caso no lineal si. Ello es debido a que la variacion de w respecto a las
componentes de u es independiente de los valores de éstas en el caso lineal, mientras que ello no
ocurre, en general, en el caso no lineal.

Ejemplo 2 Propagacion de la matriz de varianza-covarianza en expresiones no lineales
Se miden la hipotenusa a y un cateto b de un triangulo rectangulo con los resultados

a=380,143 m
b=215,030 m
y con desviaciones tipo
0,=0,015m
0,=0,010 m
respectivamente.

Se quiere calcular el cateto ¢ y el angulo B opuesto al cateto b, su desviacion tipo y la correlacion entre
ambos.

La relacion entre las observaciones a y b y las incognitas ¢ y B viene dada por las funciones no
lineales
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c=va*-b*

B= arcsené
a
Haciendo los calculos, obtenemos
c=313,482m

y
B =0,6012279956 rad = 34° 26’ 52°°,18

Para encontrar las desviaciones tipo o, y o3 calcularemos la matriz de varianza-covarianza

2
3 :(o-c O_CBJ
w 2
Ocg Op

de las variables ¢ y B aplicando la relacion (1.16), donde

s - o2 o, [225%x107* 0
“ oy, of 0 1,00x107
y
Ge  Oc a b
o_laa @| | e| [ a3 ~0,686
“~1oB 0B ~b 1,804x107°  3,190x107

0

-b 1
¢ Ju

oa 0Ob), ac

Por tanto, la matriz de varianza-covarianza de ¢ y B sera

X, =dF , %, dF T:( 3’779X10_4 —7,111><10‘7J

~7111x1077  1,750x107°

Asi, las desviaciones tipo de ¢ y B son

0. =43,779x10™* =0,019m
o =41,750x107° = 4,1835x10°rad = 8,63

respectivamente, mientras que el coeficiente de correlacion entre ambas variables es la magnitud
adimensional:

p=-"2_ —_0874

O-c O-B

Observemos que, aunque los observables a y b son estadisticamente independientes, las magnitudes
calculadas ¢ y B estan fuertemente correlacionades. Esto es debido a que, tanto en el calculo de ¢ como
en el de B, intervienen las mismas dos variables a y .
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1.3 Ejercicios

1. Sean x; y x, dos medidas longitudinales de campo independientes con desviacion tipicade 3 y 5 cm
respectivamente. Calcular la matriz de varianza-covarianza, las desviaciones tipicas de las
magnitudes

Vi=2x+x
»=3x1+5x
z=2y+3p,

. Son y; e y, estadisticamente independientes? ;Estan fuertemente o débilmente correlacionadas?

2. Calcular, aplicando la ley de propagacion de la matriz de varianza-covarianza en expresiones
lineales, la desviacion tipo de la media aritmética de » medidas x;, x,, ..., X, m, con desviaciones
tipo respectivas o, 03, ..., O;.

3. Se miden los dos catetos b y ¢ de un triangulo rectangulo con los resultados

b=124,501 m
c=210,314m
y con las desviaciones tipo
o, = 0,006 m
0.=0,015m
respectivamente.

Calcular la hipotenusa a y el angulo B opuesto al cateto b, asi como su desviacion tipo y la
correlacion entre las dos magnitudes.

Calcular, aplicando la ley de propagacion de la matriz de varianza-covarianza en expresiones no
lineales, la desviacién tipo de la media geométrica de 3 medidas:

X1 = 10m,x2=20m,x3=30m
con desviaciones tipo
01 =0,0l m, 0,=0,02 m, o5 =0,03 m
respectivamente.



2 Observaciones directas 19

2 Observaciones directas

2.1 Medidas directas de igual precision

Sean n medidas independientes u,, u,, ...,u, de una cierta magnitud fisica x. Desde el punto de vista
estadistico, si todas las medidas tienen igual precision, se puede considerar una variable aleatoria U
normal de media i y desviacion tipica o, U ~ N(u , o), consistente en el conjunto de las infinitas
medidas posibles de la magnitud de verdadero valor u, de la cual el conjunto de observaciones uy, us,
..., U, es una muestra de tamafio n. Pero también se pueden considerar realizaciones de n variables
aleatorias independientes U, U,, ..., U, normales, todas con media x y desviacion tipica o, U; ~ N(u ,
0),i=1,2, ..., n, con funcion de densidad

) @

1
f(ui)_mo_e

respectivamente. Se trata de establecer un criterio para estimar el parametro g a partir de la muestra u;,
U, ..., u,. Como las n variables U;, U,, ..., U, son independientes, la funcién de densidad conjunta del
vector aleatorio normal (U, U,, ..., U, ) es el producto de las funciones de densidad

1 n

d - zz(“f—ﬂ)z
f(ul,uz,.-.,u,,)zl_[f(ui):ée 20" 5 (2.2)
i=1

(27[)}1/20_11

Esta funcion también recibe el nombre de funcion de verosimilitud de la muestra y depende de los dos
pardmetros 1y o.

2.1.1 Minimos cuadrados y maxima verosimilitud

Un criterio estadistico de estimacion paramétrica es el llamado criterio de mdxima verosimilitud, que
consiste, dada una muestra u;, u, .., u, de n observaciones independientes, en tomar, como
estimadores de los parametros poblacionales, aquellos valores que hagan maxima la funcion de
verosimilitud (2.2).

En nuestro caso es inmediato que, para cualquier valor o de la desviacion tipica, el maximo de la

funcion de verosimilitud correspondera a aquel valor del pardmetro x que haga minimo el sumatorio
del exponente:

(- p)? (2.3)
i-1

Vemos, pues, como el criterio de maxima verosimilitud para la estimacion de u coincide con el
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llamado criterio de minimos cuadrados, que consiste en, dada una muestra u;, u,, ..., u, de n» medidas
independientes, tomar, como estimador del parametro x, aquel valor m que haga minima la suma de
los cuadrados de las desviaciones respecto de las observaciones. Este criterio nos indica, como
veremos en la siguiente proposicion, el camino para encontrar el estimador correspondiente.

Proposicion 1

El estimador minimo-cuadratico de una magnitud 4, de la cual se dispone de una muestra u,, uy, ..., u,
de n medidas directas independientes y de igual precision, es la media mostral:

n
Z U;
i1

n

m= 2.4

Demostracion

Consideremos la suma de los cuadrados de las desviaciones de las observaciones u; respecto de un
cierto estimador m como una funcion de m:

Fm) =31 =m)* = Y =2m 3y +
3 i=1 i=1

i=1

Anulando la derivada respecto de m, obtenemos
n

Zui

n .
f'(m)==2>"u; +2nm = 0= m = =1
i=1 h

Es inmediato que la derivada segunda f"'(m) = 2n es positiva y que, por tanto, se trata de un minimo.
Observacion

Hemos visto que la estimacion de una magnitud fisica, a partir de una muestra de observaciones
directas, por el criterio de los minimos cuadrados, ha conducido a una operacion comin en la
estadistica inductiva: estimar una media poblacional x por una media mostral m, y por la estadistica
sabemos que éste es un estimador no sesgado y consistente, como establece la proposicion siguiente:

Proposicion 2
La esperanza matematica de la media mostral es la media poblacional

E(m)=u 2.5
y su varianza es la poblacional dividida por el tamafio de la muestra:

2
VAR(m)="2— (2.6)
n
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2.1.2 Precision en la estimacién por minimos cuadrados
Definicion 1 Errores absolutos y residuos

Llamaremos errores absolutos a las diferencias entre la magnitud x y sus observaciones u;:
&= H-U;

Evidentemente, teniendo en cuenta que el verdadero valor x de la magnitud que queremos calcular se
mantiene siempre desconocido, estas correcciones o errores absolutos no se podran calcular nunca. Por
eso definimos las correcciones aparentes o residuos v; como las diferencias entre el estimador m y las
observaciones:

Vi=m-u; 2.7

Los residuos son, pues, de las correcciones que hay que hacer a las observaciones para que den el
valor estimado m del verdadero valor z:

uptvi=m
Observacion

De su definicion se deduce que la suma de los residuos es nula:

;vi =0 2.8)

Efectivamente,

i(m—u[)znm—iu[ =0
i-1 i-1

Este resultado es intuitivamente inmediato, ya que si la distribucion de las observaciones u; esta
centrada en m, al hacer la correccion v; = m - u; la distribucion correspondiente estara centrada en el
origen. Dicho de otro modo, la media de las correcciones es cero. Por otra parte, esto nos indica que el
sistema de n residuos tiene n - 1 grados de libertad, ya que estan sometidos a la ligadura (2.8).

Para tener una medida de la desviacion de las observaciones respecto del estimador m, podemos
n n 2

utilizar la suma de los valores absolutos » | v; | o bien la suma de los cuadrados ) v; .
i=1 i=1

Definicioén 2 Error estadistico asociado a una operacion de medida

Se define el error estadistico asociado a una medida u; de la magnitud x como la desviacion tipica o
de la variable aleatoria U que representa las medidas de su valor.

Se define el error estadistico asociado al estimador media mostral m como su desviacion tipica
c, =0/ Jn

En general, la desviacion tipica o de la variable aleatoria U es un parametro poblacional desconocido y
lo estimaremos mediante la desviacion tipica mostral corregida:
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n n
Z(ui _m)z Z"zz
g —1/i=l _1/i=l (2.9)
n—1 n—1

Por la estadistica sabemos que S es un estimador no sesgado de o
Proposicion 3

La esperanza de la desviacion tipica mostral S es la desviacion tipica poblacional o:

ES)=o0o (2.10)
La desviacion tipica o;, del estimador media mostral m la estimaremos, a su vez, mediante el
estadistico
S, =S/\n 2.11)
Observacion

No debe confundirse este error estadistico S, que en muchos contextos se llama error medio
cuadrdtico, con el error absoluto ¢ = u - u; cometido al medir la magnitud x. Por otra parte, teniendo
en cuenta que su cuadrado esta relacionado con la suma de residuos al cuadrado seglin

n 2
Z Vi
g2 _ i=l

n—1
0, equivalentemente,

(n-1S*=>v} (2.12)
i=1

la magnitud m que hace minima la suma de los cuadrados de los residuos también hace minima la
variancia S° o, lo que es lo mismo, hace minimo el error S.

Hay una infinidad de conjuntos de residuos v; que llevan a diferentes estimadores
e = U; + Vi

Hemos visto que el criterio que se usara para escoger los residuos adecuados es que la magnitud

sea minima.
Ejemplo 1 Medidas directas de igual precision

Consideremos los siguientes resultados en la medida de un angulo &



2 Observaciones directas 23

Obs. u; Valor medido Media m Residuo v; Vi S S/Nn
u 50°15'30",3 1".47 2".16
Uy 50°15'33".5 -1",73 2".99
U3 50°15'35"1 -3".33 11",01
Uy 50°15'28",6 3" 17 10",05
Us 50°15'32" 4 -0",63 0",40
U 50°15'34" 2 -2".43 5".90
u; 50°15'29".7 2".07 4"28
ug 50°15'31",8 -0",03 0",00
U 50°15'30",9 0",87 0",76
U0 50°15'31".2 0",57 0",32

50°15'31",77 Suma=0",00 Suma=37",87 2",05 0",65
Tabla 2.1

Si, como estimador del verdadero valor del angulo, tomamos una medida cualquiera, 8 = 50° 15'
29".7, el error estadistico correspondiente es S = 2", mientras que si tomamos la media 8 = 50° 15'
31",8, entonces el error estadistico correspondiente es SAn = 0"6. Con los célculos precedentes
podemos decir, pues, que el angulo medido vale 8= 50° 15'31",8 £ 0",6.

Sin embargo, desde el punto de vista estadistico nos podemos hacer la siguiente pregunta: ;qué
probabilidad hay de que el verdadero valor del angulo esté dentro de este intervalo, es decir, qué
probabilidad hay de que 50° 15'31",2 < < 50° 15' 32",4?

2.1.3 Estimacion por intervalos

Hasta ahora hemos hecho una estimacion puntual de la media poblacional i de una variable aleatoria
U por la media mostral m, y de la desviacion tipica poblacional o por la desviacion tipica mostral S.
Podemos hacer una estimacion por intervalos de confianza de estos parametros poblacionales teniendo
en cuenta que U es N(u, o) y los resultados estadisticos enunciados en la proposicion siguiente:

Proposicion 4

La variable aleatoria

$ 2 w2
:(n—l)S2 Z(ui_m) :iz;,vi

_i=l

Y

o’ o’ o’

sigue una ley y* con n-1 grados de libertad, mientras que la variable aleatoria

sigue una ley ¢ de Student con n-1 grados de libertad.
a) Intervalo de confianza para la media poblacional u o verdadero valor de la magnitud medida

Con un nivel de significacion & o coeficiente de confianza 1-¢
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m_tnfl,a <:u<m+tn71,a T

S
Jn n
o bien

. S
pEmEL 2.13)

donde ¢,.; , es el valor de la variable ¢ de Student con n-1 grados de liberta tal que
P('tn—l,a<t< tn—l,a) =l-a

Si n es suficientemente grande (en la practica se acostumbra a considerar n > 30), entonces la variable
t de Student con n-1 grados de libertad se confunde con una normal tipificada y la variable aleatoria

z=""H

S/

sigue una ley normal estandar N(0,1). Por tanto, con un nivel de significacion « o coeficiente de
confianza 1-q, tenemos

S S
m—2,—<u<m+2,—
“Jn “Jn
o0 bien
L=m+Z S
+ 4y \/; (2.14)
donde Z, es el valor de la variable Z N(0,1) tal que
P(-Z,<7Z<Z,)=1-a
b) Intervalo de confianza para la desviacion tipica poblacional o o verdadero valor del error
Con un nivel de significacion « o coeficiente de confianza 1-¢, tenemos
n—18 \Vn—18
(2.15)

Jais ___a-is

donde y*, y %’ son los valores de la variable % , con n-1 grados de libertad, tales que
PO > %) = a2 y PO > x%) =1-a2
Ejemplo 2 Estimacion por intervalos en medidas directas de igual precision
Hagamos una estimacion por intervalos del angulo calculado en el ejemplo 1 y de su error, con un
nivel de significacion del 1%, o nivel de confianza del 99%. Para establecer los limites de confianza

correspondientes, hemos de buscar los siguientes valores:

to001 = valor de la variable ¢ de Student con 9 grados de libertad que deja el 1% del area bajo la
funcién de densidad en las dos colas juntas = 3,25.
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%90 = valor de la variable ¥° con 9 grados de libertad que deja a la derecha el 99,5% del area bajo la
funcién de densidad = 1,73.

ng,b = valor de la variable %> con 9 grados de libertad que deja a la derecha el 0,5% del area bajo la
funcion de densidad = 23,6.

El intervalo del 99% de confianza para el verdadero valor del 4ngulo es

S
H=mz 9001 = = 50°15'31",8 +2"1
Jn
Observacion

Cuando, en el ejemplo 1, hemos hecho la estimacion puntual del verdadero valor del angulo por m y
del error por S/\Nn y hemos escrito

S
H=m iT =50°15'31",8+0",6
n

nos hemos preguntado qué probabilidad hay de que el verdadero valor del angulo esté entre 50° 15'
31",2 y 50° 15" 32",4. Observemos que, al escribir verdadero valor = media + error, estamos
estableciendo el intervalo de confianza del tipo (2.13) correspondiente a #y, = 1. Consultando las
tablas de la 7 de Student con 9 grados de libertad, se encuentra que la probabilidad de que -1 <ty <1 es
del 65,66%. Este es el correspondiente nivel de confianza.

El intervalo del 99% de confianza para el verdadero valor del error es

J9s J9s

<o <

1"3<o<4"7

Haciendo los calculos se obtiene

Ejemplo 3 Estimacion por intervalos en medidas directas de igual precision (2)

Se trata de estimar, con un nivel de significacion del 5%, o nivel de confianza del 95%, la altura H y
su desviacion tipica oy de una estacion que, medida desde tres puntos diferentes, ha dado los
resultados siguientes:

hy=495,751 m
h,=495,714 m
h3;=495,701 m

Los estimadores puntuales de las magnitudes H 'y oy son, respectivamente,

3

2h
T 495751+495,714 + 495,701
3 3

=495,722 m
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i(hi - m)2
1
2

=~ 26 mm

B \/ 0,029° +0,008° + 0,021
2

Para establecer los limites de confianza del 95% hemos de buscar los valores siguientes:

tr.005 = valor de la variable ¢ de Student con 2 grados de libertad que deja el 5% del area bajo la
funcién de densidad en las dos colas juntas = 4,3027.

%*2.. = valor de la variable % con 2 grados de libertad que deja a la derecha el 97,5% del area bajo la
funcién de densidad = 0,0507.

%25 = valor de la variable y* con 2 grados de libertad que deja a la derecha el 2,5% del 4rea bajo la
funcion de densidad = 7,3790.

Sabemos que

S S
m—130,05 NE) <H <m+1ty05 N

y, sustituyendo, obtenemos
495,658 m < H < 495,786 m

con un nivel de confianza del 95%. Por otra parte, para la desviacion tipica tenemos el intervalo

V28 V28

; <o< >
N X2b \/Zz,a

14 mm < oy< 163 mm

Sustituyendo, obtenemos

con un nivel de confianza del 95%.

2.2 Observaciones ponderadas

En el apartado anterior, al considerar #» medidas de una magnitud 2, hemos supuesto que todas estaban
hechas en las mismas circunstancias. Ello nos permitia tratarlas como n observaciones independientes
u, Uy, ..., u, de una variable aleatoria U~N(u, o) o, equivalentemente, como n observaciones de n
variables aleatorias independientes U; , i =1, 2, ..., n, todas siguiendo la misma ley de distribucion de
probabilidad N(g, o). En estos casos se puede decir que todas las observaciones tienen el mismo peso
(=1) y que, dadas dos cualquiera, no podemos decir que una sea mas fiable que la otra.

Sin embargo, puede ocurrir que las n medidas u;, u .., u, de una magnitud x# se hagan en
circunstancias diferentes, por personas diferentes i/o con aparatos diferentes. En este caso, hemos de
suponer que se trata de n observaciones de » variables aleatorias independientes U, siguiendo leyes de
distribucién de probabilidad M, o;) , i = 1, 2, ..., n, respectivamente, todas con la misma media g pero
con desviaciones tipicas diferentes o; . Evidentemente, son mas fiables las medidas con desviacion
tipica mas pequefa.
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2.2.1 Minimos cuadrados y maxima verosimilitud

Igual que en el caso de observaciones no ponderadas, se trata de establecer un criterio para estimar el
parametro u a partir de la muestra uy, u,, ..., u,. Como las n variables U;, U,, ..., U, son independientes
con media x y desviacion tipica o; que, en funcion de la desviacion tipica de referencia y el peso
correspondiente, se puede escribir

o}
O =" 2.16
\ Pi (216)
la funcién de densidad conjunta del vector aleatorio normal U = (Uy, U,, ..., U,) es el producto de

funciones de densidad que, en este caso, se escribe

1 & 2
NPIP2Pn 3 2P0 2.17)
(27Z_)n/2 O_n

Sttt omiy) =[] /1) =
i=1

Esta es la funcion de verosimilitud de la muestra y depende de los dos parametros y y o. Para
cualquier valor o de la desviacion tipica de referencia, el maximo correspondera a aquel valor del
parametro x que haga minimo el sumatorio del exponente:

2

> o —u) =0ty HE (2.18)
i=1 i=1 oF

En el caso de observaciones ponderadas, el criterio de maxima verosimilitud para la estimacion de u
vuelve a coincidir con el criterio de los minimos cuadrados, que, en este caso, lleva a tomar como
estimador del parametro y aquel valor m que haga minima la suma ponderada de los cuadrados de las
desviaciones respecto de las observaciones. En este caso, el estimador correspondiente es la media
ponderada de las observaciones.

Proposicion 6

El estimador minimo-cuadratico de una magnitud 4, de la cual es dispone de una muestra u,, uy, ..., u,
de n medidas directas con pesos p1, ps, ..., p., respectivamente, es la media ponderada

= (2.19)

Demostracion

Es analoga a la de la proposicion 1. Consideremos la suma ponderada de los cuadrados de las
correcciones de las observaciones u; respecto de un cierto estimador m, como una funcion de m,;:

n

n n n n
2 2 2 2
flmy,)=> pvi =2 pi(u;—my)~ = puj —2m,> pu;+m,” > p;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Anulando la derivada respecto del estimador m,, obtenemos
n
n D Pill;
— _i=1
f (mp)——ZZplu +2mpzipl- =0=>m,="=—
. 2D
i=1
Es inmediato que la derivada segunda f"(m,) es positiva y que, por tanto, se trata de un minimo.

Proposicion 7

La media ponderada m, es un estimador no sesgado y consistente del verdadero valor 1 de la magnitud
que queremos calcular. Su esperanza matematica es

E(my) = u (2.20)
y tiene por varianza
2

o2
= Zpi

VAR(m ) = O' (2.21)

0, lo que es equivalente,

e = \ ;,pi

Demostracion

Para demostrar la primera afirmacion basta aplicar la linealidad de la esperanza.

(Zp, ,j: S piEW;) _ Y pikt _

2D > pi > pi

mientras que para calcular la expresion de VAR(m,), aplicaremos la ley (1.10) de propagacion de la
matriz de varianza-covarianza.

La media ponderada m, se obtiene a partir del vector u de observaciones segiin la ecuacion matricial

= Au
donde 4 es la matriz fila:

A—( P1 P2 DPn j
2P 2P 2. Pi
Es decir,

Uy

m _( P _Pr _Pn j :Zpi i
P\ Xp dpi) | 2pi
u}’l

La media ponderada m, es un numero real. Por tanto, su matriz de variancia-covariancia 2, tiene una
sola fila y una sola columna: %, = (Jmp).
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Las observaciones u; son independientes y, por tanto, la matriz de variancia-covariancia es la matriz
diagonal que contiene las varianzas respectivas.

2
9 ) 0
O'l O O pl 5
0 O’% 0 o 2 0
0 0 o >
" 0 0 o
Py

Segun la ley (1.10) de propagacion de la matriz de variancia-covariancia,

Zp =A5A"
Por tanto,
2
o P
— 0 .. 0 | ==
noo 2P
g2 —|_P )2) Pn o 2 .. 0 —Z{?j’ :0221%: o’
P \Xp Xpi 2D P2 - p) 2pi
2 p
o n
0 0 — I~ .
D ZP,-

Observacion

Los resultados (2.19) y (2.21) coinciden con los correspondientes a observaciones no ponderadas,
(2.4) y (2.6), haciendo todos los pesos iguales a 1 y, por tanto, z p;=n.

2.2.2 Precision en la estimacién por minimos cuadrados
Definicion 4 Errores absolutos y residuos con observaciones ponderadas
Igual que en el caso de observaciones no ponderadas, llamaremos correcciones verdaderas a los
errores absolutos, es decir, a las diferencias entre la magnitud y y sus observaciones u;: & = y - u;, y
correcciones aparentes o residuos a las diferencias entre el estimador m y las observaciones
Vi = m, —u; (2.22)

Es decir, las correcciones que hay que hacer a las observaciones para que den el valor estimado m, del
verdadero valor g

utvi=m,

Observacion

De su definicion, se deduce que la suma ponderada de los residuos es nula:
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n
_leivi =0 (2.23)
1=

Efectivamente,

n n n
Zpi(mp —u;) = mpri ~> piu; =0
i=1 i=1 i=1

Para tener una medida de la desviacion de las observaciones respecto del estimador media ponderada

n
m,, tomaremos la suma ponderada de los cuadrados: ) p,-vl-2 .
i=1

Definicion 5 Error estadistico asociado a la media ponderada

Se define el error estadistico asociado a la estimacion de una magnitud por la media ponderada m,
como su desviacion tipica:

(o2
o =

mp m (2.24)

Si la desviacion tipica de referencia o es desconocida, deberemos estimarla a partir de un estadistico
mostral. Para ello definimos el error medio cuadrdtico de un conjunto de observaciones ponderadas
como la desviacion tipica mostral ponderada:

n n
> pilu;—m,)* > pv} (2.25)
S = i=1 _ i=1
r n—1 n—1

Proposicion 8

La varianza mostral ponderada sz es un estimador no sesgado de la varianza de referencia o’:

E(Slzj) — g2 (2.26)

Demostracion

Partimos de la igualdad siguiente:

> pi(u; = ) =Y. pdQu; —m ) +(m, — )} =
> iy —m ) +2(my, — )Y pi(u; —my)+(m, — 1)° Y p;

Por tanto, teniendo en cuenta (2.23) y la linealidad de la esperanza, se puede escribir

1 ! Pi
E(mzpi(”i _mp)zj =mZpiE(ui —,U)z —%E(mp —Iu)2

o bien
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1 D;
E(SIZ?) =—Zp,-VAR(u,-)— Z : VAR(mp) =
n—1 n—1
de acuerdo con (2.16) y (2.21):

2 2
B2y Ly O g2 2P o o
P n-17 5% n—-1> p;
1 1

Observacion

Si o es desconocida y la estimamos por S, el error o, asociado a la media ponderada lo estimaremos
por

S

S,y = —=2 2.27

Por otra parte, dado que
2 w2
(n=1S, = pvi (2.28)
i=l
la magnitud m, que hace minima la suma ponderada de los cuadrados de las correcciones también hace
minima la varianza sz 0, lo que es lo mismo, hace minimo el error .

Ejemplo 5 Observaciones ponderadas

Se quiere determinar la altura de una estacion £ desde 4 estaciones 4, B, C, D, de altura conocida. Los
resultados de las mediciones son

u; =1946,535 m con peso p; = 1,433
u,=1946,560 m con peso p, = 0,470
u3=1946,447 m con peso p; = 3,050
u4=1946,459 m con peso p, = 14,409

El estimador puntual de la altura de la estacion E 'y el correspondiente error son, respectivamente,

U -
m :Lz 1946,465 m

b zpi

n
Zpi (u; _mp)2
i=1

S _
S P _ n-1 _ 0,065 =0,015m

T E 19.362
Zpi Zpi
i=1 i=1
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2.2.3 Estimacion por intervalos

Hasta ahora hemos hecho una estimacion puntual del verdadero valor x# de una magnitud medida
repetidamente, por la media ponderada m,, y de la desviacion tipica de referencia o, por la desviacion
tipica mostral ponderada S,. Para hacer una estimacion de los pardmetros x y o por intervalos de
confianza, debemos tener en cuenta que cada medida u; es una realizacion de una variable aleatoria U;
normal N(u, 0), y el resultado presentado en la proposicion siguiente, analogo al de la proposicion 4
bien conocida en estadistica, que enunciaremos sin demostracion (una demostracion se puede
encontrar en [LIN63], Teorema 5.3.1, p. 130).

Proposicion 9
La variable aleatoria

n n
(u;—m,)? 2
:(n_l)SlZ7 _Z}pl i p Epl i

o? o? o?

sigue una ley y* con n-1 grados de libertad. Como consecuencia, la variable aleatoria

B om,—p

=

o
Smp Sp / sz

sigue una ley ¢ de Student con n-1 grados de libertad.

a) Intervalo de confianza para el verdadero valor u de la magnitud medida

Con un nivel de significacion « o coeficiente de confianza 1-&

S, S
m, —t <u<mp+t

p  ‘n-la ﬁ

V4

n—l,a ﬁ

o bien

Sp

p=m, i, | e (2.29)
p—‘n a\/ﬁ

donde ¢, ; , es el valor de la variable ¢ de Student con n-1 grados de libertad tal que
P('tn—l,a<t< tn—],a) = ] -

Si n es grande (en la practica se acostumbra a considerar n > 30), entonces la variable # de Student con
n-1 grados de libertad se confunde con una normal tipificada y la variable aleatoria

z="""r_ "
S, N> pi

sigue una ley normal estandar N(0,1). Por tanto, con un nivel de significacion « o coeficiente de
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confianza 1-«,

7,20 7,2
m,—Z,————<u<m,+ 72, ————
P a p a
v Z Pi v Z Pi
o0 bien
SP
p=m,tZ, ——— (2.30)
Z Pi
donde Z, es el valor de la variable Z N(0,1) tal que
P(-Z,<7Z<Z,)=1-a
b) Intervalo de confianza para la desviacion tipica poblacional o o verdadero valor del error
Con un nivel de significaciéon « o coeficiente de confianza 1-«, tenemos
n—18 vn—18
P cog<—=> (2.31)

donde y* y % son los valores de la variable % , con n-1 grados de libertad, tales que
POC>y%) =2y P’ >ys)=1-a2
Ejemplo 6 Estimacion por intervalos con observaciones ponderadas

Los intervalos de confianza, con coeficiente del 95%, para los verdaderos valores de la altura y el error
del ejemplo 3, calculados segun los criterios expresados arriba, son

1946,465 —1 0,065 / V19,362 < p1 < 1946,465 + t 0,065 / V19,362

La ¢ de Student con 3 grados de libertad y nivel de significacion del 5% vale ¢ = 3,1824. Por tanto, se
tiene
1946,418 < n < 1946,512
En cuanto al error,
(N3 Ay% ) 0,065 < o < (V3 Ny%) 0,065

Los valores de %% y %%, para un nivel de significacion del 5%, son respectivamente 0,2158 y 9,3484.
Sustituyendo, obtenemos el intervalo

0,037 <06 <0,242

La tabla siguiente permite la vision comparada de las diferentes magnitudes que intervienen cuando
las observaciones son equiprecisas o ponderadas.
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Observaciones equiprecisas Observaciones ponderadas
o2
Up,Uy,entt, = N(1,0) u; > N(u,0,),F; = — .= L2, .0
O,
T. < 2 T L 2
viv=> (u;—m) ViPv=2 pi(u;—m,)
i=1 i=1
n
1 2. Pill;
U:; =1 . _
z 1 mp:l ’E(mp)_ﬂ

m =—":; SE(m) = p

n
Zpi
i=1

r v Py
§= 2 vl;E(S):G Sy =" ES)=0
n_

_ _ S = L so =
m_S/\/;—nym_o-/\/Z mp \/ﬁ mp @

S
n—18 vn—-18 n—lSp \/n—lSp
T2 9T T, S0~
\ X VZa NE7 Ve

Tabla 2.2

2.3 Ejercicios

1. Se mide una distancia 4 veces con los resultados siguientes:
50,348, 50,352, 50,354 y 50,349 m

Dar una estimacion puntual del verdadero valor de esta distancia y del error medio cuadratico de estas
medidas y una estimacion por intervalos del 95% de confianza de estos dos parametros.

2. Se mide un angulo 6 veces con los resultados siguientes:

25°15'3",36, 25° 15' 5",99, 25° 15' 10",52
25°15'7",25,25° 15' 6",98 1 25° 15' 8",04

Dar una estimacion puntual del verdadero valor de este angulo y del error medio cuadratico de estas
medidas y una estimacion por intervalos del 99% de confianza de estos dos parametros.

3. Se consideran tres medidas 4, 4, i A3 de una cierta magnitud 4. Se supone que A4, se ha calculado
como la media de 3 observaciones, 4, como la media de 5 observaciones y 4; como la media de 7
observaciones. Supongamos, ademas, que todas las observaciones estan hechas con el mismo aparato
y bajo las mismas condiciones. ;Cuales son los pesos P; correspondientes a las medidas A4,?
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4. Seis persones diferentes miden un azimut con el mismo aparato y en circunstancias similares. Los
resultados son

15'13",51 como media de 7 medidas
15'12",23 como media de 3 medidas
15'13",87 como media de 6 medidas
15'13",01 como media de 4 medidas
15'14",22 como media de 2 medidas
15'13",32 como media de 5 medidas

Dar una estimacion puntual del verdadero valor de este azimut y de la varianza de referencia de estas
medidas angulares y una estimacion por intervalos del 99% de confianza de estos dos parametros.

5. A continuacion se dan los resultados, expresados en metros, de la medida de la altura de un punto
por diferentes medios, acompafiados de los pesos correspondientes:

15,617 1,0
15,592 0,3
15,620 2,5
15,650 0,2
15,630 0,6

Dar una estimacion puntual del verdadero valor de esta altura y de la varianza de referencia de estas
medidas y una estimacion por intervalos del 99% de confianza de estos dos parametros.
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3 Observaciones indirectas. Modelo lineal

3.1 Introduccion

Consideremos n observaciones u;, u,, ..., u, de n magnitudes, destinadas a averiguar el valor de 4
incognitas xi, x,, ...,.Xx;. Las incognitas x; no se observan directamente, como en el caso del capitulo
anterior, sino que la vinculacion entre éstas y las observaciones u; se expresa a través de un sistema de
n ecuaciones lineales con h incdgnitas de la forma

a“xl + alzxz + ...+ alhxh = ul
Ay Xp T AxXy t.ot 0y, Xy = u2 (31)

|
<

anlxl + anzxz + ...+ anhxh =
donde cada una de las n observaciones se expresa en funcion de las 4 incognitas. Este tipo de
ecuaciones suelen llamarse ecuaciones de observacion, y los sistemas correspondientes, sistemas de

ecuaciones de observacion.

Ejemplo 1 [LAUS83] Determinacion de la altura sobre el nivel del mar de tres estaciones a partir de
la observacion de desniveles. Nivelacion

A

Fig. 3.1 Nivelacion

Se quieren determinar las alturas x;, x, y x; sobre el nivel del mar de tres estaciones D, E y F,
respectivamente, conocidas las alturas Ha, Hb y Hc de tres estaciones de referencia A, B y C,
respectivamente, y midiendo los seis desniveles d; de A a D, d, de B a E, etc., tal como se indica a la
figura 3.1. Se obtiene el sistema de 6 ecuaciones con 3 incognitas
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x| = Ha+d
Xy = Hb+d,
X3 = Hec+dy
-x] +xp = dy
Xy —x3 = ds
- X +x3 = dg

La discusion de este tipo de sistemas se hara segun las hipotesis siguientes:

1. El numero de observaciones es superior al nimero de incognitas que se quieren determinar: n > 4.
Por tanto, el sistema, que matricialmente escribiremos

Ax=u (3.2)

tiene mas ecuaciones que incognitas y sera, en general, incompatible, a causa del caracter
aleatorio de las variables observacionales. Supondremos, ademas, que la matriz 4 es de rango
maximo 4 y que, por tanto, si las observaciones fuesen exactas, entonces n — /1 de las ecuaciones
se podrian expresar en funciéon de las 4 independientes y el sistema seria determinado. Es
precisamente a causa de la inexactitud de las observaciones que se hacen mas de las 4
estrictamente necesarias para encontrar los valores de las incognitas x;. La relacion (3.2), que
expresa las observaciones u en funcién de las incognitas x, recibe el nombre de modelo
matematico del problema de observaciones indirectas. La matriz 4 recibe el nombre de matriz de
diserio.

2. Mientras no se especifique lo contrario, todas las observaciones son independientes y estan
distribuidas normalmente. O lo que es lo mismo, se trata de n realizaciones de n variables
aleatorias u; independientes que siguen leyes N(u;,0;) ,i =1, 2, ..., n, respectivamente. u = (uy, s,
..., Uy) €s, por tanto, un vector aleatorio normal de dimension n con esperanza E(u) = u = (1 , tb,
.., My). Dar la desviacion tipica o;, i = 1, 2, ..., n, de cada observacion supone establecer el
llamado modelo estocastico del problema de observaciones indirectas.

Por otra parte, llamaremos = (&), &, ..., &, ) a los verdaderos valores de los parametros que queremos
estimar (las incognitas del sistema), de forma que Ax = u seria un sistema determinado con solucion
unica ¢ = (&), &, ..., & ). Dicho de otra manera, supondremos que se satisface la igualdad 4{=u pero
que £y u son vectores desconocidos.

Los verdaderos valores u de las magnitudes observables estan estimados mediante observacion directa
y dando u como valor aproximado, y los verdaderos valores { de las incognitas se estimaran mediante
el método de los minimos cuadrados que se desarrollara en este capitulo.

Ejemplo 2 [LAUS83] Determinacion de la altura sobre el nivel del mar de tres estaciones a partir de
la observacion de desniveles. (Nivelacion II)

El verdadero valor {'= (&}, &, &3) de las alturas es intrinsecamente desconocido. Sélo lo podriamos
determinar si las observaciones fuesen exactas (d; = 1), con lo cual el problema quedaria resuelto con
las 3 primeras ecuaciones:

G =Ha+ i

G=Hb+ 1

G =Hc+ i
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Las 3 restantes serian combinaciones lineales suyas. Pero, a causa de la inexactitud de las
observaciones, este sistema es incompatible. Matricialmente, lo escribiremos Ax = u, donde la matriz
del sistema es

0 0
0 1 0
0 0 1
A=
-1 1 0
0 1 -1
-1 0 1

y el vector de incognitas y el de términos independientes, que contiene las observaciones, son,
respectivamente,

uj Ha+d1
uy Hb+d2
X
1 U3 HC+d3
x=|xy |yu= =
u4 d4
X
: us ds
ug dg

Muchas veces, ademas de la inevitable fluctuacion estadistica del error en las observaciones, en la
incompatibilidad del sistema interviene el hecho de que las relaciones lineales

anx; tapxo + .. tapx,=u;, i =12, ...,n

entre las observaciones uj, u,, ..., u, y las incognitas xj, x, ..., X, son modelos que aproximan una
realidad demasiado compleja para ser expresada matematicamente de una forma operativa.

El siguiente ejemplo ilustra este hecho y como la aplicacion del método de minimos cuadrados abarca
campos muy diversos.

Ejemplo 3 [LING63] 4juste de coeficientes en un modelo parabdlico
La calidad de una produccion de trigo se determinada por el contenido en proteinas (p) y en
“globoides” (g) del grano. Se ha estimado empiricamente que hay una relacion entre estos dos
contenidos que se ajusta bastante bien por una funcién parabolica de la forma
2

g=x1txp txp
Los valores de los 3 parametros x;, x, y x3 se determinan haciendo n (mas de 3) observaciones del
contenido g en n gramos de contenido p conocido, cosa que da lugar a un sistema de n ecuaciones en

estas 3 incognitas (modelo matematico):

2

Iy p x g1
2

Lp p2 |y, || 82
2 \¥3
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El sistema es incompatible tanto por la aleatoriedad en la imprecision de las observaciones g; como por
el hecho de que la funcion parabodlica que relaciona las dos variables no expresa la relacion real
exactamente sino que es un modelo matematico que la simplifica, pero que es util operativamente.

En este capitulo estableceremos en qué consiste la solucion de este tipo de sistemas sobredeterminados
“en el sentido minimo-cuadratico”, asi como el error que asociaremos a esta solucion tanto en el caso
en que todas las observaciones tengan el mismo peso como en el caso de observaciones ponderadas.

Consideraremos unicamente los casos en que, como en el ejemplo 1, la matriz 4 de coeficientes es
bien conocida y so6lo estan sometidas a error las observaciones contenidas en el vector de términos
independientes u.

3.2 Solucion de un sistema sobredeterminado de ecuaciones de observacion

Sea el sistema incompatible Ax = u de n ecuaciones con / incognitas donde n > h. La matriz 4 y el
vector u son constantes y no existe ningun vector x que verifique esta igualdad matricial. Pero siempre
podremos encontrar unas correcciones v = (vi, v,, ..., v,) al vector u de observaciones tales que el
sistema

Ax=u+v (3.3)
tenga solucion m = (my, my, ..., my).

Definicion 1 Vector de correcciones o residuos

Dado el sistema incompatible Ax = u de n ecuaciones con / incognitas, donde n > h, llamaremos
vector de correcciones o vector de residuos al vector v definido por

v=Ax-u 3.4

3.2.1 Minimos cuadrados y maxima verosimilitud
El vector v depende de x en el sentido de que para a cada vector x hay un vector v dado por la
definicion 1. Hay, pues, una infinidad de parejas {x, v} que satisfacen la expresion (3.3). Se trata de
establecer un criterio para escoger una de estas parejas como solucion del sistema. Veamos como el
criterio de méxima verosimilitud de las observaciones conduce, igual que en el caso de observaciones
directas tratado en el capitulo anterior, al criterio de minimos cuadrados pera los residuos.
Teniendo en cuenta que las observaciones u; son normales, independientes, de media

Hi =D ayx,

Jj=1

y suponiendo que todas tienen la misma desviacion tipo o, entonces la funcion de verosimilitud del
conjunto de observaciones es el producto de funciones de densidad normales

l n

1 5 2 Z (”f_z a;Xx; )2
Frtgmtty) = [ 1) = b 20755 (35)
i=1

(zﬂ)n/ZGn
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Y sera maxima cuando el sumatorio del exponente

2
n

h
D ui— Zaijx J
i=1 j=1

T : ;.
que es la suma v'v de los residuos al cuadrado, sea minima.
3.2.2 Soluciéon minimo-cuadratica
Definicion 2 Estimador por minimos cuadrados
Llamaremos estimador por minimos cuadrados de los verdaderos valores = (&}, &, ..., &, ) de los
parametros al vector m = (my, my, ..., m;,) solucion del sistema Ax = u + v que haga minima la suma de

. . I . T

los cuadrados de los residuos, es decir, que haga minima la magnitud v'v con v = Ax-u.

Proposicion 1

.y . o . T ,
El vector m = (m,, my, ..., m;,) solucion del sistema Ax = u + v, que hace minima la magnitud v'v, esta
determinado por la expresion:

m=(A"4)"'A"u (3.6)
Demostracion

La magnitud
Vv = (Ax - u) (Ax - u)

es funcion del vector x, ya que 4 y u son constantes:
T _
Vv = flxy, X ..., Xp)

Condicion necesaria para que la magnitud v'v tenga un minimo relativo para un valor de x es que se
anulen sus derivadas parciales en este punto. Haciendo uso de resultados de calculo matricial,

T
Ay :2vTi:2vTAﬁ=0
& & &
y teniendo en cuenta que
& _ (1,0,...,0)T,ﬁ = (0,1, ...,O)T,...,ﬁ =(0,0,...,1)"
23 ¥y &)
resulta
vid = (0,0, ..., 0)
o bien

Av=(0,0,..,07 =0

Y por la definicion de v:
AAx-u) =0 =>A4"4x = A"u
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Observacion

En la anterior demostracion sélo se ve que los candidatos a extremos son las soluciones del sistema de

ecuaciones A’Ax = A"u. Como hemos supuesto que A es de rango maximo y, por tanto, la matriz N =
T . . r . .7

A" A es no singular, el candidato es tinico y dado por la expresion (3.6).

Parece razonable pensar que un méaximo de v'v no tiene demasiado sentido, pues siempre podremos
encontrar vectores x tales que Ax se aleje de u tanto como queramos y que, en cambio, de todos los
casos posibles si que debe haber uno minimo cuadratico, que debera ser el unico candidato que
tenemos. De todas maneras, se puede ver que el candidato es un minimo comparando ([LIN63] p.
146) el valor de v'v calculado a partir de esta solucion con cualquier otro posible valor.

Definicion 3 Sistema de ecuaciones normales

Dado el sistema incompatible sobredeterminado Ax = u, se llama sistema de ecuaciones normales al
sistema compatible determinado

Nx=A"u (3.7)
donde N = A74.

Las propiedades estadisticas del estimador m se resumen en la siguiente proposicion
Proposicion 2

La solucion minimo-cuadratica m del sistema sobredeterminado Ax = u, es un vector aleatorio normal
de dimension /4, estimador no sesgado de los parametros &.

Demostracion

Para ver que m es un vector aleatorio normal de dimension % s6lo es preciso tener en cuenta que u €s
un vector aleatorio normal de dimension n y que m = Hu, donde

H=N'4"
es una matriz 2 xn de rango A.

Para demostrar que es un estimador no sesgado de los parametros ¢ recordaremos que, al principio del
capitulo, hemos establecido las convenciones: E(u) = ¢ y A§ = . Como la matriz H es constante,
tenemos

E(m) = E(Hu) = HE(u) = Hu = (A"A)'A"A¢ = ¢

Ejemplo 4 Determinacion de la altura sobre el nivel del mar de tres estaciones, a partir de la
observacion de desniveles. (Nivelacion I1I)

Solucionemos el problema planteado en el ejemplo 1 dando datos numéricos.
Las alturas conocidas son
Ha=746.239 m

Hb=789.417m
Hc=754219 m



3 Observaciones indirectas. Modelo lineal 43

y los desniveles observados

d,=12,005m
d,= 8,205 m
d;=30,004 m
dy=39,413 m
ds=13,398 m
de=126,026 m

Con estos datos, el sistema de ecuaciones de observacion Ax = u se escribe

0 0 758,244
1 0 797,622
X
o 1" 784,223
)C2 =
11 0 39,413
X3
0 1 -1 13,398
-1 0 1 26,026

Si las observaciones fuesen exactas, las tres primeras ecuaciones darian la solucion

¢\ (758244
¢, |=]797,622
¢y ) 784,223

Veamos como el resto de observaciones modifican esta solucion aproximada. El sistema de ecuaciones
normales Nx =4" u es

3 -1 —1Yx) (6923805
1 3 —1|x,|=]850433
1 -1 3 )\x) (796851

Invirtiendo la matriz de este sistema

0,5 0,25 025
N'=/025 05 025
025 025 0,5

podemos calcular la solucion:

m 0,5 0,25 0,25} 692,805 758,223
m, =025 0,5 0,25 850,433 |=|797,630
my 0,25 0,25 0,5 )\ 796,851 784,235

Observamos que, en este caso, el método de minimos cuadrados introduce modificaciones del orden
de los centimetros.
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Ejemplo 5 Recta de regresion

Vamos a ver, a partir de un ejemplo cualquiera, que el problema clasico de encontrar la recta de
regresion lineal de una nube de puntos es un caso particular del problema de observaciones indirectas.

Sea y la cantidad, en gramos, de una cierta substancia que es disuelve en un litro de agua a temperatura
x. Se observa que, al aumentar la temperatura, aumenta la cantidad de substancia que podemos
disolver:

X

Fig. 3.2 Recta de regresion

Para dar una ley sencilla que relacione estas dos variables, consideremos n parejas de valores

observados (x;, y1), (x2, »2), ..., (x», ¥») que dan lugar a una nube de puntos (fig. 3.2) de la cual
queremos deducir la recta de ecuacion

y=a+bx
tal que la suma cuadratica
n n
T, _ 2 _ 2
viv=2v; =) (a+bx; - y;)
i=1 i=1
sea minima.

En términos del problema de observaciones indirectas, tenemos el sistema de n ecuaciones

a+xib=y
a+xb =y,
a+x,b=y,

con las 2 incdgnitas a y b. Matricialmente se escribe

1 x M1
1 x|fa |2
B
I x, Vn

La matriz del sistema y el vector de observaciones son, respectivamente,
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1 x 1
1 x

A= 2 yu= Y2
1 x}’l yﬂ

. . .. . . T T
Haciendo las operaciones matriciales, el sistema de ecuaciones normales 4" Ax =4"u queda

noo2x (aj PN

in lez b B inyi

(aJ: DEANSNY

la solucidn del cual es

b 2% lez 2 XY
donde
E
N =47 a) = nooXx 71: nSj nS?:
DI _x 1
nS? nS?

Haciendo los calculos,

b:nzxiy i _in Zy i :Sxy
”szz ‘(in )2 S

a:Zy,-Zx? —ininyi _ ;xz —;5
”inz—(in )2 S?

donde §°, y Sy, son la varianza y la covarianza muestrales, respectivamente, mientras que la barra
indica la media muestral de la variable correspondiente.

3.3 Precision en la estimacion por minimos cuadrados

En esta seccion supondremos que todas las observaciones estan afectadas por el mismo error. Es decir,
supondremos que cada observacion u; es una realizacion de una variable aleatoria u; y que todas las
variables aleatorias u; , i = 1, 2, ..., n, son independientes y con la misma desviacion tipo o. Dicho de
otra manera, la matriz de varianza-covarianza (modelo estocéastico) del vector aleatorio u de
observaciones es

S=01 (3.9)

donde / es la identidad de orden » y, por tanto, las matrices cofactor y peso son la propia identidad,
como es natural, ya que todas las observaciones tienen peso unidad. Si bien el parametro poblacional o
es, en general, desconocido, siempre podremos calcular (veremos como hacerlo) el correspondiente
estimador S'y escribiremos
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3 ~8T
O.=w, =1 (3.9

3.3.1 Errores asociados al estimador por minimos cuadrados

Se trata de determinar los errores o, asociados al estimador m calculado a partir de la proposicion 1,
como consecuencia de la propagacion del error o de las observaciones.

Proposicion 3

Si las observaciones u; son independientes y tienen el mismo peso, entonces la matriz cofactor del
vector aleatorio m, solucidon minima cuadratica del sistema Ax = u, es la inversa de la matriz del
sistema de ecuaciones normales:

0,=N"'="4)" (3.10)
Demostracion

Apliquemos la ley de propagacion de la matriz cofactor al proceso que permite calcular el estimador m
a partir de las observaciones u (m = N”' A" u).
Primero se calcula el vector

t=A"u=0Q, =4"0,4' =4"4=N
Despues m
m=N't=0, = N'OWN")Y =N'NWN") =N'

donde hemos hecho uso de que N'' es simétrica por serlo N.
Como consecuencia directa de la proposicion 3 tenemos la siguiente
Proposicion 4

La matriz de varianza-covarianza 2,, de la solucion minimo-cuadratica m se calcula a partir de la
desviacion tipo o de las observaciones u; segun la relacion

2= 0,
y, en particular, (3.11)
o mi o O ii

donde Q,, ;, i = 1, 2, ..., h, son los elementos de la diagonal principal de la inversa de la matriz del
sistema de ecuaciones normales.

Ejemplo 6 Error en los parametros de la recta de regresion lineal

En el calculo de los parametros de la recta de regresion lineal, hemos visto que la matriz cofactor es

x2 X

nS? nS§

X 1

nSf nSf

On=N""=
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Por tanto, si llamamos o al error de cada una de las observaciones y;, segun la proposicion 4 tenemos
que el error de la ordenada en el origen es

2
X
S, = —0
nS;
y que el error de la pendiente es
1
Sy = |—50
nS f

3.3.2 El error en las observaciones. Varianza de referencia a posteriori

Existe la posibilidad de que se conozca, por experiencia previa, el valor del error o asociado a las
observaciones ;. En este caso se dice que se conoce la desviacion tipo de referencia a priori. Pero
también puede ocurrir que este dato sea desconocido y su calculo forme parte del proceso de
estimacion de la precision de los resultados.

Hay una forma muy sencilla de estimar la varianza de las observaciones de peso unidad, o varianza de
referencia, a partir de los resultados de la estimacion. Esta basada en el comportamiento estadistico de
los residuos, resumido en la proposicion siguiente.

Proposicion 5

La magnitud

T n

viv o1 2
V=g =52

(o2 (o2 1

es una variable aleatoria que sigue una ley »’,., con n-h grados de libertad.

Demostracion

La demostracion formal de este resultado ([LIN63] p. 155) es bastante larga y complicada. Hay que
ver que v'v se puede escribir como suma de los cuadrados de n-% variables aleatorias independientes y
normales N(0, o), para lo cual hay que hacer, ademas de muchos célculos, un estudio completo de las
caracteristicas del vector aleatorio v. Todo ello nos haria desviar demasiado de los objetivos fijados.
Nos limitaremos a dar una justificacion intuitiva.

La magnitud Y se puede escribir

Por otra parte, la magnitud
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es, por definicion, 3> con n grados de libertad. En estadistica, y en contextos parecidos, se demuestra
que, al sustituir la media z por un estimador, se mantiene el caracter ° de la variable aleatoria, pero
disminuyen los grados de libertad.

En cuanto al nimero de grados de libertad, también parece razonable considerar que es igual al exceso
de observaciones n-4. Si se hiciera el mismo nimero de observaciones u; que incognitas x; se tienen,
entonces el sistema Ax = u seria determinado y los residuos v nulos, con lo cual la magnitud v'v no
seria una variable aleatoria sino una constante nula. Por tanto, se puede decir que la magnitud v'v es
una variable aleatoria en la medida que hay exceso de observaciones y que los grados de libertad
serdn, precisamente, este exceso.

Como consecuencia inmediata de este resultado se deduce la siguiente proposicion

Proposicion 6

La magnitud

(3.12)

es un estimador puntual no sesgado de la desviacion tipo de referencia a priori o.
Demostracion

Teniendo en cuenta que la esperanza matemética de una variable y° es el nimero de grados de libertad
y la proposicion anterior, se obtiene

T T
vy viy
El —|=n-hsE o2
o2 n—
Hay que esperar, pues, que
T
viv
§? =
n—nh

tome valores proximos a la varianza de referencia o’
Observacion

La desviacion tipo S de las observaciones, como estimador del parametro o, recibe el nombre de
desviacion tipo de referencia a posteriori.

La matriz de varianza-covarianza 2,, de la solucion minimo-cuadratica m se estimara mediante la
relacion
2
Zm ~ S Qm
y, en particular, (3.13)
2 2 _ 2
i ~8 Onmii =S mi

donde O, ;, i = 1, 2, ..., h, son los elementos de la diagonal principal de la inversa de la matriz del
sistema de ecuaciones normales.
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Ejemplo 7 Determinacion de la altura sobre el nivel del mar de tres estaciones a partir de la
observacion de desniveles. (Nivelacion IV)

Calculemos el error en las alturas obtenidas en el ejemplo 5. Como no conocemos la desviacion tipo
de referencia o, aplicaremos los resultados (3.12) y (3.13).

En primer lugar tenemos que encontrar el vector de residuos v = Am - u a partir de las observaciones
u, la matriz A y el resultado de la estimacion por minimos cuadrados m:

0 O 758,244 —-0,021

0 1 O 797,622 0,008
758,223

0 0 1 784,223 0,012
797,630 |- =

-11 0 39,413 —-0,006
784,235

0 1 -1 13,398 -0,003

-1 0 1 26,026 -0,014

El nimero de grados de libertad es n-4 = 6-3 =3. Aplicando (3.12) se obtiene

2
5o |2 _ 200089 _ 017 m
n—nh 3

Omi ~S VO, i = 0,017Y0.5=0,12 m

Y aplicando (3.13):

3.3.3 Estimacién por intervalos

Recordemos que cada componente m; de la solucion minimo-cuadratica m es un estimador puntual del
parametro correspondiente ¢; y que el error en las observaciones S es un estimador puntual de la
desviacion tipo poblacional o.

Como consecuencia de la proposicion 5, podemos afirmar directamente que, fijado un nivel de
significacion a, el intervalo de confianza para el verdadero valor de o es

— < 0 < — .
Ny NV

donde ¥, y 1’ son los valores de la distribucion 5’ con n-h grados de libertad, con el significado
habitual para el correspondiente valor de .

Por ejemplo, si el nivel de significacion es del 5%, es decir, el nivel de confianza del 95%, entonces
74V 1» son los valores de la distribucion 5 con n-h grados de libertad tales que P(} < o) = P(
> 7)) =0,025.

En cuanto a la estimacion por intervalos del verdadero valor de los parametros ¢ a partir de los
resultados m;, se puede aplicar la proposicion siguiente.
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Proposicion 7

La variable

sigue una ley ¢ de Student con n-% grados de libertad.
Demostracion

Segtin las proposiciones 2 y 4, la magnitud

es N(0,1), y la magnitud

seguira una ley ¢ de Student con n-A grados de libertad.

Ahora estamos en condiciones de afirmar que, fijado un nivel de significacion «, el intervalo de
confianza para la estimacion de los parametros ¢; es

M =t S\ Opii <Gi <M +158\ Qi (3.15)

i=1,2,.., h,donde t, es el valor de la variable ¢ de Student con n-A grados de libertad tal que
P(-ty <ty <ty)=l-a

Ejemplo 8 Determinacion de la altura sobre el nivel del mar de tres estaciones a partir de la
observacion de desniveles. (Nivelacion V)

Calculemos, en este caso, los intervalos del 95% de confianza para las tres alturas y para el error en las
observaciones.

Con tres grados de libertad y un nivel de significacion ¢ = 0,05 (95% de confianza), tenemos ¢, =
3,1824. Recordemos que Q,,; =0,5,i=1,2,3 y §=0,0172 m. Por tanto,

m; —3,1824x0,01724/0,5 < g; <m; +3,1824x0,01724/0,5
o bien
&G =m; £0,039 m
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Haciendo los calculos, obtendremos

758,185 < & < 758,262
797,592 < & < 759,669
784,196 < &5 < 784,274

Observemos la mayor precision de la estimacion por intervalos. Sin el concepto de intervalo de
confianza sélo podiamos decir que, por ejemplo, la estacion D se encuentra a una altura de
“aproximadamente” 758,223 m sobre el nivel del mar. Ahora podemos decir que, con una
probabilidad del 95%, la estacion D se encuentra a una altura sobre el nivel del mar de entre 758,185 y
758,262 m.

Calculemos, ahora, el intervalo de confianza para el verdadero valor del error en las observaciones o.

Con 3 grados de libertad y nivel de significacion o = 0,05, tenemos y°, = 0,2158 y #°, = 9,3562. Por
tanto, recordando que vy =0,00089 podemos decir, con un 95% de confianza, que

0,00089 0,00089
——— <0< |—+
9,3562 0,2158

0,01 <o <0,064

o bien que

3.4 Observaciones ponderadas

Supongamos que tenemos el mismo sistema sobredeterminado Ax = u del apartado anterior, con la
misma definicion de correcciones o residuos v = Ax — u, pero que, ahora, no todas las observaciones
estan hechas en las mismas circunstancias y que, por tanto, se han de ponderar de manera diferente.

Esto equivale a considerar que el vector aleatorio n-dimensional u =(uy, s, ..., u,) tiene asociado un
vector de desviaciones tipo (i, o, ..., 7;), de componentes o; no necesariamente iguales. Fijada la
varianza de referencia o, al vector de observaciones le corresponde un vector de varianzas
normalizadas (o%/0°, 6%/0, ..., 6°,/0°) y un vector de pesos formado por los respectivos valores
inversos de las varianzas normalizadas:

(D1, P2y woor Pu) = (P11, GO, .., TLTP).

Como suponemos que las observaciones u;, uy, ..., u, son independientes, la matriz de varianza-
covarianza (modelo estocastico) sera diagonal:

of 0 .. 0

s _| 0 o3 .. 0

u- (3.16)
0 0 o2

La matriz cofactor sera
1

Qu="—"7Z 3.17
w2t (3.17)

Y la matriz peso
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w,=0', =52,
serd la matriz diagonal
P 0
0 w0
W, =pP= P2 (3.18)
0 Pn

3.4.1 Minimos cuadrados y maxima verosimilitud

Analogamente a como se hizo en el apartado 3.2.1, se deduce el criterio de los minimos cuadrados a
partir del de maxima verosimilitud, correspondiente al caso de observaciones ponderadas sin mas que
considerar, en la expresion (3.5) de la funcion de verosimilitud, que cada observacion u; tiene varianza

Ozi: 02/pl
Asi, se obtiene
1 N 2
- PIP2Dy 52 P24
f(ul’uZ""ﬁun):Hf(ui)ZZQ 2075 (319)
i=1

n/2
2z)"* "
que sera maxima cuando el sumatorio del exponente

2
T n h
VPV:ZPZ' ul_zal]x]
i=l j=1

que es la suma ponderada de los residuos al cuadrado, sea minimo.

Con una demostracion analoga a la de la proposicion 1 se establece la siguiente proposicion para el
caso correspondiente a observaciones ponderadas.

3.4.2 Solucion minimo-cuadratica
Proposicion 8

. . ;. . T
El vector m = (my, my, ..., my) solucion del sistema Ax = u + v que hace minima la magnitud v Pv,
esta determinado por la expresion

m =N "A"Pu (3.20)
donde
N=4"P4 (3.21)

Definicion 4 Sistema de ecuaciones normales para observaciones indirectas ponderadas
Dado el sistema incompatible sobredeterminado Ax = u, donde las observaciones del vector u son
ponderadas con matriz de pesos P, se llama sistema de ecuaciones normales al sistema compatible

determinado

Nx=A"Pu (3.22)
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Observacion

Si en el sistema inicial Ax = u se multiplica cada ecuacion por la raiz cuadrada ,/p, del peso de la
correspondiente observacion u;:

ﬂplallxl-i- p1a12x2+...+ plalhthJ;lul

\P2asr1x] + poajzyxy + ...+ poarpXy = \/EMZ
(3.23)

NP X1 Y\ Pn@p2X2 + ot PnlppXp =+ Pnly

y se considera como un sistema de observaciones no ponderadas, con los nuevos coeficientes

~

al'j = pial-j
U =+ Ppil;

aplicando la proposicion 1 (sin matriz de pesos) se obtiene el mismo resultado que aplicando la
proposicion 8 (con matriz de pesos), ya que llamando

all a12 alh
~ |a a e 4
1= 21 22 2h
a1 Ay Aup
y
U
~ Us
u =
un
se tiene
AT pg= 3T 7 (3.24)
y
AT Py = AT (3.25)

Por tanto, los sistemas con observaciones ponderadas se pueden tratar como sistemas con
observaciones no ponderadas (sin la matriz de pesos) una vez transformadas las ecuaciones de la
forma indicada. Asi, el resultado de la proposicion 1 es equivalente al de la proposicion 8, y por tanto

valido para observaciones ponderadas, sustituyendo la matriz 4 por A vy el vector u por u . Dicho de
otra manera, es equivalente una matriz de pesos diagonal con elementos p; a considerar una matriz de
pesos identidad y multiplicar la ecuacion i-ésima por ,/p, , lo cual, salvo el factor de proporcionalidad

o, es lo mismo que dividirla por el error o desviacion tipo o; de la correspondiente observacion u; .

A continuacion resumiremos las propiedades estadisticas del estimador m. Luego veremos como se
propaga la matriz de varianza-covarianza 2, de las observaciones u, es decir, cOmo se propagan sus
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errores, a la solucion m por minimos cuadrados dada por la proposicion 8.

Las demostraciones de las siguientes proposiciones son analogas a las correspondientes a
observaciones no ponderadas, una vez multiplicada cada ecuacion por la raiz del peso correspondiente.

Proposicion 9

La solucion minimo-cuadratica m del sistema sobredeterminado Ax = u es un vector aleatorio normal
de dimension /, estimador no sesgado del verdadero valor £ de las incognitas:

Em)=¢ (3.26)

3.5 Precision en la estimacion por minimos cuadrados con observaciones ponderadas

Enunciaremos los resultados analogos a los establecidos en el apartado 3.3 pero correspondientes al
caso de observaciones ponderadas.

3.5.1 Errores asociados al estimador por minimos cuadrados

Se trata de determinar los errores o;, asociados al estimador m calculado a partir de la proposicion 8
como consecuencia de la propagacion del error o de las observaciones.

Proposicion 10
Si la matriz cofactor de las observaciones u es Qu = P”', entonces la matriz cofactor O,, de la solucién
;. 14T . . .
por minimos cuadrados (m = N “A Pu) del problema de observaciones indirectas dada por la
proposicion 8 es
0,=N"'=U4"P4)" (3.26)
' .
Como consecuencia, se tiene la siguiente proposicion
Proposicion 11
La matriz de varianza-covarianza de la soluciéon m sera
3, =00,=0N"=cA"P4)"
donde & es la varianza de referencia a priori.
Notemos que, aunque la matriz de varianza-covarianza 2%, de las observaciones u; sea diagonal, en
general la matriz de varianza-covarianza %, de los resultados m; no lo sera. Esto quiere decir que,
aunque las observaciones u; sean independientes, en general los resultados m; no lo seran. Ello es

consecuencia inmediata de que, para calcular cada m;, intervienen todas las observaciones u;.

La desviacion tipo o,,; de cada componente m;, i = 1, 2, ..., &, del estimador minimo-cuadratico m esta
relacionada con la desviacion tipo o de referencia de la forma

i = OO i (3.27)
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donde Q,, s, i = 1, 2, ..., h, son los elementos de la diagonal principal de la inversa de la matriz del
sistema de ecuaciones normales.

3.5.2 El error en las observaciones. Varianza de referencia a posteriori

Si la varianza de referencia a priori o es desconocida se debera estimar a partir de magnitudes
observables, lo cual se podra hacer a partir la proposicion siguiente:

Proposicion 12

La magnitud

es una variable aleatoria que sigue una ley #’,., con n-h grados de libertad.

Como consecuencia de este resultado, y atendiendo a que la media o esperanza matematica de una
variable #%,, es el nimero n-4 de grados de libertad, se deduce la proposicion siguiente.

Proposicion 13
La magnitud

(3.28)

es un estimador puntual no sesgado de la desviacion tipo de referencia o . Recibe el nombre de
desviacion tipo de referencia a posteriori.

Observacion

La matriz de varianza-covarianza 2%, de la solucién minimo-cuadratica m se estima a partir de la
desviacion tipo S de las observaciones u; segin la relacion

Zu~ 8 O
y, en particular, (3.29)
szi ~ Szmi = SZQm ii

donde Q,, ;, i = 1, 2, ..., h, son los elementos de la diagonal principal de la inversa de la matriz del
sistema de ecuaciones normales.

3.5.3 Estimacion por intervalos

Como consecuencia de la proposicion 12, podemos afirmar directamente que, fijado un nivel de
significacion a, el intervalo de confianza para el verdadero valor de o es

Vv Py WPy
\/_2 <G<? (330)
Xb a
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donde »°, y #’» son los valores de la distribucién * con n-h grados de libertad, con el significado
habitual para el correspondiente valor de a.

Por ejemplo, si el nivel de significacion es del 5%, es decir, el nivel de confianza del 95%, entonces
7'« ¥ 1 son los valores de la distribuciéon * con n-k grados de libertad tales que P(* < z%) = P(¥*
> 44) =0,025.

En cuanto a la estimaciéon por intervalos del verdadero valor ¢; de las incognitas a partir de los
resultados m;, se puede hacer a partir de la proposicion siguiente.

Proposicion 14

La variable

sigue una ley ¢ de Student con n-% grados de libertad.

Ahora estamos en condiciones de afirmar que, fijado un nivel de significacion «, el intervalo de
confianza para la estimacion de los pardmetros ¢; es

m; _taS\/ O, < é/,- <m; + taS\/ O, (3.31)

i=1,2,..,h,donde ¢, es el valor de la variable ¢ de Student con n-4 grados de libertad tal que
P(-ty <t <ty)=l-a.
Ejemplo 9 Caso particular de observaciones directas
Supongamos que observamos n veces una cierta magnitud x con resultados u;, uy, ..., u,. Podemos
plantear el problema de encontrar el mejor estimador por minimos cuadrados en los mismos términos

que lo hemos hecho para observaciones indirectas, considerando que tenemos el sistema de n
ecuaciones con 1 incognita

X [Z31
X =up
X =u,
que, matricialmente, se escribe
Ax =u
donde 4 y u son las matrices columna
AR
1
acl Ul
A
En este caso tenemos
A'4 =n,

ATA)" = 1n
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ATy = 2u;
Por tanto, aplicando la proposicion 1, la solucion por minimos cuadrados del sistema es la media
aritmética

m = (A"A)" A"u = (Zu)/n

Para observaciones ponderadas, considerando la matriz de pesos

|(p1 O\|
P:|0 p2 e O|
LO an
tenemos
A'PA = 3P,
A"PAY" = 1/3P;
y

A"Pu = 2Pu;
Por tanto, en este caso, aplicando la proposicion 8, la solucion por minimos cuadrados es la media
ponderada
m, = (A"PAY" A"Pu = (ZPu;)/ ZP;
Ademas, aplicando la proposicién 11, tomando Q = (4’PA)" = 1/5P; se obtiene la varianza de la
media ponderada
Op. = 1 2P

que, en caso de observaciones no ponderadas (P; =1), se escribe

o, = o/n

3.6 Analisis de los residuos

Los residuos se obtienen a partir de las variables aleatorias u y m. Por tanto, son a su vez variables
aleatorias. En este apartado estudiaremos su comportamiento estadistico y veremos su utilidad para
analizar el resultado del ajuste.

Proposicion 15

La esperanza matematica de los residuos es cero:

E(v)=0 (3:32)

Demostracion
v=Am-u =EWV)=AEm)-Eu)=A()-u=pu-u=0

Por lo tanto, cabe esperar que los residuos sean pequefios y de distintos signos. Un comportamiento
diferente puede ser sintoma de anomalias en el proceso de ajuste o en las propias observaciones.
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3.6.1 Test de bondad del ajuste

La proposicion 12 permite establecer, a partir de los residuos, una comparacion estadistica entre las
varianzas de referencia a priori ¢° y a posteriori S* que constituye un test de la bondad del ajuste
efectuado. Efectivamente, la variable

v Py S?
Y= 0-2 :(I’l—h)?

tiene una distribuciéon y* con n-h grados de libertad. Por lo tanto, fijado un nivel de significacion «,
este estadistico nos permite contrastar la hipotesis de bondad del ajuste fijando un intervalo de
aceptacion entre los valores y,° v 7, que dejan una probabilidad /2 en cada cola (fig. 3.3):

(n-h)S?*/c??

o /2 o /2
0 Xza Xzb
Fig. 3.3 Test i

3.6.2 Observaciones ajustadas

Los residuos son correcciones a las observaciones. Al resolver un sistema sobredeterminado de
ecuaciones de observacion obtenemos unos valores ajustados de las observaciones

u=u+v=Am (3.33)

La siguiente proposicion relaciona la matriz cofactor de los residuos con las de las observaciones
ajustadas y sin ajustar.

Proposicion 16
O, =P'—AN'A" (3.34)
Demostracion
v=Am—u=AN"'A"Pu—u = (AN'A"P - Iu
Aplicando (1.9)

0, = (AN'A'P - NQ(AN'A'P - I) =
=UN'A'P-D) P (PAN'A"- 1) =
=UN'A'P-I)(AN'A"—P") =
= AN'A"PAN'A" — AN'AT— AN'A"+ P =

=P'—AN'A"
Por otra parte,

Q0 =P'yQ =40 A" =AN"'A" (3.35)

Como consecuencia, se tiene
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0, =0,-0, (3.36)

de donde se deduce que el error en las observaciones ajustadas es inferior al de las observaciones sin
ajustar.

3.6.3 Numeros de redundancia

De la matriz cofactor de los residuos O, podemos obtener mas informacion para el analisis cualitativo
del ajuste.

Definicion 5 Numeros de redundancia

Se llaman niimeros de redundancia de un ajuste los elementos de la diagonal de la matriz Q,P:
n=(0,P), (3.37)

Si la matriz de pesos es diagonal, como corresponde a un conjunto de observaciones independientes,
entonces los nimeros de redundancia se escriben

= P4, (3.38)

ui

donde pl.zaz/ o’y ql.:ofl. / o’ son los elementos diagonales de las matrices P y O,

respectivamente. Por tanto, también se puede escribir

ro=—u (3.39)
Proposicion 17
La suma los ntimeros de redundancia es igual al nimero de grados de libertad del sistema:

D r=n—h (3.40)
i=1
Si las observaciones son independientes, entonces los nimeros de redundancia toman valores entre 0 y
1:
O<r<l,i=L2,.,n (3.41)

Demostracion

Segun la expresion (3.34) de O, se tiene
Tr(Q,P)=Tr(I - AN"'A"P)=Tr(1)~Tr(AN'A"P) = n—Tr(AN "' A" P)
Pero AN'A" P es una matriz idempotente. Efectivamente,

(AN"'A"PY(AN'A"P)= AN (A" PAN"'A"P=AN"'NN"'A"P=AN"'A"P
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Ahora solo hace falta tener en cuenta que la traza de una matriz idempotente es igual a su rango y que,
como hemos supuesto A de rango maximo = A, el rango de AN ' A" P es también igual a h.

De (3.34) se deduce que O,; < P';.. Si las observaciones son independientes y, por tanto, Py P son
diagonales, entonces

0<ql.<L

Ahora basta multiplicar por p; para obtener (3.41).
Observacion

De (3.40) se puede deducir que cada observacion u; contribuye en una cantidad »; a los grados de
libertad o redundancia del sistema. De ahi su denominacion como ntimeros de redundancia. Por otra
parte, el grado de satisfaccion de la relacion (3.40) es también un indicador de la bondad del ajuste.
Ademas, de (3.36) y (3.39) se deduce que

e Sir; ~ 1, entonces se puede decir que el ajuste ha reducido apreciablemente el error de la
observacion u;.

e Sir; ~ 0, entonces se puede decir que el ajuste no ha reducido apreciablemente el error de la
observacion u;.

3.6.4 Deteccion de errores groseros

El test %* de comparacion de S* y o® o la relacion (3.40) sirven para detectar errores en el proceso
general de calculos de la compensacion, pero no para detectar errores groseros en las observaciones,
ya que éstos pueden quedar disimulados, por ejemplo, por un bajo peso relativo.

Hay métodos para detectar errores groseros antes y después del ajuste. Los métodos a priori se basan
en el chequeo cuidadoso de la coherencia de los resultados observacionales. Los métodos a posteriori
se basan en el analisis estadistico de los residuos. A continuacion describiremos los llamados test de
Baarda y 7respectivamente para la deteccion de errores groseros en las observaciones.

Test de Baarda. Corresponde al modelo estocastico a): se conocen los errores en las observaciones y
se dispone de la varianza de referencia a priori o”. El test se basa en el supuesto de que la variable
aleatoria

z,=—"t=—1t" (3.42)
o-w' o qi

es normal tipificada. Por tanto, fijado un nivel de significacion ¢, se trata de comprobar si el valor que
toma el estadistico z;, para cada observacion, cae dentro del correspondiente intervalo de aceptacion
(fig. 3.4).
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Vi/Gv[?

Fig. 3.4 Test de Baarda

Obsérvese que el estadistico z; no depende de los grados de libertad del sistema ni, por tanto, del
nimero de observaciones. Por ejemplo, para un nivel de significacion del 5%, el valor critico es 1.96
independientemente de la redundancia.

Test 7. Corresponde al modelo estocastico b): se dan los pesos de las observaciones y no se dispone de
la varianza de referencia a priori o”. El test se basa en el supuesto de que la variable aleatoria

r =i n (3.43)
S qi O_vi

sigue una distribucion 7 con n-h grados de libertad, donde

N1 = htn—h—l

Tn—h =
\/n—h—l+t§_h_1

(3.44)

y donde ¢, es ¢ de Student con n-A-1 grados de libertad. Por tanto, fijado un nivel de significacion a,
se trata de proceder, con el estadistico 7, de manera analoga al caso anterior (Fig. 3.5).

Fig. 3.5 Test T

El tamafio de los residuos puede sugerir errores groseros en las correspondientes observaciones, pero
no los identifica necesariamente. Un error grosero en una observacion puede afectar los residuos de las
restantes observaciones.
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El procedimiento que debemos seguir en la deteccion de errores groseros en las observaciones basada
en los anteriores tests consta de los siguientes pasos:

Localizar todos los residuos que no pasan el test.

Eliminar la observacion correspondiente al residuo mayor.

Re-calcular el ajuste.

Repetir el proceso (pasos 1 a 3) hasta que todos los residuos pasen el test.

Si se ha eliminado mas de una observacion, volver a repetir el proceso, tantas veces como
observaciones se hayan eliminado, introduciendo una de ellas cada vez.

Si el correspondiente residuo pasa el test, la observacion se considera aceptable y se vuelve a
incluir. En caso contrario, la observacion se rechaza definitivamente.

M

o

3.7 Resumen

Supongamos que tenemos n observaciones u = (uy, u, ..., 4,) con u; ~ N(u;, ;) y h incognitas x = (xi,

X, ..., X;) de verdadero valor {'= (¢, &, ..., &,). Para estimar los pardmetros ¢; segun el criterio de los
minimos cuadrados seguiremos los siguientes pasos:

1. Identificar las n observaciones u = (u1, u, ..., u,), 1las h incognitas x = (x1, xa, ..., X;) y el nimero de
grados de libertad del sistema gd! = n-h.

2. Modelo matemadtico que relaciona las observaciones con las incognitas. En este caso se trata de un
sistema de n ecuaciones lineales de observacion con / incognitas. Es decir, se trata de expresar
cada observacion como funcion lineal de las h incognitas.

a; X, + A Xy + ...+ a,XxX, =u

a, X + Ay Xy + ...+ ayp Xy = uz

anlxl + anzxz +...+ anhxh =Uu
Matricialmente:
Ax=u

3. Modelo estocdastico. Consideraremos dos casos posibles:

e Se conocen los errores en las observaciones o,; y su correlacion o,;. Es decir, se conoce la matriz
de varianza-covarianza de las observaciones 2,. En este caso, se establece la varianza de
referencia a priori o, la matriz cofactor

0, =(1/0)z,
y la matriz peso
w,=0",

Si las observaciones son independientes, entonces
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D1 0
0 0
W, =pP= P2
0 P
y
Q,=P'

e Se conocen los pesos de las observaciones, es decir la matriz P, pero no sus errores o, ni la
varianza de referencia a priori o°.

4. Sistema de ecuaciones normales

Nx=T
con
N=A4"P4
y
T=A"Pu
5. Célculo de la matriz inversa
0, =N'
y de la solucion
m=Q,T
6. Residuos
v=Am—u
varianza de referencia a posteriori
S7 =v'Pv/gdl

y observaciones ajustadas
u=u+tv=4m

7. Test de bondad de ajuste y deteccion de errores groseros, en su caso.

8. Errores en la solucidon

2= 00n—> G = Vi  SVOi
9. Estimacion por intervalos de confianza
G =Mt by gqiOmi
Ejemplo 10 [MIG81] Nivelacion con observaciones ponderadas

Se quieren calcular los niveles Hb, Hc y Hd de tres puntos B, C y D, respectivamente, conocido el
nivel Ha = 281,130 m de un punto 4 de referencia y observados los desniveles siguientes (fig. 3.6):
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B
hy
A
C
Fig. 3.6 Nivelacion
Desde el Hasta el Desnivel Distancia Peso de
punto mas punto mas observado entre los la
bajo alto puntos observacion
B A hy =11,973 20 1,400
D B hy =10,940 12 2,333
D A hy =22932 15 1,867
B C hy =21,040 28 1,000
D C hs =31,891 20 1,400
A C he = 8,983 26 1,077
Tabla 3.1

Los pesos se han puesto de forma que resulten inversamente proporcionales a la distancia entre los
puntos correspondientes al desnivel respectivo. Escribiendo los datos en forma de sistema de
ecuaciones, tenemos

Ha—Hb=h1
Hb—Hd:hz
Ha*Hd:h3
- Hb +HC:h4
HC—Hd:hs
-Ha + Hc = hg

Pero, como Ha es conocida, el sistema es de 6 ecuaciones con 3 incognitas, y se escribe

Hb=Ha-h1
Hb—Hd:hz
Hd=Ha-h3
-Hb+HC:h4
HC—Hd:hs
HC:HCl+h6

La resolucion de este ejemplo esta hecha con el programa MAPLE, con los paquetes de algebra lineal
y estadistica.

Numero de observaciones y de incdgnitas y grados de libertad del sistema:
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> n:=6:h:=3:gdl:=6-3:
Matriz de coeficientes del sistema sobredeterminado de observaciones indirectas:

> A:=matrix(n,h,[1,0,0,1,0,-1,0,0,1,-1,1,0,0,1,-1,0,1,01);
> At:=transpose(a) :

[l 0 O]
[1 0 -1]
[0 0 1]
A= [1 1 0]
0 1 -1]
[0 1 0]

Vector de términos independientes que contiene las observaciones:
>u:=vector(n, [269.157,10.94,258.198,21.04,31.891,290.113]);
u =1[269.157,10.94, 258.198, 21.04, 31.891, 290.113]
Matriz de pesos:
> P:=diag(1.400,2.333,1.867,1.000,1.400,1.077);
[1.400 O 0 0 0
[0 2333 0 0 0

[0 0 1867 O 0
P .=

S OO
[ Ry Sy —

0 0 1.000 O 0]
0 0 0 1400 0]
0 0 0 0 1.077]

—
S O O

Matriz del sistema de ecuaciones normales:
> N:=evalm(&* (At,P,A));
[4.733 -1.000 -2.333]

N:=[-1.000 3.477 -1.400]
[-2.333 -1.400 5.600]

Términos independientes del sistema de ecuaciones normales:
> atpu:=evalm(&* (At,P,u));
atpu :=[381.302820, 378.139101, 411.885246]
Matriz cofactor de m = inversa de N:
> Qm:=inverse (N) ;
[.3379 .1710 .1835]

Om:=[.1710 .4064 .1728]
[1835 .1728 .2982]
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Estimador minimo-cuadratico de los niveles = solucion del sistema de ecuaciones normales:
> m:=evalm(&* (Qm, atpu))
m :=[269.136, 290.125, 258.206]
Observaciones compensadas y residuos:
> un:=evalm(&* (A,m)) :v:=evalm(un-u) ;
v:i=[-.0204, -.0098, .0084, -.0515, .0275, .0120]

No hay ningin residuo que destaque como especialmente grande y obviaremos la deteccion de errores
groseros.

Estimacion de la varianza de referencia:
> vpv:=evalm(&* (v,p,Vv)) :vref:=vpv/gdl;
vref :=.0016
Matriz de varianza-covarianza del vector m:
> sigm:=evalm(vref*Qm) ;
[.00054 .00027 .00029]
Sigm = [.00027 .00065 .00027]
[.00029 .00027 .00047]
Desviaciones tipo de la solucion m:
> sml:=sqgrt(sigm[1l,17]);

> sm2:=sqrt(sigm[2,2]);
> sm3:=sqgrt(sigm[3,3]);

sml :=.023
sm2 = .025
sm3 = .022

Estimacion por intervalos del 95% confianza o nivel de significacion 0.05. Radios de los intervalos:

> t:=sdadevalf[icdf,studentst[gdl]] (0.975);

t:=3.182446
> dl:=sml*t;
> d2:=sm2*t;
> d3:=sm3*t;
dl = .07
d2 = .08
d3 =.07

Los niveles de los puntos B, C'y D con un 95% de confianza son
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Hb=269.14 £ 0.07 m
Hc=290.12+0.08 m
Hd=1258.21+0.07m

Observamos que, si el error es del orden de los centimetros, no tiene sentido dar los niveles con mas
precision.

Veamos ahora qué ocurre si introducimos un error grosero en la primera observacion. Si introducimos
el vector de observaciones

u:=1[169.157, 10.94, 258.198, 21.04, 31.891, 290.113]

donde hemos cometido un error de 100 m al introducir el primer desnivel, se obtiene (obsérvese que
las matrices 4, P, N y Om no varian):

m:=[221.8301694, 266.1730184, 232.5102245]
Observaciones ajustadas y residuos:
> ua:=evalm(&* (A,m)) :v:=evalm(ua-u) ;
v :=[52.6731694, -21.6200551, -25.6877755, 23.3028490, 1.7717939, -23.9399816]

Vemos que un error grosero en la primera observacion ha afectado a practicamente todos los residuos.
Este resultado confirma que un residuo grande no implica necesariamente un error grosero en la
correspondiente observacion. Para su deteccidon comenzaremos por calcular la varianza de referencia a
posteriori:

> vpv:=evalm(&* (v, P,v)) :> S2pos:=vpv/gdl;
S2pos = 2457.129154

Observamos que unos residuos grandes dan lugar a una varianza de referencia a posteriori también
grande, lo cual la invalida para ser utilizada en el test de Baarda. Calculemos ahora las matrices
cofactor de los residuos y de las observaciones ajustadas, y los errores asociados a éstas tltimas:

Qv:=evalm (Qu—-&* (A,Qm, At)) :Qua:=evalm (Qu-Qv) :
for i from 1 to n do

sqrt (S2pos*Quali,i])

od;

vV V. V V

28.81442105
25.71272512
27.07132445
31.43461962
29.69683668
31.60100034

Estos errores indican claramente la existencia de alguna anomalia. Veamos qué ocurre con los
numeros de redundancia:
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> suma:=0:

> for i from 1 to n do
> r[i]:=P[i,1]1*0Ov[i,1i];
> suma:=suma+%

> od;

1] := 5269360575

r[2] := 3722554253
r[3] := 4431536965
4] := .5978496656
r[5] := 4975180892
1[6] := .5622870663

suma := 3.000000000

Observamos que los nimeros de redundancia no son especialmente pequefios y su suma es igual a los
grados de libertad del sistema. Por lo tanto, no indican la existencia de ninguna anomalia. Procedamos
al test =

> t:=statevalf[icdf,studentst[gdl-1]](0.975):
> tau:=evalf ((sqrt(gdl)*t)/sqgrt (gdl-1+t"2));
> for i from 1 to n do

> abs (v[i])/sqrt(S2pos*QvI[i,i])

> od;

tau := 1.645
1.732
1.092
1.064
0.608
0.060
0.668

La primera observacion no ha pasado el test.

3.8 Transformacion de semejanza

En geodesia, para cambiar, por ejemplo, de un sistema de referencia global a un sistema de referencia
local; en topografia y cartografia, para cambiar, per ejemplo, de coordenadas en un sistema local de
trabajo a coordenadas UTM; o en fotogrametria, para cambiar, por ejemplo, de coordenadas
instrumentales en el sistema interno del aparato a coordenadas en el sistema externo del terreno, se
usan transformaciones de semejanza, bidimensionales o tridimensionales, compuestas de una rotacion
de ejes, una homotecia o cambio de escala y una traslacion.

El problema que se presenta, en general, en todos estos ambitos, y que se resuelve aplicando el criterio
de los minimos cuadrados a la solucion de sistemas sobredeterminados de observaciones indirectas, es
el de determinar los parametros de la transformacion a partir de las coordenadas, en ambos sistemas de
referencia, de unos cuantos puntos de control.

Aunque, conceptualmente, se trata del mismo problema, la técnica de resolucion varia sustancialmente
segun se trate de transformaciones bi o tridimensionales.
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3.8.1 Transformacion de semejanza bidimensional

La expresion de una transformacion de semejanza bidimensional compuesta de una rotacion de ejes de
angulo «, una homotecia de razon Ay una traslacion de vector ¢ = (¢x, 1) es

1 cosa sina \ x o) x'
Al WE W a9

Para cada punto de control de coordenadas (x, y), del cual conocemos las coordenadas (x’, y’) del
punto transformado, tenemos las dos ecuaciones no lineales

x Acosa+y Asina+itx =x’
y Acosa - x Asina+ ty=y’ (3.46)

en las 4 incognitas o, A, tx y ty. En este caso no es preciso linealizar estas expresiones mediante un
desarrollo de Taylor de orden 1 porque, llamando

a= Acosa
y (3.47)
b= Asina

el sistema (3.46) se transforma en el sistema lineal de dos ecuaciones:

xa+yb+tx =x’
yva-xb+ ty=y’ (3.48)

en las 4 incognitas a, b, tx y ¢y que, matricialmente, se escribe

x y 1.0ys| (X
y —-x 0 1 tx_y’ (3.49)

y

Con dos puntos de control obtendriamos un sistema lineal determinado de 4 ecuaciones y 4 incognitas.
Pero, para compensar los errores en las observaciones y los calculos que llevan a la evaluacion de las
coordenadas (x’, y”) del punto transformado (las coordenadas (x, y) del punto de control se suponen sin
error), conviene tomar mas de dos puntos y trabajar con un sistema sobredeterminado.

x oy 10 x'y
a
»w o o—-x 01 b "
ol |7 (3.50)
X, yp 1O X'y
e —x 01 V'

Los parametros a, b, tx y ty y la desviacion tipo correspondiente se estimaran, mediante el criterio de
los minimos cuadrados. Los parametros ' y A se evalian invirtiendo la expresion (3.47):
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A=+a*+b*

b
o = arctg—
a

(3.51)

Para estimar las varianzas S°, y §%; de &y A, respectivamente, y su covarianza S,;, deberemos aplicar
la ley de propagacion de la matriz de varianza-covarianza en expresiones no lineales a (3.51):

T

-b a -b a
Sa Sa|_| 2 Z|[Sa Sw| 2 2
Ser Si a bis, s)a b
A A A A

Observacion

Por la particular distribucion de ceros en la matriz del sistema (3.50), resulta que S,, = 0 siempre (ver
un caso concreto a continuacion, en el ejemplo 11).

b : a 2

2 2 2

Sa —(?j Sa +(?] Sb
2 2

§2 = (%] S2 4 (%] s?

Ejemplo 11 Parametros de una transformacion de semejanza bidimensional

En particular,

(3.52)

Se trata de determinar los 4 pardmetros «, A, tx y ty de una transformacion de semejanza
bidimensional a partir de las coordenadas de 5 puntos de control.

W2

T

0.5+

L. i
1 1.5

Fig. 3.7 Poligono de puntos de control

Coordenadas vi de los 5 puntos en el sistema inicial:

v1[1.036, 1.301]
v2[1.265, 1.305]
v3[1.703, 1.054]
v4[1.561, 0.427]
v5[0.915, 1.040]
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Coordenadas vti de los 5 puntos en el sistema transformado:

vt1[14995.345, 39995.261]
vi2[14994.434, 39995.343]
vt3[14992.773, 39996.520]
vt4[14993.621, 39998.962]
vt5[14995.933, 39996.251]

Wl

9995

t3

e
9996 \ /

. . W2 ——
14993 14994 14995

Fig. 3.8 Poligono de puntos de control transformados

Matriz de disefio 4 y traspuesta At:

> A:=matrix (10,4, [vl

At:=transpose (A) :

[1],V1[2],l,o,Vl[Z],—Vl[l],O,l,
vz2([(1],v2(2],1,0,v2[2],-v2[1],0,1,
v3[(1,v3(21,1,0,v312],-v3[1],0,1,
v4[(1],v4(2],1,0,v412],-v4[1],0,1,
v5([(1],v5(2],1,0,v5[12],-v5[1],0,1]

[1.036 1301 1 O]
[1301 -1.036 0 1]
[1.703 1.054 1 0]
[1.054 -1.703 0 1]
[1.561 427 1 0]
4=
[427 -1561 O 1]
[915 1.040 1 0]
[1.040 -915 0 1]
[1.265 1305 1 0]
[1305 -1265 0 1]

Vector u de términos independientes del sistema sobredeterminado:

> u:=vector (10, [vtl[1l],vtl[2],
vt2[1],vt2([2],
vt3[1],vt3[2],
vt4([1l],vtd[2],
vt5[1],vt5[2]

Matriz del sistema normal e inversa, cofactor de la solucion:
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> N:=evalm(At&*A);QOm:=inverse (N) ;

[14.618 0 6.480 5.127]
[ O 14.618 5.127 -6.480]

N =
[ 6.480 5.127 5 0 ]
[ 5.127 -6.480 0 5]
[1.038 0 -1.346 -1.065]
[0 1.038 -1.065 1.346]
Om =

[-1.346 -1.065 3.036 O ]
[-1.065 1.346 0 3.036]

Solucién m del sistema normal:
> m:=evalm(&* (Qm,At,u)) ;
m =[-3.988, -.4167, 15000.018, 40000.016]

Vector de traslacion ¢:

t[1] := 15000.018
t[2] :=40000.016
Angulo a de rotacion:

> alpha:=evalf (arctan(m[2]/m[1])+Pi);

o = 3.245687395 radianes = 185° 57’ 51.”08
Factor de escala A:

> lam2:=m[1l]"2+m[2]"2:
> lambda:=sqgrt (lam2) ;

A :=4.010
Evaluacion de 1 error. Residuos:

> v:=evalm(A&*m-u) ;vt:=transpose (v) :

v :=[-.001, -.002, .013, .002, -.007, .002, .002, -.001, -.005, -.004]
Varianza de referencia:
> gdl:=10-4:

> s02:=evalm(vt&*v) /gdl;
s02 = .000049

Matriz de varianza-covarianza de los parametros X:

> Sigma:=evalm(s02*Qm) ;
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[ .00005 0 -.00006-.00005]

[ 0 .00005 -.00005 .00006]
Y=

[-.00006 .00005 .00015 O ]

[-.00005 .00006 0 00015]

Observamos que los pardmetros a y b son independientes entre si, asi como los parametros ¢x y #y.
Desviacion tipo st del vector de traslacion:
> st[l]:=sqgrt(Sigma[3,3]); st[2]:=sgrt(Sigmal4,4]);

st[1]:=.012
st[2] = .012

Desviacion tipo s/ del factor de escala A:

> 12:=(m[1]/lambda)*2*Sigma[l,1]+ (m[2]/lambda)"2*Sigmal[2,2]:
> sl:=sqrt(sl2);
sl :=.007

Desviacion tipo sal del angulo de giro o

> sal2:=(m[2]/lam2) *2*Sigma[l,1]+ (m[1]/lam2)~2*Sigma[2,2]:
> sal:=sqrt(sal2);

sal ==.001778333876 radianes = 6’ 6.8
3.8.2 Transformacion de semejanza tridimensional

La expresion de una transformacion de semejanza tridimensional compuesta de tres rotaciones de
angulos m, ¢ y k respecto de los ejes x, y y z, respectivamente, una homotecia de razéon A y una
traslacion de vector ¢ = (x, ty, tz) es

0 (3.52)

'

COS@COSK COS@SINK +sSinwsingcosk Sin@sink —cos@sing cosk | x x

A| —cosgsink cos@wcosk —sinwsingsink sinwcosk +coswsingsink | y |+|#y |=

N =

sin @ —sinwcos ¢ COS @ COSQ z 1z

que también escribiremos
ARX+t=X"

Para cada punto de control X; = (x;, y;, z;), del cual conocemos las coordenadas X’; = (x;°, y/’,z;") del
punto transformado, tenemos las tres ecuaciones no lineales (3.53):

x;Acospcosk + y;Acoswsink + y;Asinwsing cosk + z; Asinwsink — z; Acos @sin @ cos k + tx = x;'
—x;Acos@sink + y;Acos@wcosk — y;Asinwsingsink + z;Asinwcosk + z;Acoswsingsink + 1ty = ;'
X;Asing — y;Asinwcosp +z;Acoswcosp + 1z = z;'
(3.53)
en las 7 incognitas o, @, K, tx, ty, tzy A.

Sim, @ k=0yA=1+¢, cone=0,se obtiene el sistema de tres ecuaciones lineales con 7 incdgnitas
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XA+yK—zp+ix=x'
XK+ yA+zo+ty=y,
XQ—-yo+zA+tz=z'

que, matricialmente, se escribe

=
A S

o ' (3.54)

ty z',
iz

A

N

[e)

|

=
[ R

=

I

S = O
- o O

Vi X 0

N

El nimero minimo de puntos de control necesarios para la determinacion de los parametros es 3 (i = 1,
2, ..., m 2 3), que da lugar a un sistema sobredeterminado de, como minimo, 9 ecuaciones con 7
incognitas (con 2 puntos tendriamos 6 ecuaciones y, por tanto, un sistema indeterminado).

Los parametros o, ¢, k, tx, ty, tz y Ay la desviacion tipo correspondiente se estimaran, mediante el
criterio de los minimos cuadrados.

Como el sistema sobredeterminado del tipo (3.54) es una aproximacion del verdadero sistema (3.53),

la estimacion minimo-cuadratica de los parametros serd, en principio, solo una aproximacion tanto
mejor cuanto mas ajustada a la realidad sea la suposicion w, ¢, k =0y A =1+¢,cong=0.

3.9 Redes GPS

En los trabajos de posicionamiento mediante técnicas de GPS diferencial, los resultados
observacionales son (fig. 3.9) las componentes de una serie de vectores tridimensionales que unen los
diferentes puntos de la red, asi como las correspondientes matrices de varianza-covarianza. Estas
componentes vectoriales son el resultado del procesamiento previo de otros datos observacionales
(pseudorangos y fases de las hondas portadoras). Como consecuencia, no son independientes entre si y
sus matrices de varianza—covarianza, cofactor y peso no son diagonales.

El escenario en la compensacion de una red de n + / puntos es el siguiente:

Incognitas

Las 3n componentes de n puntos P; = (x;, y;, z;)

Observaciones

Las 3m componentes, con m > n, de m vectores GPS Vj; = (x;;, v, z):
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P3
V13
V32
Pl
A
V34 P2
V4l V42
P4

Fig. 3.9 Poligono de vectores GPS
Datos

Las 3/ componentes de / puntos de apoyo P, = (x;, i, zx) de coordenadas conocidas.

Para cada vector GPS V;; observado, obtenemos 3ecuaciones de observacion:

x]'-xl' :x,'j
Yi=YVi= Yy
Zj-Zl' :Zij

Un minimo de un punto de apoyo es necesario para definir el sistema de coordenadas. Desde un punto
de vista estrictamente algebraico, justificaremos esta necesidad con el siguiente ejemplo de tres
puntos:

P3
Vi3
V32
P1
V21 P2

Fig. 3.10 Poligono de 3 vectores GPS
(Qué pasa si no conocemos ningiin punto?

Tenemos 3 vectores y, por tanto, 9 ecuaciones con 9 incdgnitas:
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X1 - X2 = X21
Yi-Y2=)Ya
Z1-23 =221
X3 -X1 = X13
Yi-Y1=)i3
Z3-2Z1 = Z13
X2 - X3 = X32
Y2-Y3 =Y
2y-23 = Z3

Por las caracteristicas de este tipo de sistemas, la matriz estd compuesta por bloques 3x3 consistentes
en la matriz nula, la identidad y ésta cambiada de signo. Para este ejemplo concreto, se tiene la
expresion matricial:

0 0 -1 0 0 0 0 0)x) (x
01 0 0 -1 0 0 0 0|yl |y
000 1 0 0 -1 0 0 0|z]| |z
-1 0 0 0 0 0 1 0 0|x/| |x,
0 -1 0.0 0 0 0 1 0/|uwl|=wn
00 -1 0 0 0 0 0 1]|z/| |z,
0 0 1 0 0 -1 0 0 x| |x,
0 0 0 1 0 0 =1 01 y]| |y
0 0 00 1 0 0 -1)lz) |z

0 0 -1 0 0 X,
0 1 0 0 -1 0 Vo

0 0 1 0 o0 -1/ 2,

10 0 0 0 o] |xi-x

Z

0 -1 0 0 0 0 xl =| ys—¥s
0 0 -1 0 0 o0~ Z,—2,
0 0 0 -1 0 0 ? X, X,
0 0 0 0 -1 07 |y,+y
0o 0 0 o0 0 -1 Zy, + 2,

El sistema es sobredeterminado. Las incognitas se deberan estimar mediante minimos cuadrados.

En cuanto a la matriz de varianza—covarianza, para cada vector V; observado se tiene la submatraiz
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Oyi  Oxij  Oxiyf
_ 2
;= 0y Oy Oy (3.55)
2
Ovij Oy O
y para el conjunto de vectores:
2
Oy Owi Oy 0 0 O 0 0 O
2
Oni Oy Oy 0 00 0 00
2
O.i O, Ou 0 0 O 0 0 O
2
0 00 Owi Ouyn Oruu
2
5 0 00 Curr O Oy (3.56)
5 .
0 0 0 O-xzkl O-yzkl O-zij
2
0 0 0 O O O Xrs O-XyI‘S GXZ TS
2
O O O xyrs yrs yzrs
2
O O O GXZVS yzrs zZrs

Ejemplo 12 Redes GPS
En una red de 4 puntos Py, P,, P; y P, se conocen las coordenadas de P; (en metros):
P, = (150, 650, 40)

y se quieren calcular las coordenadas de los otros tres mediante las observaciones de los siguientes
vectores GPS (fig. 3.11):

Vi :==(-50.01, 549.99, 20.008)
Vi =(300.012, 500.006, 9.98)
V34 :=(-250.005, -650.008, -29.991)
V3 :==(49.99, -150.01, -19.992)
Va1 :=(-349.995, 50.015, 9.99)
V13 :==(300.012, 99.98, 10.005)

donde cada vector tiene la matriz de varianza-covarianza

0.0001  0.000012 0.000011
2, =(0.000012 0.000225 0.000014
0.000011 0.000014 0.000144
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Fig. 3.11 Vectores GPS
Resolucion con MAPLE:
with(linalg) :with (plots) :with (plottools):
Datos: punto de apoyo
> P1:=[150,0650,40]:
Observaciones: vectores GPS
V41l:=vector
V42 :=vector
V34 :=vector
V32:=vector

V21:=vector
V13:=vector

-50.01, 549.99, 20.0087):
300.012, 500.006, 9.9871):
-250.005, -650.008, -29.991]):
49.99, -150.01, -19.9927]):
-349.995, 50.015, 9.99]):
300.012, 99.98, 10.005]):

3,
3,
3,
3,
3
3

’

V V V V VYV

14
Modelo matematico. Matriz de disefio:

mO:=matrix (3,3,0): i3:=diag(l,1,1): mi3:=evalm(-1i3) :
A:=blockmatrix (6,3, [

mO, m0, mi3,

i3,m0,mi3,

mO,mi3, i3,

i3,mi3, m0,

mi3, m0,mO,

mO0,i3,m0]) ;

At:=transpose (A) :

VVVVYVYVYVYVYV
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Vector de observaciones y grados de libertad:
> u:=convert (stackmatrix(

v41-p1,v42,v34,V32,V21-P1,V13+P1),vector) ;
> gdl:=(6*3-3*3);

u :=[-200.01, -100.01, -19.992, 300.012, 500.006, 9.98, -250.005, -650.008, -29.991,
49.99, -150.01, -19.992, -499.995, -599.985, -30.01, 450.012, 749.98, 50.005]

gdl =9

Modelo estocastico. Tomamos varianza de referencia unidad:

\Y

mvcv:=matrix(3,3,[.01*2,.000012,.000011,.000012,.015"2,
.000014,.000011, .000014,.012"27) :

mvc:=blockmatrix (6, 6, [

mvcv, m0, m0,m0, m0,m0,

mO, mvcv,m0,m0,m0,m0,

mO, m0, mvcv,m0,m0,m0,

mO, m0, m0, mvcv,m0,m0,

mO, m0, m0, m0, mvcv,m0,

mO, m0, m0, m0, m0, mvcv

1)

P:=inverse (mvc) :

VVVVYVYVYVYVYV
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[ .0001,.000012,.000011,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0]
[.000012, .000225, .000014, 0, 0, 0, 0, 0,0, 0,0,0,0,0,0,0,0, 0]
[.000011, .000014, .000144, 0, 0, 0, 0, 0,0, 0,0, 0,0, 0,0, 0,0, 0]
0,0,0, .0001,.000012,.000011,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0]
[0, 0, 0, .000012, .000225, .000014, 0, 0, 0,0, 0,0, 0, 0,0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0,.000011, .000014, .000144, 0, 0, 0, 0,0, 0,0, 0,0, 0, 0, 0]
0,0,0,0,0,0, .0001,.000012,.000011, 0, 0,0, 0,0, 0,0, 0, 0]
[0,0,0,0,0,0,.000012, .000225, .000014, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
[0,0,0,0,0,0,.000011, .000014, .000144, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
mve :=

[0,0,0,0,0,0,0,0,0, .0001,.000012,.000011, 0,0, 0,0,
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,.000012, .000225, .000014, 0, 0, 0, O,
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,.000011, .000014, .000144, 0, 0, 0, 0,
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, .0001,.000012,.000011, 0
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,.000012, .000225, .000014, 0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,.000011, .000014, .000144, 0, 0, 0]
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, .0001,.000012,.000011]
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,.000012, .000225, .000014]
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,.000011, .000014, .000144]

Sistema normal y solucion:

N:=evalm(&* (At,P,A)) :
Qm:=inverse (N) :
AtPu:=evalm(&* (At,P,u)) :

>
>
>
> m:=evalm (Qm&*AtPu) ;

=[500.0035001, 599.9889996, 30.00124996, 450.0110001, 749.9932505,

49.99874996, 200.0025001, 99.99274963, 20.00699999]

Las coordenadas estimadas, en metros, de los tres puntos incdgnita son

P, =1500.003, 599.989, 30.001]
=[450.01,1 749.993, 49.999]
P,=1200.002, 99.993, 20.007]

Residuos y varianza de referencia a posteriori:

> v:i=evalm(A&*m -u);
> S2pos:=evalm(&* (v, P,v)) /gdl;

v :=[.0074999, .01725037, -.01499999, -.0110000, -.0097500, .01424997, -.0035000, .0074991, -
.00074997, .0025000, .0057491, -.00550000, -.0085001, -.0039996,

.00875004, -.0009999, .0132505, -.00625004]

S2pos :=1.167044164
Desviaciones tipo de las coordenadas estimadas (en metros):
> for 1 from 1 to 9 do

> Sm[i] :=sqgrt (S2pos*Qm[i,i])
> od;
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Sm[1] :=.008
Sm[2]:=.012
Sm[3] :=.009
Sm[4] :=.008
Sm[5] :=.011
Sm[6] :=.009
Sm[7] :=.008
Sm[&8] :=.011
Sm[9] :=.009

3.10 Ejercicios

1. [MIGS81] En una observacion del paso del sol por el meridiano superior con un teodolito, se han
obtenido los resultados que se muestran en la tabla 3.2:

Hora‘ Altura del Sol
T, = 11"40™" 45.5° hy=51°51'09"
7, =11"46™"18.5° hy=51°56'42"
Ty =11"50"" 03.0° hy =52°00' 30"
T,=11"56™"53.0° hy =52°02' 24"
Ts = 12" 05™" 34.5° hs =52°01'06"
Ty = 12" 12" 12.0° he =51°55' 45"
T, = 12" 16™" 04.5° hy=51°51'30"

Tabla 3.2

Para el pequeio intervalo de tiempo empleado en hacer estas observaciones se puede considerar
que la altura / es una funcidn parabolica del tiempo horario T: h = aT* + bT + ¢

a) Suponiendo que los tiempos 7; son exactos y que solo las alturas 4; tienen error, estimar, con un
intervalo de confianza del 95%, el valor de los parametros a, b y c.

b) Calcular cudl es la altura maxima en este intervalo de tiempo y a qué hora se da.
Nota: Considerar un sistema de coordenadas cartesianas con el origen en T = 12" oo™ 00 y hy =

51° 50' 00". Haciendo este cambio de origen, los datos de la tabla 3., expresados en segundos
horarios y segundos de arco, respectivamente, se convierten en los que se muestran en la tabla 3.

Hora Altitud observada
T, =-1154.5° hi= 69"
T,= -821.5° h, = 402"
T;= -597.0° h; = 630"
T,= -187.0° hy = 744"
Ts= 334.5° hs = 666"
Te= 732.0° he = 345"
T;= 964.5° h;= 90"

Tabla 3.3
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2. Se quiere ajustar la trayectoria de un movil a una parabola
y=ax*+bx+c

midiendo la coordenada y correspondiente a los valores de x =0, 3, 6 y 9 m con los resultados y =
2.81,5.03, 4.75 y 3.01 m, respectivamente.

a) Estimar los valores de los parametros a, b y ¢ con un 95% de confianza.
b) (Cual es el valor méximo de y y para qué valor de x?
3. Determinar, con un nivel de significacién o = 0.05, los parametros de una transformacion de

semejanza compuesta de rotacion de ejes, traslacion y factor de escala, dadas las coordenadas (en
metros) de 4 puntos de control vi y las transformadas correspondientes vti.

el

i__—______————hva
400
=00
200 iz
1~——f’__—_._—___—.__
200 a00 s00

Fig. 3.12 Puntos objeto de la transformacion

vl [215,36, 150,44], vt1 [1654,32, 2056,51]
V2 [531,21, 200,15], ve2 [2400,29, 1769,32]
v3 [501,10, 430,21], ve3 [2622,67, 2305,06]
v4 [230,57, 475,18], ve4 [2093,17, 2740,58]

Wid
2800
2400
RY) <]
2200
1

t
2000

1800 )

18007 2000 2200 2400 2600
Fig. 3.13 Puntos transformados

4. Estimar, con un 95% de confianza, el verdadero valor de los tres angulos 4, By C (fig. 3.) a partir
de las medidas

A=100°21" 36"
B=115°35" 14>
C=144° 512”7

D =1259°40" 30
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con pesos 1, 1, 1 y 2, respectivamente.

D

Fig. 3.14 Medidas angulares

5. Estimar, con un 95% de confianza, los parametros de la transformacion de semejanza tridimensional

que transforma coordenadas en el sistema WGS84 a coordenadas en el sistema ED50, a partir de
los puntos de control siguientes:

x (WGS84) y(WGS84) z(WGSS84) | x (ED50)  y(ED50)  z (ED50)

4789399,0  176724,7  4194551,7 | 4789480,69 176824,01 4194672,30
4789104,1  176577,3  4194924,0 | 4789185,80 176676,61 4195044,60
4788980,0  176756,1 41950574 | 4789061,70 17685541 4195177,99

Tabla 3.4
7. Enunared de 5 puntos Py, P,, Ps, P,y Ps se conocen las coordenadas de P; (en metros):
P3;=(525,783,425)

y se quieren calcular las coordenadas de los otros tres mediante las observaciones de los siguientes
vectores GPS (fig. 3.15):

Vi = 153.226, 200.002, 4.216]

Vis:=[ 309.977, 26.735, 8.642]

Vis:=[ 83.519,-181.612, -1.113]
Vs :=[-69.707, -381.614, -5.329]
Vo =[ 89.992, -387.726, .973]
Vo3 :=[156.751, -173.267, 4.426]
V35 :=[-226.458, -208.347, -9.755]
Vi4 =] -66.759, -214.459, -3.453]
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l'.]d_,-l

Fig. 3.15 Vectores GPS

donde cada vector tiene la matriz de varianza-covarianza

0.0003  0.000013 0.000012
2, ={0.000013 0.000425 0.000011
0.000012 0.000011 0.000244
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4 Observaciones indirectas. Modelo no lineal

4.1 Linealizacion

Hasta ahora hemos supuesto que la relacion entre el vector de observaciones u = (u1, us, ..., u, ) y el
vector de incognitas x = (x1, X2, ..., X; ) se expresaba mediante un sistema de ecuaciones lineales

Ax=u

donde los términos independientes contienen las observaciones. Pero, en general, esta relacion esta
determinada por un sistema de # ecuaciones con / incognitas de la forma

F(x)=u 4.1)
0, en componentes,
uy = fi(xy, xa, ..., Xp)
Uy =folxy, Xo, ..., Xp)

U, =fulxy, Xo, ..., Xp)
donde las » funciones f; son no lineales.

Para poder aplicar la teoria expuesta en el capitulo anterior, deberemos [linealizar el sistema
desarrollando por Taylor las # funciones f; hasta primer orden en el entorno de un punto

X = (xol, xoz, - xoh)
Llamando
' = fi(x)
Aui =u;- uoi
A Xi = X; - XO[

y haciendo los desarrollos, se obtiene el sistema lineal en los incrementos con los observables en los
términos independientes:

_OAED afl(xo)sz +...+—af1(x0)Axh

Au, 1
ox, 0x, 0x,
0 0 0
Au, _940 )Ax1+8f2(x )Ax2+...+—af2(x )Axh
ox, 0x, ox, (4.2)
0 0 0
Au, BCRAC )Axl+af”(x )Ax2+...+—af”(x )Axh
0x, 0x, ox,

Es decir,
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Au = dF , Ax

Una vez linealizado el modelo matematico, la estimacion de Ax mediante el método de los minimos
cuadrados se hara siguiendo el proceso descrito en el apartado 3.7 del capitulo anterior, identificando
la matriz de disefio con la diferencial del campo vectorial F:

A=dF,

4.1.1 Iteracion

Sabemos que la linealizacion es vélida en un entorno de x°. Si este punto es una buena aproximacion a
la solucion que buscamos, entonces la solucion

Ax =(Axy, Axy,..., Axy)

por minimos cuadrados del sistema lineal en los incrementos nos proporcionara una solucion aceptable
del problema:
x=x"+Ax

Si el punto x” no es una buena aproximacion, entonces se puede iterar el método hasta obtener la
aproximacién deseada: Partimos del punto x° y llamamos A’x a la solucién por minimos cuadrados del
sistema lineal en los incrementos, y x' = x° + A% a la solucién del problema correspondiente. Si
repetimos el proceso partiendo del punto x', obtenemos la nueva aproximacion x* = x'+ A'x, y asi
sucesivamente.

Esta iteracion se puede considerar como una generalizacion, para sistemas de ecuaciones, del método
de Newton para encontrar las raices de ecuaciones no lineales del tipo u# = f{x). La convergencia de la
sucesion (x') hacia la solucion correcta dependera del punto inicial x°. Si este punto es mas o menos
razonable como aproximacion de la solucion buscada, con pocas iteraciones se llegara a una buena
solucion.

El problema reside en establecer el numero de iteraciones o, lo que es lo mismo, en dar un criterio para
parar el proceso iterativo. El criterio mas directo e intuitivo consiste [MIG81] en parar el proceso
cuando la correccidén A'x sea de un orden de magnitud inferior a la tolerancia previamente establecida.
Alternativamente, un criterio parecido consiste en comparar las observaciones u con los valores u' =
F(x") calculados a partir de la solucion x’ correspondiente.

Sin embargo, no hemos de perder de vista que el método de los minimos cuadrados empleado para
obtener la correccion A'x de cada iteracion se basa en el criterio de hacer minima la suma ponderada
v'Py de los residuos al cuadrado. Por tanto, si la iteracion es convergente, esta magnitud ha de ser cada
vez mas pequeiia, y el criterio mas consistente con el método [LEI95] sera el de parar el proceso
cuando v'Pv pare de crecer o se estabilice. Segun este criterio, el fest estadistico méas importante para
establecer la bondad del ajuste se basa en el analisis de los residuos y es el descrito en el apartado
3.6.1 del capitulo anterior.

Aceptaremos que el ajuste ha sido bueno si, fijado un nivel de significacion «, la magnitud v'Pv/o” se
mantiene entre los valores 7%, ¥ % de la variable y* con n-h grados de libertad que dejan un area /2
a cada extremo de la distribucion, y siendo P(y%, < 7 < v%) = 1- a (fig. 3.3).
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4.1.2 Resumen

Supongamos que tenemos n observaciones u = (uy, Uy, ..., 4,) con u; ~ N(4, o;) y h incognitas x = (xi,
X2, ..., Xp), de verdadero valor = (£}, &, ..., &), relacionadas con las observaciones mediante un
sistema no lineal F(x) = u. Para estimar los parametros ¢; segun el criterio de los minimos cuadrados
seguiremos los siguientes pasos:

1. Identificar las n observaciones u = (uy, us, ..., u,), las h incégnitas x = (x1, xa, ..., x;) y el numero de
grados de libertad del sistema gdl = n-h.

2. Proponer valores aproximados de las incégnitas x° = (x°1, x%, ..., x%), linealizar el modelo
matematico que relaciona observaciones con incognitas,

Au = dFX oAx
e identificar la matriz de disefio

A=dF,

X

3. Modelo estocastico. Consideraremos dos casos posibles:

e Se conocen los errores en las observaciones o;; y su correlacion o,;. Es decir, se conoce la matriz
de varianza-covarianza de las observaciones 2,. En este caso, se establece la varianza de
referencia a priori ¢, la matriz cofactor

0, =(1/0)z,
y la matriz peso
w,=0".

Si las observaciones son independientes, entonces

0 .o 0
W,=p= J )
0 .. .. p,
y
0,~ P

e Se conocen los pesos de las observaciones, es decir la matriz P, pero no sus errores o,; ni la
varianza de referencia a priori o°.

4. Sistema de ecuaciones normales

Nx =T,
con
N=A4"P4
y
T=A"Pu.

5. Calculo de la matriz inversa
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y de la solucion

m=Q,T

x=x"+m
6 Residuos

v=Am —u,

varianza de referencia a posteriori
S? =vIPv/gdl
y observaciones ajustadas
u=u+v=Am
7. Test de bondad de ajuste y deteccion de errores groseros, en su caso.

8. Iteracion del proceso, en su caso.

9. Errores en la solucién. Como x° es constante, la matriz de varianza-covarianza, y por tanto las
correspondientes desviaciones tipo, de x =x° + m es la de m:

2 = OZQm —> Oy = O'\/Qmii ~ S\/Qmii
10. Estimacion por intervalo de confianza
G = Xi Tty qu10ui-
Ejemplo 1 Ecuaciones de observacion no lineales

Se quieren calcular las coordenadas (x, y) de un punto P (fig. 4.1) a partir de las siguientes
observaciones:

Angulo del segmento OP con el eje x: u; = 20° 60> 14”*; oy = 15"
Angulo del segmento OP con el eje y: u, = 69° 57> 40””; o, = 157
Distancia OP: u; = 228,23 m; o3 = 0,01 m

us

ui

0 X

Fig. 4.1 Observaciones angulares y de distancia

Resolucion mediante MAPLE con los paquetes habituales:

Vector u de observaciones. fgr = factor de conversion de grados a radianes. frs = factor de conversion
de radianes a segundos:
> n:=3:fgr:=evalf (Pi/180) : frs:=3600/fgr:

u:=vector (n, [evalf ((20+2/60+14/3600)) *fgr,
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89

evalf ((69+57/60+40/3600)) *fgr,
228.231);

u = [.3497155007, 1.221051737, 228.23]

Errores en las observaciones, varianza de referencia = varianza angular y matriz de pesos:

> sl:=evalf ((15/3600) *fgr) :
s2:=sl:
s3:=0.01:
sigma:=sl:
P:=diag (1,1, (sigma/s3)"2);

o 0 ]
P= [0 1 0 ]
o 0 .00005288496872]

Ecuaciones no lineales. Observables en funcion de las incognitas:
> ul:=arctan(y/x);
u2:=arctan (x/y);
u3:=sqrt (x"2+y"2);
ul := arctan(y/x)
u2 = arctan(x/y)
u3 = \/(xz +317)
Linealizacion:
> F:=vector (3, [ul,u2,u3]);
JF:=jacobian (F, [x,V]) :

F = [arctan(y/x), arctan(x/y), Ux* +17)]

Valor aproximado de las incognitas:
> x0:=210: y0:=75:
X0:=[x0,y0];
X0 =210, 75]

Matriz y término independiente del sistema lineal sobredeterminado:
> A:=evalf (subs (x=x0, y=y0,evalm(JF)));
At:=transpose (A) :
ul:=evalf (subs (x=x0, y=y0,evalm(F))) :
du:=evalm (u-ul) ;
[-.001508295626 .004223227753]
A:= [.001508295626 -.004223227753]
[ 9417419116 3363363970 ]

du =[.0066915603, -.006720649, 5.2389688]

Matriz y término independiente del sistema normal:
> AtP:=evalm(&* (At,P)) :

N:=evalm(&* (AtP,A)) :

T:=evalm(&* (AtP,du)) :

Matriz inversa y solucion del sistema normal:
> QOm:=inverse (N) :
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m:=evalm (Qm&*T) ;
m :=[4.430798644, 3.170337868]

Evaluacion de las incognitas y error:

> Xl:=evalm (X0+m) ;
Sxl:=sigma*sqrt (Qm[l,171);
Sx2:=sigma*sqrt (Qm[2,2]);

X1 :=214.4307986, 78.17033787]
Sx1 :=.01017652594
Sx2 :=.01131033038

Residuos y desviacion tipica de referencia a posteriori:
> v:i=evalm (A&*m-du) ;

vpv:=evalm(&* (v,P,v)) :

Spos:=sqgrt (vpv/1);

v :=[.000014544356, .000014544344, .1 10® ]
Spos :=.00002056881703

Test ji cuadrado (nivel de significacion 0.05):

> ji2a:=statevalf[icdf,chisquare[l] ](0.025);
ji2:=vpv/sigma"2;
ji2b:=statevalf[icdf,chisquare[l] 1(0.975);

Jji2a =.0009820691172
Jji2:=.07999933519
ji2b :=15.023886187

Vemos que, aunque los incrementos que se han afiadido a los valores aproximados de las incognitas
han sido considerables (del orden de 4 y 3 m), el resultado ha pasado el test ji cuadrado. Podemos dar,
segin este criterio, el ajuste como bueno. Comparemos las observaciones u con los valores ul de los
observables calculados a partir de X1. Las diferencias angulares las pasaremos a segundos
sexagesimales:
> ul:=evalf (subs (x=X1[1],y=X1[2],evalm(F))):
dul :=evalm(u-ul) ;
dul[l]*frs;
dul[2]*frs;
dul :=1.0001394864, -.000168576, -.0048990]
28.77113526
-34.77129597

La diferencia angular es del orden de los segundos y la longitudinal del orden de medio centimetro.
Veamos qué mejora obtenemos iterando:
> A:=evalf (subs (x=X1[1],y=X1[2],evalm(JF))):

At:=transpose (A) :

AtP:=evalm(&* (At,P)) :

N:=evalm(&* (AtP,A)) :

T:=evalm(&* (AtP,dul)) :

Qm:=inverse (N) :

m:=evalm(Qm&*T) ;

m = [-.01664336969, .03135112821]
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Las modificaciones introducidas son del orden de 2 y 3 cm respectivamente.

Evaluacion de las incognitas y el error:
> X2:=evalm (X1+m) ;
Sx1:=sigma*sqrt (Qm[1,1]);
Sx2:=sigma*sqrt (Qm[2,2]);
X2 :=[214.4141552, 78.20168900]
Sx1 :=.01021897053
Sx2 :=.01154619565

Residuos y desviacion tipica de referencia a posteriori:
> v:=evalm(A&*m-dul) ;

vpv:=evalm(&* (v,P,v)) :

Spos:=sqgrt (vpv/1) ;

v :=[.0000145448002, .0000145448000, 0.]
Spos :=.00002056945356

Test #* (nivel de significacion 0.05):
> ji2a:=ji2a;
ji2:=vpv/sigma"2;
Ji2b:=91i2b;
ji2a :=.0009820691172
Jji2 :=.08000428669
ji2b :=5.023886187

El test 4> ha dado un resultado similar. Comparemos de nuevo las observaciones u con los valores u2
de los observables calculados a partir de X2:
> u2:=evalf (subs (x=X2[1],y=X2[2],evalm(F))):
du?:=evalm(u-u2) ;
du2[l]*frs;
du2[2]*frs;
du2 :=[-.0000145481, -.000014541, -26 10” ]
-3.000761027
-2.999296547

Las diferencias son ahora muy pequefas. Es de esperar que una nueva iteracion produzca
modificaciones imperceptibles:
> A:=evalf (subs (x=X2[1],y=X2[2],evalm(JF))):

At:=transpose (A) :

AtP:=evalm(&* (At,P)) :

N:=evalm(&* (AtP,A)) :

T:=evalm(&* (AtP,du2)) :

Om:=inverse (N) :

m:=evalm(Qm&*T) ;

m = [-.2164994028 10° , -.1652044782 107 ]

Efectivamente, las modificaciones introducidas son del orden de las milésimas de milimetro.

Intervalo de confianza (nivel de significacion 0.05):
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> t:=statevalf[icdf, studentst[1]] (0.975);
dx1l:=5Sx1*t;
dx2:=5x2*t;

t:=12.70620474

dx1 :=.1298443318

dx2 = .1467083259

4.2 Elipse de error

Muchas veces, como en el ejemplo anterior, la solucion por minimos cuadrados del problema de
observaciones indirectas consiste en las coordenadas m = (my, my, ..., m;) = (X4, V4 X5, Vs ...) de un
conjunto de puntos 4, B, ..., en un cierto sistema de referencia, acompafiadas de su matriz de varianza-
covarianza %, que da el error de cada coordenada y la correlacion entre ellas, en este sistema de
referencia.

La pregunta que nos hacemos en este apartado es: ;como afecta un cambio de sistema de referencia
(por ejemplo, pasar de un sistema de coordenadas local a coordenadas UTM) en los resultados y en sus
errores?

Consideraremos el problema para un solo punto P de coordenadas (x, y) en el sistema inicial con
desviaciones tipo S, y S, y covarianza S,,. Supondremos que el nuevo sistema se obtiene del inicial
mediante un giro de angulo « (fig. 4.2). Recordando la matriz de la transformacion ortogonal del plano
consistente en un giro de ejes de angulo ¢, sabemos que la relacion entre las coordenadas (x, y) en el
sistema inicial y las coordenadas (x', ') en el nuevo sistema esta determinada por

x' [ cosa  sena)(x
y! “|-sena cosa y

Fig. 4.2 Giro de ejes

Siguiendo la ley de propagacion de la matriz de varianza-covarianza, podemos escribir
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2 2
So Sey cosa senal(S; S, |fcosa -—sena
2 - 2
Sep Sy —sena cosa )| S,, S J\sena cosa
Es decir,
S2 =cos*a S’ + 2sena cosa Sy T sena Sy2
S,? =sen’aS;’ - 2 Sy + cos’a s’
- =sen"a S, - 2senacosa S, + cos"aS,
Sy = -cosa sina S2+ (cosza - senza)Sxy + senacosa Sy2
Observacion

Las varianzas S,”, Syrz y la covarianza S, son funciones del angulo de giro a. Tomando coordenadas
polares, las curvas

S.? () = cos*a S + 2sena cosa Sy T sen*a Sy2
2 _ 2 2 2 2
S," () =sen"a Sy - 2senacosasS,, + cosas,

son dos curvas con radios vectores S, y S,”, llamadas curvas de varianza (o curvas pedal en algunos
contextos), iguales y con los ejes perpendiculares (fig. 4.3).

of i e = . k-
-1
-2

Fig. 4.3 Curvas de varianza

Dado un angulo ¢ las dos varianzas S, (a) y Syrz (a) son los radios vectores respectivos de cada una
de estas “curvas de varianza”. O bien, con una sola curva, son los radios vectores perpendiculares, ya
que S,” (@) = S, (a+7/2) (fig. 4.3).

Sacando la raiz cuadrada se obtienen las curvas de desviacion tipo de forma parecida a las curvas de
varianza.

Sy (@) = V(cos*a S + 2sena cosa Sy + sen*a Syz)

S, (a) =V(sen*a S’ - 2senacosaS,, + cos’as,’)

Las desviaciones tipo maxima y minima son los semi-ejes de la llamada elipse de error y
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corresponden a un cierto angulo de giro o (fig. 4.1). Estos parametros quedan determinados por la
proposicion siguiente.

Proposicion 1

Sea m = (my, my, ..., m;) la solucion por minimos cuadrados de un problema de observaciones
indirectas. Sean (m;, m;+1) = (x, y) las coordenadas de un punto cualquiera de la solucion. Sea la matriz
cofactor de la solucion

Qll Q12 S12 S12

On 0 7 S 83
O3 Oy 1 87 Sy

0w 0w °E 5., Sf

y la submatriz correspondiente al par (x, )
[Qﬂ Qxyj
On Oy

Los semiejes (al cuadrado) de la elipse de error son

2 2 2 25\2 2 2 2 252
SR PINCELUNP LS N

min X (43
R 2 v 4 )
orientados segiin un angulo o tal que
2 25 (4.4)
tan oy = ﬁ .
§:-5:

El cuadrante donde se encuentra ¢ se determina analizando el signo de numerador y denominador en
(4.4).

Demostracion

. . 2 . 2 .
Derivando la expresion de S\~ () o bien de S, () respecto de « e igualando a cero, en ambos casos
se obtiene

Syy = -cosa sena S+ (cos’a- senza)Sxy + sena cosa Sy2 =0
Teniendo en cuenta las identidades trigonométricas
2sena cosa=sen2a 'y (cos’a-sen’a)= cos2a
queda
(S,>- 87 sen2a + 28, cos2a =0

de donde se deduce la expresion propuesta para fan2cap. Introduciendo este valor de o en las
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expresiones de S.” y de Sy , y mediante las identidades trigonométricas convenientes, se obtienen las
2
expresiones propuestas para s? min Y S max -

Observaciones
1. En la anterior demostracion se ve que la condicion de que la varianza S,” o Syrz sea maxima o
minima equivale a que la covarianza S, sea nula o, lo que es lo mismo, que las variables x’ e y' no

estén correlacionadas.

2. Las expresiones (4.3) de %o y S%, .. son los valores propios de la matriz de varianza-covarianza
del vector (x, y),
2
(Sx Sx;]
SXJ’ S}’

segin se deduce calculando las raices del polinomio caracteristico

3. En términos de la matriz cofactor, los semiejes de la elipse de error se escriben

5 g Lt *JQZ L0.-0,)

2 . 4
y (4.5)
5 gt QatQ JQf ©.-0,7
2 i 4

orientados segiin un angulo «, tal que

20,
Q= 0Oy

tan20y=—"——

(4.6)

Ejemplo 2 [MIGS81] Elipse de error

El error en el posicionamiento de un punto de estacion en un levantamiento topografico esta
determinado por los parametros

o= 0,22 m

o,= 0,14m

o,y = 0,0246 m’

Se trata de dibujar la curva de desviacion tipo, calcular los parametros (semiejes y orientacion) de la
elipse de error y dibujar esta elipse. Para hacer los calculos y las representaciones graficas utilizaremos
MAPLE con el paquete grafico Plottools.

Introducimos los datos del problema:
> sx:=.22: sx2:=s5x"2:
=.14: sy2:=sy"2:
sxy:=.0246: sxy2:=sxy"2:
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Calculamos los semi-ejes y la inclinacion de la elipse de error segun (4.3) y (4.4):

> smax:=sqgrt ((sx2+sy2)/2+sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ((sx2+sy2)/2-sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2));
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;

smax = .250
smin :=.074
theta = 0.5206

Como numerador y denominador en (4.4) son ambos positivos, el angulo theta estara en el primer
cuadrante.

Dibujemos la curva de desviacion tipo:

> plot(
[sgrt (sx2*cos (t) "2+2*sxy*cos (t) *sin(t) +sy2*sin(t)"2), t,
t=0..2*Pi], coords=polar);

0.15
0.1
0.05
0
0.05
014
0.15

Fig. 4.4 Curva de desviacion tipo
Dibujemos la elipse de error:

> elli:=ellipse([0,0],smax,smin) :
plots[display] (rotate(elli, theta));

0.14

0.05

Fig. 4.5 Elipse de error
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4.3 Triangulacion. Ecuaciones de angulo

Se trata de determinar las coordenadas de un conjunto de puntos a partir de observaciones de azimuts.
Es decir que, en este caso, los observables son angulos. No haremos distinciones innecesarias entre
intersecciones directas e inversas, de manera que, en principio, consideraremos desconocidas las
coordenadas de los dos puntos que intervienen, el punto de estacion 4A(x,, y4) y el punto visado B(xz,

VB)-

Ademas, también consideraremos desconocida la desorientacion 2, del punto de estacion. Llamando
6, p al azimut de la recta AB (fig. 4.6) y L, 5 a la lectura con aparato desorientado, se escribe

Osp=Lap+ 2 4.7)
f B
21 [ Lag
4 04,8

Fig. 4.6 Medida de angulo
La relacion que liga la observacion Lz con las 5 incognitas x4, .4, Xp, Y3y 24 €S

tg BA,B = (XB'XA)/(yB 'yA)
o bien
Xp — Xy

L,pg=arctg—-X%
o5 Y~ V4 4 (4.8)

que es una expresion no lineal de la forma
Lyp = f(xs Yo X5 Y5, 24)

Para linealizarla, consideraremos un vector ¥’ = (on, yOA, xs, yOB, X 4) de coordenadas conocidas y
Ilamaremos

LOA,B = f(xo)
ALA,B = LA,B - LOA,B
AXA =X4 - XOA

_ 0
Ay =ya-y 4
AXB = Xp -.XOB
Ayp =ys -yOB
AZ,=23,-2,

Dzo = (xOB 'on )2 + ()/OB ')’OA )2

Haciendo el desarrollo de Taylor hasta orden 1 se obtiene la ecuacion lineal en los incrementos con
los observables en el término independiente
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0_ .0 0_ .0 0 0_ .0
YB~ Y4 VB~ Y4 Xp X4 Xp~X4
AL 5 =— Ax  + Ax Ay, — Ayp—AX
ABTT T pp ST pp T g AT s T AN (4.9)
que también se puede escribir
cos0’ cos0’ sin®° sin®°
ALyp=- D, at D, gt D, S Dy Ayp — AL, (4.10)

, . . 0 0 0 .0
La forma de proceder mas usual consiste en partir de unas coordenadas (x 4, ¥y 4) ¥y (X5 V5)
aproximadas y calcular el azimut aproximado:

0 0
0 X — Xy
045 = arctg —— (4.11)
YB — V4
La orientacion aproximada se escribe
0
L= ¢ AB - 3 A

Por tanto, al introducir los incrementos
ALyp=Lyg- 15+ 2,
A%, =3,.-3,
en las ecuaciones linealizadas (4.9) o (4.10), se cancela la desorientacion aproximada 2°, y queda

0 0 0 0
L,—60", =— %0 n, 080 SN0 SN0y s G2
DO DO DO DO

Si se trata de una interseccion directa, entonces no intervienen las variables Ax,, Ay, y A%, ya que las
coordenadas x,, y, y la desorientacion 2, son constantes conocidas:

cos®’ sen 8°
L,,—0°= L8 Ay, — 25 Ay (4.13)
A,B B D, B D, B

Si se trata de una interseccion inversa, entonces desaparecen las incognitas Axp y Ayp correspondientes
al punto visado:

0 0

cosd sen @
0 A,B A,B

L, -0, =————— A +——= Ay, -

D, D,

™

y (4.14)
Observacion

Hay otros métodos para tratar la correccion de orientacion basados en, por ejemplo, corregir todas las
lecturas hechas desde el punto 4 con la magnitud X, = Lyp- ¢ 48, 0 eliminar la desorientacion X, de
las ecuaciones utilizando una media de las desorientaciones aproximadas X 4i=Lapi- ¢ 4.5 calculadas
a partir de todas las lecturas hachas desde el punto 4 [CHB96].

En cuanto a las unidades, el proceso de calculo (desarrollo en serie de Taylor) que ha conducido a
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estas ecuaciones lineales obliga que los angulos L,z y 2, estén expresados en radianes. En caso de que
las observaciones se hagan en segundos sexagesimales (centesimales), sera preciso dividir la lectura
L, y la desorientacion X por el factor de conversion fc = 180x3600/m = 206264.806 s/rad ( fc =
200x10000/ = 636619.772 s/rad):

L,,-0° cos@’ cos@’ sen@’ sen@’
£ rad =— L8 Ax, + L8 Ax, + L8 Ay, — L8 Ay —Z—Arad (4.15)
fe p, * b, ° D "' Dt f '

o bien, si se quiere trabajar con unidades de segundos de arco,

. cosd , cosd , send send ;
(Lyp—04)s=—fc D Ax, + fe D Axy + fe Ay, — fe D Ayy —Z,8 (4.16)

0 0 0 0

La ventaja de esta ecuacion frente a ecuaciones del tipo (4.15) con unidades en radianes es que, en
aquel caso, para mantener una precision de, por ejemplo, décimas de segundo de arco, se ha de
trabajar con muchos decimales (1" = 1/fc = 0.000004848 rad; es decir, que una décima de segundo es
aproximadamente 5 diezmillonésimas de radian). Observemos, ademas, que, al tener unidades de
angulo, estas ecuaciones son adimensionales.

Ejemplo 3 [LAUS3] Triangulacion. Interseccion directa
Se conocen las coordenadas de 4 estaciones (en metros),

P1[12875,273, 28679,604]
P2112273,916,29612,311]
P3[14117,387, 30999,974]
P4114717,693, 30168,703]

desde las cuales se visa un punto P de coordenadas desconocidas. Las orientaciones observadas de las
visuales son, respectivamente,

loy= 34°47 523
lop= 81° 1722”9
lo; =200°40" 18,5

log=252° 97426

Se trata de estimar las coordenadas de P partiendo de los valores aproximados:
P [13677,500, 29834,000]
Resolucion mediante MAPLE con los paquetes habituales:
Entramos las coordenadas conocidas de los puntos de estacion pi, las coordenadas aproximadas del
punto visado p y las visuales [punto estacion, punto visado]:
> pl:=[12875.273, 28679.604]: p2:=[12273.916, 29612.311]:
p3:=[14117.387, 30999.974]: p4:=[14717.693, 30168.703]:
p :=[13677.500, 29834.000]:
visl:=[pl,pl: vis2:=[p2,pl: vis3:=[p3,pl: visd:=[p4d,p]l:

Dibujamos las visuales:
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> plp:=polygonplot ([visl,vis2,vis3,visd], axes=none) :

txp:=textplot ([[12875.273,28679.604, 'P1'], [12273.916, 29612.311
'p2'], [14117.387,30999.974, 'P3'], [14717.693, 30168.703, 'P4'],
[13677.5, 29834, 'P']l]):

display ({plp,txp}):;

Fig. 4.7 Interseccion directa

Orientacion calculada /c de cada visual. El dibujo nos permite ver en qué casos hay que sumar 180° al
arco tangente correspondiente. Calculamos también la diferencia d/ entre las lecturas u orientaciones
observadas /o y las calculadas /c, en segundos de arco. fc = factor de conversion de radianes a
segundos sexagesimales:
> fc:=evalf (180*3600/P1i) :
lc:=vector(4,[]): lo:=vector(4,[]): dl:=vector(4,[]):

[

lc[l]:=arctan((p[l]-p1l[1])/(p[2]-pl[2]))*fc:
lo[1]:=34*3600 + 47*60 + 52.3:
lc[2]:=arctan((p[1]-p2[1])/(p[2]-p2[2])) *fc:
lo[2]:=81*3600 + 1*60 + 22.9:

lc[3]:=evalf (arctan((p[l]-p3[1])/(p[2]-p3[2]))+P1i) *fc:
1o[3]:=200*3600 + 40*60 + 18.5:

lc[4] :=evalf (arctan((p[l]-p4[1])/(p[2]-p4[2]))+P1i) *fc:
1o[4]:=252*3600 + 9*60 + 42.6:

dl:=evalm(lo-lc);
=[4.2,-5.5, 6.5, -5.6]

Distancias calculadas Dci y coeficientes de las ecuaciones del tipo (2.48) en unidades de segundos de
arco:

> Dcl:=sqrt((p[l]-pl[1])"2+(p[2]-pl([2])"2):
al:=cos(lc[1l]/f )*fc/Dcl bl: =—51n(lc[l]/fc)*fc/Dclz
Dc2:=sqrt ((p[l]-p2[1]) "2+ (p[2]-p2([2])"2):
al2:=cos (1l c[2]/fc)*fc/DcZ b2: =—31n(lc[2]/fc)*fc/D02:
Dc3:=sgrt ((p[1l]1-p3[1]) "2+ (p[2]1-p3[2])"2):
a3:=cos (lc[3]/fc)*fc/Dc3: b3: =—31n(lc[3]/fc)*fc/D03:
Dc4d:=sqgrt ((p[l]1-p4[1l]) "2+ (p[2]1-p4I[2])"2):
ad:=cos(lc[4]/fc)*fc/Dc4d: b4: =—31n(lc[4]/fc)*fc/Dc4:

Matriz 4 del sistema y traspuesta Az:
> A := matrix(4,2,[al,bl,a2,b2,a3,b3,a4,b4d]);
At:=transpose (A) :

[120.489  -83.732]
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[ 22.645 -143.378]
A=

[-154.861 58.424]

[ -57.818 179.690]

Matriz N del sistema normal e inversa Om, cofactor de la solucién:
> N:=evalm(At&*A) ;
Qm:=inverse (N) ;
[42355.717  -32773.040]

[-32773.040 63270.644 ]
[.000039 .000020]

Om =
[.000020 .000026]

Solucion m del sistema normal y coordenadas pc del punto P corregidas:
> m:=evalm(&* (Qm,At,dl));
pc:=evalm(p+m) ;
m :=[-.016,-.011]
pc :=[13677.484, 29833.989]
Residuos:
> v:i=evalm (A&*m-dl) ;
vt:=transpose (v) :
=[-5.2,6.7,-4.7,4.5]

Los residuos son correcciones a las observaciones. Comprobemos si las observaciones /o2 corregidas
con los residuos coinciden con las direcciones /c2 calculadas con el punto P de coordenadas pc
corregidas:
> lo2:=evalm((lo+v)/fc):
lc2:=vector (4

L1
((p

1c2[1]: —arctan cll]l-p1l[1])/ (pcl2]-pl[2])):

lc2[2] :=arctan ((pc[l]-p2[1])/(pcl2]-p2[2])):

1c2[3]:=evalf (arctan((pc[l]1-p3[1])/ (pcl[2]-p3[2]))+Pi):
1c2[4] :=evalf (arctan((pc[l]l-p4[1])/ (pcl[2]-p4[2]))+Pi):
dl2:=evalm((lc2-102) *fc);

di2 =0, -.0004, -.0002, .0004]

Vemos que la diferencia es de diezmilésimas de segundo y podemos dar el ajuste por bueno. La
correccion m = (Ax, Ay) hecha a las coordenadas de P ha sido aproximadamente de 1 cm.

Procedamos, ahora, a la evaluacion del error. Calculemos la magnitud vtv que el proceso ha hecho
minima, el estimador s2 de la varianza de referencia, la desviacion tipo (sx, sy) de m y, por tanto, de
las coordenadas de P corregidas y su covarianza sxy. gd/ = grados de libertad:
> vtvi=evalm(vt&*v): gdl:= 4-2: s2:=vtv/gdl:

sx2:=s2*Qm[1l,1]: sy2:=s52*Qm[2,2]: sxy:=s2*Qm[1l,2];

Sx:=sqrt (sx2); sy:=sqgrt(sy2); sxy2:=sxy"2:

sxy :=.001
sx :=.048
sy =.039

Podemos decir, pues, que las coordenadas del punto P son
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x =13677.48 m con desviacion tipo sx = 0.05 m
y =29833.99 m con desviacion tipo sy = 0.04 m

La desviacion tipo o error medio cuadratico de las coordenadas es del orden de los centimetros. Por
tanto, la tercera cifra decimal no es significativa y no tiene sentido expresar las coordenadas con mas
precision.

Calculamos los semigjes y la inclinacion de la elipse de error y la dibujamos:

> smax:=sqrt ((sx2+sy2) /2+sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ((sx2+sy2)/2-sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;
elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display(rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2);

smax = .056

smin == .026
theta == .631
0.0H
0.0z
0047 -00zT O 002 009
0.0z
0.0:H

Fig. 4.8 Elipse de error

Intervalos del 95% de confianza:
> t:=statevalf[icdf,studentst[gdl]] (0.975);

ex:=t*sx; ey:=t*sy;

t:=4.302
ex = .205
ey :=.168

La estimacion de las coordenadas de P, con un 95% de confianza, es, pues,

x=136775£02m
y=29833.9+0.17m

Como las coordenadas aproximadas de P que hemos entrado eran suficientemente aproximadas, ha
sido precisa una sola iteracion del proceso para obtener un buen ajuste.

Veamos, ahora, como evolucionan los calculos si entramos coordenadas de P con aproximacion

grosera ¢ iteramos. Hacemos
> p:=[13600, 29800]:
y repetimos todos los calculos desde el principio. Se obtienen los resultados siguientes:
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Diferencia entre orientaciones calculadas y observadas:
dl :=[6843.9,-3315.8,-9547.9, -5.5]

Correcciones m = (Ax, Ay):
m :=[75.749, 28.573]

Residuos y magnitud que el proceso ha hecho minima:

v :=[588.8, 593.5, 354.2, 706.2]
vtv =132 10’

Diferencia entre orientaciones calculadas y observadas después de la correccion:
dl2 :=[-348.7, 151.8, -406.5, -1571.8]

Volvemos a iterar. Pararemos las iteraciones cuando la correccion m a las coordenadas sea de orden
inferior a los milimetros, el valor vfv de la magnitud que el proceso hace minima se haga estable y la
diferencia dI2 entre orientaciones calculadas y observadas después de la correccion sea
suficientemente pequefia:

> p:=[13677.921, 29834.058]:

dl :==[-41.6,-6.7, 68.4, 8.4]

m = [-.437, -.069]

=[-5.2,6.7,-4.7,4.5]
vtv :=115.6

di2 :=[-.01,-.0002, -.01, -.005]

v

Volvamos a iterar
> p:=[13677.484, 29833.989]:

dl=1[52,-6.7,4.7,-4.5]
m :=[.0003, .00006]
v:=1[-52,6.7,-4.7,4.5]
vtv .= 115.7
di2 :=[-.0001, -.0002, 0, .0004]

Nos paramos porque v#v se ha estabilizado y el orden de magnitud de las correcciones (Ax, 4y) y de la
diferencia dI2 entre magnitudes calculadas y observadas es suficientemente pequefia. Por otra parte,
observamos que hemos obtenido la misma precision iterando a partir de una aproximacion
inicialmente grosera que partiendo de una buena aproximacion y haciendo una sola iteracion.

Ejemplo 4 [LAUS3] Triangulacion. Interseccion inversa.

Se conocen las coordenadas de 5 estaciones:
P1[90296,116, 80834,826]
P2 [97156,749, 81102,868]
P3[98050,171, 75960,756]
P4 [94491,189, 73608,300]
P5 [88148,558, 76244,855]

que son visadas desde un punto P de coordenadas desconocidas. Las orientaciones observadas de las
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visuales son, respectivamente,
lo,= 0° 0”0 ,00
lo,= 77° 48° 9 71
lo;=162°42> 34,19
lo,=243° 56’ 03" ,66
los=315°51"25" .56

Se trata de estimar las coordenadas de P partiendo de los valores aproximados
P [95202,300, 77027,000]
Resolucion con MAPLE. Cargamos librerias, entramos las coordenadas conocidas de los puntos

visados pi y aproximadas del punto de estacion p, definimos las visuales y las dibujamos, de manera
analoga al ejercicio anterior:

Fig. 4.9 Interseccion inversa

Azimut calculado /c de cada visual (el dibujo nos permite ver el multiplo de 90° que hay que sumar, en
cada caso, al arco tangente correspondiente), orientacion observada /o y diferencia d/ entre las lecturas
u orientaciones observadas /o y azimuts calculados /c, en segundos de arco. fc = factor de conversion
de radianes a segundos sexagesimales:
> lc:=vector(5,[]): lo:=vector(5,[]): dl:=vector(5,[]):

fc:=evalf (180*3600/Pi) :

lc[1l]:=evalf (arctan((pl[1l]l-pl[1])/ (pl[2]1-p[2]))+2*Pi) *fc:
lo[1]:=0.0

lc[2]:=arctan ((p2[1]1-p[1])/(pP2[2]-p[2])) *fc:
1lo[2]:=77*3600 + 48*60 + 9.71 - 1296000:

lc[3]:=evalf (arctan((p3[1]1-p[1])/ (p3[2]-p[2]))+P1i) *fc:
1lo[3]:=162*3600 + 42*60 + 34.19 - 1296000:

lc[4]:=evalf (arctan((p4[1l]l-pl[1])/ (P4[2]-p[2]))+P1i) *fc:
lo[4]:=243*3600 + 56*60 + 3.66 - 1296000:

lc[5]:=evalf (arctan((p5[1]1-p[1])/ (p5[2]-p[2]))+P1i) *fc:
lo[5]:=315*3600 + 51*60 + 25.56 - 1296000:

dl:=evalm(lo-1c);
dl=[-1108137.7,-1108137.0, -1108139.1, -1108137.5, -1108136.1]
Distancias calculadas Dci, y coeficientes de las ecuaciones en unidades de segundos de arco:

> Dcl:=sqgrt ((p[l]l-pl([1]) "2+ (p[2]-p1[2])"2):
al:=-cos(lc[l]/fc)*fc/Dcl: bl:=sin(lc[l]/fc)*fc/Dcl:
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Dc2:=sqrt ((p[1l]-p2[1]) "2+ (p[2]1-p2[2])"2):
al2:=-cos (lc [2]/fc)*fc/D02: b2:=sin(lc[2]/fc)*fc/Dc2:
Dc3:=sqrt ((p[1]-p3[1]) "2+ (p[2]1-p3[2])"2):
a3:=-cos (lc [3]/fc)*fc/D03 b3:=sin(1lc[3]/fc)*fc/Dc3:
Dcd:=sqrt ((p[1l]-p4[1l])"2+(p[2]-p4[2])"2):
ad:=-cos (lc [4]/fc)*fc/Dc4 bd:=sin(1lc[4]/fc)*fc/Dc4d:
Dcb:=sqrt ((p[1]-p5[1]) "2+ (p[2]-p5[2])"2):
ab:=-cos (lc [5]/fc)*fc/Dc5 b5:=sin(lc[5]/fc)*fc/DcbhH:

Matriz A4 del sistema y traspuesta At:
> A := matrix (5,3,
[al,bl,-1,a2,b2,-1,a3,b3,-1,a4,b4,-1,a5,b5,-11);
At:= transpose (A):
[20.363  -26.237 -1]
[-41.145 19.730 -1]
=[23.783 63.523 -1]
[57.832 -12.029 -1]
[ 3.203  -28.887 -1]

Matriz N del sistema normal e inversa Om, cofactor de la solucion:
> N:=evalm (At&*A);
Qm:=inverse (N) ;
[ 6028.067 445.050 -23.309]
N:=[ 445.050 6092.022 -16.100]
[ -23.309 -16.100 5 ]
[.00017 -.00001 .00076]
Om :=[-.00001 .00017  .00049]
[.00076 .00049  .20510]

Solucion m del sistema normal y coordenadas pc del punto P corregidas:
> m:=evalm(&* (Qm,At,dl)); pc:=[pl[l]l+m[1],p[2]+m[2]];

m :=[-.008, -.021, -1108137.4]
=195202.292, 77026.979]
Residuos:
> v:i=evalm(A&*m-dl); vt:=transpose(v):

=[1.04, -.51, .25, -.06, -.72]
Los residuos son correcciones a las observaciones. Comprobamos si las observaciones /o2 corregidas

de orientacion con m[3] y compensadas con los residuos coinciden con los azimuts /c2 calculados con
el punto P de coordenadas pc corregidas:

>1c2:=vector(5,[]): lo2: —vector( , [1): dl2:=vector(5,[]):
1c2[1]:=evalf (arctan((pl[1l]l-pcll])/(pl[2]1-c[2]))+2*Pi)*fc:
lo2[1]:=1lo[1]+m[3 ] v[1l]:
lc2[2]:=arctan((p2[1]-pc[l])/(p2[2]-pc[2]))*fc:
lo2[2]:=1lo[2]+m[3]+Vv[2]:
1c2[3]:=evalf (arctan((p3[1]l-pcll])/ (p3[2]-pc[2]))+Pi)*fc:
1lo2[3]:=1o[3]+m[3]+Vv[3]:
1c2[4]:=evalf(arctan((pd[1l]l-pcll])/(p4[2]-pcl2]))+Pi)*fc
lo2[4]:=1o[4]+m[3]+Vv[4]:
1c2[5]:=evalf (arctan ((p5[1]1-pcll])/ (p5[2]-pc[2]))+Pi)*fc
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lo2[5]:=10[5]+m[3]+Vv[5]:
dl2:=evalm(lo2-1c2);

di2 :==[.001, .0002, .0006, .0004, -.0002]

Vemos que la diferencia es del orden de las milésimas de segundo y podemos dar el ajuste por bueno.
La correccion (Ax, Ay) hecha a las coordenadas de P ha sido de aproximadamente 2 cm.

Procedemos, ahora, a la evaluacion del error. Calculamos la magnitud vtv que el proceso ha hecho
minima, el estimador s2 de la varianza de referencia a posteriori, la desviacion tipo (sx, sy) de las
coordenadas de P corregidas y su covarianza sxy. gd/ = grados de libertad:
> gdl:=5-3: vtv:=evalm(vt&*v): s2:=vtv/gdl:

sx2:=s2*Qm[1l,1]: sy2:=s2*Qm[2,2]: sxy:=s2*Qm[1l,2];

sx:=sqgrt (sx2); sy:=sqgrt(sy2); sxy2:=sxy’™2:

sxy :=-.00001
sx =.01
sy =.01

Podemos decir, pues, que las coordenadas del punto P son

x =95202.29 m con desviacién tipo sx ;= 0.01 m
y =77026.98 m con desviacion tipo sy := 0.01 m

La desviacion tipo o error medio cuadratico es del orden de los centimetros. Por tanto, la tercera cifra
decimal no es significativa y no tiene sentido expresar las coordenadas con mas precision.

Calculamos los semigjes y la inclinacion de la elipse de error y la dibujamos:

> smax:=sqgrt ((sx2+sy2) /2+sqgrt ( (sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ((sx2+sy2)/2-sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;
elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display(rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2);

smax = .013

smin :=.012
theta == -.704

0.0+

Fig. 4.10 Elipse de error
Intervalos del 95% de confianza:
> t:=statevalf[icdf,studentst[gdl]] (0.975);
> ex:=t*sx; ey:=t*sy;
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t:=4.302
ex = .05
ey =.05

Las coordenadas de P, con un 95% de confianza, son

x=95202.29 £0.05 m
y=77026.98 £ 0.05 m

Igual que en el ejemplo anterior, como las coordenadas de P que hemos entrado eran suficientemente
aproximadas, ha sido necesaria una sola iteracion del proceso para obtener un buen ajuste. Veamos,
ahora, como evolucionan los célculos si entramos coordenadas de P con aproximacion grosera e
iteramos. Hacemos

> p:=[95150, 77000]:

y repetimos todos los calculos desde el principio. Se obtienen los resultados siguientes:
Diferencia entre orientaciones calculadas y observadas:
dl :=1-1109918.2, -1109739.5, -1105218.3, -1105408.9, -1108753.3]

Correcciones m:
m :=[52.219, 27.326, -1108137.3]

Residuos y magnitud que el proceso ha hecho minima:

v:=[-13.5,25.9,-17.3,20.7, -15.8]
vtv .= 1833.74

Diferencia entre orientaciones calculadas y observadas después de la correccion:
di2 =[-6.9,16.5,-37.9,29.1,-4.9]

Volvemos a iterar. Pararemos las iteraciones cuando la correccion m a las coordenadas sea de orden
inferior a los milimetros, el valor vtv de la magnitud que el proceso hace minima se haga estable y la
diferencia d/2 entre orientaciones calculadas y observadas después de la correccion sea
suficientemente pequena:

> p:=[95202.219, 77027.326]:

dl =1-1108130.8, -1108146.7, -1108157.9, -1108128.9, -1108126.4]
m =[.073, -.346, -1108137.4]
v :=[1.04, -.51, .25, -.06, -.72]
vtv :=1.93
di2 =0, -.0008, .002, -.0008, -.0008]
Volvamosa iterar:
> p:=[95202.292, 77026.979]:

dl =[-1108138.4,-1108136.9, -1108137.6,-1108137.3, -1108136.7]
m :=[.0004, .0004, -1108137.4]
v:=[1.04, -.51, .25, -.06, -.72]
vty :=1.92
di2 =10, .001, .0002, -.0002, -.0002]
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Nos paramos porque v£v se ha estabilizado y el orden de magnitud de las correcciones (Ax, Ay) y de la
diferencia dI2 entre magnitudes calculadas y observadas es suficientemente pequeiia. Por otra parte ,
observamos que hemos conseguido la misma precision iterando a partir de una aproximacion
inicialmente grosera que partiendo de una buena aproximacion y haciendo una sola iteracion.

4.4 Trilateracion. Ecuaciones de distancia

Se trata de determinar las coordenadas de un conjunto de puntos a partir de observaciones de
distancias. En este caso, pues, los observables son longitudes. Igual que en la triangulacion, no
haremos distinciones innecesarias entre intersecciones directas ¢ inversas, de manera que, en principio,
consideraremos desconocidas las coordenadas de los dos puntos que intervienen, el punto de estacion
A(x4,y4)y el punto visado B(xz , ).

A

Fig. 4.11 Medida de distancia

La relacion que liga la observacion D con las 4 incognitas x4, y4, X3y Vs €S

D' =(xg - x4’ + (v5 - ya)’
o0 bien
D =((xp -x4) + s -ya))"? (4.17)
que es una expresion no lineal de la forma

D= f(XA, Y4 Xp, yB)

. . . . 0 0 0 0 0
Para linealizarla, consideraremos un vector de coordenadas conocidas x° = (X4, V4 X3 V3) ¥
Ilamaremos

Dy :f(xo)
AD =D - D,
My = x4 -XOA,
Ay =4 -)/OA
Axp = xp 'XOB
_ 0
Ayp=yp -V

Haciendo el desarrollo de Taylor hasta orden 1, se obtiene la ecuacion lineal en los incrementos con el
observable en el término independiente:

00 O L L
B~ X4 B~ X4 B~ Y4 B~ Y4
AD =~ Ax, + Axp — D Ay, + D Ayg (4.18)
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En caso de que el punto 4 de estacion sea conocido, no intervienen las incognitas correspondientes y
la ecuacion queda de la forma

Axp+——— Ay (4.19)

Ejemplo 5 [LAUS3] Trilateracion
Se conocen las coordenadas (en metros) de 3 estaciones:

P1[26433,372, 708901,235]
P2 [52854,609, 675108,449]
P3[19113,597, 680721,885]

desde las cuales se visa un punto P de coordenadas desconocidas. Las distancias observadas de las
visuales son, respectivamente,

Do;=19990,402 m
Do, =24630,764 m
Do;=17063,857 m

Se trata de estimar las coordenadas de P partiendo de los valores aproximados
P [33345,200, 690143,700]
Resolucion con MAPLE V. Cargamos librerias, entramos las coordenadas conocidas de los puntos

visados pi y las coordenadas aproximadas del punto de estacion p y dibujamos las visuales de manera
analoga a los ejercicios anteriores:

F1

/

F3

Fz

Fig. 4.12 Trilateracion

Distancia calculada Dc¢ de cada visual y diferencia dD entre las distancias observadas Do y las
calculadas Dc, en metros:
> Dc:=vector(3,[]): Do:=vector(3,[]):

Dc[l]:=sqgrt((p[1l]l-pl[1l])"2+(p[2]-p1[2])"2):

Do[1]:=19990.402:
Dc[2]:=sqgrt ((p[1]-p2[1]) "2+ (p[2]-p2([2])"2):
Do[2]:=24630.764:
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Dc[3]:=sqrt ((p[l]-p3[1])"2+(p[2]-p3[2])"2):
Do[3]:=17067.857:
dD:=evalm (Do-Dc) ;

dD =[-.058, -.026, .077]

Coeficientes de las ecuaciones en unidades de metros:
> al:=(p[1l]1-p1l[1]1)/Dc[l]: bl:=(pl[2]-pl[2
a2:=(p[1l1-p2[1]1)/Dcl2]: b2:=(pl[2]-p2[2])/

Matriz A4 del sistema y traspuesta At:
> A := matrix(3,2,[al,bl,a2,b2,a3,b3]);
At:=transpose (A) :

[.346 -.938]
=[-792  .610]
[.834 .552]

Matriz N del sistema normal e inversa Om, cofactor de la solucion:
> N:=evalm (At&*A) ;
Qm:=inverse (N) ;

[1.442 -.348]
N =
[-.348 1.558]
[.733 .163]
Om =
[.163 .678]

Soluciéon m del sistema normal y coordenadas pc del punto P corregidas:

> m:=evalm(&* (Qm, At,dD)) ;
pc:=evalm(p+m) ;
m :=[.060, .065]
=[33345.260, 690143.765]
Residuos:
> v:=evalm(A&*m-dD) ;
vt:=transpose (v) :
v:=[.017,.018, .010]

1)/Dcl1]:
Dc[2]:
a3:=(p[11-p3[1])/Dc[3]: b3:=(p[2]-p3[2])/Dc[3]:

Los residuos son correcciones a las observaciones. Comprobamos si las observaciones Do2 corregidas
con los residuos coinciden con las distancias Dc2 calculadas con el punto P de coordenadas pc

corregidas:

> Do2:=evalm(Do+v) :Dc2: —vector(3, [1):
Dc2[1]:=sqgrt((pc[l]l-pl[1l]) "2+ (pcl2]-pl[2])"2)
Dcz2[2] :=sqgrt ((pc[l]- 2[1])A2+(p0[2] 2[2]1)"72)
Dc2[3]:=sqgrt ((pc[l]-p3[1]) "2+ (pcl2]-p3[2])"2)
dD2:=evalm (Do2-Dc2) ;

dD2 :=[-.00001, 0, 0]

Vemos que la diferencia es del orden de las centésimas de milimetro y podemos dar el ajuste por
bueno. La correccion m = (Ax, Ay) hecha a las coordenadas de P ha sido de aproximadamente 6 cm.

Procedemos, ahora, a la evaluacion del error. Calculamos la magnitud vtv que el proceso ha hecho
minima, el estimador s2 de la varianza de referencia a posteriori, la desviacion tipo (sx, sy) de las
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coordenadas de P corregidas y su covarianza sxy. gd/ = grados de libertad:

> gdl:=3-2
vtv:=evalm(vt&*v); s2:=vtv/gdl:
sx2:=s82*Qm[1l,1]: sy2:=s2*Qm[2,2]: sxy:=s2*Qm[1l,2];
sx:=sqgrt (sx2); sy:=sqgrt(sy2); sxy2:=sxy’™2:

vtv :=.0007
sx =.023
sy =.022

Podemos decir, pues, que las coordenadas del punto P son

x =33345.26 m con desviacién tipo sx := 0.02 m
y =690143.76 m con desviacion tipo sy := 0.02 m

La desviacion tipo o error medio cuadratico es del orden de los centimetros. Por tanto, la tercera cifra
decimal no es significativa y no tiene sentido expresar las coordenadas con mas precision.

Calculamos los semigjes y la inclinacion de la elipse de error y la dibujamos:

> smax:=sqgrt ((sx2+sy2) /2+sqgrt ( (sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ((sx2+sy2)/2-sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;
elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display (rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2);

smax = .025

smin = .0197
theta .= .703
0z
0.0z o 0.0z
0.0z

Fig. 4.13 Elipse de error

Intervalos del 95% de confianza:
> t:=statevalf[icdf,studentst[gdl]] (0.975);
ex:=t*sx; ey:=t*sy;

t:=12.706
ex:=.29
ey =.28

Las coordenadas de P, con un 95% de confianza, son
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x=3334526+0.29 m
y=1690143.76 £ 0.28 m

Igual que en los ejemplos anteriores, como las coordenadas de P que hemos entrado eran
suficientemente aproximadas, ha sido precisa una sola iteracion del proceso para obtener un buen
ajuste. Veamos, ahora, como evolucionan los célculos si entramos coordenadas de P con aproximacion
grosera e iteramos. Hacemos

> p:=[33300, 6901007]:

y repetimos todos los calculos desde el principio. Se obtienen los resultados siguientes:
Diferencia entre distancias calculadas y observadas:
dD :=[-25.517,-9.231, 61.885]

Correcciones m:
m = [45.233, 43.742]

Residuos y magnitud que el proceso ha hecho minima:

v i=[.052, -.054, -.030]
vtv = .006

Diferencia entre distancias calculadas y observadas después de la correccion:

di2 =[-.083,-.079, -.004]
Volvemos a iterar. Pararemos las iteraciones cuando la correccion m a las coordenadas sea de orden
inferior a los milimetros, el valor vtv de la magnitud que el proceso hace minima se haga estable y la
diferencia dI2 entre distancias observadas y calculadas después de la correccion sea suficientemente

pequernia.
> p:=[33345.233, 690143.742]:

dD :=[-.030, -.025, .026]

m =1[.027, .023]
v:=[.017,.0179, .010]
vtv :=.0007

dD2 =[-.00001, 0, 0]
Volvamos a iterar:
> p:=[33345.260, 690143.765]:

dD =[-.018, -.018, -.009]
m :=[.0005, .0004]
v:=[.017,.018, .010]
vtv :=.00072

dD2 :=[-.00001, 0, 0]
Paramos las iteraciones porque v¢v se ha estabilizado y el orden de magnitud de las correcciones (Ax,
Ay) y de la diferencia dI2 entre magnitudes calculadas y observadas es suficientemente pequefia. Por
otra parte, observamos que hemos conseguido la misma precision iterando a partir de una
aproximacion inicialmente grosera que partiendo de una buena aproximacion y haciendo una sola
iteracion.
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4.5 Utilizacion de ecuaciones de angulo y de distancia conjuntamente

Las ecuaciones de distancia tienen dimensiones de longitud. Si se utilizan mezcladas con ecuaciones
de angulo, como estas ultimas son adimensionales, sera preciso multiplicar las unas o las otras por un
factor que haga el conjunto coherente dimensionalmente. Si no se hace asi, el vector u de
observaciones y, por tanto, el vector v de residuos tendrian unas componentes con unidades de angulo
y otras con unidades de longitud.

Lo que haremos ser4 tomar la varianza de las observaciones angulares como varianza de referencia o
0, lo que es lo mismo, dar peso unidad a las observaciones angulares. De esta forma, el peso

2
P =

N_QN| Q

de las observaciones de distancia tendra unidades de rad’/m’.

Ya hemos observado que dar peso p; a una observacion u; equivale a multiplicar la ecuacion
correspondiente por ,/p, . Por tanto, las ecuaciones de angulo y distancia quedaran con unidades de
radianes:

L,,—0" cosé’ cos b’ send’) sen ! >
A,B A,B rad = — A,B AXA n A,B AXB n A,B = A,B AyB _ 24 p0d (4.20)
fe D, D, D, D, Je
y
( U U 20y $0 0 A
\/;AD rad:\/;L— B~ 4 Ax , + s _—4 Axp — -4 Ay, + £ -4 AyBJrad (4.21)
DO DO DO DO
respectivamente.

De la misma forma, al calcular la varianza de referencia a posteriori
2
2 ZP Vi
st
n—nh

todos los términos del sumatorio, y por tanto el resultado, estaran en radianes al cuadrado.
Ejemplo 6 Utilizacion de ecuaciones de angulo y de distancia conjuntamente

Con los mismos datos del ejemplo 9 estacionamos, ademds, en un punto pe de coordenadas
desconocidas y hacemos medidas angulares, visando los puntos p3, pv y pl y medidas de distancia,
visando los puntos p4 y pv. Ademas, desde p1 hacemos una medida de distancia visando pv. Tenemos,
pues, 10 observaciones (las 4 intersecciones directas del ejemplo 9, 3 intersecciones inversas y 3
observaciones de distancia), que corresponderan a 10 ecuaciones, con las coordenadas de los puntos pe
y pv como incognitas (4). Los datos son:

Coordenadas:

Puntos de referencia pi (coordenadas conocidas):
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p1[12875,273, 28679,604]
p2[12273,916,29612,311]
p3[14117,387,30999,974]
P4 [14717,693, 30168,703]

Puntos de coordenadas desconocidas (coordenadas aproximadas). Hay un punto visado pv y un punto
de estacion pe:

pv [13677,500, 29834,000]
pe [13490,400, 30135,600]

Observaciones angulares directas:

loy, = 34°47 523
lo,,= 81° 17229
los,=200°40" 18,5
log,=252° 97426

Observaciones angulares inversas:

lo,1=187°46" 153
lo.3= 20°50" 137
lo,,=133° 5152

La desviacion tipo de las observaciones angulares es de 157, la misma para todas, que tomaremos
como desviacion tipo de referencia. Por tanto, las observaciones angulares tendran todas peso unidad.

Observaciones de distancia:

D,,= 1405,77 m con desviacion tipo de 1 cm
D,s= 1227,66 m con desviacion tipo de 1,5 cm
D,,= 354979 m con desviacion tipo de 0,5 cm

Resolucion con MAPLE. Cargamos librerias, entramos las coordenadas conocidas de los puntos
visados pi, las coordenadas aproximadas del punto de estacion pe y del punto visado pv y dibujamos
las visuales, de manera analoga a los ejercicios anteriores (fig. 4.14).

Entrada de datos observacionales (vector /o) con su desviacion tipo (vector so), evaluacion de los
correspondientes datos calculados (vector /c), distancias calculadas (vector Dc) y elementos de la
matriz A del sistema sobredeterminado de observaciones indirectas linealizado. fc = factor de
conversion de radianes a segundos sexagesimales. Desviacion tipo de referencia o de las
observaciones de peso unidad s0 = 15 segundos de arco.
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P2

F1

Fig. 4.14 Red con observaciones de angulo y de distancia
> Pin:=evalf(Pi): fc:=180*3600/Pin:
lc:=vector (10, []) :1lo:=vector (10, []) :Dc:=vector (10, []) :
so:=vector (10, []): s0:=15: s02:=s0"2:

Interseccion directa:

> lc[l]:=arctan((pv[1]1-pl[1])/(pvI[2]-pl[2])) *fc:
Dcll]:=sqrt ((pv[1l]-pl[1l])"2+(pvI[2]-pl[2])"2):
lc[2]):=arctan((pv([1]-p2([1])/(pv[2]-p2[2])) *fc:
Dc[2]:=sgrt ((pv[1]-p2[1]) "2+ (pv[2]-p2[2])"2):
1o[2]:=81*3600 + 1*60 + 12.9: so[2]:=s0:
lc[3]:=(arctan((pv[1]-p3[1])/ (pv[2]-p3[2]))+Pin) *fc
Dc[3]:=sqrt ((pv[1l]-p3[1]) "2+ (pv[2]-p3[2])"2)
10[3]1:=200*3600 + 40*60 + 8.5: so[3]:=s0:
lc[4]:=(arctan((pv[1]-p4[1l])/ (pv[2]-p4[2]))+Pin) *fc
Dc[4] :=sqrt ((pv[1l]-p4[1]) "2+ (pv[2]-p4[2])"2)
1o[4]:=252*3600 + 9*60 + 32.6: so[4]:=s0:

Elementos de la matriz del sistema sobredeterminado correspondientes a las observaciones angulares
directas:

> all:=cos(lc[l]/fc)*fc/Dc[l]:al2:=-sin(lc[1l]/fc)*fc/Dc[1l]:
al2l:=cos(lc[2]/fc)*fc/Dc[2]:a22:=-sin(lc[2]/fc)*fc/Dc[2]:
a3l:=cos(lc[3]/fc)*fc/Dc[3]:a32:=-sin(lc[3]/fc)*fc/Dc[3]:
adl:=cos(lc[4]/fc)*fc/Dc[4]:a42:=-sin(lc[4]/fc)*fc/Dc[4]:

Interseccion inversa. Valor aproximado inicial de la desorientacion co = 0:
> lc[5]:=(arctan((p3[1l]l-pell])/(p3[2]-pel2]))) *fc:

Dc[5] :=sqrt ((p3[1]-pel[l]) "2+ (p3[2]-pel2])"2):
1lo[5]:=20*3600 + 50*60 + 13.7:
lc[6]:=(arctan((pl[l]-pe[l])/ (pl[2]-pel2]))+Pin) *fc:
Dc[6] :=sqrt ((pll[l]-pe[l]) "2+ (pl[2]-pel2])"2):
lo[6]:=187*3600 + 46*60 + 15.3: so[6]:=s0:
lc[7]:=(arctan((pv[l]-pe[l])/ (pv[2]-pel2]))+Pin) *fc:
Dc[7] :=sqgrt((pv[l]l-pel[l]) "2+ (pv[2]-pel[2])"2):
1lo[7]:=133*3600 + 5*60 + 15.2: so[7]:=s0:

:=0:
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Elementos de la matriz del sistema sobredeterminado correspondientes a las observaciones angulares
inversas:

> ab3:=-cos (lc[5]/fc)*fc/Dc[5]:ab54:=sin(1lc[5]/fc)*fc/Dc[5]:
a63:=-cos(lc[6]/fc)*fc/Dc[6]:a64:=sin(lc[6]/fc)*fc/Dc[6]:
a73:=-cos(lc[7]/fc)*fc/Dc[7]:a74:=sin(1lc[7]/fc)*fc/Dc[7]:
all:=-a’73: a72:=-a’4

> lc[8]:=sqrt ((p4[l]l-pell]) "2+ (pd[2]-pel2])"2):
Dc([8]:=1c[8]:
lo[8]:=1227.66: s0o[8]:=0.010:
1c[9]:=sqrt ((pl[1l]-pvI[1l]) "2+ (pl[2]-pVv([2])"2):
Dc[9]:=1c[9]:
10[9]:=1405.77: so0[9]:=0.010:
1c[10] :=sgrt ((pv[l]l-pell]) "2+ (pvi2]-pel[2])"2):
Dc[10]:=1c[107]:
10[10]:=354.979: s0[10]:=0.005:

Elementos de la matriz del sistema sobredeterminado correspondientes a las observaciones de
distancia:

> a83:=-(p4[1l]l-pe[l])/Dc[8]: aB84:=-(p4[2]-pel2])/Dc[8]:
a9l:= (pv([1]-p1[1])/Dcl[9]: a9%2:= (pv[2]-pl[2])/Dc[9]:
alO0l:=(pv[l]-pell])/Dc[10]: al02:=(pv[2]-pel[2])/Dc[10]:
al03:=-al0l1l: al04:=-al102:

Diferencia entre datos observados y calculados (vector dl) y vector de incognitas vin (valores
aproximados):
> dl:=evalm(lo-1c);

vin:=vector ([pv[1l],pv[2],pell]l,pe[2],c0o]);

dl :=1[-5.757,-15.540,-3.449,-15.558,-54427.297,-54475.544,-54355.369,-.079,-.003,058]
vin = [13677.500, 29834.000, 13490.400, 30135.600, 0]

Matriz A4 del sistema y traspuesta At:

> A := matrix (10,5,
all , al2 , O , 0 , 0,
a2l , az22 , O , 0 , 0,
a3l , a32 , 0 , 0 , 0,
a4l , a42 , O , 0 , 0,
0 , O , a3 , a54 ,-1 ,
0 , O , ae3 , ae6d4 ,-1 ,
a’tr , a72 , a73 , a74 ,-1 ,
0 , 0 , a83 , ag84 , 0 ,
a9l , a%2 , O , 0 , 0,
al0l, al02, al03, al04, 0 1); At:=transpose(A):
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Matriz de pesos:

[ 120.489
[ 22.646
[-154.862
[-57.819
[

-83.732
-143.379
58.425
179.690
0

0
-306.362
0
821
-.850

SO O

0

-156.357

120.208
493.847
-.999

0

-.527

SO OO

113.418

-50.786
306.362
-.027

0
.850

> p:=diag(1,1,1,1,1,1,1, (s0/so[8])"2, (s0/s0o[9])"2,

(s0/so0[10])"2);

[1
[0
[0
[0
[0

[0
[0
[0
[0
[0

0 0
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

S OO OO

SO O~

0

[l el el Ne)

SO = O

0

Matriz N del sistema normal e inversa Om, cofactor de la solucion:

> N:=evalm(&* (At,P,A)):

[.276 10~-5  -.163 10"-5 363 10%-6
[-.163 1075  .229 1075 -231 1076
Om:=[.36310"-6  -23110"-6 426 10"-6
[-.307 105 313 10™-5 -.195107-6
[-.610 10"-3 384 10"-3 483 1075

Qm:=inverse (N) ;

0]

0]
0]
_1]

1]
1]
0]
0]
0]

0 0 0 ]

0 0 0 ]

0 0 0 ]

0 0 0 ]

0 0 0 ]

0 0 0 ]

0 0 0 ]

2251070 0 ]

0 1100 0 ]

0 0 9 1077]
-307 1075 -.610 107-3]
3131005 384 107-3]
1951076 .483 10°-5]
500 10~-5 771 107-3]
J7110M-3 490 ]

Solucién m del sistema normal, vector de incognitas vinc (valores corregidos) y coordenadas
corregidas pvc y pec de los puntos pv y pe, respectivamente:

> m::evalm(&* Qm,At, P,dl) );

vinc:=evalm(vin+m) ;

pec:=vector

[vinc[3],vinc[4]])

(
(

pvc:=vector ([vinc[l],vinc[2]]);
( ;

co:=vinc[5]

Residuos:

m :=[-.040, .024, .073, .164, 54454.861]

vine = [13677.460, 20834.024, 13490.474, 30135.764, 54454.861]
pve = [13677.460, 29834.024]
pec = [13490.474, 30135.764]
co = 54454.861

> v:i=evalm(A&*m-dl); vt:=transpose(v):
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v:=[-1.116, 11.127, 11.082, 22.268, -20.504, 21.21620 -.712, .0014, .0004, .0005]
Los residuos son correcciones de las observaciones. Comprobamos si las observaciones /o2 corregidas

con los residuos coinciden con las magnitudes /c2 calculadas con los puntos pvc y pec de coordenadas
corregidas:

I4

> loZ:zevalm((lo+v))
lc2:=vector (10, []) :
1c2[1]: —arctan((pv cll]l-pl1[11)/(pvc[2]-pl1l[2])) *fc
lc2[2] :=arctan((pvc[l]- [l])/(pVC[Z]—pZ[Z]))*fC
1c2[3]: (arctan((pvc[l] 3[11)/ (pvc([2]-p3[2]))+Pin) *fc
1c2[4]: (arctan((pvc[l] 411]1)/ (pvc[2]-p4[2]))+Pin) *fc
1c2[5]:=(arctan ((p3[1] pec[l])/(p3[2]—pec[2])))*fc‘
lo2[5]:=102[5]+co:
lc2[6]:=(arctan((pl[l]-pec(1l])/(pl[2]-pec([2]))+Pin)*fc:
lo2[6]:=102[6]+coO:
1c2[7]:=(arctan((pvc[l]l-pec[l])/ (pvc[2]-pec[2]))+Pin)*fc:
1lo2[7]:=102[7]+co:
1c2[8] :=sqrt ((p4[1]l-pec[1])~2+ (p4[2]-pec[2])"2):
1c2[9] :=sqrt ((pl[1]-pvc[1]) 2+ (pl[2]-pvc[2])"2):
1c2[10] :=sgrt ((pvc[l]-pec[l]) "2+ (pvc[2]-pec[2])"2):

)

dl2:=evalm(lc2-102
di2 :=[-.0002, -.0005, .0002, 0, .0013, -.0006, -.02, .00001, .2 10"-5, .00004]

Vemos que la diferencia es, en el peor de los casos, del orden de las centésimas de segundo para las
observaciones angulares y de las centésimas de milimetro para las de distancia, y podemos dar el
ajuste por bueno. Las correcciones hechas a las coordenadas llegan a los 16 cm y la correccion de
orientacion es de aproximadamente 15 grados.

Evaluacion del error. Calculamos el estimador s2 de la varianza de referencia a posteriori y lo
comparamos con el valor s02 propuesto inicialmente para este parametro, basandonos en que vipv/s02
sigue una ley y* con gd! grados de libertad.

> vtpvi=evalm(&* (vt,P,v)); gdl:= 10-5: s2:=vtpv/gdl;
jia:=statevalf[icdf,chisquare[gdl] ](0.025);
vtpv/s02;
Jjib:=statevalf[icdf,chisquare[gdl] ] (0.975);

vipv == 1621.358
§2:=324.272
Jjia == .832
vipv/s02 = 7.206
Jib :=12.832

Vemos que, aunque que la diferencia entre la varianza de referencia propuesta s02 y su estimador s2
sea aparentemente grande, la magnitud vipv/s02 se mantiene entre los valores jia y jib de la variable x*
con gdl grados de libertad correspondientes a un nivel de significacion o = 0.05.

Calculamos los semiejes y la inclinacion de las elipses de error y dibujamos estas elipses. Calculamos
también los intervalos del 95% de confianza.
> t:=statevalf[icdf,studentst[gdl]] (0.975);
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t:=2.571
Punto visado pv:
> sx2:=s2*Qm[1l,1]: sy2:=s2*Qm[2,2]: sxy:=s2*Qm[1l,2];
Sx:=sqrt(sx2); sy:=sqgrt(sy2); sxy2:=sxy"2:

sxy = -.0005
sx :=.030
sy =.028

Las coordenadas del punto incognita visado pv son

xpv=13677.46 £ 0.03 m
ypv =29834.02. £ 0.03 m
Elipse de error:
> smax:=sqgrt ((sx2+sy2) /2+sqgrt ( (sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ((sx2+sy2)/2-sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;
elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display (rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2);

smax = .037
smin :=.017

theta = -.714
0.02
_-D_'nz\ 0 0.0z,
002

Fig. 4.15 Elipse de error

Intervalos del 95% de confianza:

> ex:=t*sx; ey:=t*sy;
ex = .077
ey :=.070

Con un 95% de confianza, las coordenadas del punto incognita visado pv son
xpv =13677.46 £ 0.08 m
ypv =29834.02. £ 0.07 m
Punto de estacion pe:
> sx2:=s2*Qm[3,3]: sy2:=s52*Qm[4,4]: sxy:=s2*Qm[3,4];
sx:=sqgrt (sx2); sy:=sqgrt(sy2); sxy2:=sxy’™2:

sxy = -.00006
sx :=.012
sy =.040
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Las coordenadas del punto de estacion incognita pe son

xpe =13490.47 £ 0.01 m
ype =30135.76. £ 0.04 m
Elipse de error:

> smax:=sqgrt ((sx2+sy2) /2+sqgrt ( (sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
smin:=sqgrt ((sx2+sy2)/2-sqgrt ((sx2-sy2)"2/4+sxy2)) ;
theta:=arctan (2*sxy/ (sx2-sy2))/2;
elli := ellipse([0,0], smax, smin):
display (rotate(elli, theta),xtickmarks=2,ytickmarks=2);

smax = .040
smin :=.012
theta == .042

—

1

004 002 0 002° 004

Fig. 4.16 Elipse de error

Intervalos del 95% de confianza:

> ex:=t*sx; ey:=t*sy;
ex = .030
ey :=.103

Con un 95% de confianza, las coordenadas del punto de estacion incognita pe son

xpe =13490.47 £ 0.03 m
ype =30135.8.£0.10 m

Igual que en los ejemplos anteriores, una buena aproximacion inicial ha permitido un buen ajuste con
una sola iteraciéon. Veamos cémo evolucionan los calculos si entramos coordenadas de pv y pe con
aproximacién grosera € iteramos:

> pv:=[13600.000, 29800.000]: pe:=[13400.000, 30100.0007:

dl ==[6833.9, -3325.7, -9557.9, 1496.4, 0, 18782.7,16198.2, -91.8, 71.4, -5.5]
pve =[13676.911, 29835.067]
pec =[13490.123, 30137.179]
co :=-8912.759
v :=[204.455, -361.660, 601.618, 117.314, 436.012, -109.280, -326.732, -.113, -.193, .005]
di2 :=[-358.953, 210.786, -444.525, 124.027, -672.096,-414.696, 106.449, .428, .737, .208]
vipv ;= 923636.434
s2 :=184727.287
jia:= 831, vipv /502 :=4105.051, jib .= 12.832
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Volvamos a iterar:
> pv:=[13676.911, 29835.067]: pe:=[13490.123, 30137.179]:

dl=[154.5,150.8, -157.1, -241.3, 236.1, 523.9, 220.0, -.3, -.5, -.2]
pve = [13677.461, 29834.026]
pec = [13490.471, 30135.764]
co :==-9343.179
v :=[-1.245, 10.890, 10.978, 22.634, -28.753, 26.529, 2.224, .002, .002, .0006]
dl2 = [.059, -.044, .092, -.040, 7.835, -6.389, -5.655,.0008, .0004, .0002]
vipy = 2311.696
jia =831, vipv /502 = 10.274, jib = 12.832

Volvamos a iterar:
> pv:=[13677.461, 29834.026]: pe:=[13490.471, 30135.764]:

dl =1.119, -10.928, -11.008, -22.485, 20.864, -20.089,3.706, -.004, -.002, -.001]
pve = [13677.459, 29834.025]
pec = [13490.474, 30135.765]
co :=-9343.782
vi=[-1.267, 11.002, 11.238, 22.445,-20.55059387, 20.94963584, -.399, .001,.0006, .0005]
di2 = [-.0002, -.0005, .0002, .0007, -.0208, .0116, -.0211, -4 10°-5 ,.4 10°-5, -.58 10"-5]
vipn = 1620.735
jia = 831, vipv /502 = 7.203, jib = 12.832

Volvamos a iterar:
> pv:=[13677.459, 29834.025]: pe:=[13490.474, 30135.765]:

dl =[1.276,-11.027, -11.259, -22.421, 20.617, -21.001, .023,-.001, -.0003, -.0005]

pve =[13677.459, 29834.025]

pec =[13490.474, 30135.765]
co :=-9343.785

v :=[-1.272,10.999, 11.243, 22.451,-20.565, 20.964, -.399, .001, .0006, .0005]
di2 :=[-.0004, -.0007, .0005, .0008, .0035, -.0019, -.0011, .4 10~-5, .3 10"-5, .3 10"-5]
vipy ;= 1622.230
Jia =831, vtpv /502 :=7.210, jib := 12.832

4.6 Transformacion de semejanza tridimensional
La expresion de una transformacion de semejanza tridimensional compuesta de tres rotaciones de

angulos w, @ y x respecto de los ejes x, y y z, respectivamente, una homotecia de razén A y una
traslacion de vector ¢ = (x, ty, z) es

COSQCOSK  COS@WSENK +SeNWSeN@ Cosk  SEN@SenK —Cos @sen@ cosk |( x tx X
Al —COS@ senk COS@COSK —senwsen@sink sen cosk +coswsen@sink || y |+| v |=| »'
seng —Sena cos ¢ COS @ COS z tz z'

(4.22)

que también escribiremos
ARX+t=X"
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Para cada punto de control X; = (x;, y;, z;), del cual conocemos las coordenadas X’; = (x;’, y/’,z;") del
punto transformado, tenemos las tres ecuaciones no lineales (4.23)

x,Acos@cosk + y,Acosmsenk + y,Asenmseng cosk +z,Asinwsink —z,A coswsen cosk +x = x, '
_ ]
—Xx,A cos gsenk + y,Acosmcos k — y,Asenmsengsenk + z,Asenw cosk + z,A cos wsengsenx +1ty =y,

_ ]
x,Aseng — y,Asenwcos @+ z,Acoswcos @ +tz =z,

(4.23)
en las 7 incognitas o, ¢, k, tx, ty,zy A.

Linealizando estas expresiones mediante un desarrollo de Taylor en un entorno de los valores &® = ¢°
= =t"=p°=2°=0, 1° se obtiene el sistema (4.24) de tres ecuaciones lineales en los incrementos.

w
@
0 -A°z, Ay, 1 0 0 x;\ « x'—x!
2°z 0 -2 0 1 0 y, | o [=]y,=y) (4.24)
—2%y,  A°x, 0 001 z )|t z, 2"
1z
AA
donde
XI»O COS(pOCOSK0 COS&)OSGI’IKO+Sel’1a)osel’l¢)OCOSK0 Sel’la)osel’lKO—COSCOOSGI’lgDOCOSK‘O X; DCO
y:) Zﬂo —COS(Z)O senKO cosa)OCOSKO—sen(oosen(posenlco Sel’la)OCOSK‘O+COSCOOSGI’1(/)OS€1’1KO Vi + tyo
Z:) sen(po —sena)o COS (00 COS a)O COS (po Z; tZO
Es decir,
x,.o X,
v =2y
ZQ z

Se toma @° = ¢® = k¥ = 0 por razones de simplicidad de las ecuaciones lineales resultantes. Por otra
parte , aunque #&x° = #° = z° = 0 puedan no ser valores aproximados, el hecho de que el sistema sea
lineal en las tras variables zx, £y y z nos permite partir de valores alejados de estos parametros.

El nimero minimo de puntos de control necesario para la determinacion de los parametros es 3 (i = 1,
2, ..., m 2 3), que da lugar a un sistema sobredeterminado de, como minimo, 9 ecuaciones con 7
incdgnitas (con 2 puntos tendriamos 6 ecuaciones y, por tanto, un sistema indeterminado).

Los parametros o, ¢, k, tx, ty, z y A = A°+Al se estimaran mediante el criterio de los minimos
cuadrados. Como se parte de una linealizacion y, por tanto, de una aproximacion del verdadero
sistema, la estimacion minimo-cuadratica de los pardmetros serd, en principio, s6lo una primera
aproximacién o', @', &', &', ty', z' y . Se debera, pues, iterar el proceso desarrollando por Taylor en
un entorno de este nuevo punto aproximado. Aunque el desarrollo de Taylor en el entorno de un punto
con valores de @, ¢ y k diferentes de cero da lugar a unas ecuaciones bastante complicadas de
manejar, el uso de un programa de calculo simbdlico como MAPLE nos puede permitir hacer los
calculos con cierta comodidad.
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No obstante, el hecho de que se traten de determinar los pardametros de una transformacion nos permite
emplear otra estrategia iterativa: calcular una sucesion de transformaciones cuya composicion sea la
transformacion buscada.

Para cada punto de control (x;, y;, z;) llamamos (x,-l, y,-l, zil) al punto transformado con la primera
aproximacién @', ¢', &', &x', ty', z' y 2' de los parametros

x! cosp'cosk'  cosw'senx' +senw'seng' cosx' senw’senk' —cosw'seng' cosx! \(x,) [ x

i

1

v |=2'| —cosp' senx' cosw'cosk' —senw'sengp'senk' senw’cosk' +cosw'seng'senx’' || y, [+| &)

z; seng' —sena' cos @' cosw' cos @' z, tz'

i

Una segunda aproximacion de los parametros sera la solucion minimo-cuadratica del sistema
sobredeterminado con ecuaciones

10}
2
0 —Z} yl1 1 00 xl-1 K x'i—x}
zl-1 0 —x,-l 010 y,-l x| = y',-—y,-l
—yl1 xl-1 0 0 01 zl-1 ty z'l-—zl-l
iz
A

para cada punto de control. Observamos que, a partir de este segundo paso, el desarrollo de Taylor se
hace en un entorno de los valores o = ¢° = k¥° = tx° = H° =z°= 0, A° = 1. Este proceso se iterard hasta
llegar a una aproximacion X* = (x/, v/, z/) = (x/, y, z) razonable para los m puntos de control. La
transformacion definitiva sera

F(X) :ﬂ.,kRk(...(ﬂ.,sz (ﬂ,lRl(X) + tl) + t2)+ tk-l) + tk
que escribiremos

F(X)=AR(X) + t
donde

A= 0F
y

(=0 + AR+ AP RRE LR
Ejemplo 7 Parametros de una transformacion de semejanza tridimensional

En una restitucion fotogramétrica se dispone de las coordenadas instrumentales vi de 4 puntos de
control:

vl [46284, .64835, .07781]

v2 [.57028, .66257, .08612]

v3 [.35203, .34150, .04791]

v4 [.55893, .31123, .06371]

y de las correspondientes coordenadas de campo Vi de los mismos puntos, todas expresadas en metros:

V1 [432014.31, 507430.31, 901.40]
V2 [433087.09, 507568.62, 907.16]
V3 [430886.87, 504372.59, 868.92]
V4 [432951.16, 504068.16, 911.77]
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Se trata de calcular los parametros de la transformacion de semejanza tridimensional correspondiente.
La resolucion esta hecha mediante MAPLE, con los paquetes de algebra lineal y estadistica.

Definimos la transformacion de semejanza F.

Angulos de rotacion: rx, ry, rz

Matriz de rotacion: R

Factor de escala: /

Vector de traslacion: =(tx, ty, z)

> R:=matrix (3,3, [
cos (ry) *cos (rz),
cos (rx) *sin(rz)+sin(rx) *sin(ry) *cos (rz),
sin(rx) *sin(rz)-cos(rx) *sin(ry) *cos (rz),
-cos (ry) *sin(rz),
cos (rx) *cos (rz)-sin(rx) *sin(ry) *sin(rz),
sin(rx) *cos (rz)+cos (rx) *sin(ry) *sin(rz),
sin(ry),
-sin (rx) *cos (ry),
cos (rx) *cos (ry)
1):
t:=vector (3, [tx,ty,z]):
v:=vector (3, [x,y,z]):
F:=v->evalm(l* (R&*Vv)+t) ;

F:=v->evalm(l (R &*v) +1)

Calculamos su jacobiano JF respecto de los pardmetros:
> JF:=jacobian(F(v), [rx,ry,rz,tx,ty,z,1]):

Valores iniciales de los parametros P0=(7x0, )0, rz0, £x0, )0, z0, [0), transformacion FO para estos
valores y jacobiano JF0 en este punto:
> rx0:=0:ry0:=0:rz0:=0:
tx0:=0:ty0:=0:2z0:=0:
10:=10000:
RO:=value (subs ([
rx=rx0, ry=ry0, rz=rz0,
tx=tx0, ty=ty0, z=z0,
1=101],
evalm(R))) :
t0:=value (subs ([tx=tx0, ty=ty0,z=2z0],evalm(t))) :
FO:=v->evalm(10* (RO&*v)+t0) :
JFO:=value (subs (]
rx=rx0,ry=ry0,rz=rz0,
tx=tx0, ty=ty0, z=z0,
1=101],
evalm(JF)));
[0 -10000z 10000y 1 O O
JFO = [10000 z 0 -10000x O 1 O
[-10000 y 10000 x 0 0 0 1

=

N
—_—

Coordenadas instrumentales transformadas por FO y términos independientes U0 del sistema lineal
sobredeterminado:
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> VO01:=F0(vl) :V02:=F0(v2) :V03:=F0 (v3)
ul:=evalm(V1-VO01l) :u2:=evalm(V2-v02)
ul:=evalm (V3-V03) :ud:=evalm(V4-v04)
UO:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,u4d

V04 :=F0 (v4) :

1) ,vector);

U0 .= [427385.91, 500946.81, 123.30, 427384.29, 500942.92, 45.96,
427366.57, 500957.59, 389.82, 427361.86, 500955.86, 274.67]

Matriz del sistema lineal sobredeterminado:

> JF0l:=value(subs([x=v1[1l],y=v1[2],z=v1[3]],evalm(JFO0)))

JF02:=value (subs ([x=v2[1l],y=v2[2],z=v2[3]],evalm(JF0))):
JF03:=value (subs ([x=v3[1l],y=v3[2],z=v3[3]],evalm(JF0))):
JF04:=value (subs ([x=v4[1l],y=v4([2],z=v4[3]],evalm(JF0)))
A:=stack (JF01,JF02,JF03,JF04) ;
At:=transpose (A) :

[ 0,-778.1,6483.5,1,0,0,.463]

[ 778.1,0,-4628.4 ,0,1,0,.648]

[-6483.5 ,4628.4 ,0,0,0,1,.078]

[ 0,-861.2,6625.7,1,0,0,.570]

[ 861.2,0,-5702.8 ,0,1,0,.662]

[-6625.7 ,5702.8 ,0,0,0,1,.086]

A=

[ 0,-479.1,3415.0,1,0,0,.352]

[ 479.1,0,-3520.3.,0,1,0,.341]

[-3415.0,3520.3,0,0,0,1,.048]

[ 0,-637.1,3112.3,1,0,0,.559]

[ 637.1,0,-5589.3,0,1,0,311]

[-3112.3,5589.3,0,0,0,1,.064]

Matriz N del sistema de ecuaciones normales e inversa Om:
> N:=evalm(At&*A): Qm:=inverse (N):

Solucién del sistema normal:
> mO:=evalm(&* (Qm,At,U0)) ;

m0 = [.063, -.064, .003, 427350.920, 500962.985, 831.901, -77.592]

Primeros valores aproximados de los parametros y transformacion F'1 para estos valores:
Angulos de rotacion: rx1, ryl, rzl
Matriz de rotacion: R1
Factor de escala: /1
Vector de traslacion: (1=(zx1, 1, z1)
> rxl:=rx0+mO0[1] :ryl:=ry0+m0[2] :rzl:=rz0+m0[3]:
tx1:=tx0+m0[4] :tyl:=ty0+m0[5]:21:=ty0+m0O[6]:
11:=104+m0[7] :
Rl:=value (subs (][
rx=rx1l,ry=ryl,rz=rzl,
tx=tx1l, ty=tyl, z=z1,
1=11],
evalm(R))) :
tl:=value (subs ([tx=txl,ty=tyl,z=z1],evalm(t))):
Fl:=v->evalm(1l1* (R1&*v)+tl) :
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Coordenadas instrumentales de los puntos de control transformados por F'1: nuevos puntos objeto:

> v1l:=F1l(vl):v12:=F1(v2) :v13:=F1(v3):v14:=F1(v4):

Términos independientes del nuevo sistema sobredeterminado: diferencia entre las coordenadas de los

nuevos puntos objeto y las coordenadas de campo de los puntos de control:
> ul:=evalm(V1l-vl1ll) :u2:=evalm(V2-v12) :
u3d:=evalm(V3-v13) :ud:=evalm(V4d-v1l4) :
Ul:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,ud]), vector);

Ul =

[33.839, 14.818, -4.220, 37.529, 10.945, -3.720,

21.246, 10.451, -1.702, 26.63, 3.284, -2.736]

Jacobiano de la transformacion con factor de escala aproximado = 1:

> 10:=1:
JF0:=value (subs ([
rx=rx0, ry=ry0, rz=rz0,
tx=tx0, ty=ty0, z=z0,
1=101],
evalm (JF)) ) ;

[0 -z y 1 0 0 x]

JFO=1z 0 -x 0 1 0 y]

[(v x 0 0 0 1 z]

Matriz del nuevo sistema sobredeterminado:

> JF0l:=value (subs ([x=v11[1],y=v11[2],z=v11[3]],evalm(JF0)))
JF02:=value (subs ([x=v12[1],y=v12[2],2z=v12[3]],evalm(JF0))):
JF03:=value (subs ([x=v13[1],y=v13[2],2z=v13[3]],evalm(JF0))):
JF04:=value (subs ([x=v14[1l],y=v14[2],z=v14[3]],evalm(JFQ)))

A:=stack (JFr01,Jr02,JF03,JF04) :

At:=transpose (A) :

Matriz del sistema de ecuaciones normales e inversa:

> N:=evalm(At&*A) :

Solucidn del sistema normal:
> ml:=evalm(&* (Qm,At,Ul));

Om:=inverse (N) :

ml :=[.00046, -.00040, .00315, -2664.764, 84.686, 398.847, .002]

Valores
valores:

aproximados de los parametros, correccion y elementos de la transformacion para estos

> rx2:=rx0+ml[1] :ry2:=ry0+ml[2] :rz2:=rz0+ml[3]:
tx2:=tx0+ml1[4] :ty2:=ty0+ml[5]:2z2:=ty0+ml[6]:

12:=104ml1[7]:
R2:=value (subs ([
rx=rx2,ry=ry2,rz=rz2,
tx=tx2,ty=ty2,z=z2,
1=121,

evalm(R))) :

t2:=value (subs ([tx=tx2, ty=ty2,z=z2],evalm(t))) :

F2:=v->evalm(l2* (R2&*Vv)+t2) :
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Puntos transformados por F2: nuevos puntos objeto:
> v21:=F2(v1ll) :v22:=F2(v12) :v23:=F2 (v13) :v24:=F2(v14) :

Términos independientes del nuevo sistema inicial:
> ul:=evalm(V1l-v21l) :u2:=evalm(V2-v22) :
uld:=evalm(V3-v23) :ud:=evalm(V4-v24) :
U2:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,ud]),vector);
U2 :=1[-2.129, 6.293, .5194, -1.60, 5.433, 1.499, -2.228,6.172, 1.278, -1.149, 6.245, .820]

Matriz del nuevo sistema inicial:

> JF0l:=value (subs ([x=v21[1],y=v21[2],z=v21[3]],evalm(JF0)))
JF02:=value (subs ([x=v22[1],y=v22[2],z=v22[3]],evalm(JF0))):
JF03:=value (subs ([x=v23[1],y=v23[2],z=v23[3]],evalm(JF0))):
JF04:=value (subs ([x=v24[1],y=v24[2],z=v24[3]],evalm(JFQ)))
A:=stack (JFr01,JFr02,JF03,JF04) :

At:=transpose (A) :

Matriz del sistema de ecuaciones normales e inversa:
> N:=evalm(At&*A): Qm:=inverse (N):

Solucioén del sistema normal:
> m2:=evalm(&* (Qm, At,U2));

m2 :=[-.107 10"-5, .114 10"-5, -.786 10"-5,.021, .093, -.011, .503 10"-5]

Valores aproximados de los parametros, correccion y elementos de la transformacion para estos
valores:
> rx3:=rx0+m2[1] :ry3:=ry0+m2[2] :xrz3:=rz0+m2 [3] :
tx3:=tx0+m2[4] :ty3:=ty0+m2[5] : z3:=ty0+m2[6] :
13:=104m2[7]:
R3:=value (subs ([
rx=rx3,ry=ry3,rz=rz3,
tx=tx3, ty=ty3,z=2z3,
1=137,
evalm(R))) :
t3:=value (subs ([tx=tx3, ty=ty3,z=z3],evalm(t))) :
F3:=v->evalm(13* (R3&*v)+t3) :

Puntos transformado por F3: nuevos puntos objeto:
> v31:=F3(v21l) :v32:=F3(v22) :v33:=F3(v23):v34:=F3(v24):

Términos independientes del nuevo sistema inicial:

> ul:=evalm(V1l-v31l) :u2:=evalm(V2-v32) :
uld:=evalm(V3-v33) :ud:=evalm(V4-v34) :
U3:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,ud]),vector);

U3 :=[-3371, .251,-.511, .182, -.618, .467, -.455, .154, .252, .611, .212, -.208]

Matriz del nuevo sistema inicial:

> JF0l:=value (subs([x=v31[1],y=v31[2],z=v31[3]],evalm(JF0))):
JF02:=value (subs ([x=v32[1],y=v32[2],2z=v32[3]],evalm(JF0))) :
JF03:=value (subs ([x=v33[1],y=v33[2],2z=v33[3]],evalm(JF0))):
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JF04:=value (subs ([x=v34[1],y=v34[2],2z=v34[3]],evalm(JF0))):
A:=stack (JFr01,Jr02,JF03,JF04) ;
At:=transpose (A) :

Matriz del sistema de ecuaciones normales e inversa:
> N:=evalm(At&*A): Qm:=inverse (N) :

Solucién del sistema normal:
> m3:=evalm(&*(Qm,At,U3));

m3 :=[.911 10*-10 ,.18510%-9 ,.959 10"-8 , -.009,-.001, -.00006, .112 10"-7]

Valores aproximados de los parametros, correccion y elementos de la transformacion para estos
valores:
> rx4:=rx0+m3[1] :ryd:=ry0+m3[2] :rz4d:=rz0+m3[3] :
tx4:=tx0+m3[4] :tyd:=ty0+m3[5] :z4:=ty0+m3[6]:
14:=104+m3[7]:
R4 :=value (subs ([
rx=rx4,ry=ryé4,rz=rz4,
tx=tx4, ty=tvy4, z=z4,
1=147,
evalm(R))) :
td:=value (subs ([tx=tx4, ty=ty4,z=z4],evalm(t))) :
Fd:=v->evalm(l4* (R4&*v)+t4d) :

Puntos transformados por F4: nuevos puntos objeto:
> v4l:=F4(v31l) :v42:=F4 (v32) :v43:=F4 (v33) :v44:=F4 (v34) :

Términos independientes del nuevo sistema inicial:

> ul:=evalm(V1l-v41l) :u2:=evalm(V2-v42) :
u3d:=evalm(V3-v43) :ud:=evalm(V4-vi4) :
Ud:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,ud]),vector);

U4 .=1-337, .251,-511, .182,-.618, .467, -.455, .154, .252, .611, .213, -.208]

Matriz del nuevo sistema inicial:

> JF0l:=value (subs ([x=v41l[1l],y=v41[2],z=v41[3]],evalm(JF0)))
JF02:=value (subs ([x=v42([1],y=v42[2],z=v42[3]],evalm(JF0))):
JF03:=value (subs ([x=v43[1],y=v43[2],2z=v43[3]],evalm(JF0))) :
JF04:=value (subs ([x=v44[1],y=v44[2],z=v44[3]],evalm(JFQ0)))
A:=stack (JF01,JF02,JF03,JF04) :

At:=transpose (A) :

Matriz del sistema de ecuaciones normales € inversa:
> N:=evalm(At&*A): Qm:=inverse (N):

Solucion del sistema normal:
> mé:=evalm(&* (Qm,At,U4));

m4 =[.336 10*-10 ,.725 10"-9 ,-314 10"-7 , .0277,.00026, -.00026, -.271 10"-7]
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Valores aproximados de los parametros, correccion y elementos de la transformacion para estos

valores:

> rx5:=rx0+m4[1] :ry5:=ry0+m4 [2] :xz5:=rz0+m4 [3] :
tx5:=tx0+m4 [4] :ty5:=ty0+m4 [5] : z5:=ty0+m4 [6] :
15:=104m4 [7] :
R5:=value (subs ([
rx=rx5, ry=ry5, rz=rzb5,
tx=tx5, ty=tyb, z=z5,
1=151],
evalm(R))) :
t5:=value (subs ([tx=tx5, ty=ty5,z=z5],evalm(t))):
FS:=v->evalm (1l5* (R5&*Vv)+tb5) :

Puntos transformados por F'S: nuevos puntos objeto:
> v51:=F5(v4l) :v52:=F5(v42) :v53:=F5(v43) :vh4:=F5(v44) :

Términos independientes del nuevo sistema inicial:

> ul:=evalm(V1l-v51) :u2:=evalm(V2-v52) :
ul:=evalm(V3-v53) :ud:=evalm(V4-v54) :
U5:=convert (matrix (4,3, [ul,u2,u3,ud]),vector);

U5 =[-.337,.251,-.511, .181, -.618, .467, -.455, .154, .252, .611, .212, -.208]
Transformacion definitiva FD.

Matriz de rotacion RD:
> RD:=evalm(&* (R4,R3,R2,R1));

[.99791  .00266 .06452]
RD := [-.00671 99801 .06266]
[-.06422 -.06296 .99595]
Factor de escala [D:
> 1D:=14*13*12*11;
ID :=9947.705
Vector de translacion ¢D:
> tD:=evalm
td+
14*R4&*t 3+
14*13*R4&*R3&*t2+
14*13*12*R4&*R3&*R2&*t1) ;

tD :=[427352.9497, 500975.6959, 832.808]
Transformacién en lenguaje MAPLE: > FD:=v->evalm(1D* (RD&*v) +tD) :
Comprobacion de la transformacion definitiva sobre un punto de control:

> evalm (FD(v1l)-V1);
[.337,-.251, .511]

Otra manera de expresar la transformacion definitiva en lenguaje MAPLE seria como composicion de

las transformaciones parciales:
> FD:=v->F4 (F3(F2(F1(v))));



130

Ajuste de observaciones

4.7 Ejercicios

1. Se conoce la distancia d = 100 m entre dos puntos 4 y B. Un tercer punto, C, esta situado sobre la
perpendicular al segmento AB que pasa por B (fig. 4.17). Se observa la distancia entre C'y 4 con el
resultado u; =131.20 m con desviacion tipo i = 0.005 m, y el angulo CAB con el resultado u, =

40°20’ 0>’ con desviacion tipo o = 20°’. Estimar la distancia x entre C y B siguiendo los siguientes
pasos:

a) Escribir los observables u; y u, en funcién de la incognita x y linealizar estas dos relaciones
. 0
alrededor de un valor aproximado x".

b) Estimar el valor de la incognita x por el criterio de los minimos cuadrados, mediante el método de
las observaciones indirectas, tomando ¢>> como varianza de referencia.

c) Calcular el intervalo de confianza para el verdadero valor de la incognita x con nivel de
significacion o = 0.05.

up C

Fig. 4.17 Medidas angular y de distancia

2. Triangulacion. Interseccion directa. Se conocen las coordenadas (en metros) de 3 estaciones (fig.
4.18):

P1[10578,235, 25376,375]
P2[11256,739, 20615,254]
P3[12987,658, 28563,437]

desde las cuales se visa un punto P de coordenadas desconocidas. Las orientaciones observadas de las
visuales son, respectivamente,

loy=35°32" 53

lop=""7° 720,6

lo3 =220° 9’487

Se trata de estimar las coordenadas de P partiendo de los valores aproximados

P [12121,400, 27537,100]

(2]

I

R

FZ

Fig. 4.18 Interseccion directa
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3. Triangulacion. Interseccion inversa. Se conocen las coordenadas (en metros) de 4 estaciones (fig.
4.19):

P1[10512,256, 8314,847]

P2[12614,415,9512,413]

P3[14320,536, 7114,358]

P4 [12150,435, 7001,124]

que son visadas desde un punto P de coordenadas desconocidas. Las orientaciones observadas de las
visuales son, respectivamente,

loy=278°34" 7" 9
lo, = 13°54” 52,1
loy= 78 1’26 ,6
log=107° 28’49 6
Se trata de estimar las coordenadas de P partiendo de los valores aproximados

P [11251,500, 7824,200].

P2

Fig. 4.19 Interseccion inversa
4. Trilateracion. Se conocen las coordenadas (en metros) de 3 estaciones (fig. 4.20):

P1[5234,475, 7365,739]
P2[7735,264, 8845,648]
P3[9157,483, 6256,354]

desde las cuales se visa un punto P de coordenadas desconocidas. Las distancias observadas de las
visuales son, respectivamente,

Do;=1797,360 m

Do, =2149,325m

Do;=2280,083 m

Se trata de estimar las coordenadas de P partiendo de los valores aproximados

P [6954,200, 6843,200]
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Fig. 4.20 Trilateracion

5. Utilizacién de ecuaciones de angulo y de distancia conjuntamente. Se conocen las coordenadas
(en metros) de 3 estaciones (fig. 4.21 ):

P1[10578,235, 25376,375]
P2 [11256,739, 20615,254]
P3 [12987,658, 28563,437]

desde las cuales se visa un punto Pv de coordenadas desconocidas. Las orientaciones observadas de las
visuales son, respectivamente,

loy,= 35°32° 53, o,=15"

ZOZV = 77T 20,’767 O = 15>

lO3V:2200 9 48”;73 O3 = 15”
Desde el punto P3 también se observa la distancia a Pv con el resultado

D3v = 1342,980 m, O3a =1 cm

Ademas, se estaciona en un punto Pe, de coordenadas también desconocidas, desde el cual se hacen
observaciones angulares y se visan los puntos P1, P2 y Pv, con los resultados

log =307° 722272, ou=157
log = 171°20° 16”3, G = 157
log, = 4°29°27°)5, oGui=15"

y observaciones de distancia a los puntos P1 y Pv con los resultados

Del =1132,102 m, Ceia=1cm
Dev = 3088,676 m, Cevd = 1 cm

Se trata de estimar las coordenadas de Pv y Pe partiendo de los valores aproximados

Pv[12121,400, 27537,100]
Pe [11348,500, 24546,700]
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P2

Fig. 4.21 Red con observaciones de angulo y de distancia
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5 Observaciones condicionadas

5.1 Introduccion

En este capitulo se trata el problema del ajuste de observaciones en sentido estricto. El planteamiento
general del problema es el siguiente:

1. Queremos averiguar el verdadero valor de n magnitudes observables x;, xa, ..., X,.

2. Hemos hecho n observaciones directas u;, u, ..., u,, que, como tales observaciones, constituyen n
valores aproximados.

3. Se trata, por tanto, de ajustar las observaciones, es decir, de corregir cada observacion u,—u+v; de
manera que se aproxime el maximo posible al “verdadero valor” de la magnitud x;.

4. Para hacerlo dispondremos de % condiciones sobre las magnitudes x;, con ~<n, que se expresan en
forma de / ecuaciones:
filxr, x5 ey x) =0
folxr, x2y ey x0) =0

Jilxt, X2, ooy X,) = 0

en general no lineales, que constituyen el llamado modelo matematico del problema de
observaciones condicionadas. Evidentemente, estas ecuaciones no seran satisfechas por las
observaciones a causa de su imprecision:

fi(uy, oy .oy ) #0
fo(uy, uoy ..oy ) #0

fouy, oy ..oy ) #0

Como es habitual, empezaremos estudiando el caso mas sencillo, correspondiente a un modelo de
ecuaciones de condicion lineales, y después abordaremos el caso general mediante la linealizacion de
las ecuaciones.

El capitulo anterior, de observaciones indirectas, empieza con el caso de observaciones equiprecisas y,
a continuacion, trata el caso de observaciones ponderadas. Esto permite establecer la equivalencia
entre diferentes formas de introducir pesos en las ecuaciones. Ahora ya no vale la pena hacer la
distincion entre observaciones ponderadas y observaciones equiprecisas, porque estas segundas no son
mas que un caso particular de las primeras con pesos unidad. En este capitulo, pues, consideraremos
directamente que cada observacion estd acompafiada del error o el peso correspondiente (modelo
estocastico), y que éstos no son necesariamente iguales.

Ejemplo 1 [MIG81] 4juste de observaciones angulares (1). Planteamiento del problema
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Se miden 6 angulos (fig. 5.1) con un teodolito.

X3 X4

X Xs

X,
X1 6

Fig. 5.1 Observaciones angulares

Los resultados son los que se muestran en la tabla 3.1, donde también aparecen los diferentes pesos.

Angulo Lectura Peso
X u; = 44°50'44" 1
X2 u, = 46°1025" 3
X3 us=45°55'12" 3
X4 us=43°04'03" 3
Xs us=48°32'45" 3
X6 ue=42°27'42" 1

Tabla 5.1

Se trata de ajustar las observaciones u; considerando las dos ecuaciones de condicion

X1+XQ+X3+X4 =180°
X3 +)C4+X5 +x6= 180°

que no son satisfechas por las observaciones

23] + M2+ us + Uy = 180° + 24"

Uz + s+ us +ug=180°- 18"
5.2 Estimacion de parametros mediante ecuaciones de condicion en un modelo lineal
Supongamos que queremos averiguar el verdadero valor de n magnitudes x;, x,, ..., x,, de las cuales
hemos hecho n observaciones directas u;, us, ..., u,; es decir, tenemos »n valores aproximados. Ademas,

disponemos de / condiciones, con 2<n, que se expresan en forma de 4 ecuaciones lineales:

[cl +a,x, tapx,+.+ax, =0

Cy +ay X FapXy+..ta,,x, =0

{ch +a,x; +a,x,+..+a,,x, =0

que, matricialmente, escribiremos
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c+Ax=0 (5.1)

Algebraicamente es un sistema indeterminado con infinitas soluciones x posibles. Se trata de
establecer un criterio que nos permita escoger una de estas soluciones partiendo de las siguientes
hipdtesis.

Hipotesis:
1. La matriz 4 es de rango #; es decir, no hay ninguna condicion superflua.

2. Las magnitudes observables
X =(x1, X2, ..., Xn)

son variables aleatorias normales e independientes de media

1=, toy ooy Hy)
y desviacion tipica respectiva

Oy, Oy ..., Oy
Evidentemente, la media u, que es el verdadero valor de x, satisface las condiciones (5.1):

c+Au=0 (5.2)

En estos términos, calcular el verdadero valor de x se ha de traducir por estimar los pardmetros ; y
G .

3. Ademas, disponemos de un conjunto de observaciones

u=(uy, uy, ..., Uy)
con pesos respectivos

pl: pZ, AAS) p?‘l
donde

2

y donde & es la varianza de referencia o estandar de las observaciones de peso unidad.
Llamaremos P

Dy e e O\|
0|
|

(
|
|
L o .. ... p, J
a la matriz de pesos de las observaciones. Por tanto, la matriz cofactor del conjunto de observaciones
se escribira
-1
O,=P
y la matriz de varianza-covarianza
%, =0 P!

4. Supondremos conocidos los pesos p;. La varianza de referencia o no es siempre conocida y puede



138 Ajuste de observaciones

ser un parametro que se haya de estimar para evaluar las desviaciones tipicas o;.

5.3 Minimos cuadrados y maxima verosimilitud
Definicion 1 Residuos condicionales o errores de cierre
Llamaremos residuos condicionales o errores de cierre a las cantidades r; que se generen al sustituir

las observaciones u en el sistema de condiciones (5.1) a causa de que estas observaciones no son
exactas:

[Cl +a11u1 +a12u2 +...+a1nun =n

Cy +a21u1 +a22u2 +...+a2nun =n

{Ch +ah1ul +ah2u2+...+ahnun =r,

Hay, pues, tantos residuos condicionales como ecuaciones de condicion. En notacion matricial
escribiremos

ct+t+Au=r (5.3)
Definicion 2 Residuos o correcciones

Llamaremos residuos o correcciones a las cantidades v; que se han de sumar a las observaciones para
que se satisfagan las ecuaciones de condicion

c+Alu+v)=r (5.4)

Dicho de otra manera, para cada solucién x del sistema (5.1) hay un vector de correcciones v(x)
definido por

vV=Xx—Uu (5.5)
El criterio de minimos cuadrados en observaciones condicionadas

La siguiente consideracion establece, a partir del criterio de maxima verosimilitud, el criterio de
minimos cuadrados para la estimacion de los pardmetros z; .
(&3

Jp

Como las observaciones u; son variables aleatorias N(u, ) independientes, su funcion de

verosimilitud es el producto de las funciones de densidad

n 1 n 5

-= n _722Pp(u,'_“,')
L=Q2n) %’c "Hpie 20751
i=1

que sera maxima cuando el sumatorio del exponente sea minimo. Siguiendo el criterio de maxima

verosimilitud, tomaremos, como estimadores de las medias x4 , las variables x; que hagan minima la
T .

suma ponderada v’ Pv de los residuos al cuadrado
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n
T 2
v P":Zpi(”i_xi)
i=1

Se trata, pues, de un estimador en el sentido minimo-cuadratico.
5.3.1 El problema de extremos condicionados

Este minimo es trivialmente nulo para x; = u;, pero en realidad se trata de un minimo condicionado con
las ecuaciones de condicion (5.1).

Por otra parte, de (5.3) y (5.4) se deduce el siguiente sistema de ecuaciones de condicion para las
correcciones 0 residuos:

r+A4v=0 (5.6)
A cada vector v que satisfaga (5.6), le correspondera un vector x = u + v que satisfara (5.1). El
problema, pues, se puede replantear en los términos siguientes: se trata de encontrar el minimo de la
funcién
Svi, Vo, V) =VIPY = pvtL + povs + L pa,

con las % condiciones dadas por las ecuaciones (5.6)

fgl (Vv v, ) =a vy +apvytoota,v, +1r =0

g,V vy, v, =ay vy Fay vyt ta,, v, +1, =0

‘gh Vi vy,nvy)=a, v tag,v,+ota,, v, +r, =0

La solucion de este problema se resume en la proposicion siguiente:

Proposicion 1

El vector v que hace minima la funcién f{v) = v'Pv con las condiciones » + 4 v = 0, esta determinado
por la expresion

v=—P'A"(AP"'4")'r (5.7)

Demostracion

Segun el método de los multiplicadores de Lagrange, existen 4 niumeros reales A; tales que

0 0 0

‘—f+x1 ﬁ+...+kh & =0

ov, ov, ov,

0 15) 0

T %, 0, B
Vv, ov, Vv,

0 0

L+kl ﬁ+...+kh ﬁ: 0
ov ov ov



140 Ajuste de observaciones

0, en notacion matricial,
@) +(dg)" 2=0
Haciendo los calculos, se obtiene

@) =2Pv y (dg)" =4"
Escribiendo £ = -4/2, se obtiene la expresion
Pv=A"k (5.8)

que, sustituida en la ecuacion (5.6) de condiciones, del siguiente sistema determinado de % ecuaciones
en las 4 incognitas k; da como resultado:

(AP' ANk = —r (5.9)
Sustituyendo la solucion
K=—(AP"'A")'r (5.10)

en la expresion (5.8) del sistema de Lagrange, se obtiene el resultado propuesto.
Observacion

La anterior demostracion sélo establece que el vector propuesto satisface las condiciones necesarias de
Lagrange. Se puede demostrar formalmente que se trata de un minimo condicionado (para ejemplo,
[LIN63], teorema 9.3.1, p. 229), pero es suficiente la justificacion intuitiva inducida por las
condiciones del problema: el sistema (5.9) es determinado, ya que la matriz 4 se supone de rango 4 y,
por tanto, el candidato a extremo es Unico. Por otra parte, parece natural la existencia de un minimo
condicionado, mientras que un maximo no tiene ningun sentido; siempre podremos encontrar vectores
x que satisfagan (5.1) y estén alejados de u tanto como queramos.

Definicion 3 Sistema de ecuaciones normales
En el problema de observaciones condicionadas definido por sistema de 4 condiciones lineales ¢ + A4”x

= 0, el vector u de observaciones y la matriz P de pesos, llamamos sistema de ecuaciones normales al
sistema determinado de orden 4

Nk =—r (5.11)
donde
N=A4P'4"
y r es el vector de residuos condicionales
r=Au+c

Como consecuencia de la proposicion 1 se tiene que el estimador minimo-cuadratico del verdadero
valor u de las magnitudes observables x es

m=U—-P'A"(AP"'A"Y ' Ayu—P'A"(4P'4") ¢ (5.12)
Efectivamente, s6lo es preciso hacer m = u + v y considerar las expresiones (5.7) de vy (5.3) de r.

Sin embargo, habitualmente, para calcular m no se aplica directamente la expresion (5.12) sino que se
sigue la secuencia de operaciones siguiente:
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1. Planteamiento del sistema indeterminado de ecuaciones de condicion para los residuos:
r+A4v=_0
2. Planteamiento del sistema de ecuaciones normales:
Nk =-r
Calculo de la matriz del sistema:
N=4P'4"
(guardando el resultado parcial P'4”), y de su inversa N .

3. Calculo de los multiplicadores de Lagrange:

k=-N"r
4. Calculo de los residuos:

v=P'd"k
5. Calculo de las observaciones ajustadas:

m=u-+vy

Ejemplo 2 [MIG81] Ajuste de observaciones angulares (I1). Calculo de las observaciones ajustadas

Vamos a resolver el problema de ajuste de observaciones angulares planteado en el ejemplo 1
aplicando la secuencia de operaciones que acabamos de describir.

1. El sistema de ecuaciones  + Av = 0 para las correcciones v se escribe

(247Y (1 1 1 1 0 0Yvy| (0
+
-18" Lo 01 1 1 vl 0o

Como las observaciones son independientes, la matriz P de pesos es la matriz diagonal

S O W o o O
S W o O o O
- o O o O O

S O O O O
S O O O W O
S O O W o O

y la matriz cofactor de las observaciones sera su inversa:
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- O O O o O

=
S O O o o =

2. Lamatriz P A" es

1/3 0
1/3 1/3
1/3 1/3
0 1/3
0 1

P*lAT —

La matriz N = AP'A” del sistema de ecuaciones normales resulta

2 2/6
N =
2/6 2

N (0.562 —0.187)

y su inversa:

(0187 0.562
3. Multiplicadores de Lagrange:

0.562 —-0.187)( 24 -16.9
K =— =
-0.187 0.562 )\ -18 14.6

4. Residuos:
1 0 -17"
/3 0 =5"
1/3 1/3|(-16.9 -1"
B VERRVE [14.6}2 1
0 1/3 5"
0 1 15"
5. Observaciones ajustadas:
44°50'44" -17" 44°50'27"
46°10'25" -5" 46°10'20"
45°55'12" -1" 45°55'11"
"= aze0a03 | 7| —1m | 7| 430047027
48°32'45" 5" 48°32'50"
42°27'42" 15" 42°27'57"
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Comprobamos que las observaciones ajustadas satisfacen las ecuaciones de condicion

my +my+my+ my=180°, msy + my + ms + mg=180°

5.4 Precision en la estimacion por minimos cuadrados

Vamos a estudiar el error asociado al estimador minimo-cuadratico m determinado en (3.12) y a
establecer la forma de estimar la varianza de referencia o de las observaciones de peso unidad.

5.4.1 Errores asociados al estimador por minimos cuadrados
Proposicion 2
La esperanza matematica y la matriz cofactor del estimador m son, respectivamente,

E(m) = u (5.13)

Q, =P "' —P'A" (4P 4")" 4P (5.14)

Demostracion

Teniendo en cuenta la linealidad de la esperanza matematica, se tiene:
Em)=I-P' A" (AP A"Y' AEw) - P A" (4P A7) ¢

Pero, atendiendo a que, por hipdtesis, E(u) = uy ¢ = -Au, se obtiene E(m) = pu.

Para calcular 0, s6lo hay que tener en cuenta que Q, = Py aplicar la ley de propagacién de la matriz
cofactor a la ecuacion (5.12), que da m a partir de u:

m=(I-0,A4" (0, A" ' 4)u-0,4" (40, A") ¢ =
On=U-0,4"(40,4"Y'4)0,(I- 0, 4" (40, 4")'4)" =
=0,- 0, 4" (4 0,4"Y'40, -[0,-0,4"(40,4")'40,14"(40,4"y'40, =
=0.-0,4"(40,47)'40,
Como consecuencia de la proposicion 2 tenemos:

)

1. El vector m dado por la expresion (5.12) es un estimador puntual no sesgado del “verdadero valor’
M de las magnitudes observables.

2. La matriz de varianza-covarianza del estimador m es
_ 2
X =00, (5.15)
En particular, la varianza o, del estimador m; esta determinada por la expresion

Opie = Qi = (P - P AT (AP A" Y 4 P1Y,..
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3. Atendiendo a la expresion (5.14) de la matriz cofactor Q,, de las observaciones ajustadas, y a que la
. . 71 . . e
inversa de la matriz de pesos P~ es la matriz cofactor O, de las observaciones iniciales, podemos
asegurar que el error en las observaciones ajustadas es siempre inferior al error en las
observaciones iniciales.

5.4.2 El error en las observaciones. Varianza de referencia a posteriori

Proposicion 3

La variable aleatoria

T n _ 2
y v [”f m,-j (5.16)
o i=1

tiene una distribucion de probabilidad que sigue una ley y,” chi cuadrado con h grados de libertad.
Demostracion

Se ha de demostrar que Y se puede escribir como suma de /4 variables N(0,1) al cuadrado. El proceso
correspondiente (por ejemplo, [LIN63], teorema 9.5.2, p. 235) es bastante largo y supone, ademas de
célculos complicados, resultados de estadistica matemadtica cuyo estudio nos conduciria demasiado
lejos de nuestros propositos.

Sin embargo, éste es un resultado intuitivamente razonable. Los sumandos de (5.16) serian variables
N(0,1) si se sustituyera m; por 4. En cuanto al nimero de grados de libertad, pensemos que Y es una
variable aleatoria debido a que hay ecuaciones de condicidon; sin éstas, el minimo de Y seria
trivialmente 0 en m = u. Por tanto, parece logico que el nimero de grados de libertad sea el de
ecuaciones de condicion, que constituyen la “redundancia” o el “exceso de informacion” del
problema.

Como consecuencia de la proposicion 3, y atendiendo a que el esperanza matematica de una variable
chi cuadrado es el numero de grados de libertad, tenemos que E(Y) = &'y, por tanto,

(vTPv\

e

T
Szszv 1
& -

con lo cual

es un estimador puntual no sesgado de la varianza de referencia.

Como consecuencia de este resultado, tenemos que, si la varianza de referencia o es desconocida,
entonces la matriz de varianza-covarianza del estimador m se puede evaluar a partir de la expresion

z, ~S50, (5.18)
En particular,

Gmi2 ~Sszii = SQ{P-l -pP! AT(AP-I AT)-IA Phl}”'
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5.4.3 Estimacion por intervalos

Hasta ahora hemos hecho una estimacion puntual del verdadero valor u de los observables por el
estadistico m que se calcula segiin la ecuacion (3.12), y del verdadero valor de la varianza de
referencia o por el estadistico S° que se calcula segiin la ecuacion (3.17). Vamos a ver como se
calculas los intervalos de confianza correspondientes.

También como consecuencia de la proposicion 3 tenemos que, fijado un nivel de significacion «, el
intervalo de confianza de probabilidad (I- &) para el verdadero valor de la desviacion tipo o es

vTPv<O_<\/m

donde y,° y g, son los valores de la variable »* con / grados de libertad tales que

(5.19)

P(L <2’ )=P(C> ' )= a2
Para establecer el intervalo de confianza de los estimadores m;, es necesaria la proposicion siguiente.
Proposicion 4

La variable aleatoria
{ = m; — K

" 5Y0u
tiene una distribucion de probabilidad que sigue una ley ¢ de Student con 4 grados de libertad.

Demostracion

Se trata de ver que ¢; se escribir de la forma
Z.
t, =~lh =L
JY
donde Z; es N(0,1) e Y es y* con h grados de libertad.

Segun las ecuaciones (5.13) y (5.15) que establece la proposicion 2, la variable aleatoria

m; — H;

o Qm[i

7. =

1

es N(0,1). Por otra parte, considerando el expresion (5.16) de Yy (5.17) de S°, podemos escribir

g
S

s

y, por tanto,
Z.
t, =h 2L
Jr
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lo cual, y teniendo en cuenta la proposicion 3, demuestra el resultado propuesto.

Como consecuencia de la proposicion 4, estamos en condiciones de establecer que, fijado un nivel de
significacion a, el intervalo de confianza de probabilidad (1- @) para los verdaderos valores de los
parametros U; €s

m, —1,80,; < p; <m; +1,50,,; (5.20)

donde T, es el valor de la variable #, de Student con / grados de libertad tal que

P(-t,<t,<ty)=1-a
Ejemplo 3 [MIG81] Ajuste de observaciones angulares (111). Estimacion por intervalos
A continuacion calcularemos la matriz cofactor y los intervalos del 95% de confianza para las
observaciones ajustadas de los ejercicios 1 y 2. El proceso se ha ejecutado con MAPLE V con los
paquetes de algebra lineal y estadistica como es habitual.
Matriz del sistema inicial de condiciones y traspuesta:

> A:=matrix(2,6,[1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1]);

11 1 1 0 0]

> At:=transpose (A) :
Grados de libertad:

> gdl:=2:

Vector de residuos:

> v:=vector (6, [-17,-5,-1,-1,5,15]):
> vt:=transpose (v);

Matriz de pesos:

> P:=diag(1,3,3,3,3,1);

[0 3 0 0 0 0]

[0 0 3 0 0 0]
P =

[0 0 0 3 0 0]

[0 0 0 0 3 0]

[0 00 0 0 1]
Inversa de la matriz de pesos = matriz cofactor de las observaciones:

> cu:=inverse (P);
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1 0 0 0 0 0]
0 173 0 0 0 0
0 0 13 0 0 0]
Qu =
[0 0 0 13 0 0]
0 0 0 0 13 0]
0 0 0 0 0 1]

Matriz del sistema de ecuaciones normales € inversa:

> N:=evalm(&* (A,Qu,At));
N =
> Ninv:=inverse (n);

Ninv ==

[2 23]
[2/3 2]
[9/16 -3/16]

[-3/16 9/16]

Matriz cofactor Om de las observaciones ajustadas:

> gqg:=evalm(&* (Qu,At,Ninv,A,Qu)) :

> Qm:=evalm (Qu-gq) ;
[7/16 -3/16
[-3/16 13/48
[-1/8 -1/24
Om =
[-1/8 -1/24
[1/16 1/48
[3/16 1/16
Varianza de referencia:

> S2:=evalm(&* (vt,P,v)) /gdl;

Desviacion tipo Su de las observaciones sin ajustar (en segundos de arco):

Su:=array(l..6):

for y from 1 to 6 do
Suli]:=evalf (sgrt(S2*Quli,i]
od;

vV V. V V

-1/8 -1/8 1/16 3/16]
-1/24 -1/24 1/48 1/16]
/4 -1/12 -1/24 -1/8]

-1/12 -1/12 -1/24  -1/8]
-1/24 -1/24 13/48 -3/16]
-1/8  -1/8 -3/16 7/16]

§2 =335

))

Su[1] = 18.3
Su[2] == 10.6
Su[3] :=10.6
Su[4] == 10.6
Su[5] := 10.6
Su[6] :=18.3

Desviacion tipo Sm de las observaciones ajustadas (en segundos de arco):

> Sm:=array(l..6):
> for y from 1 to 6 do
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> Sm[i]:=evalf (sgrt(S2*Qm[i,i]))

> od;
Sm[1]:=12.1
Sm[2] = 9.5
Sm[3] = 9.1
Sm[4] =
Sm[5]:= 9.5
Sm[6] :=12.1

Observamos que las desviaciones tipo Sm de las observaciones ajustadas son mas pequefias que las
desviaciones tipo Su de las desviaciones iniciales sin ajustar.

Calculemos, ahora, los intervalos del 95% de confianza:
> t:=statevalf[icdf,studentst[gdl]] (0.975);
t:=4.3026

Errores con el 95% de confianza (en segundos de arco):

> dm:=array(l..6):

> for y from 1 to 6 do

> dm[i] :=evalf (t*sm[i])

> od;
dm[1] =52.1
dm[2] =41.0
dm[3] =394
dm[4] =394
dm[5] =41.0
dm[6] :=52.1

5.5 Ecuaciones de condicion no lineales

Supongamos ahora que las 4 condiciones a que estan sometidas las » incognitas xj, xp, ..., X, estan
determinadas por /4 ecuaciones no lineales (modelo matematico) que podemos representar de la forma
F(x) = 0, donde F se una funcion no lineal de R" sobre R":

F:QcR" -
|(xl\| |(yl\| |(f V(XX xn)\|
| X, iyzi if(x1 X X,) |

Estableceremos un paralelismo entre los diferentes pasos que hay que seguir para plantear y resolver el
caso lineal ya estudiado y el caso no lineal (ver, como ejemplo, el ejercicio 2).

1. Planteamiento de las ecuaciones de condicion

ctAx=0 << Fx)=0
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o bien

Si(x,%5,...,x,)=0
L(x,x,..,x,)=0 (5.21)

ﬁz(xl’xz"--axn)zo

2. Calculo de los residuos condicionales o errores de cierre r introduciendo las observaciones u en las
condiciones
ctAu=r < Fu)=r

o bien
Si(x,%,.0,x,) =1
X3 Xyseeis X, ) =T,
f‘Z( 1 2 ) 2 (522)
fl':(x15x25'--7xn):rh
3. Definicion de las correcciones v
ctAutv)=0 < Flutv)=0
o bien
S0 +v,x,4+v,,..,x,+v,)=0
X VX +V,,..,x,+v,)=0
f‘Z( 1 1 2 2 ) (523)

S (x5 +v,x,+v,,.,x, +v,)=0

Podemos linealizar esta expresion haciendo un desarrollo de Taylor hasta orden 1 en un entorno del
punto x = u que representa los valores observados

F(u+v)=F(u)+dF,y+-- (5:24)
o bien
SHw+v)=7fi(u)+ il v, + o Vot %@ v,
Oxy 258 ox,
f2 (u+ V) = f2 (u) + afz ) v+ afz (u) vyt —afz @) V,
Xy 0x, ox,

vl’l

(W) - o () - o ()

Sourv)=f, )+ o, o, o

n

Teniendo en cuenta que
fiutvy=0,y=1,2, .., h
y que
fiw=r,y=1,2,..,h
matricialmente escribiremos
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o) o) ()
(1) 0ox, 0x, ox, Vl\
RGO R A
| |+ ox, ox, ox,, |
Lrh J o, o, o, |y, J
ox, 0x, Ox

o bien
O=r+dF)y (5.25)

4. Hemos obtenido unas ecuaciones de condicion lineales para las correcciones analogas a las del
caso lineal:

Av=-r < dF,v=-r
La diferencia entre los dos casos es que, en el caso lineal, las ecuaciones de condicion para los
residuos salen directamente de aplicar las definiciones de errores de cierre y residuos a las ecuaciones
de condicion iniciales:

{ctA(u+v)=0,ctAdu=r} SAv=-r

mientras que, en el caso no lineal, las ecuaciones de condicion para los residuos salen de linealizar las
ecuaciones de condicion iniciales:

F(u+v) =0 - linealizando — dF,v = -r

A partir de este punto, el proceso es el mismo que el correspondiente al caso lineal, identificando la
matriz del sistema con el jacobiano de la funcién F en el punto u:

A = dF,
Haciendo esta adaptacion, el proceso descrito en el apartado 5.3 quedara de la forma siguiente:
e Planteamiento del sistema para las correcciones:
dF,)v="-r (5.26)
e Planteamiento del sistema Nk = -7 de ecuaciones normales, calculo de la matriz:
N = (dF,)P" (dF,)" (5.27)
(guardando el resultado parcial P"' (dF,)"), y de su inversa:
N =[dF,)P"(dF,)"]" (5.28)
e Calculo de los multiplicadores de Lagrange:
k=-N"'r (5.29)
e Cilculo de los residuos:
v=P"(dF,)"k (5.30)

e Calculo de las observaciones ajustadas:
m=u-+v (5.31)
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En cuanto a la evaluacion de los errores, tendremos lo siguiente:
e Matriz cofactor de las observaciones ajustadas:

Q0,=P'-P'(dF,) N (F,) P’ (5.32)
e Estimador S° de la varianza de referencia o”:

% ={VT:V} (5.33)

e Estimadores S,,; > de las varianzas o;, ° de las observaciones ajustadas:
2 2
Sni "= 8" Onii (5.34)
e Intervalos de confianza para los parametros £; o verdaderos valores de las magnitudes observadas:

M; =18\ Qi < My <m; +1,810,,; (5.35)
Observacion

Igual que se ha especificado en el capitulo anterior a proposito de los sistemas no lineales de
observaciones indirectas, el proceso de linealizacion implica que la resolucion del problema es
aproximada.

La cuestidn reside en si la aproximacion es suficientemente buena. En cualquier caso, el proceso se
puede iterar tantas veces como sea necesario, considerando las observaciones ajustadas como nuevas
observaciones iniciales susceptibles de ser ajustadas mediante el mismo método.

5.6 Calculo de coordenadas por el método del itinerario

Consideremos la siguiente situacion (fig. 5.2), frecuente en la practica de los levantamientos
topograficos:

Los datos

Conocemos las coordenadas de dos puntos A(x,, v4) y B(xs, yg), asi como las referencias @, y @, de
orientacion respecto de otras dos estaciones C'y D.

Las incognitas

Se trata de calcular las coordenadas de n puntos Pi, P,, ..., P, (para facilitar el planteamiento del
problema, inicialmente consideraremos solo 3), distribuidos alrededor del segmento que une 4 y B.

Las magnitudes observables

Las 4 (en general n+1) distancias, L, , de los 4 (en general n+1) tramos que van de 4 a B y los 5 (en
general n+2) angulos, &, entre cada tramo y el inmediatamente anterior.
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Fig. 5.2 Itinerario

Veamos coémo podemos calcular las coordenadas de los 3 (en general n) puntos P, P, y P; mediante
las 9 (en general 2n+3) magnitudes observables L, y =1,2,3,4,y 6, k=1,2, ..., 5.

Es preciso calcular previamente las 4 (en general n+1) orientaciones, 11, 75, T3 y T4, de los 4 (en
general n +1) tramos que van de 4 a B. Las coordenadas que buscamos se podran encontrar a partir de
las relaciones

Xi=xp +tLisinT; y yi =y + Licos T, (5.36)

Pero entre las orientaciones 7; y los angulos observados 6, se verifican las relaciones (fig. 5.3)
=0+ 6 -7, T,=T,+6-nx (5.37)
y podemos escribir las orientaciones 7; en funcion de los angulos observados 6
h=&,+60-7=T(6)

IL=0,+60+6-27=T,(6,, 6)
En general,

k
Tk=®l—kn+zei=Tk(91 ..... ek),k=1, 2, ..., nt2 (5.38)

i=1

Fig. 5.3 Relacion entre orientaciones T; y angulos observables 6;

Con esto, el problema quedaria resuelto si las observaciones fuesen exactas.
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5.6.1 La verdadera naturaleza del problema: el ajuste estadistico de las observaciones

El auténtico problema matematico no es el calculo de las coordenadas a partir de las observaciones de
angulos y distancias, que es trivial como acabamos de ver, sino el del ajuste de estas observaciones.
En los métodos de la topografia clasica se proponen diversos tipos de correcciones de caracter
empirico (ver los métodos de Bowditch y Crandall en [CHUS82]) a los valores de las magnitudes
observables, deducidos a partir de la practica repetida en el experiencia profesional. Con
independencia de la mayor o menor correccion del resultado final, el verdadero inconveniente de estos
métodos es que no permiten hacer un andlisis riguroso de la precision obtenida.

El punto de vista matematicamente correcto empieza considerando que los observables L; y 6; son
variables aleatorias normales e independientes. Por tanto, constituyen un vector aleatorio normal

Z = (Ll,- ceey Ln+l; 913 ceey 9n+2)
de dimension 2n+3, del cual conocemos una realizacion:
_ /70 0
U_ (L JERERES) L n+l g)la ceey 9)n+2)

Se trata de estimar el verdadero valor del observable Z, que no es otro que su esperanza matematica

Hz = (,Ul, 1o, ooy Hons3)

asi como la matriz de varianza-covarianza X7, para poder establecer los intervalos de confianza
correspondientes y, en consecuencia, un analisis del error correcto. Para esto, se dispone de la
realizacion Uy de las condiciones de cierre.

Condiciones de cierre
e La orientacion del tramo BD coincide con la referencia de orientacion del estacion D (fig. 5.2):
Thi2 = @, (5.39)

e La suma de las proyecciones horizontales de las distancias de los tramos entre A(xo, Vo) V¥ B(X,+1,
Vn+1) €8 igual a la coordenada x del vector B-A4 (Fig. 5.2):

n+l

2 LysinT; =, =%, (5.40)

i=1
e Lo mismo para las coordenadas y:

n+l

DLy cosTy = 3, = ¥y (5.41)
i=1

Tenemos, pues, 3 ecuaciones de condicion no lineales, para las 9 (en general 2n+3) variables Z = (L,
[RES] L}’l+1: Hl) (L] 6n+2):
N =D -D-57+ 6 +6+6 +0,+0=0

f(Z) =x0-x4 + Ly sin Ti(6) + L, sin T\(6,, &) + Ly sin T5(6,, 6, 65) +
+ Ly sin Ty(0,, 6, 6, 0y) + Ls sin Ts(6,, 6, 6, 05, 65) =0
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S(Z) =yo-ys+ Ly cos T\(6) + Ly cos T\(6,, 6) + Ly cos Ts(6,, 6, ) +
+ L4 coS T4(01, @2, 03, €4) +L5 CcOoS T5(€1, 02, 93, €4, 05) =0

En general,
n+2
F/(Z)=®; - D, —(n+2)m+ 2,0, =0 (5.42)
i=1
n+l
Fr(Z)=x =%, +ZL[Sin]:'(91""’ei):O (5.43)
i=1
n+l
S32)= 4= Yy + 2L, cos T, (8;.....0,) = 0 (5.44)

i=1

Evidentemente, las observaciones U no verifican las ecuaciones de condicidén a causa de su caracter
aleatorio

f(U) #0, y =123

La verdadera naturaleza del problema es, por tanto, la de la estimacion de los parametros (esperanza
matemdtica y matriz de covarianza) de un vector aleatorio normal de m componentes independientes
(=9 en nuestro ejemplo), sometidas a / (= 3 en nuestro caso) ecuaciones de condicion, con / < m.

3.6.2 Compensacion de itinerarios por el método de los minimos cuadrados
Vamos a resolver el problema de compensar las observaciones de un itinerario por minimos

cuadrados. Lo primero que hay que hacer es plantear las ecuaciones de condicion y linealizarlas. Esto
se haré en 3 pasos:

1. Planteamiento de las ecuaciones de condicion para las variables Z = (L1, ..., L,+1,0,, ..., G,12):
n+2
[1(Z) =0~ D, —(n+2)m+ 2,0, =0 (5.45)
i=1
n+l
fz(Z)sz—an+2Lisin7;(91,...,9i)=0 (5.46)
i=1
n+l
f3@)= Yo=Yy + 2uL; cosT,(0;,...,6,) =0 (5.47)

i=1
2. Calculo de los errores de cierre sustituyendo las observaciones U en las ecuaciones de condicion:

n+2

f1U) =~y —(n+2)m+D0] =7, (5.48)
i=1
n+l

f0)=xg—x,, + 2 L% senT.(0°,...,0%) =r, (5.49)

i=1

n+l

F3U)=yg =y, + 2L cosT.(0°),...,0% ) =1 (5.50)

i=1
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3. Definicion de los residuos como un vector V = (vy, ..., V41, Wi, ..., W,42) tal que

n+2
fLU+V) =@, —D, —(n+2)m+ 20" +w, =0 (5.51)
i=1
n+l
Lo U4V =xy =%, + 2 (L +v,)sen T,(0°1 +w,,...,0% +w,)=0 (5.52)
i=1
n+l
FU+VY=yy =y, + 2 (L +v,)cos T.(0% +w,,....0% +w,)=0 (5.53)

i=1
4. Calculo de las ecuaciones de condicion para los residuos V, linealizando las ecuaciones de

condicion para las variables Z, mediante un desarrollo de Taylor hasta orden 1 en un entorno del punto
U de observaciones:

SUY) = flO)+dfy, V+..= 0,y = 1,2,3 (5.54)

Es decir,

n+la_U n+2a_ U
r,-+2f’( )Vk+ L, ¢ =0,y=123 (5.55)
k=1 o k k=1 k '

Haciendo los célculos se obtiene

n+2

r +Z w, =0 (5.56)
k=1
n+l n+l_ n+l -|
r +Z[sin7}0]vl. +Z ZL% cos Tko val. =0 (5.57)
i=1 i=1Lk=i
n+l n+1_ n+l —l
ry+ 2feos T v + 20 —ZL‘isian}«i =0 (5.58)
i=1 i=1L k=i
que, matricialmente, se escribe
r+(dF, )V=0
donde el jacobiano de F' es la matriz
|( 0 0o .. 0 U B 1\|
dF, =A=] sinT01 sinToz sinTO,Hl ly? lyg ly3+1 0] (5.59)
LcosTol cosToz cosTO,Hl lxl0 lxg lx3+1 OJ

y donde se ha llamado
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0

7% =T,6°,..,6°)

n+l

lyl.o = ZLOk cos TOk
k=i

(5.60)

n+l
0 0 . 40
Ix; =—ZL kSinT "y
k=i

El resto del proceso es el descrito en el apartado anterior por las ecuaciones de (5.26) a (5.35).

Observacion
0 0 : . ;W) .
Cada elemento /x; o Iy; de la matriz 4 es una derivada parcial T Como que f; y f> tienen
i

dimension de longitud y, en general, unidades de metros, y los angulos 0; estan en radianes, los
elementos lxl.0 y lyl.0 tienen unidades de m/rad. Si los residuos w;, como es habitual, estan expresados
en segundos de arco, entonces habra que dividir cada elemento lxl.0 y lyl.0 por el factor de conversion fc
de radianes a segundos de arco, para que los productos lxl.0 w; ¥ Iy w; estén expresados en metros y las

ecuaciones linealizadas sean coherentes en las unidades.

5.6.3 Evaluacion del error en las coordenadas

Con las ecuaciones (5.34) se evaltan los errores oy y op; de las observaciones angulares y de
distancia. Sin embargo, la finalidad del itinerario es calcular las coordenadas de los puntos incognita a
partir de las observaciones ajustadas y, por tanto, deberemos evaluar la propagacion de los errores en

las observaciones a los errores en las coordenadas calculadas a partir de estas observaciones.
Teniendo en cuenta la ley de propagacion de la varianza
y :f(xla X2y eeey xn)
n 2 n
2 g\ o Z A
O-y - — | Oxi +2 S U A Paxiy
i=1 i i#j i J

y las ecuaciones (5.36) para el célculo de las coordenadas de los puntos incognita, se pueden evaluar
los errores mediante las ecuaciones

i
oy =0y +(sinT))? o7, +(L; cosT;)* Y op + términos covariantes (5.61)
past
y
i
o5 =00 +(cosT) o, +(LsinT;)* )" o + términos covariantes (5.62)
k=1
Observacion

El error en las coordenadas se propaga de manera que aumenta en cada tramo del itinerario. Por este
motivo no conviene hacer itinerarios de muchos tramos ni emplear este método en la determinacién de
coordenadas para las cuales se necesite mucha precision.
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Por otra parte, las observaciones de angulo y distancia propias de un itinerario también se pueden
emplear para el calculo de coordenadas con las técnicas de triangulacion y trilateracion descritas al
capitulo anterior.

Ejemplo 4 [LAUS3] Itinerario

Se trata de compensar, por el método de los minimos cuadrados expuesto mas arriba, las
observaciones angulares y de distancia del itinerario de tres tramos representado en la figura 4, con
dos puntos incdgnita, con los siguientes datos:

Puntos extremos:

A = (xo, yo) = (21406,293, 46739,687)
B = (x3, y3) = (23420,248, 44126,829)

Referencias de orientacion:

@, =206° 37" 43"
@, = 80°16'20"

Y con las observaciones angulares siguientes:
0,"= 50°29' 46" con desviacion tipica o =4",2
0,” =237° 56' 14" con desviacion tipica o, =4",2

05" = 206° 27' 51" con desviacion tipica o3 = 4",2
0,"= 98°44' 35" con desviacion tipica oy =4",2

y las observaciones de distancia:

L’ 647,277 m con desviacion tipica os = 0,025 m
L’ = 983,104 m con desviacion tipica oz = 0,049 m
L’ =2137,245 m con desviacion tipica o7 = 0,087 m

Calculemos las orientaciones 7; y las coordenadas de los puntos incognita en primera aproximacion
mediante las ecuaciones (5.36) y (5.37):

7= @+ 6, - x7=77°07' 29"
x° =xo + Ly sin T, =22037,296 m
1" =y + Ly cos T,* = 46883,919 m

7,0 =T+ 6 - 7= 135°03' 43"
X' =x,° + L, sin T,"=22731,703 m
' =" + L, cos T," = 46188,009 m

T, = T+ 6 - 7= 161°31' 34"
X" =x" + Ly sin T," = 23420,345 m
v3' =y, + L cos T5" = 44126,755 m

7. =T"+ 6, - 7=80° 16' 09"
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B(x3, y3)

Py(x2, y2)

L,
Pi(x1, 1)

A(xo, ¥o)

Fig. 5.4 Itinerario de 3 tramos
Errores de cierre:
ry= T40-CD2:-11"
7 :.)C30 -X3 = 0,097 m
rs=y'-y;=-0,074m

Hacemos los calculos con MAPLE V, con los paquetes de algebra lineal y estadistrica.

Matriz del sistema inicial de condiciones y traspuesta:

> A:=matrix (3,7, [
0,0,0,1,1,1,1,
0.9749,0.7063,0.3169,-0.0126678,-0.0133671,-0.0099932, 0,
0.2228,-0.7079,-0.9485,-0.0097644,-0.0067052,-0.0033386,0

]1); At:=transpose (A):

[0, O, 0, 1, 1, 1, 1]
A= [9749, 7063, .3169,-.0126,-.0133,-.0099 0]
[.2228 ,-.7079 ,-.9485 , -.0097 , -.0067 , -.0033 , 0]

Grados de libertad:
> gdl:=3:

Matriz de pesos:
> P:=diag((4.2/.025)72,(4.2/.049)"2,(4.2/.087)72,1,1,1,1);

[28224, 0, 0, 0,0,0,0]
[ 0, 7347.,0, 0,0,0,0]
[ 0, 0,2331,0,0,0,0]
P=1 0, 0,0, 1,0,0,0]
[ 0, 0,0, 0,1,00]
[ 0, 0,0, 0,0,1,0]
[ 0, 0,0, 0,00,1]
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Inversa de la matriz de pesos = matriz cofactor de las observaciones:
> cu:=inverse (P) :

Matriz del sistema de ecuaciones normales e inversa:
> N:=evalm(&* (A,Qu,At)); Ninv:=inverse (N) :

[ 4. -.036081 -.019808]
N:= [-.036081 .000583 .000057]
[-.019808 .000057 .000607]

Errores de cierre:
> r:=vector (3, [-11,.097,-.0747);

r:=[-11",0.097m, -0.074m]
Vector de residuos:
> vi=—evalm(&* (Qu,At,Ninv, r));

v :=-[-0.007m, 0.014m, 0.097m, -0".86, -1".63, -3".07, -5".44]

Matriz cofactor Om de las observaciones ajustadas:
> gg:=evalm(&* (Qu,At,Ninv,A,Qu)) :
> Qm:=evalm (Qu-gq) :

Varianza de referencia o de las observaciones de peso unidad:
> Vref:=4.2"2:

Desviacion tipo Sm de las observaciones ajustadas:
> Sm:=array(l..7):

for vy from 1 to 7 do

Sm[i] :=evalf (sgrt (Vref*Qm[i,i]))

od;
Sm[1]:=.023
Sm[2] :=.041
Sm[3] :=.041
Sm[4]:= 3.2
Sm[5]:= 3.4
Sm[6] = 3.6
Sm[7] = 2.1

Observamos que las desviaciones ajustadas tienen un error inferior a las observaciones iniciales.

Calculemos, ahora, los intervalos del 95% de confianza:
> t:=statevalf[icdf,studentst[gdl]] (0.975);

t:=3.1824
Errores con el 95% de confianza:
> dm:=array(l..7):
> for y from 1 to 7 do
> dm[i] :=evalf (t*sm[i])
> od;
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dm[1] =072
dm[2] = .130
dm[3] = .132
dm[4] = 10
dm[5] = 11
dm[6]:= 12
dm[7]:= 7

Volvemos a calcular las coordenadas con las observaciones ajustadas:

T\'= @+ 6, +vy - 7=77°07'29".86
x1' =xo + (L +v,)sin T,' =22037,303 m
it =yo+ (L +vy) cos Ti' = 46883,918 m

T,' =T,'+ 6 +vs- 7=135°03'45",49
X' =x' + (L +v,) sin T, =22731,692 m
1! ="+ (L, +vy) cos To' = 46188,009 m

Ty =T,'+ 0 +vs - 7=161°31'39",56
x3' =x" 4 (Ly +vy) sin Ty' =23420,248 m
' =+ (Ls +vy) cos Ts' = 44126,829 m

T, =T'+ 0, +v,- 7=80° 16' 20"
Errores de cierre:
I"1:T41 -(DZZO"
I"z:)C31 -X3:0m
3 :)’31 -y3=0m

Si el itinerario no hubiese cerrado bien, deberiamos haber iterado el proceso partiendo de las
observaciones ajustadas como nuevas observaciones iniciales.

5.7 Ejercicios
1. Se miden, de forma no muy precisa, los tres angulos de un tridngulo. Los resultados son

a; =51° con peso p; =3
oy =59° con peso p, =2
a; =71° conpesop;=1

a) Calcular los valores de las observaciones compensadas y comprobar que satisfacen la condicion de
cierre.

b) Calcular los residuos y evaluar la varianza de referencia.

¢) Calcular la matriz cofactor de las observaciones compensadas y evaluar varianza y la covarianza.
Comparar la desviacion tipo de las observaciones compensadas con la correspondiente desviacion
tipo de las observaciones sin compensar.

d) Dar los intervalos de confianza para el verdadero valor de los dngulos con nivel de significacion
0,05.

2. [MIG81] En un triangulo rectangulo (fig. 5.5) se miden la hipotenusa, un cateto y el angulo opuesto.
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Los resultados son los siguientes:

3.

a=352,14m, o, = 0,03 m
b=236,76 m, o, = 0,02 m
B=42°15"20", op=15”

Expresar una ligadura entre las tres variables a, b y B y linealizarla.

Calcular los valores de las observaciones compensadas y comprobar que satisfacen la ligadura.
Calcular los residuos y evaluar la varianza de referencia.

Calcular la matriz cofactor de las observaciones compensadas y evaluar la varianza y la
covarianza. Comparar la desviacion tipo de las observaciones compensadas con la correspondiente
desviacion tipo de las observaciones sin compensar.

Dar los intervalos de confianza para el verdadero valor de las magnitudes observadas con nivel de
significacion 0.05.

Fig. 5.5 Medidas angular y de distancia

Resolver el ejercicio 4 del capitulo 3. Ahora hacerlo por el método de las observaciones

condicionadas y considerando el &ngulo D como un dato exento de error en vez de como una
observacion.

a)
b)
¢)
d)

4.

Expresar dos ligaduras entre las tres variables 4, By C.

Calcular los valores de las observaciones compensadas y comprobar que satisfacen la ligadura.
Calcular los residuos y evaluar la varianza de referencia.

Calcular la matriz cofactor de las observaciones compensadas y evaluar la varianza y la
covarianza. Comparar la desviacion tipo de las observaciones compensadas con la correspondiente
desviacion tipo de las observaciones sin compensar.

Dar los intervalos de confianza para el verdadero valor de las magnitudes observadas con nivel de
significacion 0.05.

Comparar estos resultados con los obtenidos en el capitulo 2 por el método de las observaciones
indirectas.

Resolver el ejercicio 1 del capitulo 4. Ahora hacerlo por el método de las observaciones

condicionadas, compensando las observaciones u; y u, y calculando la incognita x, directamente, a
partir de los valores compensados.

a)
b)
¢)
d)

Expresar una ligadura entre las variables u; y u, y linealizarla.

Calcular los valores de las observaciones compensadas y comprobar que satisfacen la ligadura.
Calcular los residuos y evaluar la varianza de referencia.

Calcular la matriz cofactor de las observaciones compensadas y evaluar la varianza y la
covarianza. Comparar la desviacion tipo de las observaciones compensadas con la correspondiente
desviacion tipo de las observaciones sin compensar.

Calcular la incognita x directamente a partir de los valores compensados de las observaciones u; y
u, y evaluar el error correspondiente.

Comparar estos resultados con los obtenidos en el capitulo 2 por el método de las observaciones
indirectas.
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5. Compensar, por el método de los minimos cuadrados, las observaciones angulares y de distancia del
itinerario de tres tramos (fig. 5.6) con dos puntos incognita, con los datos siguientes:

m/P\
VARV

Fig. 5.6 Itinerario abierto
Puntos extremos:
A = (xo, ¥0) = (808,552, 2546,753)
B =(x3,y3) =(2356,739, 2615,254)

Orientacion de las estaciones de referencia Erl y Er2:

@, =135°
@, =63°26'5"

Y con las observaciones angulares

0,° (4)= 77°32'3" con desviacion tipica o; = 6"
0,° (P1) =229° 10' 17" con desviacion tipica o> = 6"
0" (P2) =244°20' 25" con desviacion tipica o3 = 6"
0, (B) = 97°23'20" con desviacion tipica o3 = 6"
y de distancia
L" (4- P1) = 581,70 m con desviacién tipica o = 0,03 m
L’ (P1- P2) = 857,33 m con desviacion tipica oz = 0,05 m
Ly" (P2- B) = 660,81 m con desviacién tipica oy = 0,03 m

6. Compensar, por el método de los minimos cuadrados, las observaciones angulares y de distancia del
itinerario cerrado (fig. 5.7), con tres puntos incognita, con los datos siguientes:
F1

\ T

Fz
Er.

\A/

Fig. 5.7 Itinerario cerrado
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Punto de salida y llegada:

A = (xo, yo) = (1578,235, 2376,375)

Orientacion de la estacion de referencia Er:

O® =102° 28' 54"

Y con las observaciones angulares

y de distancia

0, (4)= 52°5'27"  con desviacion tipica o; = 5"
0,° (P1) =312°57' 50" con desviacion tipica o5 = 5"
05" (P2) =231°47' 45" con desviacion tipica oz = 5"
0.° (P3) =268°13' 50" con desviacion tipica oz = 5"
05" (4) =214°55'12" con desviacion tipica o3 = 5"

L’ (4-P1) =1063,80 m con desviacion tipica o5 = 0,05 m
L, (P1-P2) = 908,51 m con desviacion tipica o, = 0,05 m
L (P2-P3)= 479,03 m con desviacion tipica o5 = 0,02 m
L (P3-A)= 625,84 m con desviacion tipica oz = 0,03 m
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