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A T’Eva, en Pau i I'Isaac.

“... la paraula mestre ve del llati magister. Significa «tres
vegades mésy.

Ningl que no sapiga tres vegades més que aquell a qui
ensenya no pot ser mai un bon mestre”.

Com més hi pensava més em convencia que I’important,
com deia el pare, no era saber tres vegades més.

El que realment importava era aconseguir tres punts de
vista d’una mateixa qiiestio i ser capag de relacionar-los.
Un bon mestre era el que tenia tres bones perspectives, i
un sistema per passar de 1’una a I’altra.

Josep Pla i Carrera
Damunt les espatlles dels gegants

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



Algunes constants fisiques aproximades i en el Sistema Internacional:

Numero d’Avogadro: N, = 6.0221367-10* particules/mol
Constant dels gasos ideals: R=8.314511 J/Kmol
Constant de Boltzmann: k=R/N,=1.380658(12)-10% J/K
Constant de Planck: h=6.6260755-10"*Js
Constant de Planck reduida: h=h/2m=1.05457267-10" Js
Velocitat de la llum: ¢=2.99792458-10° m/s (exactament)
Constant de Rydberg: R.=2.17987-10"% J

Factors de conversio:

1 eV =1.602-10"J=96392.3 J/mol
l1cal=4.18]
1 kg =6.022-10* uma

1 atm = 101325 Pa = 760 mmHg (antiga pressio estandard de referéncia)
1 bar = 100000 Pa (actual pressio6 estandard de referéncia)

hclk=1.4388 cmK

Masses atomiques aproximades (en uma) d’alguns elements de la Taula
Periodica:

H:1 He: 4
Li:7 Be:9 B:10.8 C:12 N:14 0:16 F: 19 Ne: 20
Na:23 Mg:243 Al:27 Si:28 P:31 S:32 Cl:355 Ar: 40

K:39 Ca:40 Ga:69.7 Ge:72.6 As:75 Se: 79 Br: 80 Kr: 83.8
Rb:855 Sr:87.6 In:1148 Sn:118.7 Sb:121.8 Te:127.6 1:127 Xe:131.3

Escala de temperatura absoluta': T(K) = t(°C) + 273.15 (exactament)

Constants matematiques:
=3.1415926536 ...
e=2.718281828 ...
In2 =0.6931471 ...

! William Thomson (Lord Kelvin) va ser qui va definir I’anomenada escala termodinamica
de temperatures el 1848-1849. L’origen de la definicid es troba en el camp de les maquines
térmiques.
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XI

Prefaci

He impartit ’assignatura de la Termodinamica Estadistica fonamentalment a alumnes
de la carrera de Ciéncies Quimiques. Generalment ho he fet en el marc de la disciplina
de la Quimica Fisica i també en relacié a la Termodinamica Quimica i de 1'Equilibri
descrita fenomenologicament. He experimentat a les aules la dificultat que comporta
impartir assignatures amb continguts relacionats amb les disciplines a les que acabo de
fer referencia. Fins i tot crec que es pot afirmar més. En els darrers anys, i per diversos
factors, s’esta vivint un canvi estudiantil en la manera de veure i viure la Universitat:
massificacio de ’alumnat (tot i la devallada demografica), plans d’estudi ajustats, ...
Una de les conseqiiéncies d’aixo la trobem en el moment d’impartir temaris propis de
la Quimica Fisica. Fins i tot crec que no exagero en afirmar que, per part de molts
alumnes, es veuen aquestes disciplines d’una manera especial. Pel que respecte a la
meva experiéncia particular, un cas extrem es troba precisament en la Termodinamica
Estadistica. En general, aquesta disciplina és de dificil comprensiéo per part dels
alumnes, tot i que molts d’ells ja han cursat préviament assignatures de Termodinamica
Quimica basica, la Teoria Quantica elemental i Espectroscopia. Lligat a tot aixo ens
trobem amb el desavantatge addicional que els temaris de matematiques obligatories
han disminuit drasticament el seu contingut en els darrers anys.

Es per tot aixd que la meva intencié ha estat redactar aquest text per tal d’apropar
I’alumne als conceptes de la Termodinamica Estadistica d’'una manera constructiva. He
procurat emprar un llenguatge formal pero alhora planer i directe. D'aquesta manera
intento fer menys tediosa la lectura i implicar més al lector amb el contingut a
assimilar. Per les mateixes raons, moltes vegades he postergat a les seccions de
problemes la demostracié d’algunes afirmacions o passes matematiques. Reconec que,
per part d’algun lector, alguns exercicis, demostracions o comentaris poden semblar
redundants o massa detallistes. Pero aixo és fruit de ’afany que he tingut per evitar que
algun concepte prou important passes desapercebut, amb les conseqiiéncies que aixo
pot tenir en el cas d’una disciplina autoconstructiva i basada en postulats com aquesta.
La meva intenci6 també ha estat evitar la preseéncia d'entrebancs purament matematics i
que acaparin I’atencio de tal manera que es corri el perill de perdre el fil conceptual.
Aixi doncs, dins d’aquesta linia d’exposicié del tema, he procurat allisar el terreny al
lector. I per tal de ser coherent he optat també per comentar la resolucio de tots els
problemes que es proposen.

Assumeixo, perd, que el lector té coneixements elementals de matematiques a nivell del
tractament de derivades, integrals, logaritmes, ... i que la notacié en termes de
subindexs i superindexs no 1i és aliena. Es parteix de la base que el lector coneix els
sistemes de coordenades esfériques, té nocions de combinatoria, de limits i d’avaluacié
de la suma de progressions geometriques. També se suposa que es coneixen les
funcions termodinamiques més comunes (energia interna, entalpia, energia lliure,
entropia, ...) 1 que en algun moment s’ha tingut contacte amb els conceptes fonamentals
de la Quimica Quantica. En tot cas, els apéndixs d’aquest llibre poden servir per pal-liar
algunes d’aquestes mancances.

L'autor.
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Agraiments

Agraeixo els comentaris i indicacions fetes pels professors Francesc Mas, de la
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suggeriments han contribuit notablement a millorar el contingut i utilitat d’aquest
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XV

Estructura del llibre

El contingut d’aquest llibre constitueix una introduccié a la Termodinamica Estadistica.
Esta estructurat per seccions i l'autor ha provat de mantenir una filosofia constructiva al
llarg de tot el text. Al final de cada seccid es poden trobar problemes resolts i
comentats. Es recomana la seva resolucié o lectura per tal de completar la comprensio
del contingut del text.

El text es divideix en 4 parts:

e Part 1. En aquesta part es descriven els fonaments de la Termodinamica
Estadistica. Es mostra quin punt de vista ha pres 'autor per tal de presentar la
disciplina de forma constructiva. En aquesta part ja es justifica la necessitat de
treballar amb els col-lectius i avaluar ’anomenada funcio de particioé canonica.

e Part II. El procés d’avaluacié de la funci6é de particié candnica ens aboca a
presentar el model de les particules independents. Es descriuen les funcions de
partici6 més importants que es troben en Quimica o Fisica Estadistica
elemental. Es descriuen, doncs, els diferents tipus de funcions de particid que
permeten el calcul de la funcio de particio molecular, la qual permet donar
expressions senzilles per a la funcid de particié canonica.

e Part 1. Una vegada s’ha resolt formalment el calcul de la funcié de particid
canonica a la part anterior, es passa a descriure diverses funcions
termodinamiques i les seves expressions en termes d’aquesta. També es fara
un repas de diverses aplicacions quimicofisiques, incidint sobretot en el
concepte de I’equilibri quimic.

e Apendixs. Aquesta part conté alguns dels coneixements previs de
matematiques i fisicoquimica que és recomanable que el lector tingui assumits
abans d'abordar la lectura del text. Molts lectors només n’hauran de fer una
lectura parcial o, fins i tot, opcional.

El lector haura de tenir present que, a vegades, en el text es parla de particules, atoms o
molécules. En molts casos les tres paraules poden ser utilitzades de forma indistinta.
Tot i aixo, el terme particules és més generic pel fet que també pot fer referéncia a
electrons, nuclis, etc. També es parlara d’entitats distingibles o indistingibles. En
aquests casos ens estarem referint a particules que son, respectivament, localitzades
(com les que formen un cristall, que son distingibles a partir de les seves coordenades
cristal-lografiques) o deslocalitzades (com les que constitueixen un gas, que no tenen
assignada una posicio espacial fixa).

Quan es marca una porcié de text en lletra italica, es fa per posar émfasi en el seu
significat o per assenyalar alguna definicio o paraula prou important. Hem reservat la
utilitzacio de lletres en negreta per tal d’identificar termes i definicions més propies de
la Termodinamica Estadistica.

Les equacions, figures, taules i grafiques que es referencien tenen un codi que indica la
part (un nombre roma o una lletra en el cas dels apéndixs), la seccid (un nombre arabic)
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i el nimero d’identificacid en aquella secci6 (un altre nombre arabic). Al llarg del text
també s’ha procurat fer forca referéncies a altres seccions i problemes per tal de
conferir al llibre un caracter autocontingut. En les referéncies a problemes s’indica
només un nombre arabic quan el problema pertany a la mateixa seccid que s’esta
llegint. Si es fas referéncia a problemes d’altres seccions ja s’indica aix0 de forma
explicita.
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Termodinamica estadistica 1

Part I: Fonaments de la Termodinamica Estadistica

En aquesta Part I s’assenten els fonaments i les definicions basiques que intervenen en
la construcci6 de la disciplina de la Termodinamica Estadistica. A partir dels conceptes
d’aquesta part es treu el fil, de forma deductiva, de tot el cos teoric fonamental que
sustenta aquesta branca del coneixement.
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.1 Introduccio

La Termodinamica Estadistica, també anomenada Mecanica Estadistica, constitueix el
lligam o pont de uni6 entre el mén microscopic i el macroscopic, entre els parametres
quantics 1 els macroscopics propis de la Termodinamica fenomenologica. Aixi, aquesta
disciplina utilitza, com a informaci6 basica i punt de partida, les variables que s'obtenen
de la Mecanica Quantica o que s'extreuen a partir d'estudis espectroscopics.

Hi ha diverses finalitats que persegueix la disciplina de la Termodinamica Estadistica.
Les anirem descobrint al llarg de tot el text:

1) Donar valors a les magnituds termodinamiques que, classicament, només
permetien el seu estudi qualitatiu o I’avaluacio6 de les seves variacions en funcio
d’altres variables. D'aquesta manera, també es descriuen els sistemes des del
punt de vista macroscopic.

2) Retrobar les funcions termodinamiques classiques de 1’equilibri a partir de les
dades i informacié de l'estructura intima de la matéria. El que es pretén, doncs,
¢és transformar variables de particula (energia, massa, velocitat, ...) a variables
termodinamiques macroscopiques (U, S, n, V). Per assolir aquest objectiu cal fer
us de les técniques de l'estadistica. D'aqui prové el nom d'aquesta disciplina.
Fixem-nos com algunes de les magnituds termodinamiques (per exemple
I’entropia, S) son propies del sistema macroscopic. Aixi, tot i haver-la obtingut a
partir de parametres atdmics o moleculars, es tracta d’una magnitud que no es
pot associar a cada particula, sin al sistema global. Es per aixo que I’estadistica
juga un paper rellevant en la obtenci6 de les dades macroscopiques.

3) Atribuir a les magnituds i conceptes termodinamics una significacid més
profunda que ’assolida per la Termodinamica Classica de ’Equilibri, la qual és
basicament una disciplina fenomenologica'.

4) Revelar lleis fisiques basiques i subjacents del comportament termodinamic dels
sistemes.

En definitiva, la Termodinamica Estadistica explica el pergue del comportament
termodinamic dels sistemes. Aix0 la justifica plenament com a disciplina cientifica.

L’us de D’estadistica ens permetra reduir a unes poques variables la quantitat
immensa de parametres microscopics presents en una mostra macroscopica. A tall
d’exemple, podem considerar 1 mol de gas oxigen. Aquest sistema esta format per
unes 6-10 molécules diatomiques. Si per simplificar ignorem la seva estructura
nuclear 1 electronica internes, podem argumentar que, per a cada molécula, es
disposa de 3 graus de llibertat translacionals i, atesa la seva simetria lineal, 2 de
rotacionals. Per a la mostra macroscopica, disposem llavors de (3+2)-6:10% = 3-10*
graus de llibertat. En el marc del tractament classic en 1’espai dels moments i les

! Aquesta caracteristica de la Termodinamica Classica té I’avantatge que la fa aplicable de
forma general a molts sistemes, perqué no requereix coneixer gaire detalls sobre la seva
constitucio o estructura intima.
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4 Termodinamica estadistica

coordenades, necessitariem 2:3-10** = 6:10** variables per descriure totalment el
sistema. La Termodinamica de gasos estudia fonamentalment dues d'aquestes
variables: la pressio i la temperatura, que sén funcions molt complicades del conjunt
complet de variables. La Termodinamica Estadistica tracta amb més de dos
parametres perd, tot i aixo, també cal reduir la informacié a partir de les 6:10**
variables originals. Ho fa a través de mitjanes obtingudes sota el formalisme d’una
estadistica que desenvoluparem properament.

La metodologia de treball es basa en l'estudi simultani d'un nombre molt gran, N, de
sistemes idéntics o répliques d'un d'original: Sj, S5, ..., Sy. Sobre aquests sistemes
s’aplica una estadistica respecte a una propietat o magnitud mecanica’, M, que es vol
estudiar. Utilitzant la notacio de I’apéndix C, si els valors respectius de les magnituds
que es mesuren son Q={M(S)), M(S,), ..., M(Sy)}; es pot fer un recompte per classes
obtenint-se els anomenats nombres d’ocupacié, {n;}. El valor n; indica quants
sistemes comparteixen un mateix valor de propietat M; Es disposa aixi d’unes
freqiiencies d’ocurréncia del valor i-¢ssim per a la propietat M,

les quals es poden aproximar a probabilitats (en el sentit no axiomatic de Laplace, tal i
com es comenta a ’apéndix C) quan el valor de NV es fa molt gran:

Qi 0 i M
P =P, —}Vlgjoﬁ _zlvlfiN' (LL.I)

A nivell microscopic, el terme M; representa el valor que la magnitud mecanica adopta
en el sistema quan aquest es troba en un estat quantic compatible amb aquest valor.
Llavors p; €s la probabilitat que té el sistema d'adoptar un estat quantic que estigui
associat a l'esmentat valor M; Es per aixo que p; és la probabilitat d'ocurréncia o de
manifestacié del valor M; en relacié a la magnitud M. Veurem que la probabilitat p;
depén de les configuracions que poden prendre les particules: aquesta probabilitat
basicament depén de l'energia que pot prendre el sistema termodinamic i de les
diferents maneres (microestats) que aquest disposa per assolir-la.

La definici6 (I.1.1), si bé és matematica i formal, s’adapta al contingut d’aquest text’.
En conseqiiencia, la disponibilitat d’aquestes probabilitats esta condicionada al
coneixement dels nombres d’ocupacié ;. Dedicarem un bon tros d’aquesta primera

? Per exemple, entenem com a variables mecaniques la pressio, I”energia, el volum, niimero
de particules, ... les que podem definir de tal manera que no presenten ambigiiitat quan el
sistema es troba en un estat quantic concret. Com a variables no mecaniques podem citar la
temperatura, I’entropia, les energies lliures de Gibbs o de Helmholtz o el potencial quimic...
magnituds que no depenen d’un sol estat sind més aviat del conjunt de tots ells i de les seves
ocupacions.

? En el tractament que farem en aquest text, IV sera un nombre finit perd tan gran com es
vulgui. Es per aixo que sempre es parlara de probabilitats i no de freqiiéncies relatives.
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part del text a calcular-les. Una vegada disposarem de les probabilitats d’ocurréncia
dels valors de la magnitud mecanica M, en podrem calcular la seva mitjana®:

M:ZpiMi . (1.1.2)

Aquest és el valor que prenem com a valor termodinamic de la magnitud en
qiiesti6. Aquesta mitjana no podra dependre mai del temps. Si fos aixi, el sistema no
estaria en equilibri. En el context de la Termodinamica Estadistica es postula que
aquest valor es fa igual al valor experimental de la mesura macroscopica de la
propietat, M. En aplicar l'estadistica, veurem que, quan el nombre de sistemes
sotmesos a estudi simultani es fa molt gran, es pot justificar que la mitjana (1.1.2)
s'iguali al valor M mesurat experimentalment:

M=M . (1.1.3)

Com a exemple del que s’ha dit en aquesta seccid, podem pensar en el cas de la mesura
de la pressio d'un gas: aquesta magnitud és una mesura indirecta del nombre i intensitat
dels impactes que efectuen les molécules del gas a les parets del recipient que el conté.
Aquesta mesura de la pressio també es pot entendre com un valor mig temporal.
Aquesta mitjana temporal és el valor experimental de M i és el que ens indica un
aparell del laboratori, el manometre. La metodologia de treball que se segueix en
Termodinamica Estadistica consisteix en calcular M per una via diferent: Se suposa que
es coneixen valors de la mesura instantania de la pressio, {M;}, per a un nombre molt
gran de répliques del sistema, anomenats membres, sobre el que es fa la mesura. A
aquesta col-leccié de membres se I’anomena col-lectiu. Es tracta, doncs, d’un tipus de
simulacio on es disposa de moltes dades instantanies i sense que se’ls pugi atribuir una
variable temporal. Aixi s'evita l'aparicid de la variable temps. La distribuci6 estadistica
d’aquestes dades és el que supleix a la variable temporal. Amb totes elles es fa una
mitjana utilitzant la recepta (I.1.2). Un dels primers problemes que s'aborden en
Termodinamica Estadistica és precisament l'avaluacié de les probabilitats p; que
apareixen a (I.1.2). Ja hem comentat més amunt que aquestes probabilitats s’obtenen a
partir dels nombres d’ocupacio n;.

En aquest text, aplicarem la teoria de la Termodinamica Estadistica a l'estudi de
sistemes de particules (atoms o molécules). Estudiarem les funcions termodinamiques
dels sistemes, la reactivitat i I'equilibri quimics. Tal i com es veura més endavant, un
dels casos més senzills d'aplicacio el constitueix l'estudi de gasos a baixa densitat. El
seu comportament constitueix una molt bona aproximaci6 al dels gasos ideals. Es per
aixo que moltes vegades deduirem lleis especifiques per aquests tipus de sistemes en
particular.

* Atesa la nomenclatura de ’apéndix C i el gran nombre de membres (eventualment infinit)
que permeten obtenir els valors mitjans dels que parlem, podem admetre que aquesta mitjana

es correspon amb el vertader valor esperat de la variable en qiiestio: M = <M > Aixi

podem emprar les dues notacions indistintament.
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6 Termodinamica estadistica

Si tots els estats tenen una certa probabilitat d’ocurréncia i s’han de comptabilitzar en la
mitjana, aixo, en termes temporals, és equivalent a dir que tot sistema, en un temps
suficientment gran, pot arribar a trobar-se en qualsevol estat dels que es consideren (és
a dir, que els seus parametres microscopics poden esdevenir els d’un membre qualsevol
dels contemplats al llarg del col-lectiu). A aquesta condici6 se I’anomena la hipotesi
ergodica’. Aquesta és la hipotesi que permet identificar les mitjanes temporals amb les
mitjanes en el collectiu. Per a més informacié es recomana veure el llibre de R. C.
Tolman (pagines 63-70), el qual fa una visié retrospectiva de les diferents formes
adoptades per la hipotesi a llarg de la historia de la Termodinamica Estadistica.

El fet que la variable temporal sigui continua i els membres del col-lectiu siguin entitats
discretes, numerables, ens for¢a a pensar que, idealment, en nombre de membres del
collectiu ha de ser infinit. D’aquesta manera es podrien posar en correspondéncia
instants de temps de residéncia en un determinat estat amb un determinat membre del
col-lectiu.

> Aquest nom el va donar Boltzmann, mentre que Maxwell en deia, en termes més classics,
Iassumpcio de continuitat del cami.
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Exercicis de la seccio I.1

1. Un sistema termodinamic hipotétic (un membre del col-lectiu) presenta un conjunt
d’infinits estats quantics no degenerats. L’energia de cada estat i la temperatura a la
que es troba el sistema son tals que la probabilitat d’ocupar-los es fa igual, de forma
respectiva, a 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, etc. Per altra banda, en ocupar un d’aquests
estats, el sistema presenta un valor determinat d’una propietat mecanica M. Aquests
valors son 2, 3, 4, 5, 6, ... en unes determinades unitats i tamb¢é de forma respectiva.
Quin és el valor experimental que es mesurara per aquesta magnitud? Se sap que la
suma dels termes d’una progressid aritmetico-geomeétrica de primer terme a,
diferéncia d i rad r val

a+(a+d)r+(a+2dy +(a+3d ) +..

quan -1 <r <1.

Per resoldre el problema només cal aplicar la formula (I.1.2), La suma que cal
efectuar és:

M=) M,p, =i(1+i % :

i=1

on s’han escrit les formules genériques que identifiquen els valors numérics de
la propietat i la probabilitat associades a cada estat quantic. El sumatori que cal
avaluar s’identifica amb el de la suma dels termes d’una progressio aritmético-
geometrica de primer terme 1, diferéncia 1, rad 1/2 i a la que s’ha restat el
primer terme. Emprant la formula donada a I’enunciat es constata que

i a+ld :—a+i(a+id)r’

i=0

—_

i=

d’on

ia+ld a+a+ rdzzr a+i
i=1 1-r (l—r) 1-r 1-r

Aixi, substituint els valors numérics a=1, d=1 i r=1/2 es troba que el valor
mesurat experimentalment és
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8 Termodinamica estadistica

M= 3.

1+
1-1 1-1

El que s’acaba de calcular és un valor mitja o esperat. No té perque coincidir
amb cap dels valors numérics que presenta la magnitud al llarg dels estats que
pot ocupar el sistema. Les probabilitats d’ocupacié de cada estat es poden
entendre com fraccions de temps en les que el sistema en troba en I’estat
corresponent. En el moment de trobar-se en un determinat estat, el sistema
exhibeix el valor numéric de la magnitud corresponent. S’ha hagut de fer una
mitjana de tots aquests valors per determinar quina sera la mesura que
s’obtindra en un eventual experiment. La mitjana s’ha de fer ponderada en
relaci6 als “temps de permanéncia” o temps de vida mitjana de cada estat.

2. En relaci6 al resultat del problema anterior, demostrar que si els valors respectius de
la magnitud associats a cada estat pateixen un desplagament (canvi de I’origen de
mesura) o un canvi d’unitats (multiplicacid per un factor), el mateix canvi es veu
reflectit en el valor que es mesurara experimentalment.

Es pot obtenir la resposta aplicant la formulaci6 de I’exercici anterior, perd, de
fet, el resultat prové de les propietats matematiques inherents a la definicid
d’una mitjana ponderada. Per tant, resoldrem el problema de forma general: si
les magnituds associades a cada estat es representen com a M;, sabem que

M=YMp,

i, per altra banda, un canvi d’unitats o una translacio les transformen en les
noves quantitats numériques M ,'= aM, + b . El nou valor experimental que

es mesurara sera igual a

M'= ZMi’pi = Z(aMi +b)pi’

1

i aplicant les propietats de linealitat de 1’operador sumatori (apéndix A) en
resulta

M'zEaMipi +2bpl_ =a2Mip,. +b2pi =aM +b,

on s’ha considerat que la suma de les probabilitats és sempre igual a la unitat.
El resultat mostra que el mateix tipus de transformacio lineal feta sobre cada
magnitud s’ha transferit al valor esperat. Es per aquesta rad que algunes
vegades, en aquest text, el desenvolupament tedric o els exemples es fan en
termes de magnituds a les que no se les atribueixen unitats especifiques.
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.2 Els col-lectius i els postulats de la
termodinamica estadistica

Gibbs' va introduir el concepte termodinamic de col-lectiu. Un col-lectiu és un conjunt
hipotétic imaginari d'un nombre molt gran, iV, de sistemes idéntics anomenats membres
del collectiu. Els membres es defineixen especificant algunes de les seves variables
termodinamiques com poden ser el nombre de particules” (N), el volum (¥), l'energia
(E), la temperatura (7), el potencial quimic (W), etc. Aquestes magnituds es poden
controlar mitjangant el tipus de parets que limiten cada membre. Considerem que els
membres son idéntics quan algunes d’aquestes variables (generalment tres) o parets son
iguals. Quan aix0 passa, no tenen per qué ser iguals altres magnituds que no
s’especifiquen, especialment les que fan referéncia a condicions internes del sistema o a
nivell atomic. Els membres d’un col-lectiu estan numerats, son distingibles 1, per tant,
diem que estan localitzats. Hi ha diferents tipus de collectius segons les
caracteristiques termodinamiques (variables i parets) dels membres que els formen. Els
tres més importants son:

a) El col'lectiu microcanonic o col-lectiu (E,V,N): els seus membres son sistemes
termodindmics que estan separats entre ells i de la resta de l'univers (vegeu
I’apéndix H) per parets adiabatiques, rigides i impermeables. Aixi doncs, la
natura d'aquestes parets provoca que els sistemes tinguin fixats 1'energia E, el
volum Vi el nombre de particules, N. Es tracta de sistemes isolats. A la figura
1.2.1 es representa el col‘lectiu microcanonic. Cada membre té assignat un valor
energetic 1 que €s el mateix per a tots. Per tant, tots els membres del col-lectiu
microcanonic es troben en el mateix nivell energétic i poden compartir o no el
mateix estat quantic (veure apéndix E).

b) El col-lectiu canonic (T,V,N): els seus membres son sistemes isotérmics tancats
I’energia dels quals no s’especifica i pot prendre diversos valors, sempre
compatibles amb el nombre de particules i la temperatura. Els membres estan
separats per parets diatérmiques (cada sistema esta termostatat per tots els
altres), impermeables i rigides. Tot el col-lectiu canonic esta embolcallat per una
paret adiabatica. D'aquesta manera es troba aillat de la resta de l'univers i, en
conseqiiencia, el col-lectiu té assignada una energia fixa E. Una representacio

! Josiah Willard Gibbs (New Haven, 1839-1903), fisicoquimic america. Es va formar a
Europa. S6n famosos els seus estudis pioners sobre termodinamica i fisicoquimica. Descobri
la regla de les fases i, juntament amb Helmholtz, I’equacié que porta els seus noms. Gibbs és
considerat un dels cientifics americans més importants i també n’és un dels primers. Es un
dels pares de la termodinamica estadistica.

2 No cal confondre la variable N amb la N. La primera denota el nombre de particules d’un
membre del collectiu. La podem entendre com el nombre de particules que formen un
sistema termodinamic (aixi N sera de 1’ordre del nimero d’Avogadro). D’altra banda, la
variable NV denota el nombre de membres que formen un col-lectiu. Aquest nombre pot ser tan
gran com es vulgui, formalment molt superior al nombre d’Avogadro (aixo és el que és
desitjable per fer una bona estadistica), pero finit.
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10 Termodinamica estadistica

grafica del col‘lectiu canonic es pot veure, a la secci6 1.4, a la Figura [.4.1. En
aquest llibre estudiarem aquest col-lectiu.

¢) El col'lectiv macrocanonic o gran canonic (T,V,1): els seus membres son
sistemes isotérmics oberts o isotérmics tancats de composicid variable. La seva
energia ¢és variable i pot haver-hi bescanvi de matéria d'un membre a 1'altre pero
sempre mantenint constant per a cadascun el seu potencial quimic. Es
construeix el collectiu separant els seus membres per parets diatérmiques,
rigides 1 permeables.

EVN EVN EVN

EVN

Figura 1.2.1. El col-lectiu microcanonic.

Fixem-nos en el fet que, si prenem un col-lectiu gran canonic i hi inserim de forma
adequada una colla de parets impermeables i conductores, podem obtenir una série de
col-lectius canonics. Aquesta ¢s la rad que dona el nom al col-lectiu macrocanonic: el
col-lectiu macrocanonic conté a molts col-lectius canonics. Pel que respecta a I’origen
del nom del collectiu microcanodnic, el podem considerar un col-lectiu canonic
degenerat en el sentit que tots els membres tenen la mateixa energia. En altres paraules,
en prendre un col-lectiu canonic i formar-ne els grups de membres degenerats entre ells,
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obtenim diversos col-lectius microcanonics. Un collectiu canonic conté a molts
col-lectius microcanonics.

La genesi del concepte de col-lectiu la trobem en l'enunciat del Primer postulat de la
Termodinamica Estadistica:

Primer postulat:
La mitjana temporal per a una propietat macroscopica d 'un membre del
col-lectiu és igual al valor mig de la propietat en el col-lectiu.

El primer postulat s'aplica a tots els collectius i justifica la igualtat (I.1.3). Gibbs va
veure la necessitat d'introduir el concepte de col-lectiu i el primer postulat per tal de
poder calcular la mitjana (I.1.2) per a un sistema sense haver de recorrer a la variable
temps: enlloc d’avaluar la mitjana de les propietats mecaniques al llarg del temps (aixo
¢és el que indirectament es fa moltes vegades en fer una mesura experimental), el
postulat permet construir mentalment el col-lectiu, estudiar cada membre i obtenir sobre
tots ells una mitjana de la variable d’interes.

El que s'acaba de comentar es pot il-lustrar amb un exemple. Considerem el cas de la
filmaci6 d’un petit globus inflat amb heli i que es troba viatjant dins una habitacié. El
visionat de la pel-licula ens donara la nocié temporal de la posicio que ocupa el globus.
Podriem parlar d’una mitjana, de la propietat mecanica "posicio del globus" dient que
“el globus sempre s’ha trobat en el sostre”. La Termodinamica Estadistica infereix la
mateixa mitjana fent un altre tractament. La cinta filmada (el col-lectiu) es considera
dividit en un nombre molt gran de sistemes equiimportants (els fotogrames, que juguen
el paper de membres del col-lectiu). Es pot calcular la mateixa mitjana que abans pero
ara fent el seu calcul considerant cada fotograma de forma individual, llavors veure
quins valors instantanis (per un temps desconegut) assoleix la posicié del globus i,
finalment, calculant-ne una mitjana sobre tots ells. Aquesta darrera operacio es pot fer
prenent els successius fotogrames en qualsevol ordre. Es per aixo que en
Termodinamica Estadistica es perd la nocid del concepte temps.

Per desenvolupar la teoria de la Termodinamica Estadistica no és suficient el primer
postulat. També ens caldra recorrer al Segon postulat de la Termodinamica
Estadistica:

Segon postulat:
Tots els estats quantics d'igual energia tenen la mateixa
probabilitat d'ocurrencia.
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Aquest postulat també s'anomena Principi d'igualtat de les probabilitats a priori® i és
directament aplicable als membres del col-lectiu microcandnic perqué aquests tenen
una energia definida i fixa.

El segon postulat ens ve a dir que les probabilitats que intervenen en la mitjana (I.1.2)
només sén funcié de l'energia. Basant-nos en els postulats, demostrarem que la
probabilitat que el sistema es trobi en un determinat estat quantic 7, p;, ve donada per
I’expressio

-PE;
eﬁ

pi= , (1.2.1)
0

on E; indica l'energia de l'estat. Q s'anomena funcié de particié* del sistema en estudi i
ésigual a
— -BE;
0=Ye (1.2.2)
i

on el sumatori es fa correr sobre tots els estats del sistema. 3 és una funcio de la
temperatura absoluta, 7, i d'una constant universal, k, anomenada constant de
Boltzmann’:

1

kT
La constant de Boltzmann és independent dels sistemes termodinamics i dels tipus de
collectius. El seu valor sha de determinar experimentalment i és equivalent a la
constant dels gasos ideals, R, perod referida per a cada particula®:

3 Degut a Richard Chace Tolman, 1938. Fisic i Fisicoquimic america (West Newton, USA,
1881 — California 1948). Cap el 1924 va formular ’anomenat Principi de la reversibilitat
microscopica, el qual proveeix una descripcié dinamica d’una condici6 d’equilibri: 1’equilibri
¢és un estat en el que no és observable cap mena de canvi en una propietat donada. Tolman va
demostrar que 1’electrd és la particula portadora de carrega en el flux de corrent en metalls i
va determinar-ne la seva massa. Va publicar dos tractats de Termodinamica Estadistica (1927
i 1938). Va estar implicat en afers relatius al desenvolupament de la bomba atomica.

* Estrictament parlant, aquesta funcié és valida en el context del col-lectiu candnic i s’ha
d’anomenar funci6 de particié canonica.

5 Ludwig Boltzmann (Viena, 1844 — Duino, Trieste, 1906) fisic austriac, considerat un dels
pares de la Termodinamica Estadistica. La va desenvolupar juntament amb Josiah Willard
Gibbs i1 James Clerk Maxwell. Es va suicidar degut, entre altres raons que encara no estan del
tot aclarides, a la depressi6 originada per les fortes critiques que va patir per part d'altres
cientifics rellevants de 1'época com Ostwald o Mach, els quals no acceptaven les seves
teories. Aquestes friccions personals es podien considerar normals en aquella época perque en
aquells temps encara no estaven acceptats per tota la comunitat cientifica els conceptes
d'atom o molécula i, tal i com veurem, la teoria de Boltzmann s’interpreta precisament a
nivell atomic o molecular. Boltzmann, en vida, no va veure mai acceptada la seva teoria.

% Es pot interpretar el valor numéric de la constant de Boltzmann com la relacié que hi ha
entre ’energia mitjana d’una molécula i la seva temperatura absoluta.
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R
k = ——=1.380658(12)- 10 JK.
NA

Atesa ’expressio (I1.2.1) veiem que les probabilitats d'ocurréncia de cada estat només
depenen de la seva l'energia (segon postulat) i que s'expressen en relacio a les energies
dels altres estats assolibles pel sistema a través de la funcio Q.

En els casos en que cada estat quantic i pot presentar una degeneracio g;, la funci6 de
particio es pot obtenir també com a suma sobre els diferents nivells i en relacio a la
seva degeneracio:

nivells

Q= 2 gie—BE, _

Pels sistemes (7,V,N) la funci6 de partici6 també rep 1'adjectiu de canonica.

Generalment s'adopta el conveni d'ordenar els valors de les energies dels nivells o estats
de forma creixent, de tal manera que es compleix

Ei<Ei -
En aquest text farem Us extensiu de la funci6 de particié canonica.

Per acabar aquesta seccido comentarem que les funcions de partici6é d’altres col-lectius
tenen expressions similars. Aixi, per exemple, la funcié de particié del col-lectiu gran
canonic és

nivells

Q = e_Y” 2 g_e'f’Ei(”y)

on n és el nombre (variable) de particules del sistema i Y = k—;, essent U el potencial

quimic (fixe) de cada membre del col-lectiu.
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Exercicis de la seccio 1.2

1. Demostrar que la suma de totes les probabilitats (I.2.1) dona la unitat.

La imposici6é d'aquesta condicid inherent a les probabilitats ens porta a la
definicio de la funcié de particio Q:
-BE; 1

S-S g T e

d'on es dedueix la igualtat (1.2.2).

2. A T’exercici I.1.1 s’associaven unes probabilitats a diferents estats quantics. En
relacié la forma de les probabilitats (I1.2.1), calcular quines son, a 300K, les energies
de cada estat. Suposar que la funci6 de particié O és igual a 1.

Ates el segon postulat i el coneixement de la formula (1.2.1), especificar les
probabilitats d’ocupacié es fa equivalent a indicar, encara que de forma
indirecta i relativa, les energies de cada estat. En parametritzar el valor O=1
es pot fer el calcul de les energies en funcid de la probabilitat (ja veurem més
endavant que el valor de Q depén d’un origen arbitrari de mesura de les

energies):
En ser
b= e BE; _ e BE;
i Q 1 >
queda
Inp, =-PE,

E, :%lnpi =—kTInp,.

A partir de les dades de 1’enunciat i del problema I.1.1 s’obté

perpi=1/2 , E;=2.871-107"]
perp,=1/4 , E,=5.742-107"]
perps=1/8 , E;=8.613-107"]
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S’aprecia que, a mesura que l’energia de I’estat va creixent, la seva
probabilitat d’ocupacioé va disminuint. Sempre els estats de menor energia
son els que tenen més probabilitat d’estar ocupats.

3. Quina és la probabilitat que, en escollir a I’atzar un membre del col-lectiu, aquest
tingui una energia igual a E;?

Aquesta probabilitat és p~=n/N. Aquest valor és la probabilitat d’ocupacid
(d’ocurréncia) de cada estat. Aquest resultat assumeix que la proporcio que
hi ha entre probabilitats d’ocupacié de dos estats qualssevol és la mateixa
que la proporci6 de membres que es troben en cada estat al llarg del
col-lectiu:

P _

1
p; n;

Aquesta igualtat entre una fraccié de numeros reals (probabilitats) i enters
(mimeros d’ocupacid) sera tant més exacta com més membres formin el
col'lectiu. El cas preferible en desenvolupar la teoria és, doncs, que N
tendeixi a ser infinit, atés que llavors les ocupacions n; també ho faran i les
proporcions n/n; tendiran a comportar-se com numeros racionals de
precisidé practicament arbitraria (encara que no es podran reproduir
nombres irracionals).
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1.3 Probabilitat d’ocupacié de cada estat

El principi de les probabilitats a priori només és aplicable al col-lectiu
microcanonic. Aquesta llei ens diu que les probabilitats d’ocurréncia (temps de
residéncia, de vida mitjana) dels seus membres és idéntica, atés que tots tenen la
mateixa energia. En el col-lectiu canonic es pot assumir el mateix criteri per a cada
grup de membres que tinguin la mateixa energia, és a dir, per a cada nivell
energétic. El problema que ens queda per resoldre és el d’establir una escala
comparativa de probabilitats entre membres del col-lectiu canonic que tenen diferent
energia, que es troben en estats quantics de nivells diferents. En aquesta seccio es
resol aquest problema. Acabem demostrant com un terme exponencial, I’anomenat
terme de Boltzmann, ¢s el que regula aquesta escala de probabilitats a través de la
igualtat (I.2.1). Tal i com ens podem imaginar ara (exercici 1.2.2), els estats de més
energia tindran una probabilitat menor de ser visitats pel sistema (de ser ocupats o
que es manifestin fisicament).

Més endavant demostrarem la igualtat (1.2.1). Aqui en veurem una prova curta' valida
per al col-lectiu canonic, que €s el col-lectiu sobre el que treballarem en aquest text.

T,V,N T,V,N

1 11

Figura 1.3.1. Dos sistemes termodinamics (7,V,N).

Considerem, tal i com es veu a la Figura 1.3.1, dos sistemes termodinamics (7,V,N)
membres del col'lectiu canonic. Els sistemes estan etiquetats com a /1 // i es troben
separats per una paret que no els permet interaccionar (atés que ¢és rigida i adiabatica),
de tal manera que els diferents estats que adopta un membre sén independents dels
que adopta l'altre. Ates el segon postulat, per a cada sistema, la probabilitat de trobar-
se en algun dels estats quantics (qualsevol forma compatible amb els parametres
termodinamics fixes predefinits 7, Vi N) sera només funci6 de 'energia d'aquell estat.
Denotem aquestes probabilitats com:

! La demostraci6, en alguns aspectes, esta basada en el métode d’Schrodinger del tractament de
la propietat d’extensivitat de I’entropia.
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pl,_i:f(El,j) ;plj,k:g(EII,k) (L3.1)

on j i k identifiquen els estats dels sistemes / i /I, respectivament i E;; i Ej; son les
energies corresponents. El sistema termodinamic global suma de / i /I es pot
considerar membre d'un col-lectiu canonic amb parametres (7,2 V,2N)2. Llavors, pel
sistema global /+/I es planteja una equacié similar a 1’anterior:

Prin; = h(E1+11,i)~

Per altra banda, en ser / i /I dos sistemes independents, 1’energia del sistema global
I+IT és la suma de les energies de cada subsistema. Es a dir, podem considerar la
partici6 energética segiient:

Eini=Ei;TEux

i, pel que respecta a la probabilitat d'ocurréncia simultania dels dos estats j de /1 k de
1I, es compleix que ( veure ’apéndix C)

Prini = Prj Puy »
és a dir,

h(EI,_/ + EH,k) = f(EI,_,-)g(EH,k).

Per simplificar, aquesta darrera equacié I'escriurem ara com

hx+y)=f(x)g(v).
on és evident el significat dels simbols x 1 y.

A continuacio, aplicant la derivada parcial respecte 1’energia x obtenim:

M) U0 ).

pero també es compleix que

Oh(x+y) _Oh(x+y)dlx+y) dh(x+y) _dh(x+y)
ox ox+y) ox o(x+y) dix+y)

Aixi doncs, per comparacio6 de les dues darreres expressions, en resulta:

2 En aquest exemple es veu molt bé quina és la magnitud intensiva (7) i quines son les
extensives (Vi N).
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dh(x+ y) 3 af(x)g(y) .

dix+y) ox

(13.2)

Operant de la mateixa manera, aplicant derivades parcials respecte 1’energia y
trobariem que

dhlxty)_ 11980)
d(x+y) dy

i podem igualar aquesta darrera expressio amb la (1.3.2), tot definint els quocients

9g(y) o (x)

o __ Ox
o) T

Ates que cada quocient depen d'una variable que li és propia i que no apareix a I’altre,
arribem a la conclusié que aquests han de ser una mateixa constant, -B. Integrant
cadascuna de les igualtats on intervé la constant 3, s’obté

f(x)z ae™ . g(y) =ce™, (1.3.3)

on a 1 ¢ sén constants.

La constant 3 és comu als dos sistemes 7 i II. Es pot arribar a demostrar que, en
general, es manté el seu valor encara que es variin les variables N i V. Es per aixd que
es conclou que la variable B només és funci6 de la temperatura. Més endavant també
demostrarem que se satisfa la igualtat

essent k la constant de Boltzmann.

Aixi doncs, 1 segons les expressions (1.3.3), podem afirmar que l'avaluaci6 de les
probabilitats d’ocupacié (I.3.1) es fan de forma genérica a través d’una exponencial de
la forma

—BE,
pi=aeﬁ’,

on hem recuperat el significat del simbol x o y. Aqui I’index 7 identifica I’estat quantic
que presenta el sistema.
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En haver-se de complir que la suma de les probabilitats ha de ser la unitat, és
immediat comprovar (exercici 1.2.1) que el factor preexponencial a és l'invers de la

funcio
0N BE,
a —Q—Ze ’ (13.4)

on la suma es fa sobre tots els estats del sistema. La funcié Q ¢és la funcié de particié
canonica.

Caldra tenir present que, per a qualsevol estat del sistema, sempre es pot avaluar la
probabilitat d’ocupaci6 p;. Es tracta de probabilitats definides a priori en el sentit que
no ¢és necessari que el sistema es trobi en aquell estat, només cal que el sistema s'hi
pugui trobar en algun moment (condicié d’ergodicitat, seccid 1.1). El tractament
estadistic es fa en els termes segiients: donat un sistema termodinamic, es consideren
els estats quantics que eventualment pot presentar. Per a cada estat es calcula la seva
probabilitat d’ocurréncia. Tot aixo es fa obviant en quin estat es troba realment un
sistema en particular (de fet, a la practica tampoc ho podriem saber mai!). Es en el
moment en que es disposa d’un col-lectiu de N membres quan cal calcular quants (i no
quins) d’ells es troben en un determinat estat. Aquest calcul formal es fa senzillament
multiplicant les probabilitats pel nombre total de sistemes que formen el col-lectiu. Els
nombres resultants’, n;, son els nombres d’ocupacio6 de cada estat:

n,=Np; . (1.3.5)

3 De fet, tal i com es planteja I’estudi teoric i com veurem a la seccid segiient, son els valors
numérics de les ocupacions #; els que determinen les probabilitats p; i no al revés.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



E. Besalu / Probabilitat d’ocupacié de cada estat 21

Exercicis de la seccido 1.3

1. Considerar un col-lectiu canonic els 3 membres del qual presenten 3 estats amb
energies 0, 1 i 1 (en unitats arbitraries). Agrupar els estats per nivells i avaluar la
funcié de particio6 del col-lectiu.

A la Figura 1.3.2 s’han representat els 3 estats agrupats en 2 nivells. La funcio
de partici6 del col-lectiu canonic s’obté a partir de la seva definicio:

3
0= ZeiBE" =e P pe Pl p o o0 Lo Pl L o

-1

O=1+2e" =1+2e.

El valor numéric de la funcié de particié candnica depén de la temperatura, 7,
del sistema termodinamic.

_ Nivell 2: 2 estats d’energia 1

—_— Nivell 1: 1 estat d’energia 0

Figura 1.3.2. Els 3 estats del problema 1 agrupats en dos nivells. Les
unitats energetiques son arbitraries.

2. Un collectiu esta format per un mili6 de membres. Cada membre presenta dos
estats quantics que etiquetem com a 1 i 2. La probabilitat d’ocupacié de 1’estat 1 és
igual a p;=0.2. Quina és la poblaci6 de cada estat ?

Si el nombre de membres és N:106, un total de n,=Np, es trobaran ocupant
I’estat quantic nimero 1. Asumir aixo és el mateix que atribuir a la probabilitat
p1 un significat de freqiiéncia relativa (apéndix C) perque podem escriure
p1=ny/N. El calcul ens dona n;=200000. Aixi doncs hi ha 200000 membres que
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es troben ocupant 1’estat quantic niimero 1. No sabem quins membres ocupen
aquest estat, només sabem quants l’ocupen i aquest és el significat dels
nombres d'ocupacié. Més endavant veurem que, en Termodinamica
Estadistica, aquesta informaci6é és suficient per poder calcular magnituds
termodinamiques dels sistemes.

Pel que respecte al nombre d’ocupacié de I’estat 2, i atés que cada membre
només pot trobar-se en un dels dos estats, caldra que es compleixi n;+n,=N,
d’on obtenim que 7,=800000. El calcul que s’acaba de fer és equivalent a
considerar que, en termes relatius, s’ha de complir que 1=p;+p,. Llavors, la
probabilitat d’ocupacié del segon estat és p,=1-p;=1-0.2=0.8 i el nombre
d’ocupaci6 corresponent també 1'hauriem pogut obtenir, és clar, a partir de la
relacié n,=Np,=800000.
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.4 El col-lectiu canodnic: configuracions, pesos i la
configuracié dominant

En aquesta secci6 es presenten conceptes i definicions basiques sobre els que es
sustenta la teoria de la Termodinamica Estadistica. Es per aixd que ens estendrem forca
en les explicacions que s'exposaran. Tot i que a vegades s’incorri en redundancies,
I’autor creu que val la pena insistir en alguns aspectes per tal de potenciar-ne la seva
comprensio. Pel lector novell, aquesta seccid segurament és una de les que presenta un
major grau de dificultat. La contrapartida la trobem en el fet que, una vegada superada
aquesta fase, el desenvolupament de la resta de la teoria es fa molt més planer. Amb
anims de facilitar I’assimilacio del que aqui es dira, s’ha procurat donar les pautes per
fer una segona lectura al text. Concretament, tots els peus de plana indicats amb
asteriscs fan referéncia a la mateixa idea que s’acaba d’exposar en el text principal,
perod aplicada a un exemple més practic o a un sistema com, per exemple, un gas real o
ideal. En fer aix0, la intenci6 de 1’autor és que el lector es pugui fer una idea fisica del
concepte que es comenta en aquell moment. Es recomana també haver llegit els
apendixs I i J que es troben al final d’aquest Ilibre.

En aquest capitol es justifica la necessitat de fer una estadistica sobre el col-lectiu i que
aquesta estadistica no pren en consideracio totes les dades del sistema termodinamic.

1.4.1 Consideracions sobre els col-lectius

En aquest text estudiarem el col-lectiu canonic. Gibbs va triar I'adjectiu canonic perqué
vol dir basic, estandard o patrd. Considerarem com a membre del col-lectiu a un
sistema macroscopic. Per exemple un gas, una mescla en equilibri, un cristall, ... En
aquests casos, el col-lectiu esdevé un conjunt idealitzat de sistemes macroscopics.
Aquesta ¢és, en termes generals, la visié que tenia Gibbs en el moment d’aportar les
seves contribucions a la Termodinamica Estadistica. En altres llocs de la
bibliografia (i aquest és un cas freqiient en llibres de Quimica Fisica generals) es pot
trobar un enfocament diferent, més afi a les idees de Maxwell i Boltzmann: es
consideren com a membres del col-lectiu cadascuna de les molécules que formen un
sistema termodinamic com, per exemple, un gas. En aquesta aproximacio, un sol
sistema macroscopic ja constitueix el col-lectiu canonic. Es en aquest cas quan es
dona el fet que el nombre de membres del col-lectiu, N, és de I’ordre del nombre
d’Avogadro. La formulaci6 matematica és la mateixa pels dos tipus
d’aproximacions. De fet, prendre un o altre punt de vista no és res més que adoptar-
lo com a un patrd sobre el que es va desenvolupant la teoria. Els dos punts de vista
es poden agrupar en un sol tipus de concepte si es treballa sobre objectes
indeterminats i no sobre sistemes fisics concrets.

Des d'un punt de vista purista i d’adeqiiacio al missatge que es vol transmetre en aquest
llibre, creiem que és més licit (tal i com afirma Schrodinger) considerar I’enfoc de
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Gibbs. Podem donar varies raons per justificar la seva adopci6 com a criteri general de

treball:

1)

2)

3)

4)

El nombre de sistemes del col-lectiu (V) pot ser un nombre tan gran que, fins i
tot, el podem considerar, a efectes practics, quasi infinit. En realitat aquest
numero NV sera tan gran com sigui necessari a fi i efecte que es compleixin tots
els requisits que demana I’aplicaci6 d’una “estadistica de grans nombres”.

Pel que es comenta a 1’apendix I, podrem utilitzar I’aproximaci6 d’Stirling en
el seu pur sentit matematic. En tendir V a infinit, I'error en la aproximacio es
pot prendre virtualment com a zero.

Pel cas del col'lectiu canonic, el punt de vista que considerarem aqui permet
definir sense ambigiiitat la temperatura de cada membre del col-lectiu: és la
temperatura d'un gas, d’un solid, ..., de qualsevol sistema fisic real.

El criteri que adoptarem permetra emprar directament l'expressio (I.1.2),
perque té sentit parlar de les propietats mecaniques del membre del col-lectiu,
atés que aquest €s un sistema fisic real macroscopic.

Tot i aixo, pel que respecte al tractament que es fara aqui del collectiu canonic,
assignar una energia fixa per a tot el col'lectiu (E) no té una interpretacio fisica
immediata. Perd podem considerar que, en fixar-la, s'estda definint indirectament
l'energia interna mitjana (U) de cada membre del collectiu (U=E/N). En aquest
moment estarem dotant als membres del collectiu d'una propietat addicional
preestablerta. De fet, pero, en considerar I’estudi d’un o altre tipus de col-lectiu, el que
sempre cal fer és atribuir a cada sistema un minim de parametres termodinamics fixats
a priori. A partir d’aqui se’n poden calcular els altres.

Per I’altre banda, si consideréssim l'altre criteri, el de Boltzmann, on cada membre del
col-lectiu és una particula, podriem argumentar que:

1)

2)

3)

4

El nombre de membres del col-lectiu sera gran i finit: de l'ordre del nombre
d'Avogadro. Aquest nombre és suficientment gran com perque també els
resultats numeérics obtinguts sobrepassin la precisio6 de les mesures
experimentals.

En emprar ’aproximacio d’Stirling tampoc es comet cap error apreciable,
tal i com es pot inferir per extrapolaci6é dels resultats de la Taula 1.1 de
I’apéndix 1. L’error comes sempre sera molt més petit que qualsevol error
experimental. Sera doncs, indetectable.

No té sentit parlar de la temperatura d'una particula. En aquest cas cal
entendre que la temperatura la fixa el propi col-lectiu, que cada molécula
(membre del col‘lectiu) esta termostatada per la resta. Aixi doncs, el parametre
temperatura no seria propi de cada membre sin6 del col-lectiu.

Estrictament parlant, no podriem aplicar I'expressio (I.1.2) perqué no es pot
definir una propietat mecanica (com la pressid) o termodinamica (com
I’entalpia o ’entropia) d’una unica particula.
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5) Malgrat tot, aquest punt de vista disposa d’una avantatge referent a la
definicid de l'energia total del collectiu: aquesta energia interna es pot
considerar com la que caracteritza el sistema macroscopic en estudi
(considerat aillat de la resta de I'Univers). Llavors el valor de E cobra sentit
fisic i els valors dels parametres E; esdevenen les energies de cada particula.
Tot i aix0, en aquest cas tampoc es contemplen les energies d’interaccio entre
els diferents membres.

TVN TVN TVN

1E1 2E2 3E2

TVN

N Eg

Figura I1.4.1. Representacio esquematica del col-lectiu canonic.

Pel que respecte al contingut del desenvolupament teoric, pot ajudar al lector pensar
que cada membre del col-lectiu candnic €s un gas o alguna altra entitat macroscopica
ubicable fisicament en un laboratori. En determinades ocasions emprarem el segon

* A efectes didactics, preferentment ideal.
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criteri pero per una rad concreta: per la senzillesa i simplificacié que requereixen alguns
exemples numérics que trobarem en els apartats d’exercicis.

NN,NV,E NN.NV.E NN.NV.E
1 2 3
| [
| [
[ |
[ | |
[ ||

NN, NV, E

Figura 1.4.2. El col‘lectiu microcanonic de col-lectius canonics.

Tal i com ja s'ha dit abans, dissenyem mentalment cada membre del col-lectiu canonic
amb el mateix volum V, nombre de particules N i temperatura 7 que caracteritza un
sistema original que es replica un nombre molt gran i finit de vegades, N. La Figura
1.4.1 és una representaci6 del col-lectiu canonic. Observem que aquest col-lectiu esta
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format per N membres numerats i distingibles, localitzats*. Cada membre té assignat
un valor energetic. Aquestes energies no tenen que ser totes idéntiques™, pero segura-
ment hi haura membres que poden compartir el mateix valor energétic (s'ha indicat aixo
en representar que els membres 2 i 3 de la Figura 1.4.1 tenen la mateixa energia) i, per
tant, es troben en el mateix nivell energétic, encara que possiblement no en el mateix
estat quantic'. Cada sistema esta separat dels veins per parets impermeables, rigides i
diatérmiques, de manera que un sistema esta termostatat per tots els altres.

El segon postulat de la Termodinamica Estadistica també es pot aplicar al col-lectiu
canodnic si aquest es considera de forma global un sistema termodinamicament aillat i,
per tant, amb una energia E també constant i perfectament definida. El col-lectiu
candnic se separa de la resta de I'Univers amb parets impermeables, rigides i
adiabatiques. Aquest col-lectiu ocupa un volum igual a NV, t¢ NN particules i una
energia total

Ates que aquests parametres son constants per a cada col-lectiu canonic, podem dir que
cada col-lectiu canonic és membre d’un col-lectiu microcanonic®. Aquest supersistema
es mostra a la Figura 1.4.2. Alla es representa un col-lectiu microcandnic els membres
del qual sén col'lectius canonics. Cada col-lectiu canonic té, alhora, els seus membres
(aixd només s'ha representat graficament i esquematic per a un sol cas). Atés el segon
postulat, en el supersistema col-lectiu microcanonic de collectius canonics tots els
col-lectius canonics tenen la mateixa probabilitat d’ocurréncia pel fet que tots ells tenen
la mateixa energia E. Aquest fet €s independent de quina sigui la distribucio d’energies,
{E;}, que es reprodueix al llarg de tots els membres de cada col-lectiu canonic. En
properes seccions esbrinarem com es defineixen en termes practics els estats quantics
en que es pot trobar cada membre del col-lectiu canonic. Ara només ens cal pensar que
aquests estats es descriuen per combinacié dels estats quantics en qué es poden trobar
les particules contingudes a cada membre**. Assumirem sempre que el nombre
d’estats assolibles de cada membre del col-lectiu canonic és molt més gran que el

* A efectes del tractament estadistic i matematic, aquests membres es comporten com els
atoms o molécules d’un cristall: la seva posicid espacial és localitzable a través de les seves
coordenades i aixo els fa distingibles uns dels altres.

** Pel cas del gas ideal, atés que Penergia esta lligada directament a la variable temperatura,
es poden confondre els col-lectius candnic i microcanonic.

' Tot i aixo, en la part teorica d’aquesta seccid considerarem que els nivells dels sistemes no
estan degenerats, ¢s a dir, identificarem estat amb nivell. Es a I’exercici 2 d’aquesta seccid on
s’introdueix formalment la degeneracié dels nivells.

2 En altres paraules, es pot recorrer al collectiu canonic quan el sistema estudiat es pot
considerar una part d’un col-lectiu microcanonic.

“*Per les particules d’un gas ideal simple, sense estructura interna, aquests estats son els
quantics translacionals (veure 1’apéndix E). En considerar atoms o molécules també caldra
tenir en compte les contribucions dels estats quantics rotacionals, vibracionals, electronics i
nuclears.
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nombre de membres que el constitueixen. En aquest suposit, es pot demostrar que les
fluctuacions (seccio 111.16) en I’energia del sistema son menyspreables i es pot pensar
que aquesta energia és una constant. En altres paraules, si les particules constituients de
cada membre tenen 1’opcié d’ocupar un nombre molt gran d’estats quantics diferents
(tal 1 com veurem més endavant), llavors la combinacié d’aquests estats origina un
nombre monstruds d’estats que pot assolir cada membre del col-lectiu. Tot i aquesta
llibertat, el requisit de mantenir la temperatura constant provoca que els membres
presentin una energia també constant*. Totes aquestes consideracions ens portaran a
desenvolupar 1’anomenada estadistica de Maxwell-Boltzmann, la qual s’aplica a
sistemes o particules distingibles**. La propietat de distingibilitat és un concepte
classic i és per aixo també que es refereix a aquesta estadistica com a model classic.

En el col'lectiu canonic estudiarem les anomenades distribucions o configuracions, ¢s
a dir, les maneres diferents que té el collectiu per assolir l'energia total i fixa E.
Especificar una distribuciéo no és res més que indicar de forma explicita quants (no
quins) membres tenen una energia concreta. No ens interessa saber quins membres
tenen una determinada energia ni quina energia té un membre determinat. Es per aixo
que, per definir una distribucid, només cal especificar els anomenats nombres
d'ocupacio o poblacions de cada estat del col-lectiu canonic. El nombre d'ocupacié #;
indica quants membres del collectiu tenen una determinada energia E;. Alguns
d'aquests nombres d'ocupacié poden ser zero. Per exemple, podem especificar una
configuraci6 dient que, en el collectiu, disposem de:

n; membres en estats o nivells amb energia £
n, membres en estats o nivells amb energia £,

Per denotar-ho de forma rapida posarem en correspondéncia biunivoca el conjunt de
.y . . 3
nombres d’ocupacid, Q={n,n,,...}, amb un vector associat d'energies {E,E,,...}:

Q={nn} & {ELEs .} (L4.1)

" Precisament un cas extrem d’aixd ho constitueix el gas ideal: la temperatura fixa
completament 1’energia del sistema.

* Formalment, desenvoluparem 1’estadistica sobre els membres del collectiu. Ja s’ha
comentat que aquests son distingibles perque estan localitzats. Finalment, pero, I’aplicacio es
fara sobre sistemes fisics com, per exemple, un gas. Tot i que les particules del gas no son
distingibles (no estan localitzades), la formulacié s’adaptara a aquest fet. Aixo permetra
aplicar també a aquests sistemes ’estadistica classica de Maxwell-Boltzmann.

3 Aqui fem comengar el subindex amb el valor numeric de 1. En alguns casos també es fara
servir el valor inicial 0.
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Si s'adopten aquestes premisses, caldra tenir present en les manipulacions algebriques
que shan de complir sempre dues condicions restrictives. Una respecte al nombre de
membres del col-lectiu en relacié als nombres d'ocupacio:

N = 2 nis (14.2)

i l'altra relacionada amb I'energia total del col-lectiu:

E= 2 nE;. (14.3)

Donada una configuracio, el collectiu la pot manifestar de moltes maneres.
Precisament aixo és aixi pel fet que, en indicar els nombres d'ocupacid, no s'especifica
quins membres del col-lectiu es troben comptabilitzats en cada nombre. Aixi doncs,
cada configuracié és compatible amb tot un conjunt de microestats o complexions®
(veure I’exercici 1 de ’apendix B). Especificar un microestat és el mateix que assignar
a cada membre del col-lectiu una energia concreta, és a dir, ubicar-lo en un nivell. Un
microestat pertany a una determinada configuracié si els nombres d'ocupacié del
microestat son els mateixos que els que defineixen la configuraci6. Al nombre de
microestats que engloba una configuracio se 'anomena pes de la configuracio.

Veurem un exemple numéric dels conceptes que s'acaben d'enunciar. Efectuarem el
calcul del pes de cada configuracio i també generalitzarem els resultats per tal
d’enmarcar-los en una teoria d’aplicacié més universal.

1.4.2 Un exemple numeéric

Aqui es presenta un exemple practic de recompte de complexions. Efectuarem els
calculs considerant les restriccions en el nombre de membres i 'energia que té el
sistema en estudi a través de les condicions (1.4.2) i (1.4.3), respectivament. Al final,
veurem com una sola configuracio (la que engloba més microestats i, per tant, la que té
el pes més gran) és la que aporta majoritariament tota la significacid estadistica.
Aquesta configuracié amb pes maxim s'anomena configuracié dominant. Juga un
paper capdal en la disciplina de la Termodinamica Estadistica i és la que, a la practica,
defineix les caracteristiques macroscopiques mitjanes dels membres de col-lectiu i, per
tant, dels sistemes fisics sotmesos a estudi.

* Aquest és el nom donat per Planck i que encara s’utilitza avui dia.
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Suposem I’existéncia d’un col‘lectiu canonic amb N=3 membres’ idéntics etiquetats a,
bicique es troba representat a la Figura 1.4.3:

TVN TVN TVN

Figura 1.4.3. Tres membres d’un col-lectiu canonic.

Convindrem, de forma arbitraria, que cada membre del col-lectiu només pot assolir 4
estats quantics amb energies respectives iguals a {0,1,2,3}, en unitats arbitraries. En un
principi, i des del punt de vista purament combinatorial, si no imposéssim cap
restriccid, hi hauria 4°=64 microestats possibles. Cada microestat ens especificaria
quina energia adopta cada membre del col-lectiu. Aquests microestats serien els que
segueixen:

Microestat no. 1: {£,=0,E,=0,E=0}
Microestat no. 2: {£,=0,E,=0,E~=1}
Microestat no. 3: {£,=0,E,=1,E=0}
Microestat no. 4: {E,=1,E;=0,E=0}
Microestat no. 5: {£,=0,E;=0,E=2}

Microestat no. 64:{E,=3,E,=3,E=3}.

Veiem que podem associar la idea de microestat a cada possibilitat fisica i real
d’assignacio energética als membres. A cada membre sempre el caracteritza una
energia i el llistat de microestats dona compte de totes les possibilitats factibles.

Atesa la restricci6 (I1.4.3), ens cal assignar una energia fixa E al col-lectiu. Es per aixo
que no tots els 64 microestats ens son d’interés. Suposarem que restringim les
condicions de tal manera que I’energia total E del col-lectiu sigui igual a 3 (també en

3 Podrien ser 3 aliquotes d’un gas real o ideal. Triem aquest nombre de membres per tal de
simplificar els calculs. Es clar que la teoria que desenvoluparem no es pot aplicar mai a un
col-lectiu amb tan pocs membres. De fet, aquest conjunt tan reduit no es pot considerar
realment un col-lectiu.

. . N ,
* Per sistemes reals, aquest nombre és immens, de 1’ordre de 107 o més.
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les mateixes unitats arbitraries). Ara, les 64 possibilitats originals es redueixen a 10, les
quals hem agrupat escaientment:

L Ql . {Eazl,Ebzl,Eczl}
[ ] Qz . {Ea:3aEb:09Ec:0} , {EaZO,Eb:3,EC:0} . {EaZO,EbZO,EL.::’;}

° 93 . {EaZZ,Ebzl,ECZO} , {Eazl,EbZO,ECZZ} . {Eu=O,Eb=2,EL.=l},
{E=2,E,=0,E~1} , {E~1,E.=2,E=0} , {E~0,E,=1,E=2}

S’han fet 3 grups de microestats. A cada grup se I’anomena distribucié. Aquesta
agrupacio en distribucions t€ sentit fisic: les reordenacions dels membres dins una
mateixa distribucié condueixen a la mateixa situacio fisica on el col-lectiu presenta les
mateixes propietats” fisiques o termodinamiques. De 1’exemple es desprén que caldra
fer una estadistica sobre les 3 distribucions.

Cada distribuci6 té assignada uns valors concrets de les magnituds termodinamiques
(energia, capacitat calorifica, pressio, entalpia, ..) de tal manera que tots els
microestats que la defineixen en comparteixen el mateix valor numeéric. Aixi doncs,
per obtenir el valor mitja de cada magnitud, caldra fer una mitjana ponderada a través
de les diferents distribucions. Cada distribuci6 té la seva importancia relativa, la qual
es quantifica a través d’un pes estadistic (o, en els termes de I’apéndix C, d’una
freqliéncia absoluta d’aparicid) que és igual al nombre de microestats que engloba.
Aixo és aixi perque, atés el segon postulat, tots els microestats tenen la mateixa
probabilitat d'ocurréncia perque tenen la mateixa energia. Cada distribucio té, en
general, un pes diferent (nombre de microestats que engloba), i aixi podem afirmar
que, en general, no totes les distribucions tenen la mateixa probabilitat d’ocurréncia. A
I’exemple, hem anomenat a les 3 distribucions possibles Q;, Q, i Q;. Cadascuna
d’elles engloba a 1, 3 i 6 microestats, respectivament. Per definicid, aixo vol dir que
aquestes distribucions tenen pesos respectius de W(Q)=1, W(Q,)=3 1 W(Q3)=6. En els
termes de nomenclatura emprats a I’apéndix C, podriem dir que el conjunt de tots els
10 microestats formen un conjunt mostral €. Llavors, cada distribucié defineix una
classe i els pesos respectius en permetran calcular la probabilitat d’ocurréncia de
cadascuna d’elles. A la Figura 1.4.4 es llisten les tres distribucions i també les
respectives complexions assignant a cada membre del col-lectiu un estat energétic
particular.

* Per exemple, en considerar la distribucié Q,, es disposa d’un gas amb energia igual a 3
unitats i d’uns altres dos amb energia nul-la. Hi ha tres maneres (microestats) d’aconseguir
aixo (que el gas que tingui energia 3 sigui el primer, el segon o el tercer), perd cada opcid
genera un col-lectiu idéntic als altres en el sentit que fer una estadistica en ell aportaria els
mateixos resultats. Aixo és aixi perque ’ordre d’especificacio dels membres del col-lectiu és
irrellevant. En I’exemple que considerem ara, I’energia mitjana de cada membre sempre seria
igual a (3+0-+0)/3=1/3 en unitats energétiques.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



32 Termodinamica estadistica

Distribucié ©,={0,3,0,0}. Distribucié ©,={2,0,0,1}.
1 Complexi6: pes W(Q)= 1 microestat. 3 Complexions: pes W(£2,)=3 microestats.
Energia Energia
3 3 a b c
2 2
1 abc 1
0 0 be ac ab

Distribucié Q;={1,1,1,0}.
6 Complexions: pes W(Q3)=6 microestats.

Energia
3
2 a c b a b c
1 b a c c a b
0 c b a b c a

Figura 1.4.4. Esquema dels microestats a les distribucions Q;, Q, i Q; (recordar
la notacio estipulada a ’apéndix B).

Acabem de veure que els microestats s'agrupen en les distribucions conferint-les-hi el
seu pes termodinamic o estadistic. El calcul d’aquest pes requereix recorrer a técniques
de la combinatoria. Segons el que s’ha comentat a I’apéndix B, es procedeix al comput
dels pesos emprant les permutacions amb repeticio (recordar 1’exercici B.1):

W(Ql) L s W(Qz) 5 35 W(Qa) 5

~ 031001 ~200m =T~ °

En el numerador de cada expressi6 hem indicat el nombre total de membres del
col-lectiu i el denominador sorgeix del fet que es té en compte que cada permutacié de
membres dins un mateix nivell energétic €s irrellevant en relacio als nostres proposits
de calcul.

Aixi, el sistema que s'estudia aqui presenta un total de 1+3+6=10 complexions
diferents:

ZW(Q,.)= 10.

Tal i com ja hem enunciat abans, el segon postulat de la Termodinamica Estadistica,
atés que totes les complexions tenen la mateixa energia, s’assumeix que cada
complexio té la mateixa probabilitat d'ocurréncia. Aixo vol dir que el sistema dels 3
membres que es representa a través del collectiu anira fluctuant a través de les 10
complexions (mantenint sempre l'energia total constant de 3 unitats). Al llarg
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d’aquestes fluctuacions® es manté sempre la mateixa probabilitat d’adoptar 1estructura
d’un o altre microestat. Llavors hi ha una probabilitat de 1/10 que el sistema fisic
presenti una complexio de la distribucié Qi, €s a dir, que es faci compatible amb la
distribuci6 €; hi ha una probabilitat de 3/10 que ho faci respecte la distribucio €, i una
probabilitat de 6/10 que ho faci respecte la distribucié €2;. En general, la probabilitat
d'ocurréncia d'una determinada distribucio és

rlQ.)= ZT(Q/) : (14.4)

on els termes del numerador i del denominador actuen, de forma respectiva, com els
parametres #; 1 N que es descriuen a ’apéndix C.

Els microestats que aglutina una determinada distribuci6 son indistingibles: aixo vol dir
que totes aquestes complexions confereixen al sistema les mateixes propietats fisiques’.
Tanmateix, i en general, distribucions diferents atorgaran al sistema propietats
termodinamiques distintes’, tot i que sempre es mantindran fixades 1’energia i els
parametres que defineixen els membres del collectiu. Es precisament aquesta
circumstancia la que ens aboca a efectuar una estadistica sobre les diferents
distribucions. Aquesta estadistica permetra definir els valors mitjans de les magnituds
termodinamiques que ens son d’interés. En resum doncs, podem pensar que es
compleixen les premisses segiients:

1) Tots els microestats tenen la mateixa probabilitat d’ocurréncia (segon principi
de la Termodinamica Estadistica).

2) Una distribuci6 aglutina a un conjunt de microestats de tal manera que tots ells
confereixen al sistema les mateixes propietats fisiques. Podem afirmar, doncs,
que cada distribuci6 esta associada a un conjunt particular de valors de les
propietats fisiques i termodinamiques que pot presentar el sistema.

3) Ates que no hi ha uniformitat en quant al valor numeéric del pes de cada
distribucio, caldra fer una estadistica per tal de trobar valors mitjans de
les propietats termodinamiques del sistema. Es tracta de calcular aquests
valors a través d’una mitjana ponderada de les magnituds i a través de les

8 Es podrien arribar a entendre també com a fluctuacions temporals.

7 Si bé un membre del col-lectiu pot trobar-se en un determinat nivell energétic, el fet que
aquest nivell estigui degenerat i aglutini a molts estats quantics diferents implicaria que les
propietats fisiques exhibides depenéssin també dels estats. Per tant, no és només el fet
d'ocupar un determinat nivell energetic el que garantitza la manifestacié d'una determinada
propietat fisica macroscopica. Darrera aquest raonament hi ha subjacent I'aplicacié d'una altra
estadistica: la que dota de mitjanes a les propietats fisiques que sén compatibles amb
I'ocupacié de nivells quantics degenerats.

* Es clar que, per exemple, 1’energia d’un dels membres del col-lectiu depén de la distribuci6
que es consideri.
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distribucions. Els pesos de cada distribucid actuen com a pesos estadistics i
d’aqui en prové el seu nom.

Per a cada distribucié podem calcular les proporcions d'ocurréncia de poblaci6 de cada
estat. Aquestes proporcions les denotem a través del conjunt de quocients {n/N}. En
relaci6 a l'exemple que ara estudiem disposem dels resultats segiients :

Distribucio Q,={n;}={0,3,0,0}: {n/N}={0,1,0,0}.
Distribucio Q,={n;}={2,0,0,1}: {n/N}=1{2/3,0,0,1/3}.
Distribucio Q;={n;}={1,1,1,0}: {n/N}=1{1/3,1/3,1/3,0}.

També podem obtenir les mitjanes de poblacid de cada nivell. Aquestes mitjanes es
calculen considerant el segon postulat de la Termodinamica Estadistica: si s'admet que
cada complexi6é t¢ la mateixa probabilitat d'ocurréncia que les altres, llavors les
mitjanes d'ocupaci6 de cada nivell son les mitjanes de les poblacions ponderades pels
pesos de cada distribuci6 (apéndix C) i aquestes es defineixen com

B ZW(QJ)’%‘ (Q/)

"see)

(14.5)

on el simbol n(L;) representa el valor que pren el niimero d'ocupacidé »; en la
configuracié €2, La suma es fa per totes les distribucions que compleixen les

restriccions del sistema. L’expressio pels termes 77, és analoga a la relaci6 (C.4) i, en
I'exemple que estem considerant, ens permet calcular el valor de

_IX0+3x2+6x1 12
) 1+3+6 10

1 de la mateixa manera es calculen

* En fer una estadistica sobre un col-lectiu amb prou membres, aquestes proporcions
d’ocurréncia ens indiquen la proporcié de temps que un membre es troba en un determinat
estat. D’aqui es pot inferir quin valor mitja temporal exhibira en relaci6é a una determinada
propietat mecanica.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



E. Besalt / El col.lectiu canonic 35

~ 9 _ 6 _ 3
o100 100 ™ 10
Es clar que sempre es complira
N zznw (14.6)

tal i com es pot demostrar facilment (problema 1) i comprovar per l'exemple sobre el
que ara treballem.

Hem vist que les mitjanes dels pesos de cada distribuci6 es calculen seguint la recepta
(1.4.5). Aix0 ens dona la pauta per calcular per una altra via® la probabilitat que un
membre del col-lectiu es trobi en un nivell energétic i determinat. Aquesta probabilitat
val

p == (L4.7)

complint-se, naturalment,

ates que es satisfa la relacio (1.4.6).

Una vegada hem arribat a aquest punt, ens podem plantejar quin valor pot prendre la
mitjana d’una propietat mecanica (o termodinamica) M en aquest col-lectiu. Segons el
primer postulat (secci6 1.2), aquesta mitjana també la manifestara cada membre, és a
dir, cada sistema fisic del laboratori. Suposem que, quan el sistema membre del
col-lectiu canodnic es troba en un estat energétic E;, ens manifesta un valor de la
propietat M; que esta en correspondéncia amb el de I’energia’. En relacié a I’exemple

8 En aquesta seccid no recorrem a la relacié (1.2.1). Precisament amb la informacié donada
aqui es deduira aquesta relacio a la propera seccio.

* En el cas del gas ideal sense estructura interna, aquesta energia estd relacionada amb la
distribucié d’energies cinétiques de les particules del gas. Aquesta distribucio origina, de
retruc, les distribucions de les freqiiéncies i intensitats dels xocs de les particules amb les
parets del recipient que les conté. La pressio que experimenta el gas és una manifestacio (en
forma de mitjana!) d’aquests fets.
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que estudiem, considerarem ara les associacions que s’estableixen al llarg de les
diferents fileres de la Taula 1.4.1:

Estat i Valor de E; Valor de M; Probabilitat p;
1 0 0 4/10
2 1 2 3/10
3 2 3 2/10
4 3 4 1/10

Taula 14.1. Associacions per fileres d’alguns dels parametres que
caracteritzen als diferents nivells del sistema model comentat en el text. Les
unitats son arbitraries. Amb aquestes dades es pot avaluar la mitjana de la
magnitud M (veure el text).

La mitjana d'una magnitud macroscopica M sha de calcular conforme a l'expressid
(I.1.2). Es a dir:

M=% pM, :Z%M,..

Utilitzant els resultats numeérics previs veiem que la mesura de la propietat
macroscopica M té el valor mitja

M =iXO+iX2+£X3+LX4 =§ unitats arbitraries.
10 10 10 10

Com hem d’interpretar aquest resultat? En el marc de la Termodinamica Estadistica
hem de considerar que el sistema fisic en estudi (membre del col-lectiu canonic) pot
presentar de forma “instantania” un valor de la magnitud M igual a 0, 2, 3 0 4 (en les
unitats escaients). Gracies a Destudi dels diferents microestats i de les seves
agrupacions en distribucions hem vist que aquests quatre valors no tenen la mateixa
probabilitat d’ocurréncia. En un espai de coordenada temporal aixo vol dir que els
temps de manifestacié de cada valor son diferents entre ells. Finalment, per tal de
reproduir el valor experimental de la propietat A, cal considerar un valor mitja
ponderat. En Termodinamica Estadistica aquest calcul no es fa emprant la variable
temps sind mitjangant ’avaluacid de les probabilitats d’ocurréncia de cada estat.
Implicitament s’assumeix que cada microestat té el mateix temps de vida mitjana, ates
que I’energia és la mateixa per a tots (segon postulat).

* Pel cas de I’hipotétic gas ideal que moltes vegades considerem, la pressi6 del gas seria de
8/5 unitats de pressio. Aquest valor numéric s’ha obtingut amb el coneixement que 4/10 parts
del temps el gas exhibia una pressio instantania igual a 0 (és a dir, cap molécula impacta amb
les parets del recipient que les conté), 3/10 parts del temps de 2 unitats, 2/10 parts del temps 3
unitats i, finalment, exhibia una pressi6 instantania de 4 unitats només 1/10 part del temps.
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En aquest exemple senzill ja apreciem que hi ha una distribucié que presenta una
probabilitat d'ocurréncia més gran que les altres. Es tracta de la distribucio €;,
I’anomenada distribuci6 dominant. En Termodinamica Estadistica no s'efectua el
calcul de la mitjana (I.1.2) emprant les probabilitats exactes que acabem de calcular
aqui, sind que es prenen les probabilitats que s'obtenen de la configuracié dominant®.
Aixo es fa aixi perque, en les aplicacions reals, el nombre de distribucions és enorme i
es fa intractable la manipulaci6 de totes elles. En canvi, determinar quina és la
distribucié dominant és molt més senzill i, alhora, licit, perque el seu pes es fa molt
gran en relacio al de les altres distribucions. A continuaci6 veurem que, si només es vol
considerar una sola distribucié que ens permeti fer la descripcié del sistema fisic
sotmes a estudi, la dominant és la candidata ideal. Prendre només en consideracio la
distribucié dominant és equivalent a obviar molts microestats poc rellevants, ja sigui en
nombre o perque les contribucions numeériques que generen i que caldria afegir a la
mitjana es compensen entre elles (efecte de compensacio d’errors). Per altra part, les
distribucions d’alt pes sempre seran molt similars i originaran valors de les propietats
macroscopiques practicament ideéntiques a les obtingudes a través de la configuracio
dominant. De nou aqui hi retrobem un efecte de compensacié d’errors que garanteix
robustesa als valors numeérics que provenen de la distribucié dominant.

Un dels primers detalls que s’observen és que els nombres d’ocupacié mitjans séon molt
semblants als de la distribucié dominant:

o 12 9 6 3
{n17n27n37n4}: Eaﬁaﬁaﬁ

=1{1.2,0.9,0.6,0.3} ~ {11,1,0} = {n, (Q, )} = Q.

En efectuar el calcul de la mitjana a partir d’aquestes dades obtenim els valors
aproximats:

que, en el cas de I’exemple numeric que considerem, son

1
Pi> Pas 3R~ 5 P4RO.

W

Utilitzant aquests valors de les probabilitats a la mitjana (I.1.2) i les altres dades de la
Taula 1.4.1, es pot calcular un valor esperat aproximat de la propietat macroscopica M:

* Es a dir, veurem com realment son aquestes probabilitats les que s’obtenen emprant la
relacio (1.2.1).
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0

]\7=2piMi XO+§X2+%X3+OX4=§unitatsarbitréries.

1
3

En fer aquest calcul aproximat, es comet un error d'un 4.2% respecte el valor exacte.
Basicament, I’error és degut a la reduida mida del col-lectiu que s'ha pres com a model i
al fet que cada membre presenta pocs estats energetics. En situacions reals, 1’error
comes en considerar només la configuracié dominant és negligible i és molts ordres de
magnitud inferior a I’error experimental. Aixd ocorre quan el nombre de membres del
col-lectiu, NV, és molt gran i si, alhora, existeixen molts més estats energétics assolibles
que membres del col-lectiu. Aquests resultats justifiquen la utilitat de fer un us exclusiu
de la configuracié dominant.

A la Taula 1.4.2 es presenta una sinopsi dels calculs efectuats en 1’exemple que hem
desenvolupat. Es mostren les tres distribucions i, mitjancant dues vies, s’obté la mitjana
de la magnitud M. La darrera filera mostra una manera de fer el calcul. A la taula
s’escriu la probabilitat d’ocurréncia de cada distribucid. A sota, s’indica quin valor de
la magnitud, M, esta associat a cada distribucio. El calcul es fa a través d’una mitjana
ponderada dels valors de la magnitud associats a cada estat. Els pesos no son res més
que el nombre de sistemes que poblen cada estat. Els valors numeérics obtinguts de la
magnitud per a cada distribucio son 2, 4/3 1 5/3 de forma respectiva. Tal i com déiem
més amunt, aquests valors tenen significat fisic: si el sistema només es pogués
manifestar en una complexio o distribucio concretes, el valor corresponent de M; seria
el que es mesuraria experimentalment. Finalment, la mitjana de la magnitud es calcula
sumant de forma ponderada aquests tres valors. Es clar que els pesos estadistics de cada
magnitud son les probabilitats d’ocurréncia de cada distribucio, les quals s’obtenen a
partir dels seus pesos termodinamics. També es pot obtenir la mitjana emprant les
dades de les darreres columnes de la taula. En conéixer les probabilitats d’ocupacié de
cada estat, només cal utilitzar-les com a pesos del valor de la magnitud associada a
cadascun d’ells. Els calculs que es mostren a la Taula 1.4.2 sén exactes. Ja hem
comentat que, a la practica, aquest comput és impracticable degut al fet que el
nombre real de configuracions és monstrués. En canvi, a la Taula 1.4.3 es mostra el
calcul que realment es fa en Termodinamica Estadistica: només es té en compte una
sola distribuci6, la dominant. En aquest cas es pot apreciar que es confonen els computs
que es desenvolupen al llarg de la filera com de les columnes (les dues sumes finals son
la mateixa, encara que escrites en ordre invers).

Acabem de veure que un col-lectiu canonic amb una energia total de 3 unitats i format
per 3 membres que poden ocupar els nivells energetics {0,1,2,3}, t&€ una poblacio
mitjana assignada a cada nivell, que els valors de les ocupacions mitjanes son
semblants a les ocupacions de la distribucié6 més probable o dominant i que aixo fa que
les probabilitats d'ocurréncia dels estats es puguin aproximar a les de la distribucié més
probable. La conseqiiéncia immediata és que el calcul del valor macroscopic d'una
propietat del sistema s'ha simplificat, amb el preu de cometre un petit error. Afirmem,
pero, que en un col-lectiu amb molts membres, es poden prendre les ocupacions de la
distribucié més probable com a representatives de tot el col-lectiu en el sentit que les
ocupacions mitjanes exactes prenen practicament els mateixos valors. També s’ha de
dir que tant hi ha desviacions per sobre com per sota del valor que es pretén calcular. El
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teorema del limit central (apéndix C) ens assegura que el valor numéric M es pot
associar a una variable estadistica que té una distribucié gaussiana. Aquesta distribucié
gaussiana estd molt localitzada, té una desviacié tipica de I’ordre de N2 Aixi
concloem que, emprat només les dades aportades per la distribuci6 dominant, en
l'avaluacié de la mitjana (I.1.2) és comet un error negligible i que, per a un sistema real,
aquest error sera molt més petit en comparacio a la precisié que pugi aportar un sistema
macroscopic de mesura.
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1.4.3 El cas general

Procedirem a generalitzar els conceptes que s’acaben de desenvolupar a I’exemple
numeric de ’apartat anterior. Suposem que disposem d'un col-lectiu canonic format per
N membres. Ens referirem a una distribucié indicant els nombres d’ocupaci6 de cada
estat energétic: Q={ny,n,,...}.

El requisit del manteniment de 'energia total del col-lectiu expressat a I'equacio (1.4.3)
priva que moltes configuracions pugin donar-se. Per exemple, la configuracio
{IV,0,0,...}, on tots els membres del col-lectiu es troben a 1’estat basal d’energia, té una
energia total igual a NE| que, en general, és menor que 1'energia del col-lectiu E.

El pes W d'una configuracid Q={nn,,...} és el nombre de maneres diferents que
disposem per assolir dita configuracié. S’ha vist que la formula general per al seu
calcul és:

N! N!
w(Q)=w({n,.n,...J)= mint [ (14.8)

amb el ben entés que es compleixen les restriccions del nombre de sistemes (1.4.2) i de
l'energia del col‘lectiu (1.4.3).

Hem comprovat a l'exemple numeéric que la probabilitat d'ocurréncia per a cada
distribucié Q; ve donada per l'expressio (1.4.4).

Es demostra que, quan s'acudeix al principi de la igualtat de probabilitats a priori
(segon postulat) i quan N pren un valor molt gran, hi ha una configuracié dominant, Q,,
sobre les altres. La probabilitat d’ocupacié de cada estat energétic (I1.4.7) vindra donada
a la practica per la poblacio dels estats que presenta la configuracio dominant. Aixo ho
podem justificar perqué la distribucié dominant té un pes molt més gran que la resta de
les configuracions i es pot escriure:

ZW(Q,-)=W(Qd)+ YwQ,)=w(Q,). (14.9)

i#d

és a dir, la suma dels pesos de les configuracions és practicament el pes de la
configuracié dominant. Aquest fet és el que concedeix a la distribucié dominant el seu
gran pes estadistic. Esdevé el terme més important que cal considerar en el calcul i és
per aixo que rep l’adjectiu de dominant. En aquest cas diem que la configuracio
dominant descriu en termes de mitjanes tot el col-lectiu canonic tal i com s'ha vist a

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



42 Termodinamica estadistica

I'exemple numéric. Aixi doncs, les probabilitats p; definides a la relacio (1.4.7) es poden

aproximar a:
Z W(Qj )ni (Qj ) B W(Qd )ni (Qd )

pi:]NZW(Qj) "M@,

>

i, simplificant, veiem que la probabilitat d'ocupacié d'estats ve determinada per les
ocupacions que presenta la configuracié dominant:

j]'(szd)
LA UL 1.4.10
pl N ( )

Pel que respecta al valor numéric de la propietat M que es vol avaluar en el sistema
termodinamic estudiat, a partir de la definicio (I.1.2) i emprant la relacié anterior es
troba que

H:Z#Mi : (L4.11)

El criteri de representabilitat de tot el sistema per part d'una sola configuracio es
magnifica quan es tracta un col-lectiu amb un nombre de membres molt gran. En aquest
cas, en el limit, les expressions (1.4.10) i (I.4.11) esdevenen igualtats. La probabilitat
d'ocurréncia de la configuracido dominant Q, es fa propera a 1 quan el valor de N
tendeix a infinit i el nombre d'estats accessibles per part de cada membre, Z°, és molt
més gran que /V:

N — oo

= r(Q,)—1.

La demostracid del que s'acaba de dir es pot trobar a la bibliografia (veure el llibre de
D. A. McQuarrie). També hi ha una relacio directa amb el teorema del limit central
(apéndix C): l'error comeés en prendre la configuracié dominant com a representant de
tot el col-lectiu és proporcional a I'invers de 1'arrel quadrada de /V.

Pero les propietats inherents de la configuracié dominant no son totes degudes al fet
que adopta un pes maxim. El valor estadistic central es preserva també per efectes de

? Aquest valor numéric es pot substituir pel de la funcié de particio canonica, Q. Tot i que no
coincideixen numeéricament, el seu significat qualitatiu és el mateix.
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compensacié d’errors, sobretot per part de configuracions amb pesos que també es
poden considerar grans. A la Figura 1.4.4 es representa esquematicament com el pes de
la distribucié dominant destaca respecta els pesos de els altres configuracions. A la
figura, la configuracié dominant se situa en el punt de 1’eix d’abscisses que determina
el centre de la funci6 representada. En realitat, aquesta funcié és molt més alta i estreta
del que s’ha representat aqui.

Pesos W

Configuracions €

Figura I.4.4. Esquema que representa com el pes de la
configuracié6 dominant predomina respecte tots els
altres pesos de les altres configuracions.

Atesos els resultats expressats a les relacions (1.4.10) i (I.4.11), ens cal resoldre el

problema d’identificar quina és la configuracié dominant associada a un col-lectiu
canonic. Aixo ho farem a la propera seccio.
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Exercicis de la seccio 1.4

1. Demostrar la relacié (1.4.6).

Partint de la relacio (1.4.5) s’obté

Z;i: Z szlgT);W(Qj)ni(Qj)

0 sia

S X V@IS
1

"y 2R

J

>

on hem emprat la restriccié (1.4.2). Simplificant, el resultat que en queda és

Sn=N.

2. Deduir la forma equivalent a I'expressi6 (1.4.8) quan es treballa amb nivells
degenerats. En aquest cas, associar a cada nivell d'energia E; un valor de degeneracio

&i-
En el text, s’ha tractat el calcul dels pesos en base a una nomenclatura d’estats

o de mnivells energetics no degenerats. Per exemple, hem representat la
configuracié nimero 2 com

Distribucié ,={2,0,0,1}.

Energia
3 a _b _c_
2
1
0 bc ac ab
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Cada membre del collectiu (a, b o ¢) s’associa a un mateix estat i nivell
energetic. Pero en realitat, pot donar-se el cas que cada nivell estigui format per
diversos estats. Podem considerar, verbigracia, el cas on els 4 nivells energétics
presenten una degeneracid igual a {g;}={3,1,1,2}, respectivament en ordre
creixent d’energia. En aquest supdsit, I’esquema d’estats a ocupar és el
segiient:

Distribucié Q,={2,0,0,1}.
Energia

3 -

2
1 -
0

Ara, per exemple, en el nivell més energetic hi ha dos estats i llavors es poden
fer distincions en parlar de la configuracié on el membre a del col-lectiu ocupa
l'estat de la dreta o de l'esquerra:

a 0 a

En aquest cas, la distribucié €2, es pot assolir de més maneres (presenta més
microestats). Pel que respecta al nivell més energétic, hi ha 2'=2 possibilitats,
mentre que hi ha 3°=9 maneres diferents de repartir els altres dos membres
restants en el nivell amb degeneracio 3:

bc
c b
c b
b c
bc
c b
b c
b c
_bc_

En general hi ha un total de L = gi"‘ possibilitats d’inquibir els 7n; membres

del col'lectiu en els g; estats de cada nivell. Una caracteristica important
d’aquest resultat és que s’admet que no hi ha restriccid6 en el nombre de
membres que poden assolir un determinat estat. Cada membre pot assolir
qualsevol estat de forma independent dels altres membres (aquesta €s una
caracteristica en 1’estadistica de Maxwell-Boltzmann classica: els col-lectius o
sistemes estudiats son independents uns dels altres, veure la seccié 1.6). En
aquest suposit, el pes de cada configuracioé s’haura de calcular com
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Y | B
n,!

i

on N és el nombre total de membres, »; indica els elements de les diferents
, . N n o, . . .
classes d’equivaléncia i el factor g, t€ en compte que hi ha diverses opcions

d’ordenaci6 dins cada nivell energétic.

Aquesta darrera expressio és la general pel tractament de particules
discernibles (o, en general, membres d’un col-lectiu) que poden ocupar un estat
energetic independentment de si altres també ['ocupen. Aquestes particules son
les que segueixen l'estadistica de Maxwell-Boltzmann i s'anomenen boltzons.

3. Calcular de quantes maneres diferents es poden distribuir 3 membres d’un col-lectiu
candnic (o 3 particules distingibles) entre 3 nivells no degenerats si els nombres
d'ocupacio6 {ny,n,,n3} poden ser iguals a: a) {1,1,1}; b) {2,1,0} ic) {3,0,0}.

El calcul és directe a partir de 'aplicacié de la formula (1.4.8). Els resultats son

3! 3! 3!
W=—=6;, h)W=—"x-=3;, ogW=—-—=1
1 210! 3100!

4. Resoldre el mateix problema anterior, perd ara considerant que la degeneracid
respectiva de cada nivell és {g;}={2,3,4}.

Ara cal aplicar la relaci6 deduida a I’exercici 2. Els resultats respectius sén

11 41 27140 340 40
Wzg!ﬂ:144’W:3!234 —136 i W:3!23 4 _g
! 210! 310101

Es evident que la degeneracié ha introduit graus de llibertat addicionals en el
moment de generar microestats. Es per aixo que tots els pesos han augmentat
de manera sistematica respecte als obtinguts a I’exercici anterior. En situacions
de calcul real, les degeneracions poden arribar a prendre valors molt grans,
sobretot en el cas de I’estudi dels estats quantics translacionals (apendix E).

5. Calcular de quantes maneres es poden distribuir 3 particules distingibles entre 3
estats amb energies {0,1,2} de manera que l'energia total del sistema sigui 2. Quina és
la distribucié dominant?
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Per inspeccid es veu que només hi ha dues configuracions possibles:
Q={n;}={2,0,1} 1 Q={n;}={1,2,0}, cadascuna amb un pes igual a 3. En
aquest cas no es pot parlar de distribucié dominant.

6. En els sistemes macroscopics reals, el pes de les configuracions és un nombre
astronomic. Ni tan sols es poden generar aquestes configuracions amb 1’ajut dels
ordinadors moderns perqué rapidament s’assoleix I’anomenada  explosio
combinatorial. Per fer-nos una idea de I’elevat nombre de possibilitats a considerar, es
proposa elaborar un programa informatic que generi totes les configuracions possibles
per un sistema reduit amb energia fixa £=10 unitats arbitraries descrit per només 5
estats energgtics (amb energies de 0, 1, 2,3 i 4 unitats) on s’han d’inquibir un total de
N=6 sistemes o0 membres. Identificar la distribuci6 dominant. Que pot passar si es
volgués modificar el programa per tractar amb un nombre de membres de 1’ordre del
numero d’Avogadro i, alhora, amb un nombre d’estats molt superior al nimero
d’Avogadro?

Hi ha un total de 5°=15625 possibilitats combinatorials de les quals, per
inspeccid, trobem que només 1506 (un 9.6%) compleixen amb la restriccid
energética. A la Taula 1.4.4 presentem el llistat de les 16 distribucions diferents
que hi ha. També especifiquem quin és el seu pes i la probabilitat d’ocurréncia
de cada distribucid. Es pot comprovar que la suma dels pesos és 1506. La
distribucié dominant és la numero 4 i esta marcada en negreta. T¢ un pes igual
a 360 complexions.

Nimero de la Pes de la Nombres P’robab}lltz}t
distribucio distribucio d’ocupacio d oeurrencia
de la distribucio
1 60 30102 0.03984
2 60 30021 0.03984
3 90 22002 0.05976
4 360 21111 0.23904
5 60 21030 0.03984
6 60 20301 0.03984
7 90 20220 0.05976
8 120 13011 0.07968
9 180 12201 0.11952
10 180 12120 0.11952
11 120 11310 0.07968
12 6 10500 0.00398
13 30 04101 0.01992
14 15 04020 0.00996
15 60 03210 0.03984
16 15 02400 0.00996
Suma total 1506 1.00000

Taula 1.4.4. Les 16 distribucions del problema 6. Els nombres
d’ocupacid son els corresponents als 5 estats energétics ordenats
de menor a major energia d'esquerra a dreta. La distribucio
dominant s’ha marcat en negreta.
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En relacio a la darrera proposta de I’enunciat podem dir que el calcul és
totalment impracticable. Tot i aixd, en aquest cas si que trobariem una
distribuci6 realment dominant.

7. Considerar la Taula 1.4.4 del problema anterior i calcular quines son les ocupacions
mitjanes de cada estat.

A la taula que s’esmenta ja hi ha indicades les probabilitats d’ocurréncia de
cada distribucid. Aquestes probabilitats s’obtenen dividint cada pes per la suma

de tots ells. Per calcular els valors de les ocupacions mitjanes, 7, cal

acumular totes les contribucions de cada distribucio. Per exemple, la primera
distribucio aporta contribucions de

3x0.03984 ; 0 ; 1x0.03984 ; 0 i 2x0.03984,

de forma respectiva a la mitjana d'ocupaci6 de cada estat. Sumant totes les
contribucions obtenim un resultat igual a

,=1.5179 ; ,=1.4542 ; 1,=1.2749 ; 7, =1.0159 ; 71,=0.73705.

Es clar que la suma de totes les ocupacions mitjanes és igual a

N:izza
i=1

1

Val a dir que aquestes ocupacions son forga diferents de les que presenta la
configuraci6 dominant. Aquest resultat era d'esperar degut al fet que la
configuracié dominant no presenta un pes que destaqui excessivament de la
resta. Tot i aixd, la tendéncia en els valors de les ocupacions mitjanes es

comenga a intuir: el valor de 7, és el major i els altres son propers a la unitat.
La configuracié dominant és la que s'ajusta més a aquesta pauta.

8. Considerar sistemes de 1, 2, 3 i 4 particules idéntiques pero identificables
(distingibles, localitzades). Si cada particula es pot trobar en un de dos estats no
degenerats, especificar quantes distribucions diferents es poden obtenir per a cada
cas. Demostrar que el pes de cada configuracié es calcula emprant un nombre
combinatori. Especificar els diferents microestats de la distribucié simétrica que
s’obté quan cada estat esta ocupat per dues particules. Nota: en aquest problema, els
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valors de NV i N son intercanviables. Aqui mantenim la notaci6 en termes de /V per tal
d’associar els resultats en relaci6 a la notaci6 del text.

La Taula I.4.5 mostra les ocupacions de cada nivell (n, i n,) per a un total de V
particules. /¥ indica el pes de cada configuracid. Observem que, donat un valor
fixe de NV, els pesos segueixen una seqiiéncia simétrica. Aixo indica que es pot
tractar de nombres combinatoris. Efectivament, el pes es calcula amb la
formula habitual

N!

n'n,!

pero en satisfer-se el lligam de conservacié del nombre de particules per a cada
cas, es compleix que N=n;+n, i llavors el pes es calcula emprant els nombres
combinatorials (apendix B):

N (N (N
nl!(N—nl)!_ n, n,

N nm  n,  W({nn})
1 0 1 1
1 0 1
0 2 1
2 1 1 2
2 0 1
0 3 1
1 2 3
3 2 1 3
3 0 1
0 4 1
1 3 4
4 2 2 6
3 1 4
4 0 1

Taula 1.4.5. Possibles ocupacions {n;,n,} de dos
nivells energetics en funcid del nombre total de
particules (V). W indica el valor del pes de cada
distribucio.
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Pel cas particular de la distribucio de 4 particules repartides en dos grups de 2,
els diferents microestats son els que s’especifiquen a la Taula 1.4.6. Alla les
particules s’han numerat de 1’1l al 4.

Particules  Particules
del nivell 1  del nivell 2

1 2 3 4
1 3 2 4
1 4 2 3
2 3 1 4
2 4 1 3
3 4 1 2

Taula 1.4.6. Els 6 microestats corresponents a la
distribucio de 4 particules de la Taula 1.4.4 quan
hi ha dues particules per nivell energétic. Els
numeros de la taula identifiquen cada particula.
Cada filera s’identifica amb un microestat.
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1.5 Calcul de la configuracié dominant:
la distribucio de Maxwell-Boltzmann

A la seccio anterior s’ha justificat que en Termodinamica Estadistica és suficient
considerar la configuracié dominant. Aqui determinarem quina és la configuracié
dominant’ i, en base a aixd, demostrarem que la probabilitat d’ocupacié dels estats
obeeix a la relaci6 (I.2.1). Esbrinarem quina ¢és la distribucié dominant a partir de la
seva definicid: és aquella que té pes maxim. L’especificarem indicant quina és
I’ocupacié que estableix per a cada estat energetic. El que farem, doncs, és cercar quin
¢és el maxim del valor del pes W(Q) respecta a tots els possibles valors del nombres
d'ocupacié que compleixen les restriccions (1.4.2) 1 (1.4.3), és a dir, les condicions de
nombre de membres i valor de I'energia total del col-lectiu. Per tal de simplificar la
notacio, aqui denotarem el pes () com W. Es dona per sobreentés que el valor de W
¢és funcio6 dels nombres d’ocupacié de la distribucidé Q={ny,n,,...}: W=W(n,ny,...). Per
maximitzar la funcid W ens sera més comode treballar i maximitzar el seu logaritme,
InW, perqué segueix les mateixes pautes de creixement i decreixement de la funcio Wi,
tal i com veurem, és més manejable algébricament.

Aplicant I’aproximacié d’Stirling a l'expressio (1.4.8), s’obté (exercici 1)

an:NlnN—Znilnni. (L5.1)

Cercarem el maxim d’aquesta funcio respecte les seves variables, és a dir, respecta les
poblacions de cada estat {n;,n,,...}. Una vegada disposem d’expressions explicites per a
les variables en el punt maxim, haurem identificat quina és la distribucié dominant.

e

Ens veiem amb la necessitat de cercar un maxim condicionat al compliment de les

restriccions (1.4.2) i (1.4.3). Es per aixo que utilitzarem el métode dels multiplicadors
indeterminats de Lagrange (apéndix J) tot construint la funcié augmentada

F=F(n}o,p)=nw+a| Y n-N |[+B| Y En-E| (152

! El métode més elegant és ’atribuit a Darwin i R. H. Fowler. Es tracta d’aplicar un métode
de recerca iterativa del maxim d’una funcié. El procediment que es presenta aqui és molt més
conegut i es fa més facil d’explicar, entre altres coses perque no requereix tants coneixements
matematics com el primer. Les dues metodologies permeten arribar als mateixos resultats
finals. Precisament el fet que N sigui un nombre que tendeixi a infinit provoca que alguns
parametres (poblacions) es pugin prendre com a variables continues i es puguin tractar com a
tals. Aquesta és una altra rad que justifica el punt de vista de Gibbs (seccio 1.4).
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on s’han emprat dos multiplicadors indeterminats de Lagrange, o’ i 3’, associats a les
dues restriccions (1.4.2) i (1.4.3) de forma respectiva.

Substituint la relacidé (I.5.1) a (I.5.2) i seguint la metodologia de la seccié 0.10,
obtenim la derivada de la funci6 augmentada F respecte a totes i cadascuna de les seves
variables {n;} i les igualem a zero. L’expressi6 obtinguda quan es deriva respecte a una
variable n;, és (exercici 2):

oF —_—a(nk lnnk)+0c

oF oE,n, 0
on, onm,

vank _l_Bv

n, on,

d’on

~(+Inn, )+a+B'E, =0.

Si es defineixen els nous parametres o=c’-1 i f=-f’ s’obté, per a cadascun dels
nombres d'ocupacio, n,, la relacid

Inn, =0-BE, ; Vi,
és a dir,
n=e " ; Vi. (1.5.3)

A vpartir d’ara se sobreentendra que aquestes ocupacions n; son sempre les
corresponents a la distribuci6 més probable o dominant. D’aquesta manera estem
emprant una nova formulacié que defineix cada nombre d’ocupacié com

n=n(Q,) : Vi.

1

Prenem, doncs, la distribucié dominant com la representant de tot el col-lectiu, i les
seves ocupacions com a les ocupacions reals dels diferents estats quantics del col-lectiu.
El comportament d'aquestes ocupacions és similar al que es manifesta en una situacioé
d’equilibri quimic quan es fa referéncia al valor numéric de la concentracié de cada
especie: estem parlant d'un equilibri dinamic, on els diferents pobladors de cada estat
(membres del collectiu, ja siguin sistemes fisics o particules) poden anar canviant d'un
estat a l'altre. Tot i aix0, el nombre de poblacié sempre es manté constant perque la
fugida de l'estat per part d'algun membre sempre es compensa per l'arribada d'un altre.

Es pot calcular quin és el valor de o sabent quant val la suma de les ocupacions #;:

N = Zni =e°‘2e‘ﬁE‘
i i

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



E. Besalu / La configuracié dominant 53

e* = —N
a Ze-ﬁﬂ ' (1.5.4)

Aquesta expressio ens dona la pauta per definir la funcié de particié canonica:

0= Ze_ﬁE’ : (L5.5)

A partir de (1.5.3), (1.5.4) 1 (1.5.5), veiem com la configuracié dominant es defineix a
través de la poblacio relativa dels diferents estats energeétics:

(L5.6)

que ¢és I’anomenada distribucié de Maxwell-Boltzmann o, simplement, distribucié
de Boltzmann'. Aquesta ens defineix les probabilitats d'ocupacié de cada estat en
funcio de l'energia com
-BE
e BE;

ﬁ
N 0

P = 1.5.7)

El terme exponencial e Ph

rep el nom de factor de Boltzmann.

La distribucié del Boltzmann no és aplicable a una poblacio estadistica reduida. En
augmentar el valor de NV, la distribucio cobra sentit perqué la configuracié dominant es
fa més important respecte les altres, les quals presentaran uns pesos relatius molt petits.
Anteriorment ja haviem comentat que una condicié addicional per la seva aplicabilitat
consisteix en que hi hagi molts més estats accessibles que membres del col-lectiu.

Per fer més comode el tractament matematic i la resolucié de problemes, s'utilitzara la
igualtat addicional

! Aquesta expressio també es coneix com a distribucié de Gibbs. De fet, Gibbs la va deduir
per ser aplicada en un context de “parts d’un sistema” o membres d’un col-lectiu, tal i com
aqui s’ha fet. Nosaltres aplicarem 1’expressio també a nivell molecular (quant de forma
momentania s'adopti el segon criteri o punt de vista descrit a la seccié 1.4). Es en aquest
context microscopic i a partir de 1’expressio de Gibbs on Boltzmann va basar molts dels seus
treballs.
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Més endavant, en properes seccions i també a l'exercici 6 d'aquest mateix capitol, es
confirma aquesta relacio.

Es important recordar que, en el col-lectiu candnic, les energies E; dels estats son funcié

del volum i nombre de particules de cada membre: E=E{(V,N). Aixo vol dir que la
funcid de particié candnica depén parametricament de ¥ de N i de la temperatura, ates

que B=1/kT: Q=Q(T,V,N).

Per futures aplicacions, es recomana resoldre el problema 8 d’aquesta seccio.
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Exercicis de la seccio I.5

1. Demostrar la relacié (1.5.1).

La demostracio €s immediata si es prenen logaritmes a banda i banda de
I’expressio de W a I’equaci6 (1.4.8):

N!

I = ln(N!)—ln(Hni!J = ln(N!)—Zln(ni!) :

InW =In

i llavors podem aplicar I’aproximaci6 d’Stirling a cada terme:
InW=NInN-N=Y (n,Inn -n,)

:NlnN—N—Zni Inn, +2ni.

Gracies a la condici6 (1.4.2) se simplifiquen dos termes i s’obté el resultat
desitjat:

InW=NInN-N-Ynlnn+N=NInN-Y nlnn, .

2. Reproduir en detall el procés d’obtencid de I’expressio de la distribucid de
Boltzmann (1.5.3).

Partim de I’expressio de la funcié augmentada (I.5.2) on ja s’ha substituit
I’expressio de la funcid logaritme neperia del pes estadistic (I.5.1):

F=F({n,}o'.p)
= NlnN—[Zni 1nniJ+ou(Zni —NJ+B'(ZEin,. —E}

Segons la metodologia exposada a I’apéndix J, s’ha obtenir la derivada de la
funcié augmentada F' respecte a una variable genérica ry i llavors igualar-la a
Zero:
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OF 0 J 0
_— = nn, |[+o'— B =] ) Emn, |=0,
on, On, 2 nn, |+ o on, an P on, Z‘ "

i

on ja s’ha considerat que la derivada de les constants és nul-la.

Per tal de derivar els sumatoris, caldra tenir present la técnica explicada a
I’apéndix A. Ens queda:

_—(nk In nk)+ Oc'ink + B’i(Eknk)z 0,
n, on, on,

o sia,

n
—| %+ +Inn, |[+o+p'E, =0
ny

d’on
Inn, =a'-1+ B'Ek )

Definint els dos nous parametres o=0’-1 i f=-p’ es dedueix finalment
Iexpressio (1.5.3) del text.

3. Demostrar que el parametre o del text és igual a InN-InQ.

La demostraci6 és immediata a partir de la relaci6 (I.5.4) juntament amb la
definici6 (1.5.5): e“=N/Q i aplicant logaritmes s’obté el resultat desitjat.

4. Demostrar que, pel cas d'estats degenerats, a partir de l'expressid deduida a
l'exercici 1.4.2, la funcié de particio pren la forma

nivells
—BE,

0= Zgje '

J

on la suma es fa sobre nivells. Comprovar llavors que les probabilitats d'ocupacio de
nivells es fan igual a

nivell _BE,/'
nivell ni gj €

pi_N_Q
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n;
8

Partim de 1’expressié del pes deduida a I’exercici 1.4.2: W = N! '
n,!

i

Aplicant logaritmes neperians,

nw =N+ (ng” —Innt).
Emprant I’aproximacié d’Stirling i operant s’obté
InW = NlnN—N+2(ni Ing, —n,Inn, +nl.)
= NlnN—N+2(n,. Ing, —n Inn, )+ 2”:"

Tal i com ¢és habitual i degut a la restriccid en el nombre de particules o
membres en el col-lectiu, se simplifica el terme -V amb el darrer sumatori i

an=NlnN+2ni(lngi ~Inn,).

L’aplicacié del meétode dels multiplicadors indeterminats de Lagrange ens
condueix a I’equaci6 segiient:

0 :E?TFk :%{an+oc'(Zni —N)+ B'{ZniEi —Eﬂ

on s’ha derivat respecte al terme ;. Hem de recordar que aqui I’index & esta
associat a un nivell. La seva degeneracio €s precisament g; i la seva energia Ej.
Ara

0= oF =O+i[ k(lngk —lnnk)]+a'aﬂ+B'M.

- % on, on, on,

D’aqui trobem que, per a cada index £, s’ha de satisfer la relacio

(Ing, —lnn, )-n, i+oc'+[3'Ek =0

1y

que és

Inn, —Ing, =0 -BE,
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s 3 s . s nk (X—BEk . .y
on s’ha definit o’-1=ot i B=-p’ . Llavors, — = ¢ i la poblaci6 de cada

Iy

o -BE,
nivell és n, = g,e” PE

La restriccid en el nombre de membres del col-lectiu imposa que es compleixi
la igualtat

N=Yn =Y ge
k k
i retrobem la funcio6 de particié demanada a 1’enunciat:

0= 2 gke_BEk
%

la qual esta definida a partir d’una suma sobre els nivells. La definicié de la
probabilitat d’ocupacio dels nivells en sorgeix immediatament:

n _ gkea_BEk _ gke_BEk

N €0 o

Pr =

5. Demostrar que, sota ’aproximacio d’Stirling, el pes (1.4.8) d'una configuracié
també es pot escriure com

W(Q):W({nl,nz,...}):N—:m |

1

La demostracid es pot fer utilitzant primer 1’aproximacié d’Stirling a (1.4.8) i
obtenint l'expressio (I1.5.1) fent les mateixes operacions que a I’exercici 1.
Treballant a partir de (I.5.1) obtenim:

InW=InN" =Y Inn" =InN" =1 []n," |.

i

o sia,
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InW =In

NN
n;
[17
i

i llavors arribem al resultat demanat aplicant antilogaritmes a banda i banda
d’aquesta darrera igualtat. Si es considera el resultat del problema 1 de
I’apéndix I, la solucio és també immediata:

NYe™ NYe™ NYe™

[]n"e™ " —n y |2
_ [T~ [T]e [T7"
1

i i i

W= Hnl.! -

En tot moment es compleix la restricciéo (1.4.2) i aixd provoca que tots els
factors on apareix el nombre e se simplifiquin:

NYe™ NY

= :Hnnl .
1
i

w

6. Comparar l'expressio de la termodinamica general (anomenada equacido de la
pressio interna, primera equaci6 d’estat o primera equacio de 1’energia),

oy _fop
v )yr oT )y,

amb l'expressio de la Termodinamica Estadistica

U o\ __,

0 — +P — =
Y% vp aB v (1.5.8)

i deduir la relacié que hi ha entre f i la temperatura.

Si es té en compte que treballar a temperatura T constant és el mateix que fer-
ho a 1/T constant i que es compleix la relacio entre diferencials segiient:
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e N
oT T =oT T a(}%)

podem escriure la relaci6 classica com:

oV vk T\ a(%) v

Comparant la forma (1.5.8) amb la (I.5.9) argumentem que la constant f§ i
I’invers de la temperatura 7 poden estar relacionades a través d'una constant.
Les dues formules donades a I'enunciat son equivalents si es compleix una
relacié del tipus f=1/kT. En aquest cas esbrinem que la forma (I.5.9) és:

(aU) 1( oP
— | +—|—F—| =-P,
aV N,ﬁ kT a(%T) Ny

la qual coincideix amb la donada per la Termodinamica Estadistica.

En aquest exercici, perd, no hem demostrat que la constant £ que hem emprat
sigui la constant de Boltzmann.

7. Considerar un sistema format per N particules discernibles independents que només
poden ocupar un sol nivell d’energia € i amb degeneraci6 igual a g=m. Determinar el
nombre de particules que ocupen cada estat i ’energia total del sistema.

La probabilitat d’ocupacié de cada estat ve determinada per la relacio
BE,

e_ i
P; =~ 7> que en aquest cas particular degenera en la forma
PEx
2 8i€
k
e 1

pi: —[jg.:_’
me " m

atés que només es pot parlar d’un sol nivell degenerat. El resultat era del tot
esperat: les probabilitats d’ocupacio dels estat d’un mateix nivell sén idéntiques
(segon principi de la Termodinamica Estadistica). En conseqiiéncia, I’ocupacio
de cada estat és
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=

n,=Np, =—
m

i, Obviament, la poblacid es reparteix uniformement a través dels estats.

Es clar que ’energia total del sistema és U=Ng, atés que les particules son
independents. En el problema III.1.3 es planteja la demostracié analitica
d’aquest resultat.

8. Demostrar que fer una translacio en 1’energia dels estats es tradueix en un simple
escalat de la funcio de particio.

Podem resoldre el problema de forma general. Considerem un conjunt d’estats
energétics ordenats en una escala d’energies:{F;, E,, Ej,...}. La funcié de
particio per aquest sistema €s

—E
Q:Ze“ .
i

Si es fa una tanslacid de 1’origen de mesura d’energies, 1’espectre energétic
adopta la forma
{O+E}, OtE,, O+E;,...},

on a cada valor de I’energia d’estat s’ha addicionat una quantitat fixa o. Ara, la
nova funcio de particio ¢és

—(a+E;) -E

-0 ; -0
szze kT =eﬁzekr =eﬁQ
i i

on Q ¢és la funci6 de particid corresponent a I’espectre energetic no desplacat.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



1.6 Altres estadistiques

Aquest capitol és un complement que ens permetra veure com se situa 1’estadistica
de Maxwell-Boltzmann en el context de les estadistiques més conegudes. En
aquesta seccid suposarem que els membres dels col-lectius son particules. Aixo
permetra atorgar a aquests membres la propietat d’spin i, per tant, aplicar ’estudi a
sistemes quantics. Aixi farem intervenir altres estadistiques adaptades a aquests
proposits.

1.6.1 Introduccié i conceptes generals

A les seccions precedents hem desenvolupat una estadistica basada en un model
senzill. Es a dir, totes les particules s’han considerat idéntiques, la seva funcié d’ona
¢és estacionaria (no depén del temps), s’assumeix que son independents i 1’energia
del sistema és la suma de les energies de cada particula. En aquest context
simplificat, i en funcidé de les caracteristiques de les particules sotmeses a estudi, es
disposa de tres estadistiques ben diferenciades, les quals classifiquem de la manera
seglient:

1) Model estadistic per particules identiques discernibles. Aquest model és
precisament el que es desenvolupa en aquest llibre. S’anomena model de
Maxwell-Boltzmann o model classic. S’empra 1’adjectiu classic en el sentit
que la propietat de discernibilitat té aquestes connotacions. Aquesta
estadistica és la més adequada per tractar, en general, sistemes moleculars i
les aplicacions quimiques genériques, €s a dir, els sistemes de boltzons.

2) Models estadistics de particules identiques indiscernibles. Aquests models
son els anomenats quantics perqué prenen en consideracid aspectes de les
particules que només es defineixen en el context quantic. Dins aquesta
categoria, es distingeixen dues estadistiques que depenen del tipus de
particula considerada. Basicament, cal escollir una o altra en base al tipus de
funcié d’ona que descriu el sistema. Aquesta funcié d’ona estableix
correlacions o dependéncies entre les particules a través d’interaccions que
no son de tipus classic sind quantic. Ho veiem tot seguit:

2.1) Estadistica de Fermi-Dirac. S’aplica a les particules fermions, ¢s a
dir, aquelles que presenten un valor de spin total semienter. Es tracta
de particules que es descriuen amb funcions d’ona que sén
antisimetriques respecte al bescanvi de les coordenades de dues
d’elles. Pel que respecta a 1’ocupacio dels estats, en aquest cas, i per
imposicions de la naturalesa d’aquestes particules, la seva ocupacio
maxima és d’un fermid. Els electrons, els protons i alguns atoms i
molécules son exemples de fermions.
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2.2) Estadistica de Bose-Einstein. S’aplica a les particules bosons, que
son aquelles que tenen un valor de spin total nul o enter i s6n les que
es descriuen a través de funcions d’ona simeétriques respecte al
bescanvi de les coordenades de dues d’elles. Des del punt de vista
de l’ocupacidé dels estats, es tracta de particules que els poden
ocupar lliurement. No hi ha restriccions en quan al valor d’ocupacid
de cada estat. Com a exemples de particules que obeeixin a aquesta
estadistica citem els fotons i alguns atoms i molécules.

Precisament una particula es classifica com a boltzo, bosé o fermié segons quina
estadistica obeeix. A la taula 1.6.1 es mostra com a exemple un esquema de quines
distribucions es poden obtenir al llarg de diversos estats quantics segons la
naturalesa de les particules que els poden ocupar.

Es.t at Funcio Energia Distribucions
. d’ona € Cada casella representa un nivell format per un sol estat
nivell g
3 03 2 ® @ O @)
2 1 0O 00
1 o, 0 5 0 o) o)
Funci6 d’ona del MB MB MB D BE BE
microestat lPl lPH lPIH k3 lPI lPH
Model estadistic MB FD BE

Taula 1.6.1. Exemple esquematic de I’aplicacio de les diferents estadistiques en el recompte
de pesos de les configuracions. Les sigles MB, FD i BE fan referéncia a les formulacions de
Maxwell-Boltzmann, Fermi-Dirac i Bose-Einstein, respectivament. Vegeu el text per a la seva
explicacio.

Suposem que es disposa d’un sistema format per dues particules independents que
poden ocupar tres estats amb energies respectives 0, 1, i 2 unitats arbitraries.
Imposem la condici6 addicional que I’energia total del sistema sigui de dues unitats.
L’exemple de la taula 1.6.1 consisteix a representar els diferents microestats i
distribucions que s’obtenen en aplicar cada estadistica. Per a cada cas, podem
remarcar les caracteristiques que segueixen:

e Estadistica de Maxwell-Boltzmann. Atés que les dues particules son
distingibles, s’han etiquetat emprant els numeros 1 i 2. A la taula s’han
representat els tres possibles microestats que contempla ’estadistica. Les

: , : : . MB _
funcions d’ona associades a cada microestat son ‘¥, —(I)z(l)(bz(Z),

‘Plij =0, (2)¢3 (l) i ‘P%B =0, (1)(D3 (2) i els dos darrers donen lloc a la

distribucid6 més probable, en aquest cas amb un pes de 2. Aquest tipus de
complexions son les que hem estudiat en les seccions precedents.
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e Estadistica de Fermi-Dirac. La natura dels fermions €s tal que s’ha hagut de
representar cada particula sense etiquetar (son indistingibles) i s’accepta com
a maxim una sola particula per estat. En aquest exemple, només hi ha un sol
microestat  acceptable. La  funci6 d’ona del sistema @ és

Y =9, (1)¢ ; (2) -0, (1)(1)1 (2) i és antisimétrica respecte al bescanvi de

les dues particules (exercici 1).

e FEstadistica de Bose-Einstein. Els fermions son també indistingibles i degut al
fet que ara cada estat admet qualsevol ocupacio, hi ha dues complexions
compatibles amb les condicions restrictives dels sistema. En aquest cas,

‘PIBE :¢2(1)(D2(2) i ‘PgE :¢1(1)¢3(2)+¢1(2)¢3(1) son les dues

funcions d’ona a considerar. Aquestes funcions son simétriques respecte al
bescanvi de les coordenades de dues particules (exercici 1).

La distribuci6 dominant de cada estadistica esta associada a una entitat
combinatorial distinta. L’aplicacié de diversos numeros combinatoris ens permetra
saber quin és el pes obtingut en el moment de repartir les N particules' en els
diferents estats en base a una determinada distribucio. En general, el pes estadistic
de cada distribuci6 a cada tipus d’estadistica es calcula efectuant el producte de dos
termes. Aix0, esquematicament, es pot representar aixi:

nivells nivellsordenacions
w=111 *

; - dins el nivell

El primer terme dona compte de la reparticid de particules entre els diferents nivells
energetics. El segon comptabilitza, per a cada nivell, les possibles ordenacions de
les particules a través dels seus estats degenerats. Aquestes caracteristiques generals
prenen formes particulars en el moment de fer-ne una aplicacié a cada tipus
d’estadistica. Ho veurem tot seguit i a les properes seccions i amb 1’ajut de la Taula
1.6.2:

e Ja hem vist a la seccio 1.4 que, en ’estadistica de Maxwell-Boltzmann, el
calcul dels pesos de cada distribucid al llarg de cada nivell es basa en el
comput de permutacions amb repeticié. Aixo és degut al fet que les
particules o sistemes tractats son distingibles. Per tant, en primera instancia i
si es consideren N particules (o sistemes), un terme N! dona compte de fotes
les permutacions que hi poden haver entre particules. Per altra banda, i des
del punt de vista fisic, si hi ha particules que ocupen un mateix estat o nivell,

! A les seccions precedents aplicavem Iestadistica de Maxwell-Boltzmann sobre N membres
d’un collectiu. Precisament en tractar amb membres numerats (distingibles, localitzats) ens
trobavem en un cas d’aplicacié de I’estadistica classica sobre boltzons. Per simplificar la
notacio en aquesta seccié emprarem el simbol N, referit al nombre de particules. Aixo ho fem
aixi per poder fer comparacions amb els resultats de les estadistiques quantiques.
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les seves permutacions son irrellevants. Llavors cal dividir el valor N! pels
factorials dels niimeros d’ocupacié de cada estat o nivell. Es aquest fet que
permet afirmar que el primer terme de 1’expressio general del pes /W donada
més amunt és

nivells N'
H ™ nivells ’
! I I n,!

1

Comentarem més avall quina forma adopta el terme romanent
mwelsordenacions

dins el nivell

A les estadistiques quantiques, el terme numeric que prové de cada nivell és
igual a la unitat:

nivells

Aix0 és degut al fet que les particules que es tracten son indistingibles i, en

conseqiiencia, les permutacions entre particules son irrellevants. Caldra

aplicar la técnica combinatoria (veure I’apéndix B) per avaluar la

degeneraci6 de cadascun d’aquests nivells. Per avaluar el terme numeéric
mellsordenacions

. ) veurem a les seccions segiients que
dins el nivell

o A D’estadistica de Fermi-Dirac, haurem de recoérrer als nombres
combinatoris.

e Pel cas dels bosons, atés que cada estat pot trobar-se pluriocupat, ens
haurem de remetre a les combinacions amb repeticio.

La Taula 1.6.2 presenta les maneres diferents (en base a les restriccions fisiques del
sistema) que disposem per repartir n; objectes (les particules que hi ha en un nivell)
en un total de g; estats (la degeneracié de cada nivell). Es a dir, els termes de la taula
estan associats al comput de la contribucié al pes d’una distribucié per part d’un
nivell. Per obtenir el pes de la configuracié caldra efectuar el producte d’aquests
termes al llarg de tots els nivells ocupats en el sistema. A continuacié en veurem els
tres casos. En donar les formules del pes de cada distribucié també indicarem quin
terme fa referéncia a un recompte per nivell i quin esta associat a les permutacions
permeses de les particules dins de cada nivell.
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Recompte per Recompte per
Condicions objectes objectes
discernibles indiscernibles
'ZJ
N
s n; objectes a cada | 1
n!
Tu; nivell amb H !
o .., e
\g la condicid Permutacions EStadlSqul.leS
5 N= z n; amb repeticio .de Ferml-].)lrac.
= i Estadistica i de Bose-Einstein
E de Maxwell-Boltzmann
. . ) !
Maxim un objecte | [g, J - &
per nivell. V& :(g’jn'!:g" n; ni!(gi_ni)!
3 Aixo obliga U (g;—n) Combinacions
g aque g, >n,. Variacions sense repeticio Estadistica
3 de Fermi-Dirac
]
<
Q n; (gi+ni_1) (gi +n, _1)!
5 g o 5 )
= . ! n n!llg —1)!
% Senlse re,:strllccrlons Variacions i o (g, )
2 Zn r;:. actlo a numerﬁ amb repeticio Combmaqo_n’s
objectes per nivell. Estadistica amb rel?et.lclo
de Maxwell-Boltzmann Estadls.tlca .
de Bose-Einstein

Taula 1.6.2. Diverses entitats combinatorials. Aqui N és el nombre total de particules, »;
representa el nombre de particules que hi ha a cada nivell i g; és la corresponent degeneracio.
En alguns casos, s’ha indicat amb quina estadistica esta associat el nimero combinatorial.
S’han fet dos grups d’entitats combinatorials: les emprades en el moment de fer un recompte
nivells
en la repartici6 de grups de particules en els nivells (el terme {H } del text) i les que es
i
fan servir per comptabilitzar les possibles maneres d’ordenar un grup de particules en un

nivells ;
o ordenacions
mateix nivell (es tracta del terme { I |

i

). Veure el text per a més informacio.
dins el nivell
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.6.2 Estadistica de Maxwell-Boltzmann

A la secci6 1.4 (veure el problema 1.4.2) es va discutir perqué en ’estadistica de
Maxwell-Boltzmann en general s’havia de recoérrer a efectuar el calcul del pes
estadistic a partir de I’expressio

nivells
g

W (o, e D= T2

n

En aquesta formulacio hem especificat que 1’index i recorre els diferents nivells del
sistema. La formula es pot escriure com

B N' nivells ;
w ({ni}a{gi}): ivells Hgi’

n,! :
it %/_/
ordenacions

\ i ) dins cada nivell

recompte per nivells

i aqui veiem com hem combinat dues de les formules de la Taula 1.6.2. El segon
terme ens comptabilitza el pes per nivells i dona compte de les possibles
ordenacions que poden presentar les particules que ocupen el mateix. D un total de
N particules n’hi ha n; a cada nivell i. Atés que cada estat de cada nivell pot inquibir
qualsevol nombre de particules, hem de recorrer a les variacions amb repeticio, és a

dir, al terme gini . Per acabar de considerar la caracteristica de discernibilitat de

totes les particules, fins i tot les que ocupen cada nivell, ha estat necessari emprar el
primer terme multiplicatiu. A 1’apéndix B es mostra que el terme de permutacions
amb repeticid té en compte la condicié de discernibilitat dels objectes quan es
comparen entre nivells (concepte de permutacions), mentre que considera com
iguals (indiscernibles) els d’un mateix nivell (d’aqui la necessitat d’introduir el
concepte de repeticio a les permutacions).

A la secci6 1.5 partiem de I’expressio del pes estadistic i trobavem quina era la
ocupaci6 de cada nivell en la distribucié dominant. Aqui denotem aquesta ocupaciod
com

MB —a—Be;
n'® =ge o BS,,

1
on per conveniéncia s’ha escrit un signe menys davant del multiplicador

indeterminat o (en realitat aquest multiplicador és el negatiu del parametre o emprat
a la secci6 L.5).
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1.6.3 Estadistica de Fermi-Dirac

En Destadistica de Fermi-Dirac, el pes de cada distribucié vindra donat pels
productes del nimero de maneres distintes en que es poden ubicar les particules a
cada nivell. Atesa la naturalesa dels fermions, cada estat de cada nivell pot estar,
com a molt, ocupat per una sola particula. Aixi, en un nivell amb degeneraci6 g;, les

. 8i .
n;<g; particules que el poblen es podran repartir de " | maneres diferents. Podem
n,

1
considerar un simil com el del problema 3 de I’apéndix B: el nimero de maneres de
fer aquesta reparticio és el mateix que el de formes distintes que tenim d’obrir »;
Ilums idéntics d’un total de g;. En aquest exemple, es pot apreciar com es tenen en
consideracid les caracteristiques dels sistemes de fermions a cada nivell:

e Els fermions son indistingibles, de la mateixa manera que els llums son
ideéntics i no importa ’ordre en qué s’obrin, només €s rellevant saber si el
lum esta obert o no, la qual cosa és equivalent a dir si I’estat quantic esta
ocupat 0 no.

e S’admet una poblacié maxima de 1 per cada estat, de la mateixa manera
que cada llum de I’exemple pot estar només apagat (estat desocupat,
poblacid 0) o obert (estat ocupat, poblacio 1).

Per tant, el pes d’una distribucié de fermions es calculara com el producte dels
nombres combinatoris associats a cada nivell:

o —we e )= T 1) = T — 2
= niagi_H H”i _Hm
;v__/

recompte  permutacions en
sobre nivells un mateix nivell

Alhora, en el moment d’aplicar aquesta formula s’han de considerar les restriccions
(L.4.2) 1 (1.4.3) referides, respectivament, al nombre de particules i a 1’energia total
del sistema.

A T’exercici 2 es proposa demostrar que, a partir d’aquesta expressio, es troba que
I’ocupacié Optima de cada nivell (I’ocupacié de la distribucié dominant) és igual a

e 7 +1

1

L’estadistica de Fermi-Dirac s’ha aplicat a I’estudi del comportament dels metalls
(exercici 5) i en el desenvolupament de la teoria de les estrelles nanes blanques i
dels gasos nuclears, entre altres.
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1.6.4 Estadistica de Bose-Einstein

Pel que respecta a 1’estadistica de Bose-Einstein, el pes de cada configuracio es
calculara d’una forma molt similar a I’anterior: també vindra donat pels productes
del nimero de maneres distintes en que es poden ubicar les particules a cada nivell.
Perd en aquest cas, i degut al fet que tractem amb bosons, no hi ha restricciéo en
quant al nimero de particules que poden ocupar un estat. En conseqiiéncia, 1’entitat
combinatorial que cal emprar en aquest cas €s la de les combinacions amb repeticid
(apendix B). Tot seguit interpretem el problema del repartiment de particules en els
estats en els mateixos termes del problema 4 de 1’apéndix B.

Cadascuna de les complexions que es generen es poden representar de la manera
que segueix:

1. Representem cada particula amb el simbol e.

2. Dibuixarem per grups tantes particules com les que ocupin cada estat del
nivell.

3. Per representar que cada grup de particules pertany a un estat del nivell, els
separarem escrivint el simbol |.

D’aquesta manera, per exemple, si en un nivell hi ha 3,1,0,2 particules de forma
respectiva a cadascun dels seus 4 estats, aix0 es representa tal i com segueix (les
barres separen els diferents estats):

Aquesta regla mnemotécnica ens permet calcular de quantes maneres es poden
ubicar les 6 particules idéntiques bosons en els 4 estats: cada complexié d’un nivell
es correspon amb una representacid com la que s’acaba de fer. Hi ha tantes
representacions com maneres de disposar les 6 particules en fila i després intercalar
les 4-1=3 separacions'. Si cal, les separacions es poden posar una al costat de 1’altre
(tal i com passa a ’exemple) i també al principi o al final de la filera de particules
(en aquest cas es representaria, de forma respectiva que el primer o el darrer estat
del nivell esta buit). Obtenir una d’aquestes disposicions de 3 barres i 6 particules és
equivalent a disposar d’un total de 3+6=9 objectes en filera i després seleccionar-ne
6. Els objectes seleccionats s’han d’interpretar llavors com a particules i els que no
ho han estat com a barreres. El nombre total de maneres diferents de fer aixo €s
igual a

9\ (3+6) ((4-1)+6) (4+6-1

6 6 6 6

! Es rellevant veure que cal intercalar tantes barres de separacié com nombre d’estats menys
un.
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Aquest nombre combinatori es correspon amb el de les combinacions amb repeticio
de 6 objectes seleccionats en grups de 4.

En general, doncs, en un nivell amb degeneracio g;, les n; particules que I’ocupen es

. g tn -1
podran repartir de maneres (veure la Taula 1.6.2).
n,

1

Tal i com hem fet amb els fermions, aqui també podem considerar un simil: en unes
eleccions, cada votant d’un districte accedeix al seu col-legi electoral a introduir el
seu vot en una urna. Hi ha un total de n; votants en el districte. En el col-legi
electoral hi ha g; urnes i suposarem que cada votant pot introduir el seu vot a la urna
que vulgui. En aquest exemple el col-legi electoral fa el paper de nivell, cada urna és
un estat quantic i el vot és un bosé. Es pot apreciar com en aquest exemple es tenen
en consideracio les caracteristiques dels sistemes de bosons:

e Els bosons son indistingibles, és a dir, no importa 1’ordre en qué es
dipositin els vots a cada urna.

e No hi ha restriccié en 1’ocupacié de cada estat: atés que suposem que cada
ciutada escull lliurement la urna on diposita el seu vot, al final de la
jornada electoral cada urna podria arribar a contenir des de zero vots fins a
la totalitat dels votants del districte. Cada vot dipositat en una urna es pot
associar a I’ocupacié d’un estat per part d’una particula.

Aixi, el pes d’una distribucio de bosons es calculara com

nivells nivells| ; + ni _1 nivells . + . _1 |
o —we o Me )= TT TH & 1| T st
gir__J

g 1)

; n; o onllg —1)
recompte  permutacions acceptables

sobre nivells dins cada nivell

A T’exercici 3 es demostra que la poblacié de cada nivell a la distribucié6 dominant
ésigual a

Be _ &

P e T

L’estadistica de Bose-Einstein s’ha aplicat en el camp de la superconductivitat i del
refredament d’heli liquid a temperatures fregant els zero Kelvin. A la férmula
precedent, quan es fan iguals o i e, s’obté una singularitat, la ocupaci6 de 1’estat i
es fa infinita. Aixo vol dir que practicament totes les particules ocupen el mateix
estat. Aquest efecte €s el que es coneix amb el nom de condensacié de Bose i esta
relacionat amb el mecanisme de la superfluidesa.
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1.6.5 Equivaléncia d’estadistiques. Estadistica de Maxwell-
Boltzmann corregida

Les tres formules donades pels nombre d’ocupacié son prou semblants com perque,
sota determinades condicions, les tres estadistiques condueixin practicament als
mateixos resultats. Concretament, en complir-se que

g 1= a+Pe; & __o+Pe; . 8 1= o+Pe;
=€ © ¢ Loy tl=e
n, n; n

i i i

en els casos en que la degeneracié de cada nivell sigui molt més gran que la seva
poblacid, o sia, quan per cada nivell es compleix que g>>n;, els quocients de les
férmules precedents son molt més grans que la unitat i els tres s’aproximen molt bé
a un mateix terme exponencial:

& &; &,
FD_1~ BE+1~ w2 €
i n; n;

a+Pe;

n

En aquesta situacio, les tres estadistiques es fan equivalents i el més comu és
estudiar el sistema emprant la formulacié de 1’estadistica de Maxwell-Boltzmann.
Es per aixd que, a excepcié d’alguns casos (tractament de la radiacié, de I’heli
liquid, del gas electronic en metalls, ...), si les condicions de pressid i temperatura
no soén extremes, ¢és a dir, si la temperatura no és molt baixa o les pressions molt
altes, els sistemes usuals es poden estudiar sota el formalisme de 1’estadistica de
Maxwell-Boltzmann, independentment de la naturalesa de la poblacié de particules
que es tracten.

Finalment, podem comentar que s’entén per estadistica de Maxwell-Boltzmann

corregida. Considerem un cas extrem on la poblacié de cada nivell és d’una sola
particula. En aquest suposit, els pesos calculats a cada estadistica son:

wrE (L. 0] g ) = N/H g

1 també

WFD({l,l,_..,l},{gi})=Hfg_z'/l)/zr[[gl.

(g

e ({1,1,_.,1},{&}):1-[?_1“’1)/:11] 2.

i(g
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Veiem que les estadistiques de Fermi-Dirac i de Bose-Einstein degeneren en el
mateix resultat. Pel que respecte a 1’estadistica de Maxell-Boltzmann, a 1’expressio
del seu pes hi apareix un terme exponencial addicional N!. Aixo és degut al fet que
aquesta estadistica considera les particules com a discernibles. El factor del que
parlem doéna compte de les possibles ordenacions de les particules. A la vista
d’aquest resultat, és immediat endevinar quina correccid cal fer a ’expressio del pes
per tal que sigui aplicable en el cas de considerar particules indiscernibles: només
cal dividir el pes de ’estadistica de Maxwell-Boltzmann pel terme N!. En fer aixo,
es diu que es treballa amb 1’estadistica de Maxwell-Boltzmann corregida. El pes
corresponent es fa igual a

nivells . " nivells nivells
), 1

R i b i R

n;.
recompte ordenacions
sobre nivells  a cada nivell

i i

Aquest pes estadistic és el que s’ha de considerar si es vol aplicar 1’estadistica
classica a sistemes de particules indiscernibles o no localitzades. Aixo ¢és el que, en
cert sentit, es fara a la secci6 1.2 en justificar la relacié (I1.2.5). Veurem a I’exercici
II1.8.2 com l’efecte d’aquesta correccié6 es fara important en considerar, per
exemple, les contribucions entropiques translacionals dels gasos ideals.
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Exercicis de la seccio 1.6

1. Demostrar que les funcions d’ona ¥™(1,2)=¢,(1)p,(2)-0,(1),(2)s
¥02)=0,00, (@) 1 W (1.2)= 0,000, (2)+ ¢, (2)05 (1) que descriven

els sistemes formats pels dos fermions o els dos bosons dels exemples de la Taula
1.6.1, presenten les condicions de simétrica enunciades en el text. Demostrar que la
funcid antisimetrica es pot expressar en forma de determinant i comentar perque aixo
és aixi.

Només cal veure que cada funcié d’ona manté o canvia de signe en fer el
bescanvi de les coordenades de cada particula. Per la funcio antisimétrica de
I’estadistica de Fermi-Dirac escrivim

P (2.0)= 0,205 (1)- 0@, (1) =-[0, o 2)- 0, (o, (2)] = —¥ ™ (1,2)-

L’expressi6 de la funcio original en forma de determinant és

(1) o (21,

P(1.2)=0,10,2)- 0,0, 2) = 0,(1) 0,02

Aquesta expressio és possible pel fet que la condicié de canvi de signe
associada al bescanvi de les coordenades de dues particules qualssevol es
tradueix, de forma automatica en 1’expressié determinantal, en un canvi de
signe de la funcié. Es ben conegut que els bescanvis de fileres o columnes d’un
determinant generen canvis en el seu signe.

Pel que respecta a les funcions simétriques de 1’estadistica de Bose-Einstein
obtenim:

. P 20)= 0, (2)0,(1) = 0,10, (2) =¥/ (1.2)
P (2.0)=0,2)0, )+ 0,05 2)= 0, (05 (2)+ 0, (2)0 (1) = W (2.1)-

2. Deduir I’expressio de la poblacié dels nivells de la distribucié dominant en una
estadistica de Fermi-Dirac a partir de 1’expressio el pes corresponent. Es recomana
seguir el mateix procediment del problema 1.5.2.
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A partir de ’expressio del pes estadistic i aplicant logaritmes en resulta
Inw = 2 {ln(gi!)_ ln(nl.!)— In [(gi - n; )! ]} :
Emprant I’aproximaci6 d’Stirling i simplificant termes:

anZZ[gi Ing, —n;Inn, _(gi _ni)ln(gi _nf)]'

Es el moment d’aplicar el métode dels multiplicadors indeterminats de
Lagrange. Cal derivar una funci6é augmentada F respecte un terme genéric 7y

Oza_F:i an+(X|:N—2nij|+B|:E_2niEi:|
on, 0 i i

ny

L’index k esta associat a un nivell. La seva degeneracio €s precisament g; i la
seva energia Ey. Llavors

0=-Inn, +In(g, —n,)-o-BE, .

—n —n
Aillant, & — oy BE, don T T N
ny n, ny
finalment,
8r
n,=———.
e PE 4

3. Efectuar el calcul equivalent al del problema anterior, perd ara en relacido a
I’estadistica de Bose-Einstein. Considerar que la poblacié de cada nivell és molt més
gran que la unitat, és a dir, que n>>1.

Prenem logaritmes neperians a banda i banda de I’expressio del pes estadistic
escaient:

InW = Z{ln[(gi +n, ) ]-In(n)-m[(g, -1)]},

on, atesa la indicacio de I’enunciat, s’ha aproximat n—1 a n;.

Aplicant ’aproximacié d’Stirling queda:
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an:Z[(gi +ni)ln(gi +ni)_ni Inn, _(gi _l)ln(gi _1)_1]-

La derivada que ara es planteja és:
oF 0

O=—=—-|InW+oyN=>n, [+PE- ) nE,
on,  on, |: Z l} B{ Z l l}

0=In(g, +n,)-Inn, —o—PE, .

Isolant,

+
8 — o 4 BE,

d’on

4. Considerar un sistema de 3 particules sotmes a la restriccid que I’energia total ha de
ser igual a 2 unitats arbitraries. Les energies dels nivells son les mateixes que
apareixen a la Taula 1.6.1, cada nivell, pero, esta doblement degenerat. Construir
taules semblants a la 1.6.1 que mostrin quins son tots els microestats compatibles amb
les restriccions del sistema. Considerar els resultats per a cadascuna de les tres
estadistiques. Comprovar per a cada cas que la formula del corresponent pes estadistic
indica quants microestats formen cada distribucio.

En el context de I’estadistica de Maxwell-Boltzmann hi ha dues distribucions
compatibles amb les condicions del problema. En la primera, per aconseguir
I’energia total igual a 2 unitats es posa una particula a I’estat basal i les altres
dues al primer estat excitat. Denotem aquesta distribucié com {n;}={1,2,0}.
L’aplicaci6 de la formula del pes estadistic permet comprovar que hi ha

3 ‘”x 21 22 20
W (1,2,0}42,2,2})=3! Si 32 2 2 oy
({ }{ }) 1,:1[ n,! 2o

microestats possibles. La Taula 1.6.3 els mostra esquematicament.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



E. Besalu / Altres estadistiques 77

La segona distribucié en 1’estadistica de Maxwell-Boltzmann consisteix en
repartir dos particules a 1’estat basal i una tercera a 1’estat de més alta energia.
Ates que les poblacions {2,0,1} sén una permutacié del cas anterior {1,2,0} i
que les degeneracions es mantenen, el calcul formal del pes es igual al del cas
anterior. La represenacio dels microestats €s la mateixa que la de la Taula 1.6.3
pero bescanviant escaientment la posici6 dels nivells.

Pel que respecta a 1’estadistica de Fermi-Dirac, els tipus de distribucions sén
les mateixes que en el cas anterior. La diferéncia fonamental la trobem en dos
aspectes: per una part, ara les particules son indistingibles (ja no podem
etiquetar-les com a particula 1, 2 o 3) i, per ’altra, atés que cada estat pot estar
ocupat com a maxim per una sola particula, la degeneracio dels nivells que
acullen a dues particules ha de ser, almenys, igual a 2. La Taula 1.6.4 que
segueix mostra els

W™ ({1,2,0}{2.,2,2})

3 2! 2! 2!
Hm v—n) 1!(2—1) 212-2) 0!(2-0) -

i

microestats possibles compatibles amb la primera distribucio:

Nivells Energia ¢; Microestats
3 2

2 1 0|00 ]| O
1 0 ®) S

Taula 1.6.4. Els 2 microestats associats a la distribucio
{n;}={1,2,0} amb degeneracions igual a {g;}={2,2,2} i en una
estadistica de Fermi-Dirac. En relaci6 al significat de la
coloracio de els caselles, s’apliquen els mateixos criteris que
en el cas de la Taula 1.6.3.

Pel cas de la distribucio {2,0,1} s’obtenen resultats similars.

En considerar I’estadistica de Bose-Einstein cada estat pot inquibir qualsevol
nombre de particules. La primera distribucid presenta

BE({lZO}{222} H(gl I’l—l) 2‘ 3' 1!

'(g, ) ot ()lll

mircroestats, els quals es representen a la Taula 1.6.5. Els resultats atribuibles a
la segona distribuci6 son similars.
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5. En el marc de la teoria de bandes dels solids metal-lics, els electrons poblen els
orbitals de més baixa energia. Ates que els electrons son fermions, no es poden ubicar
tots a 1’estat basal i s’emplenen tota una colla d’orbitals formant aixi 1’anomenada
banda de valencia. L’estadistica que cal aplicar és la de Fermi-Dirac i en aquest
context I’expressio de la probabilitat d’ocupaci6 de cada estat €s

1

E-Ep )/ kT

P(E,T;E;)=— :
e +1

En aquesta formula, £ té unitats d’energia i defineix I’anomenat nivell de Fermi. E
representa 1’energia de cada orbital i en la teoria de bandes es tracta com una variable
continua. Analitzar el comportament d’aquesta funcid en el cas que la temperatura
absoluta sigui zero i quan sigui positiva. Donar una interpretacié fisica del nivell de
Fermi en cada cas. Comentar en quines condicions I’estadistica es pot aproximar a la
de Maxwell-Boltzmann.

En el cas que la temperatura sigui de zero Kelvin, una vegada calculat el limit,
la funcio probabilitat esdevé igual a

0si E>E,
P(E,O;EF)=1Tim0P(E,T;EF)= 1/25i E=E,
1si E<E,

Aquesta funci6 esglaonada es representa a la Grafica 1.6.1 (es tracta de la linia
discontinua) on s’ha definit la variable adimensional 6=(E-Ez)/kT:

-1+ e

0.0 04 0.6 1.0
Probabilitat P
Grafica 1.6.1. Representacio de la probabilitat d’ocupacio

dels orbitals en relacié a la seva energia. S’ha definit la
variable adimensional 8=(E-Er)/kT.
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De fet, a zero Kelvin, el nivell de Fermi determina 1’orbital molecular ocupat
de més baixa energia (orbital HOMO). En general, es pot definir el nivell de
Fermi com aquella energia que ha de tenir un orbital per tal que la seva
probabilitat d’ocupacio sigui igual a %2. Aquesta definicid, pero, t¢ més sentit
en parlar de la distribucié quan la temperatura no és nul-la.

Si es defineix la temperatura de Fermi com el quocient T/=E/k, en el limit de
baixes temperatures (aproximacié al comportament descrit per la funcio
esglaonada), es pot demostrar que la capacitat calorifica electronica del metall
ésigual a
2

T
e =T g
2 T

F

Aixi es prediu una capacitat calorifica de I’ordre de 10” JK 'mol™, la qual es
pot observar experimentalment en molts metalls.

Quan la temperatura és positiva, 7>0, la funcié de distribuciéo permet veure
com hi ha una certa probabilitat que electrons de la banda de valéncia es
promocionin a la banda de conducci6 (en aquest exemple estem tractant els
materials conductors, és a dir, aquells en que les dues bandes son contigues,
pero D’estadistica també es pot aplicar en altres casos com, per exemple, els
semiconductors). A la Grafica 1.6.1 s’ha representat una linia continua que
representa el que acabem de comentar. En aquest cas es demostra clarament
que el nivell de Fermi coincideix amb 1’energia de 1’orbital que té una
probabilitat de '/, de ser ocupat:

1 1 1 1
PETiE, )= QB 1T QU T 4 2

En realitat, pero, el nivell de fermi és un parametre que, a part de dependre del
material tractat, canvia molt lleugerament amb la temperatura.

En el cas de plantejar els calculs quan la temperatura no és nulla, si I’energia £
de l’orbital esta forca unitats k7 per sobre del nivell de Fermi, el terme
exponencial de la funcié de distribucié predomina respecte a la unitat que cal
sumar-li. Es a dir, quan el parametre & es fa prou gran i positiu, es pot fer
I’aproximacio

1 - 1 _ e-[E-EF)/kT
(E-Ep J/kT (E-E kT
e +1 e

P(E.TE,)=

i considerar que la distribuci6 és la mateixa que la de Boltzmann. Aixo és el
mateix que suposar que, quan la variable § és gran, és a dir, a ’esquerra de la
Grafica 1.6.1, alla la corba continua t¢ un comportament similar al d’una
exponencial.
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En aquest exemple, el principal efecte visible de la distribucié de Fermi-Dirac
en relacio a la classica el trobem en el fet que, atesa la naturalesa dels fermions,
per sota el nivell de Fermi sempre hi ha un gran nombre d’orbitals ocupats
(veure la Grafica 1.6.1). En canvi, si el model seguis la distribucié de Maxwell-
Boltzmann, la tendéncia natural, i sobretot a baixes temperatures, seria la
d’ocupar un sol orbital, el basal.

El 1928 Sommerfeld fora el primer en aplicar I’estadistica de Fermi-Dirac a
aquest tipus de sistemes. Aix0 va permetre explicar molts fenomens que no es
descrivien bé en aplicar 1’estadistica classica, que era coneguda des de feia
molt més temps.
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Part I1: Calcul de les funcions de particio

Hem vist a la seccio 1.5 que la funcid de particio canonica sorgeix de forma espontania
en el moment de desenvolupar I’estadistica de Maxwell-Boltzmann. Ens caldra saber
avaluar aquesta funci6 per estudiar diversos sistemes. Aquesta segona part del text esta
dedicada a aprendre a efectuar el seu calcul. Aixd ens permetra, a la tercera part del
1libre, considerar aplicacions a sistemes quimics.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



.1 La funcié de particié canonica

A la definici6 de la funci6 de partici6é canonica (1.5.5), el sumatori s'estén per tots els
estats quantics que pot assolir cada membre del collectiu. Sha de tenir present que
aquesta suma no té en compte per a res les possibles ocupacions de cada estat. La
funcié de partici6 es calcula una vegada es coneix la temperatura i l'espectre d'energies
que presenta el sistema que s’estudia. A posteriori, a partir d’aquesta informacio6 es pot
avaluar quina és la probabilitat d’ocupacio de cada estat. Finalment, si es disposa d’una
poblacié de membres d’un col-lectiu o de particules, es pot calcular quants d’aquests
elements es troben a cada estat.

La funcié de partici6 s'anomena en un principi suma d'estats' perqué s'obté en fer el
sumatori per a tots els estats essencialment diferents i accessibles que presenta el
sistema en estudi.

Tal i com hem descrit els membres dels col-lectius, els estats quantics als que ara fem
referéncia son els propis de sistemes macroscopics. Aquests sistemes es tractaran com a
ideals. Veurem que, en aquest cas, podem identificar els estats dels membres a partir de
les estructures quantiques translacionals, rotacionals, vibracionals, electroniques i
nuclears de les particules que els formen.

E
a) b)

Figura II.1.1. Models senzills de representacio de la poblacié d’estats quantics
d’un gas per part de les particules que els formen. L'escala d'energies augmenta
verticalment de baix a dalt. Les distribucions de poblacié son sensibles a la
temperatura, tal i com indica la llei de distribucidé de Boltzmann. Si a) i b)
representen estats d'equilibri termodinamic del mateix sistema, la segona opcid
esta associada a una temperatura major que la primera.

En Termodinamica Estadistica el concepte de temperatura esta 1ligat al de la distribucio
dels sistemes al llarg dels diversos estats energétics. A tall d’exemple, suposem una
entitat fisica microscopica, una molécula®, que pot presentar varis estats de diferent

O bé suma sobre els estats, traduccié de la paraula alemanya Zustandsum, Zustandsumme o
Zustandssumme, tal i com en deien Planck, Boltzmann o Schrodinger. Aquesta circumstancia fa
que, en molts llibres de text, la funcié de particid es simbolitzi amb la lletra Z. Fowler utilitzava
I’expressio6 acceptada actualment de fincio de particio.

2 Aquest és un exemple d'acceptacié del segon criteri descrit a la secci6 1.4. Ja es va comentar
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energia. Si es disposa de diferents molecules formant un sistema (per exemple un gas)
al que se li pot associar una temperatura 7, hi ha una tendéncia quantitativa al fet que
les molécules assoleixin, estadisticament, estats de major o menor energia en funci6 de
si la temperatura és major o menor, respectivament. Aquesta nocio esta representada a
la Figura I1.1.1. Alla es representa un hipotétic gas constituit per 8 molecules (o mols),
cadascuna de les quals pot trobar-se en un de 6 estats quantics. Tant en la situaci6 a)
com a la b) les molécules s’han repartit seguint una determinada distribuci6. En el
primer cas s’ocupen preferentment estats de baixa energia mentre que en el segon la
mitjana energética del sistema ha augmentat respecte el primer. Aquest fet esta en
correspondéncia amb el comportament dels sistemes reals quan es troben a baixa o alta
temperatura, respectivament. La distribucié de Boltzmann sempre ens assegura que, en
condicions d’equilibri, la poblacid trobada al llarg dels diferents estats t¢ el
comportament d'una funcié exponencial (veure la Grafica IL.1.1).

La funci6 de particié és un indicador de quants estats energetics del sistema en estudi
son accessibles, en mesura la seva accessibilitat per part de les particules o membres
d’un col-lectiu. Aquesta és la interpretacid genérica que es dona a aquesta funcio.
Aquesta mesura de l'accessibilitat és funcié de la temperatura 7 del sistema. Per
exemple, podem plantejar-nos quin és el valor de la funcié de particio associada a un
sistema descrit a través d'un nombre infinit d'estats energeticament equiespaiats una
quantitat €. Un exemple d'aixd ho constitueix un oscil-lador harmonic (apéndix E). Si
prenem l'estat fonamental com el =zero d'energies, l'espectre energétic ¢és
{E;}={0,¢,2¢,3¢,...}, i es pot calcular facilment la funci6 de particio:

' e
e Ei=1+ekr+ekr +...

0=

i=0

com la suma® de termes d’una série geométrica amb el primer terme igual a 1 i rad

¢ La suma en qiiestio val (veure apéndix D)
1
0=——.
1= eir

A la Grafica II.1.1 es representa la variacid del valor de la funcié de particié en funcid
del terme adimensional

A:A(S,T):%,

alla que aquest tipus d'aproximacio és 1til en el moment de posar exemples clarificadors. I
aix0 és més interessant en el moment de considerar exemples quimics. Les explicacions,
pero, sempre son generalitzables i aplicables a sistemes termodinamics macroscopics de tal
manera que el membre del col-lectiu esdevé novament macroscopic.

? S’ha emprat un sumatori que atorga el zero com a primer valor de 1’index. Aixo és arbitrari.
En altres llocs es podra llegir que el primer valor de I’index ¢és 1... o qualsevol altre ntimero.
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¢és a dir, ’energia del sistema en unitats de k7. Es pot apreciar que, quan el valor de A
augmenta (si augmenta la diferéncia energetica € o bé si disminueix la temperatura
7), la funcid de partici6 pren el valor limit de 1. Aixi la funcié de partici6 ens indica
que, en aquestes condicions, practicament només un estat és assolible, I’estat basal,
o el de més baixa energia. Per altra banda, quan els estats estan molt propers en
I'escala energética (valor de € molt petit) o, equivalentment, si es treballa a una
temperatura molt alta, el parametre A es fa petit i molts estats esdevenen accessibles.
Aix0 es correspon amb el fet que, en aquestes circumstancies, la funcié de particio
pren valors grans.

—_
N w » a o ~ [oe] ©w o
sl bes b b bvev s b beea s bl

_

0 e
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 5.0

Grafica IL.1.1. Variacié del valor numéric de la funcié de
partici6 d’un oscillador harmonic ideal enfront del
parametre A definit en el text.

Aixi doncs, parlar de separacions energétiques grans o petites entre estats s’ha de fer
sempre en relacid a la temperatura del sistema. No es pot parlar de separacions
energeétiques entre estats quantics en termes absoluts. El que acabem de dir es pot
il-lustrar a través de la Grafica I1.1.2. Alla s'han representat les fraccions d'ocupaci6 per
cada estat quantic d'un oscillador harmonic (els quals identifiquem amb el
corresponent numero quantic v) en funcié del quocient A. S'han representat les diferents
ocupacions per a tres valors de A: 0.3, 1 1 5, que originen, de forma respectiva, un valor
de la funcié de partici6 igual a 3.86, 1.58 i 1.01. S’aprecia que, quan el valor de A ¢és fa
gran, ¢és a dir, quan els estats energétics superiors al basal es fan més inaccessibles, la
poblacid basicament es concentra en I’estat basal (nombre quantic v=0) i el valor de la
funcid de particé s’atansa a 1 (un sol estat assolible). Per altra banda, quan el valor de A
és petit, el que succeeix ¢és que la temperatura és prou elevada com perqué diversos
estats es facin accessibles. Llavors, el valor de la funcié de particié es fa gran indicant
que, globalment, hi ha forga estats assolibles. Els dos casos que s’acaben de comentar,
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es poden reproduir en un mateix sistema termodinamic, aixd ens indica que la

temperatura actua com una mena d’agent modulador respecte a la separaci6 energetica
efectiva que hi ha entre els diversos estats.

La funcié Q s'anomena de particio perque indica com estan repartides o particionades

les particules o sistemes (o, en general, els membres del col-lectiu) al 1larg dels seus
estats energgtics.

1
0.9 Q=1.01
| A=5
0.8*\
207"
S T
S 06 A
8 \\ \\
o 0.5+ \\\
0 \N\
g 0.4 \
© r Q=1.58
LL 03* \\\ _
.\, A=
027 \\\\I\\
A Q=3.86
01— | el e A=03
0_’ Lo M S T T e-——_9

0 1 2 3 4 5 6 7
Nuamero quantic v

Grafica I1.1.2. Fraccions d’ocupacio per a cada estat energétic (identificat
amb el nimero quantic v) d’un oscillador harmonic. Es mostren tres
possibilitats en funcio del valor del parametre A definit en el text.

Una altra interpretacié numeérica i més directa per a la funcié de particié la podem
extreure del significat de la probabilitat d'ocupacié per un estat i de I'expressio (1.5.6).

Si es calcula aquesta probabilitat per un sistema on l'energia de I'estat basal és zero (o
es defineix com a tal), s’obté

e P = =

i, atés que la probabilitat d’ocupacioé d’aquest estat és

Py="2
ON’

de la relacio (1.5.7) se n’obté que
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e B

_e " _1
Po 0 Q’

(IL1.1)

i, en conseqiiéncia,
1 N
Po  no

Aquesta expressio ens diu que la funcié de particio és la relacié entre el nombre total de
sistemes respecte als que ocupen I'estat basal. Quan la funcié de particié assoleix valors
petits, tendint a la unitat, ens indica que practicament tota la poblacié esta ocupant
l'estat basal. Per l'altra banda, quan la funci6é de particié prengui valors grans, aixo
voldra dir que hi ha pocs sistemes ocupant 1'estat basal i, en conseqiiéncia, n'hi ha una
majoria que ocupen estats excitats. Cal remarcar que aquests tipus d'interpretacions
noméi es poden fer quan, ja sigui de forma real o formal, l'energia de I'estat basal sigui
nul-la”.

Per altra part, de les relacions (1.5.4) i (1.5.5) se’n dedueix que el terme €* que apareix a
la seccio .5 és

Aixi podem considerar que aquest terme €s un indicador de la poblacié mitjana per a
cada estat assolible.

A la seccid 1.5 es remarcava que la validesa de la distribucié de Boltzmann va
precedida per un requisit: que hi hagi molts més estats accessibles que membres del
col-lectiu. Ates el significat de la funcid de particio, aquesta condici6 es pot expressar
matematicament exigint el compliment de la relacio

o

= =" >>1.
N

En el comput de la funci6 de particid6 sempre considerarem tots els estats que,
quanticament, estan definits pel sistema. Assumirem que tots aquests estats son
potencialment accessibles. En aquest cas estem acceptant l'anomenada hipotesi
ergodica: si el sistema es troba en un estat, i se’l deixa evolucionar un temps prou gran,
pot arribar a assolir-ne qualsevol altre. Si per alguna rad hi haguessin estats prohibits
per restriccions a les que pogués estar sotmés el sistema en estudi, les energies
d'aquests estats no s’haurien de comptabilitzar a la funcié de particié (veure la seccid
11.9).

4 Més endavant veurem com molts resultats de la Termodinamica Estadistica sén invariants
respecte al fet de si I'estat basal es pren com a origen d'energies o no.
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Exercicis de la seccio II.1

1. Considerar un sistema que només presenta dos estats no degenerats separats una
distancia energetica € tot assignant a ’estat basal el valor zero d'energies. Determinar
quina és la temperatura formal del sistema si:

a)
b)
c)
d)

el nivell basal esta totalment ocupat.

ambdos nivells estan igualment poblats.

el nivell superior esta més poblat que I'inferior.
el nivell superior acumula tota la poblacio.

Podem referir el resultat a la probabilitat p d'ocupacio del nivell fonamental. Si
a aquest nivell li associem una energia zero, aquesta probabilitat ve donada per

1 1
Iexpressio (IL.1.1): p=—= =
o

= —0/kT —e/kT — —e/kT *
e +e" l+e*

D'aqui en podem aillar la temperatura 7' com a variable depenent de la
probabilitat p:

(e}
(e}

n ~
[} (o2}

N
(o))

Temperatura (K)
| |

|
~
o

o
I T T T T T T T U O W A B O

— 100~ b e

0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

Probabilitat p

Grafica I1.1.3. Representacio grafica de la funcié temperatura en
relacio a la probabilitat d'ocupacio6 p definida en aquest problema.
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A la Grafica II.1.3 s’ha fet una representacio d'aquesta funcid pel cas on
e/k=1K. La seva interpretacidé permet contestar les preguntes sense necessitat
d'efectuar el calcul de limits:

a)

b)

d)

Quan el nivell basal esta totalment ocupat p=1 i la temperatura és 0
K. En aquesta situacio, i segons el Tercer Principi de la
Termodinamica, 1'entropia del sistema esdevé zero (veure la Grafica
I.1.4 en el punt on p=1). A mesura que la temperatura creix, la
probabilitat d'ocupacio de l'estat superior també ho fa. En fer aixo
ens movem en el rang de temperatures experimentals o
espectroscopiques.

S'arriba a un cas particular quan ambdods nivells estan igualment
poblats (p="2). En aquest moment la temperatura formal és infinita i
l'entropia del sistema és maxima (veure les grafiques). En aquest cas
els dos nivells es comporten com a degenerats; pero si el parametre
€ no ¢és nul només podem aconseguir aquest efecte formal de
degeneraci6 submergint el sistema en un medi termostatic de
temperatura immensament elevada. Llavors la separacid efectiva
entre nivells es fa negligible.

En el cas que es tractin sistemes especials amb un numero de nivells
finits com, per exemple, els lasers, masers, sistemes d’spins nuclears
o electronics amb aplicacid6 de camps magnétics, ... es pot
aconseguir el que s'anomena la inversiéo de la poblacié: es pobla
majoritariament l'estat superior i, llavors, la probabilitat d'ocupacio
de l'estat inferior es p<1/2. Veiem a la Grafica I1.1.3 que, quan el
nivell superior esta més poblat que l'inferior, la temperatura absoluta
formal és ... negativa! Al llarg de tot el rang de probabilitats on
l'estat superior esta més poblat, la temperatura és formalment
negativa i tendeix cap a zero (per sota, per l'esquerra del punt 0, o
“per la porta del darrera”, tal i com diu algun autor) a mesura que la
probabilitat d'ocupacio de I'estat basal també ho fa. Aixo indica que
un sistema amb temperatura negativa esta més ‘“calent” que
qualsevol altra a temperatura positiva. El rang complert de
temperatures i ordenades de menor a major €s (+0,+o0) U (-00,-0).

El darrer cas el reproduim quan el nivell superior acumula tota la
poblacioé i la probabilitat d’ocupacid de l'estat basal és p=0. La
temperatura torna a ser zero (perd s’hi ha arribat per sota!, passant
per temperatures absolutes formalment negatives). L'entropia aqui
torna a ser zero.
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Entropia S

0.0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 10

Probabilitat p

Grafica II.1.4. Representacio esquematica de la variacio de I’entropia
respecte la probabilitat p associada al model descrit en el text de
l'exercici. L’invers del pendent canviat de signe de la recta tangent a la
grafica a cada punt es pot associar al concepte de temperatura formal
del sistema.

Hem vist, doncs, que es pot travessar el limit del zero absolut de temperatura’,
pero el cami passa per arribar fins a temperatura infinita. En cap moment la
Grafica 11.1.3 precedent presenta un tall a I'eix d'abscisses. Es clar que aquests
efectes estan condicionats pel tipus particular de sistema que s'estudii. Alguns
sistemes microscopics, pero, admeten la formulacié que aqui es presenta. A la
Grafica II.1.4 es presenta un esquema de la variaci6 de l'entropia en funcié de
la probabilitat p, definida més amunt. Es poden apreciar els dos casos extrems
per p=0 i p=1 on S§=0 aixi com el cas on p=1/2 i I’entropia S es fa maxima. Es
pot associar el valor de la derivada (pendent de la recta tangent a cada punt) de
la funcié que es representa a la Grafica I1.1.4 com el negatiu de I’invers de la
temperatura formal 7.

En realitat, per obtenir una situaci6 de temperatura formal negativa cal sempre
disposar d'un nombre finit d'estats quantics per poblar, de tal manera que es
pugui aconseguir 1’efecte d’inversié de la poblacid. Si el nombre d'estats ¢s
infinit, la poblacié de qualsevol estat sera sempre superior a la d’un altre de
major energia i no es podra invertir la poblacié. En aquest darrer cas, el limit el
trobem quan la temperatura es fa infinita i totes les poblacions s'igualen.

3 La temperatura absoluta negativa només s’assoleix formalment. De fet, el sistema no es troba
en un estat d’equilibri vertader i no és aplicable I’estadistica de Maxwell-Boltzmann.
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Una definicié formal termodinamica de la temperatura és

T:(a_Uj :(a_Hj >0’
os ), \as),

la qual cosa demana, per exemple, que la funcié energia interna, U, sigui
monotona creixent amb S i que 1’espectre energétic no estigui degenerat. A la
Grafica II.1.4, per un sistema de particules independents, la probabilitat
d’ocupacio de I’estat superior s proporcional a ’energia U dels sistema. Aixi,
doncs, I’invers del pendent de la corba alla representada €s la temperatura
absoluta.

En tots els raonaments que s’han fet, pero, cal tenir present que el concepte de
temperatura només pot quedar ben definit en situacions d’equilibri
termodinamic.

En relacio a I’origen d’aquestes qiiestions es recomana llegir ’article de Jaime
Wisniak  “Negative Absolute Temperatures, a Novelty” al Journal of
Chemical Education, 77(4), Abril 2000, plana 518 i les referéncies alla citades.
Alla s’afirma que les temperatures extremes assolides fins ara han estat de
2.8-10"K i-7.5-10"K.

2. Demostrar que la definicié arbitraria d’un zero d’energies dels estats quantics
implica afegir una constant multiplicativa a la funcié de particio.

Si {&q, €, €,...} son les energies absolutes dels estats, la funcié de particio

s’escriu com Q = Z e'Bg‘ . Si ara s’estableix un nou zero d’energies,
i

I’espectre energétic passa a ser {ej+y, €11y, €17,...} 1 la nova funcié de particid

esdevé un multiple de I’anterior:

0'= Ze’ﬁ(e’”) = Ze’ﬁy e = e'BYZe'BS’ =70
1 1

1

3. Considerar un sistema d’infinits nivells energetics. L’energia de cada nivell ve
donat per la quantitat £~bJ(J+1), on b és una constant i J €s un niimero quantic enter
que pren els valors 0, 1, 2, 3, ... La degeneracié de cada nivell és igual a 2/+1.
Representar graficament quina és la fraccio d’ocupacio de cada nivell en funcié del
numero quantic J. Comparar el resultat amb el de la Grafica 11.1.2.
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En aquest cas, la funci6 de particié (suma sobre els estats) sera igual a
O= ¢’ +e”+. . +e+e+. e+

J=0 J=1 J=2
Lterme 3 termes 5 termes

A D’expressio, se suma un terme per a cada estat. Els factors exponencials son
iguals a -bJ(J+1)/kT i s’ha definit la constant a com -b/kT. Els termes es poden
agrupar en blocs de 2J+1 elements, tants com la degeneracié del corresponent
nivell. El sumatori complet esdevé

0= i(z.f +1)e V)
J=0

La fracci6 d’ocupacié de cada nivell és igual a

f ~ (2J+1)eaJ(J+1) ~ (2J+1)eaJ(J+1)
J = = .
Q 2(2J+1)ea.](J+l)
J=0

Amb I’ajut d’un petit programa d’ordinador, i emprant el valor numeéric
adimensional arbitrari a=-0.1, s’ha obtingut la representacié que es mostra a
la Grafica II.1.5.

0.30 —
0.25 —| 4 \
0.20 —| / \
0.15 — \
/
0.10 — \

0.05 —| N

Fraccio d'ocupacio del nivell, f,

0.00 N B B R
8 9
Numero quantic J
Grafica II.1.5. Representacié grafica de la fraccid

d’ocupacié per a cada nivell del sistema descrit en el
problema 3.
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La principal diferéncia que hi ha entre aquesta grafica i la II.1.2 es troba en
el fet que aqui s’observa un maxim. Aquest és un efecte de la degeneracio
de cada nivell. En realitat, la fraccié d’ocupaci6 de cada estat és tal que, en
comparar-ne dos, sempre estd més ocupat el de menor energia. A la Grafica
II.1.5 es pot apreciar com no té perque succeir el mateix en parlar en termes
de nivells.
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Il.2 La funcié de particié molecular

L'avaluacié de la funcié de particid canonica esta supeditada a la natura de cada
membre del collectiu i dels estats energétics que aquest presenta. Ara, de forma
espontania, ens sorgeix una pregunta: com avaluar ’energia dels diferents estats
quantics de cada membre del collectiu canonic? Un exemple paradigmatic consisteix
en considerar que cada membre del col-lectiu canonic representa un sistema fisic
macroscopic: un cristall, liquid, gas o mescla en equilibri. Per tant, cada membre podria
arribar a estar constituit per un nombre molt gran de molécules, N. Estrictament parlant,
per saber el conjunt de les energies dels estats possibles, {E;}, que intervenen en el
comput de la funcid de particié candnica, Q, s'hauria de resoldre, per a un membre del
col-lectiu (els altres en sén una copia), una equacié d’Schrédinger (apéndix E) que
presenta un numero de variables de l'ordre del nombre d'Avogadro'. En aquest cas
hipotétic es trobarien totes les funcions d'ona dels estats del sistema aixi com les seves
energies:

HY =EY, ; Vi
on la funcié d’ona depén de N vectors de coordenades cartesianes moleculars:

¥, =W, (7,7, Py )

i on, alhora, cada vector de coordenades 7, t¢ com a components les variables que

descriuen la posicio dels electrons i nuclis que formen cada molécula.

En general, és impossible resoldre exactament aquesta equacié per al sistema que es
planteja degut a que hi ha massa particules i totes elles estan correlacionades a través de
diversos 1 complicats potencials d'interaccid. Per superar aquesta dificultat i poder fer
un tractament adequat al nivell d’aquest text, usualment es recorre a 1’anomenada
aproximacié de les particules independents. En el context d’aquesta simplificacio es
considera que les molécules o atoms d'un membre del col-lectiu no interaccionen entre
elles. El métode és aplicable sobretot a sistemes diluits com, per exemple, un gas real
enrarit. Es per aixd que en el marc d’aquesta aproximacié s'obtenen resultats
comparables als experimentals quan s'estudien gasos a baixa densitat, els quals es
comporten quasi idealment.

! L’equaci6é d’Schrédinger de la totalitat del sistema és irresoluble en general, perd aixo no
priva que es pugin considerar conegudes (perqueé existeixen!) les energies dels diferents estats
quantics. Per altra banda, entrariem en consideracions filosofiques en plantejar si un sistema
macroscopic es pot descriure per una funcié d’ona quantica. La teoria és aplicable pel cas del
gas ideal, atés que definim el sistema amb les propietats adequades.
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En assumir l'aproximaci6 de les particules independents, en no haver-hi interaccions
particula-particula, el hamiltonia de tot el sistema es desglossa en suma de hamiltonians
independents, un per a cada particula, &, del membre:

N
H=Yh,.

k=1
En aquest cas, la teoria quantica afirma’ (en base a la teoria matematica de I’algebra
d’operadors) que es poden calcular les funcions i energies propies per a cada particula
del membre a través de la seva equacio d'Schrodinger particular (veure apéndix E):

A

hw, =e v, ;Vk Vi,

on l'index k indica quina particula es descriu quanticament i el conjunt d'indexs i
identifica els seus estats. Aleshores, I'energia d'un membre del col-lectiu es pot obtenir
sumant les energies que adopten totes i cadascuna de les particules del membre (les
quals estan numerades de 1 a N):

E=E({j,;Vk=1,N})=

N
g, - (I1.2.1)
k=

—_

Aqui, la notacié {i;Vi=1,N} indica que cada particula del membre del col-lectiu es
troba en un estat quantic concret especificat a través del valor que pren 1’enter ;.

Com a exemple del que s’acaba de dir, podem pensar en un membre format per 3
molécules iguals imaginant que cada molécula pot trobar-se en 4 estats quantics
diferents. Suposem que el conjunt de valors possibles pels indexs i és {1,2,3,4}. Una
configuraci6 possible pel sistema es dona quan les molécules es troben en els estats 1, 2
12, respectivament. Podem representar aixo de la forma segiient:

Molécula1:1,2,3,4 : k=1,i=1
Molécula2:1,2,3,4 : k=2 ,i,=2
Molécula3:1,2,3,4 : k=3, 372

on s’ha marcat en negreta I’estat que ocupa cada molécula dels 4 possibles. També
s’han especificat els valors dels indexs & i ;. Si les energies dels quatre estats son
respectivament {-8,-2,0,3} (en unitats arbitraries), atés 1’estat energetic que ocupa cada
particula, les seves energies son -8, -2 1 -2, respectivament i ’energia total del membre
del col'lectiu la obtenim per aplicacio de 1’equacio (11.2.1):

2 No entrem aqui en fer consideracions sobre altres propietats que ha de complir la funcié
d’ona si els sistemes tractats (en aquest cas particules) son distingibles o indistingibles.
S’aclareixen aquests conceptes a la seccio 1.6. Aqui se’n fa un tractament classic.
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=E({i, ;vk=13})=E({1,2,2}) =§3“g

=e, +e, +g, =¢ +&, +&, =-8+(-2)+(-2)=-12-

Veiem que, en ’aproximacié de les particules independents, en cap moment es fa
referéncia als potencials d'atraccid, repulsio o, en general, d’interaccio entre les
molécules. Aquest fet té una altra implicacié que s'ha suposat implicita en el tractament
de la formulacié: els estats que una molécula pot assolir son independents® dels estats
que assoleixen les altres. Els estats quantics del membre del col-lectiu s’obtindran,
doncs, per combinaci6 dels diferents estats que poden presentar totes i cadascuna de les
particules que formen el membre. Per tant, fer correr I'index del sumatori que apareix a
la definici6 de la funcid de particié O és el mateix que fer-lo correr per tots i cadascun
dels indexs que podem associar a cada molécula. Aixo ho anotem simbolicament aixi:

i}= 10 pedis ey 1

¢és a dir, el conjunt d’indexs total {i} s’obté com a producte cartesia dels conjunts
d’indexs propis de cada molécula. Aquest fet provoca I’aparicié d’un nombre immens
de degeneracions, sobretot quan totes les particules son del mateix tipus.

Tot emprant la recepta (11.2.1), ara podem rescriure la funcioé de partici6é de la manera
seguent:
BE _ e +€, .8, )
0=2e" =222 -

i i

Es a dir, en I’aproximaci6 de les particules independents, és el mateix recorrer tots els
estats quantics que presenta el sistema macroscopic (membre del col-lectiu) que
recorrer la totalitat de les combinacions d’estats que presenten les particules que el
formen.

Les regles basiques de l'algebra dels sumatoris (veure exercici 3 de I’apéndix A)
permeten escriure:

0=0(T,V,N)= Ze " Ze Y e . (11.2.2)

Si totes les molecules son idéntiques, els termes que es multipliquen també ho sén,
llavors ens podem referir a un Gnic espectre molecular d'energies:

3 Cal tenir present, perd, que és possible fer una estadistica gracies al fet que hi ha un Iligam
que imposa una restriccid al sistema termodinamic col-lectiu canonic: la seva energia és
constant. Aixo condiciona lleugerament la llibertat que té cada particula en el moment
d'ocupar un dels estats quantics que té assolibles: només es podran ocupar estats quantics
d'alta energia a expenses que altres molécules n'ocupin de menys energeétics, i viceversa.
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. d={e) : vi=12..n

i la funci6 de partici6 canonica s'expressa com

N

oV, N)=| Y | .

i

on l'index i ara corre per tots els estats energetics de la molécula. En aquest moment
definim I'anomenada funci6 de particié6 molecular:

q(T.V)= 2 e (11.2.3)

ila funcio de particio canonica es pot expressar en funcio d’ella:

oT.V,N)=4(T.v)". (I1.2.4)

La funcié de particié molecular és una funci6 de particid per particula (d’aqui en prové
el seu nom). La funcié de particié ¢ indica, grosso modo, quants estats son assolibles
per part de cada molécula. Atesa una altra de les interpretacions donades a la secci6
precedent (g=N/ny), aquesta funcid es pot prendre com una mesura de la capacitat
“d’escapament” de ’estat basal que tenen les particules.

L’equacio (I1.2.4) té una interpretacio immediata. En disposar de N particules i
assumir que totes elles son independents entre si, el conjunt global d’estats
assolibles per tot el sistema (membre del collectiu) s’obtindra efectuant
I’exponenciacio indicada a la relacié (I11.2.4). La simplificacio és notable. Pensem,
per exemple, en un sistema ideal format per 1000 particules idéntiques localitzades
i cadascuna d’elles amb un valor de g=10, atés que cada particula pot accedir a 10
estats. El valor numéric de la funcié de particio del sistema és 0=10""". Es tracta
de un u seguit de 1000 zeros, una xifra realment astronomica (i encara no ens
acostem, ni de bon tros, als valors que realment pot prendre Q). Tot i aixd, per
descriure el sistema en fem prou especificant els 10 estats.

Es clar que, en realitat, I’aproximacié de les particules independents no és aplicable
gaire vegades (pensem per exemple en un gas real, un vapor, un liquid o un solid
cristal'li) i que una expressi6 més adequada per al calcul de la funcid de particio
canonica podria ser del tipus
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0=vq",

on Y és un parametre (generalment molt més petit que 1) que actua a tall de terme
corrector mitjd. En el marc de la Termodinamica Estadistica, moltes de les
investigacions punteres actuals estan relacionades amb el tractament de sistemes reals i
de fases condensades.

L'equacié (I1.2.4) només ¢€s valida si el sistema a estudiar esta format per molécules
distingibles o localitzades que presentin el mateix espectre d'energies. A la practica,
aix0 vol dir que shauran de considerar molécules identigues. Aquesta funcid
s'aplicaria, per exemple, en ’estudi de cristalls ideals de substancies pures, perque cada
atom o molécula de la xarxa cristal-lina és distingible respecte els altres a través de les
seves coordenades espacials®.

En el cas del tractament de molécules indistingibles o no localitzades, per exemple en
l'estudi d'un gas’, s'arriba a la mateixa suma d'energia E; encara que es permutin les
posicions de les molécules. Per exemple

Ei= € + €, + €, +...+ €, = gl.2+ € + €, +...+ €\

=g, + €, + €, +...+ €y = -

D'aquesta manera hem comptat massa estats a través de l'equaciéo (I1.2.2) en no
considerar les possibles reordenacions dels termes que alla es multipliquen. Per
particules o sistemes indistingibles (o sistemes de bosons o fermions, veure la seccid
1.6) només caldria comptar una vegada cada configuracid energética. En altres,
paraules, cada permutacié representa el mateix estat energetic del sistema i aquest
només ha d'aparéixer un sol cop en el sumatori de la funcié de particio Q. Si bé aquest
problema, vist de forma estricta, és un xic més complicat del que s'acaba de dir (veure
I’exercici 6 i els texts de McQuarrie o Hill), heuristicament es pot argumentar que el
nombre de diferents ordenacions de les particules és aproximadament igual a N!
(suposant que totes elles es troben en estats diferents)® i aixi caldra incloure aquest
factor a l'expressié final. Per aquest cas, una molt bona aproximacié de la funci6 de
particio sera:

* El mateix els succeeix als membres d’un collectiu: les seves posicions queden fixades a
través d’un etiquetatge o numeracio (veure, per exemple, la figura 1.2.1). Es tracta també de
sistemes localitzats distingibles.

3 En realitat, el caracter d’indistingibilitat I’aporten els estats quantics translacionals (apéndix
E). Els estats rotacionals, vibracionals, ... es troben localitzats en la propia molécula que els
exhibeix.

8 Aquesta condici6 esta associada al fet que, per poder aplicar I’estadistica de Maxwell-
Boltzmann, cal disposar d’un nombre d’estats molt més gran que de particules o sistemes. El
terme N! també esta relacionat amb I’anomenada estadistica de Maxwell-Boltzmann
corregida (veure la secci6 1.6).
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N
o(T,V,N) =% . (I1.2.5)

Aquesta expressio esta relacionada amb 1’estadistica de Maxwell-Boltzmann corregida
(seccid 1.6). El que fem en aquest desenvolupament, doncs, és tractar inicialment les
particules com entitats classiques (tal i com es fa amb els membres dels col-lectius) i
ara al final considerem algunes correccions i exigim el compliment d’algunes
restriccions (per exemple, que hi hagi més estats que particules) per tal d’apropar la
notacio a la de les estadistiques quantiques de la seccio L.6.

En general, es pot deduir (veure el problema 3) que, per mescles de diferents tipus de
particules no interaccionants (per exemple espécies quimiques diferents 4, B, C, ...), la
funcid de particié canonica es calcula com

0=0,0,00...=q 1 qNrqle ... (1L.2.6)

on eventualment es poden fer divisions pels factorials de N, Np, Ng, ... (nombres de
cada tipus de molécula) si es tracta de particules indistingibles. A la secci6 III.12
veurem com en alguns casos sera necessari avaluar la funcié de particid anterior
considerant un zero d'energies comu a totes les espécies.

Tant aqui com a les seccions 1.5 i II.1 fem comentaris relatius al requisit que hi hagi
molts més estats accessibles que membres del col-lectiu per tal que la distribucié de
Boltzmann sigui aplicable. En el context molecular o atomic, aquesta relacio es
tradueix en el fet que s’ha de complir, per a cada grup de molécules de la mateixa
espécie, que

1>>1.
N

A aquest quocient se I’anomena relacié de dilucié estadistica.
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Exercicis de la seccio 1.2

1. Demostrar que l'aplicacié de 1’aproximacié d’Stirling a 1'equacié (I1.2.5) ens porta

N
al resultat: O = ("—;) on e representa la base dels logaritmes neperians.

Aquesta expressio s'obté directament si s'aplica el resultat del problema 1 de
I’apeéndix L.

2. Escriure I’expressio de la funcié de particié d'un sistema fisic microscopic que
pot assolir tres estats diferents amb energies {0,€,e} repartits en dos nivells. Tot
seguit, obtenir la funcié de particié d’un membre del col-lectiu format pel nimero
d’Avogadro d’aquests sistemes. Aplicar D’aproximacié de les particules
independents.

La presencia del nivell degenerat permet escriure el resultat en funcio de la
seva degeneracio:

_ —0/kT

—e/kT
g=e +e ™

—e/kT —e/kT

+e =1+2e

Pel que respecta a la funcié de partici6 del membre del col-lectiu i atesa
I’aproximaci6 que se’ns permet aplicar, només cas efectuar una potenciacio:

0=q" =(1+2e )"

3. Demostrar la relacié (I1.2.6).

Podem fer la demostracid per a dos especies 4 i B que presenten Ny i Np
molecules a cada membre del col-lectiu candnic. En el si del membre del
col-lectiu podem definir les energies dels estats quantics ocupats per molécules
de cada classe X:

NX
EY 228[): . X=AB.
k=1

Aquesta darrera definicio origina dues expressions que son formes particulars
de (II.2.1). Les diferents formes, E;, que pot presentar 1’energia de cada estat
del col'lectiu seran:
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E =E'+E!,
A B

amb el ben entés que els diversos estats que pot presentar el membre, o sia el
conjunt d’estats etiquetats amb 1’index i, vindran donats per la combinaci6 de
tots els estats que puguin generar les molecules de la classe 4 (els estats iy)
combinats amb tots els originats per 1’altre tipus de molécules (ig). Tal i com
hem fet en el text, denotem aixo simbolicament com

li}=1, s 1

Aquest resultat és valid si és aplicable 1’aproximacié de les particules
independents. En cas contrari, el fet que unes particules ocupessin uns estats
quantics determinaria que les altres en poguessin ocupar amb més o meys
preferéncia uns altres. No hi hauria una independéncia total. Acceptant les
condicions de I’aproximacio, les energies dels estats del membre del col-lectiu
vindran donades per les mateixes combinacions. Aix0 permet escriure la funcid
de particié com

A N B +EL) — B! BE"
QZe 226'43%6/4;63,

Iy Ip

i cada terme entre paréntesi és la funcidé de particido canonica per a 1’espécie
corresponent. Finalment doncs,

Q= QAQB = q,];/Aq;VB .

La generalitzaci6 pel cas de més de dues espécies és immediata.

4. A efectes practics, sabem que la funci6é de particié molecular ha de tenir un valor
numeric molt gran per tal de poder obtenir un bon resultat estadistic i per poder aplicar
I’estadistica de Maxwell-Boltzmann. Si el valor numéric de ¢ és petit, no solament no
¢és aplicable I’estadistica, sind que es poden obtenir resultats absurds. Per veure aixo,
calcular quina és la funcidé de particid canonica d’un sistema de N particules
indistingibles de tal manera que la seva funcié de particio individual sigui g=e. Aplicar
llavors I’aproximaci6 d’Stirling.

En aplicar la relacié O=¢"/N! obtenim Q=¢"/N!, prenent logaritmes i aplicant
la relacio6 d’Stirling arribem a la conclusio que
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N
e

InQ = lnﬁ= Ine” —In(N)=N-(NInN-N)=2N-NInN.

Llavors
InQ=N(2-InN)<<0

El resultat és inadmissible a partir de N=8 (cas on el logaritme comenga a ser
negatiu): el valor numeric de la funcié de particio és practicament igual a zero.
Les particules no presenten prou estats accessibles.

5. Un sistema termodinamic esta format per dos tipus de particules. Els espectres
energetics respectius son {851)} i {852)}. En I’aproximacio de les particules
independents, les energies de cada tipus de particula no estan correlacionades, és a dir,

el valor esperat del producte d’energies mitjanes de cada tipus de particula, <8(l)8<2)> ,

¢s igual al producte de valors esperats <8(l)><8(2)> . Demostra que aquesta igualtat es

pot obtenir a partir de les expressions de la Termodinamica Estadistica.

En considerar la totalitat del sistema, el valor esperat del producte d’energies
de cada tipus de particula es calcula com

1 e el?
<8(1)8(2)>=§Z;8?)8§2)e ple+e)

Aquesta darrera formula es pot escriure com

_f,(g(_l)ﬂ(z))

i

<8(1)8(2)> - 22851)85.2)% = Zzggl)g(]?)pij ’
; J [ J

on s’han definit unes probabilitats d’ocupacio conjunta alhora dels estats i i j,
Pij-

Els sumatoris fan un recorregut per tots els estats de cada particula, de tal
manera que aixi es recorren tots els estats del sistema. Ateés que considerem
I’aproximacio de les particules independents, en el terme exponencial I’energia
de cada particula es suma per tal d’obtenir 1’energia total de 1’estat conjunt. Per
la mateixa rao, i tal i com ja s’ha vist en el text, la funcid de particié del sistema
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és el producte de funcions de particié de cada sistema: 0=0"Q®. Per tant, fent
us d’aquesta propietat i operant el terme exponencial i els sumatoris escrivim

<8(1)8(2)> _ éz 2 851)852)6_[331(1)6—&5?)
i

L ()Pl (2)p 5!
= ZSi e’ 28. e |
Q(I)Q(Z) - ~

(e |(eer |
(e0e®)=| - 00 0 =(e")(e?).

tal i com es volia demostrar.

6. Considerar un sistema de 2 molecules indistingibles. Obtenir els diferents termes
energetics que apareixen a la funcioé de particié canonica Q quan cada molécula pot
accedir a 3 estats. Fer el mateix per 5 estats. Establir comparacions entre els dos casos i
extrapolar que succeeix quan el nombre d’estats és molt superior al nombre de
molécules. Justificar d’aquesta manera el terme N! que s’utilitza en calcular la funcio
de partici6 candnica.

Admetem que no hi ha cap tipus de restriccio ni de correlacié quantica alhora
d’assignar cada molécula a un estat. En el cas de considerar 3 estats per
molécula, hi ha 3’=9 possibilitats d’ocupacié d’estats (microestats). Cada
possibilitat origina un terme a afegir en el sumatori de la funcié de particio
candnica. Vegem-ho: simbolicament, els indexs dels termes son
11,12,13,21,22,23,31,32133

el sumatori del que parlem és

0« e Py o P | oPE g pPEn y poPE

te P P 4 oPEn 4 o TPEs
En el context de les particules independents, cada terme del tipus Ej; (I’energia

associada a cada microestat) es calcula com

E, =¢ +¢,,
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¢s a dir, la suma de les energies de cada molécula. Precisament aquest fet és el
que permet escriure la suma dels nou termes com un quadrat on intervé la
funcié de particié molecular:

_Be _ _Be. 2
R

Dels 9 termes escrits més amunt se n’han marcat en negreta 6. Aquests 6
termes es poden agrupar en 3 parelles:

12-21, 13-31, 23-32,

de tal manera que cadascuna dona compte (per duplicat) de I’energia d’un
macroestat. Aquesta informacié és redundant, pel fet que, per hipotesi, les
molécules son idéntiques 1 indistingibles.

En aquest cas es comet un error apreciable en dividir la suma dels 9 termes per
21=2, perqué encara que aix0 elimini la redundancia de les 6 parelles, hi ha 3
microestats (el 11, el 22 i el 33) que no es repeteixen. Del total de 9 termes n’hi
ha 2 terceres parts (66.7%) als que cal aplicar la divisi6 per 2!=2.

Per altra banda, si ara considerem el cas d’ocupaci6 de 5 estats moleculars, els
5’=25 microestats que s’originen son

11,12, 13, 14, 15, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35,
41,42, 43,44, 45,51,52, 53,541 55.

Ara, en canvi, hi ha 10 parelles d’estats redundants (les marcades en negreta) i
només hi ha 5 parelles (11, 22, 33, 44 i1 55) que no tenen un terme homoleg
repetit. Hi ha hagut un canvi quantitatiu en relacié a ’exemple anterior: en
aquest cas, ara ja son el 80% (20 de 25) dels microestats que admeten un factor
corrector igual a 21=2.

Podem extrapolar el resultat dient que, quan el nombre d’estats moleculars es
faci molt més gran que el de molécules disponibles, la fraccié de microestats
redundants sera practicament la totalitat, atés que hi haura moltes
combinacions de parelles de molécules que ocupin estats diferents i sera mes
dificil trobar microestats on les dues molécules ocupen el mateix estat. En
aquesta situacid es licit calcular la funci6 de particié canonica (és a dir
comptabilitzar termes exponencials amb microestats no redundants) fent dues
operacions:

1) Obtenir tots els microestats, fins i tot els redundants, efectuant el
calcul ¢" (en el nostre exemple N=2).
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2) Dividir per factor corrector N! per tal de comptabilitzar només els
microestats que so6n essencialment distints entre ells.

D’aquesta manera es justifica ’avaluacio de la funci6 de particié candnica a

través del termes O=¢"/N!. El terme factorial dona compte del pas a
I’estadistica de Maxwell-Boltzmann corregida classica (secci6 1.6).
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1.3 Calcul de la funcié de particié molecular

A la seccid precedent hem vist que, per efectuar el calcul de la funcid de particid
canodnica, s'ha de recorrer a I’avaluacio6 de la funcié de particié molecular. Aqui veurem
com es calcula aquesta darrera.

L'estat energetic i que apareix en el sumatori de la definicio de la funcio de particio
molecular (11.2.3) fa referéncia als estats quantics que pot adquirir una molécula. Una
nova aproximacio que es fa (tant aqui com en el camp de I’espectroscopia, d’entre
altes) és suposar que l'energia de cada tipus d’estat quantic molecular (translacional,
rotacional, vibracional, ...) és independent dels altres. Es a dir, es considera que no hi
acoblament entre els diferents tipus d’estats. En aquest cas es pot expressar l'energia
d’una particula, o sia, el valor numéric €; que apareix a (I11.2.3), com la suma de les
diferents energies translacional, rotacional, vibracional, electronica i nuclear. Aquesta
particié de Penergia’ (apéndix F) és:

81' = Struns+8rot+8vib+gel+8nuc’ = Sn +8J +8V +Se +8g . (1131)

Aix0 vol dir que un estat molecular es defineix indicant quins sOn els seus estats
quantics translacional, rotacional, vibracional, electronic i nuclear. Simbolicament:

feik={eun Dol I feu e = enbxde Icde o febx e,

Per tal de simplificar el tractament que desenvoluparem, i tal i com es veu en les
darreres expressions, prenem els valors d’aquestes energies basant-nos en models
quantics senzills. Es demostra que en considerar els models segiients no es comet cap
error greu en els calculs:

1)  Es modelitzen els estats translacionals de la molécula a través del paradigma
de la caixa quantica tridimensional. Utilitzarem com a indexs d’aquests estats
els tres nombres quantics n,, 7, 1 7. i els agrupem en el vector # (apéndix E).

2)  Es modelitzen els estats rotacionals de la molécula (lineal i, generalment,
diatomica) a través del sistema del rotor rigid juntament amb les constants
rotacionals extretes dels espectres de microones o calculats tedricament. Tal i
com ¢és habitual, s'utilitzara el nimero quantic J per especificar els diferents
nivells rotacionals.

! Per exemple, assumirem el model del rotor rigid per tractar la rotacié molecular. Aixo ha
d’estar d’acord amb el fet que la rotacio és independent de la vibracid molecular. Per altra
part, en aplicar 1’aproximacié de Born-Oppenheimer, s’assumeix indirectament que la
vibracié molecular no esta acoblada amb els graus de llibertat electronics. L’energia
translacional de la molécula depén només de la seva massa (la massa del seu centre de
masses) i, en conseqiiencia, el moviment translacional és estrictament separable dels altres.
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3)  Es modelitzen estats dels modes normals de vibracio a partir de dos tipus de
descripcions:

3.1) Els ideals a través de 'oscil'lador harmonic (eventualment amb
correccions) i utilitzant els seus nombres quantics v i una
freqiiencia caracteristica de vibracio v.

3.2) Els moleculars reals a través de les dades espectroscopiques.

4)  Sttilitzara I’index e per especificar els estats electronics. Les dades
necessaries per avaluar la corresponent funcié de particio es troben efectuant
un calcul tedric o bé recorrent a les aportades pels espectres electronics.

5)  S'utilitzara el simbol g per especificar els diferents estats nuclears. Veurem
que la contribuci6 d’aquests estats a la funcio de particio es redueix a un terme
constant, el qual no és rellevant per la gran majoria dels nostres proposits.

En conseqiiéncia, simbolitzarem I'estat quantic molecular i a través del segilient conjunt

d'indexs:
{if={n iy pxdvixdelx{g}

Aquesta notaci6 vol dir que per especificar un estat quantic molecular cal indicar quins
son els valors numérics dels nombres quantics translacionals, rotacionals, vibracionals,
electronics i nuclears’. En el marc de I’aproximacié de les particules independents aixd
implica que un estat energetic d'un membre del col-lectiu vindra especificat pel conjunt
de tots els estats de totes les molecules que el formen: {{n}x{J}x{v}x{e}x{g}}.
Aquest conjunt de producte cartesia de conjunts té un nombre d'elements immens. Aixo
proporciona un gran nombre de graus de llibertat (i de degeneracions) a les energies
dels estats £; que poden assolir els membres del col-lectiu. L'inic lligam que hi ha, una
vegada es coneix el nombre de molécules que composen el membre del collectiu
canonic, ¢s el referent a la condicié que la suma de les energies de tots els membres ha
de ser una constant predeterminada.

En el marc de la particié de l'energia es demostra (veure exercici 1) que la funcié de
partici6 molecular es pot obtenir com a producte de les anomenades funcions de
particio translacional, rotacional, vibracional, electronica i nuclear: q,uns, Gron Guivs el 1
G 1es quals denotarem de forma abreujada com ¢, g,, ¢, g. 1 g, Aixi

9=4.4,9.9.9, - (I1.3.2)

on cada funcié de particié subindexada es defineix de forma analoga a la de l'equacio
(I1.2.3) pero fent intervenir com a parametre energetic només la contribucié dels estats
quantics d’un determinat tipus. Explicitament:

2 No sempre s’especifiquen tots aquests estats. La tria depén de quin sistema es vulgui
descriure. Per exemple, veurem que per estudiar un gas ideal monoatomic format per
particules sense estructura interna només cal considerar els estats translacionals. En canvi, en
estudiar una molécula diatomica, a més a més, ja cal prendre en consideracié els estats
vibracionals, rotacionals i, eventualment els electronics o, fins i tot, els nuclears.
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— Ben — -3(5,(;)%5,‘;)*8(”22)) : - -Bee :
4.2 Z Z Z e 4.=2e
g, =" 1q,=> g, => (27 +1)" (113.3)
v J J

qn:Ze_ﬁsg,
g

on s’ha fet s de la notacié emprada a ’apéndix E en denotar I’expressio de les energies
dels estats de la caixa quantica tridimensional. Per altra banda, en escriure la funci6 de
partici6 rotacional s’ha fet una suma sobre els nivells especificant quina ¢és la
degeneraci6 de cadascun d’ells.

La funcié de particid canonica depen, a part del sistema estudiat i del nimero de
particules, de la temperatura i del volum. Aquesta dependéncia també I’exhibeix la
funcio de particiéo molecular, tot i que, tal i com veurem més endavant, només la funcio
de particio translacional és la que depén del volum:

q(v.T)=q,(,7)q,(T) q,(T)q.(T) q,(T) .

Ara és un bon moment per reflexionar, segons tot el que hem vist fins aqui, com el
coneixement de les diferents funcions de partici6 definides a (I1.3.3) permet calcular la
funcid de particié molecular i, aquesta, la funci6é de particié candnica. Més endavant
veurem com la funcid de particid canonica permet avaluar les funcions
termodinamiques. En tltima instanca, doncs, el coneixement de les funcions de particid
translacional, rotacional, vibracional, ... ens porta a poder calcular les funcions
termodinamiques i desenvolupar-ne aplicacions. Caldra doncs, tenir sempre present el
segiient esquema:

Col‘lectiu

A

Funcions termodinamiques
{g=tryv,en — g — 0

i aplicacions

Una vegada siguem conscients de la funcionalitat d'aquest diagrama haurem assolit un
dels objectius basics de la Termodinamica Estadistica: arribar a descriure els sistemes
macroscopics (a través de les funcions termodinamiques i1 I’estudi d’algunes
aplicacions) a partir del coneixement dels parametres intims (quantics) de la materia.
Aquests parametres son els que permeten el calcul de les diferents contribucions a les
funcions de partici6 molecular i canonica. D’aquesta manera veurem com la
Termodinamica Estadistica és el pont d’uni6 entre la teoria quantica i la descripcio dels
fendmens macroscopics.

A la Part I d’aquest llibre hem estudiat el lligam que hi ha entre el col-lectiu i la funcio
QO (la via vertical de ’esquema anterior). En aquesta Part II aprendrem a avaluar Q a
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partir del coneixement de la funcié de particié ¢ (primer tram horitzontal a 1’esquerra
de I’esquema). De fet, la resta de seccions d’aquesta segona part del text es dedicara a
calcular les diferents funcions de particié que apareixen a (I1.3.3). Finalment, a la Part
111, desenvoluparem la secci6é de Termodinamica i d’aplicacions (tram final a la dreta
de ’esquema).
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Exercici de la seccio 1.3

1. Demostrar la relacio (11.3.2).

Si es parteix de la separacié de graus de llibertat energetics (11.3.1), veiem
que la funci6 de particié molecular es pot escriure com

=X " =TI I T @7+ 1) e,
i A

on el terme de degeneracié 2J+1 prové de la funcié de particié rotacional
(atés que aqui fem una suma sobre nivells rotacionals i no sobre estats). Aixi,

‘- [z e I DTRISS I Se I L P

i considerant les definicions (I1.3.3) s’arriba a I’expressio (I11.3.2), que és la
que deixem demostrada.
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En aquesta secci6 considerarem els estats quantics translacionals que pot presentar una
particula. Obtenim el corresponent espectre d’energies a partir del model de la caixa
quantica tridimensional: Tal i com s’especifica a I’apendix E, cada estat translacional
ve determinat per un vector de tres nombres quantics, n=(n,n,n.). Cada nombre
quantic és relatiu a una dimensioé espacial. A I’apéndix E també es comenta que
lI'energia de cada estat s'expressa en termes d'aquests nombres quantics:

€ =8,(j:)+s,(1f,)+effz) o M iy, =12, 00,

n

A partir de la definici6 que apareix a (I1.3.3), avaluem la funci6 de particio
translacional a través de la suma

5= M= 3 3 T
n ne o n, ng

on considerem que sumar al llarg del vector n=(,,n,,n.) és el mateix que fer-ho a través
dels indexs n,, n, i n, de forma independent. Aixi doncs,

(IL4.1)

= oo

o () B0 )

ny=1 ny=1 n-=1

0 sia,
9:=4x49vqz

on la definicié de la funcié de particio associada a cada dimensio espacial és obvia. Per
calcular cada funcié de particid6 monodimensional es procedeix de forma analoga.
Veurem el tractament per a una d'elles.

El model de la caixa quantica monodimensional de longitud X que conté una particula
de massa m presenta 1’espectre d'energies segiient (apendix E):

() _ nh’

b= 22 =12, (114.2)
X 8mX2

€

El coneixement de I’energia dels diferents estats quantics ens permet escriure quina és
la funci6 de partici6 translacional monodimensional en la direccid de 1’eix de les X:
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oo

qy= 2 el (11.4.3)

ny=1

on s’ha definit el parametre a com

2
a——Bh .

= 11.4.4
8mX? (144

Els nombres quantics translacionals que s'assoleixen a temperatura ordinaria sén molt
elevats, de I'ordre de 10'°, 10* 0 molt més (veure l'exercici 1 d'aquest apartat i el 3 de
I’apéndix E). Llavors, les variacions d'unitat en unitat en el parametre enter n, es poden
considerar infinitesimals atesa ’amplada infinita de I’interval que es considera. Aquest
fet permet considerar el conjunt dels nombres quantics translacionals un continu. Per
altra banda, el valor del parametre @ que apareix a I’equaci6 (I1.4.3) és molt petit, de
I’ordre de 102 (veure I’exercici 2), provocant també variacions infinitesimals per al
valor de la funcid en relacié a la suma global de la série. Les dues caracteristiques que
s’acaben de descriure justifiquen aproximar la serie (I1.4.3) a una integral on s'’han
redefinit els limits de integracié (apéndix D):

K 2 1 |m
gy =[e™ dn.=== . (IL.4.5)
0 2Va

Fent les substitucions en el valor de @ s’obté finalment que

X (I1.4.6)
qx A ot

on s'ha definit la Longitud d'ona termal o Longitud d'ona térmica’, A:

A= o . (IL.4.7)

(2mmkT )%

L'expressio6 de gy s’identifica amb la funci6 de particio translacional d'una particula de
massa /7 que es mou en un segment monodimensional d’allargada X i que es troba a la
temperatura 7. Podriem fer el mateix calcul per les altres dues direccions de la caixa, de
dimensions Y1 Z, i obtindriem que la funcio de partici6 translacional és

! Aquest parametre és de I’ordre de la longitud d’ona de De Broglie, i/mv.
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El producte XYZ no és res més que el volum V del parallelepipede recte’ que conté el
gas estudiat. Per tant, I'expressio final per la funcié de partici6 translacional és

V
q,=— (11.4.8)
A

o bé, utilitzant la definicié de la longitud d'ona termal,

3
q,= % (2mmkT)2 (11.4.9)
o també
3
V(2mm \2
=== |-

3
R\ B
Es pot comprovar facilment que la funcié de particié és adimensional.

El quocient que apareix a 1’expressio (I1.4.8) és una relacid entre dos volums: el del
recipient continent del gas i el definit per un cub que té per aresta a la longitud d'ona
termal. Aquesta longitud termal pren valors molt petits. Per exemple, a 25 °C i pel gas
H,, A=71"5 pm i pel O, A=18 pm (veure exercici 7). Aquest €s el moment per prendre
consciéncia del fet que, en les situacions habituals en les que es consideren sistemes
termodinamics de dimensions macroscopiques, la funcié de particio translacional pren
valors molt grans’. El nombre d'estats translacionals accessibles és grandis (exercici
7). Apreciem a la relacio (I1.4.9) que, quan la temperatura es fa alta, el valor numéric
de la funcid de partici6 translacional també creix. En augmentar la temperatura, més
estats esdevenen accessibles: la separacio efectiva entre estats es fa més petita, tal i com
es comentava a la secci6 II.1.

El coneixement de la funcié de particio translacional permet avaluar la funcié de
partici6 canonica d’un gas ideal compost per particules sense estructura interna (aixo
és, sense estructura rotacional, vibracional, electronica, ...). En aquest cas, la funcié de

? Les propietats termodinamiques del gas no depenen de la forma del recipient que el conté.
Per aixo és arbitrari considerar una o altra forma del contenidor.

? La teoria de la Termodinamica Estadistica és aplicable a qualsevol tipus de sistema, ja sigui
macroscopic o microscopic. Pero és en el cas de l'aplicacio a sistemes grans (I'objectiu
d'aquest llibre) on es poden fer el tipus de comentaris que s'enuncien en el text. En les
aplicacions a sistemes fisics de reduides dimensions cal fer un altre tipus de consideracions.
A vegades, per exemple, no es poden avaluar les funcions de particié efectuant integracions.
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particio translacional coincideix amb la funcid de particido molecular (g=¢;) i per aquest
sistema gasoés la funcié de particié canodnica val

_q)

=i (I1.4.10)

>

Q

essent N el nombre de molécules que formen el gas.
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Exercicis de la seccio 1.4

1. Una molécula de H, es troba dins un recipient monodimensional de 1 m de longitud
i es mou a una velocitat de 1000 m/s (aquest valor és real, veure la seccid 111.14).
Quant val la seva energia cinética? Quin és el nombre quantic translacional al que esta
associada?

La velocitat de la molécula implica una certa energia cinética. El seu calcul ens
proporciona un valor de

g, =imv’=1.66107"1.

Igualant l'expressio de l'energia cinetica amb la (I1.4.2) obtenim la relaci6

_ 2mvX

. , d’on el valor del nombre quantic translacional és n,=1.00-10".

Veiem doncs que, pels sistemes de dimensions macroscopiques, els nombres
quantics translacionals associats a les particules son molt grans.

2. Calcular el valor del parametre a de 1’equacié (11.4.4) per un gas constituit per
atoms d’heli i que es troba a 25 °C dins un cilindre molt prim d’1 metre
d’allargada.

L'enunciat permet aplicar les equacions associades a un problema
monodimensional. Prenem com a massa de I’atom d’heli m=4 u.m.a., que so6n
6.64:10%" Kg. El valor de B és 1/kT=2.43-10* J i llavors el valor del parametre
a es faigual a 2.01-10™' (adimensional).

Tot i recordant I’appéndix D, hem vist aqui que, en ser aquest parametre a tant
petit, el pas del sumatori a la integral que s’ha fet en el desenvolupament teoric
esta plenament justificat.

3. Avaluar la funci6 de partici6 translacional pel sistema d'una particula de massa m
continguda en una caixa quantica bidimensional rectangular de superficie S=X-Y.

El procediment a seguir és el mateix que l'indicat en el text per obtenir la
funci6 de particié translacional per una caixa tridimensional. Partint de
l'expressio (I1.4.6), aquesta també s'aplica a la segona dimensid espacial i
s’obté:
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XY — S
AZ

qg: =

Aqui la funcio de partici6 translacional és el quocient entre la superficie S'i la
definida com el quadrat de la longitud d'ona termal.

4. Considerar una particula de massa m ubicada en un espai n-dimensional de
dimensié X;-X5--X,. Donar una expressio per la seva funcié de particio translacional.

Segons els resultats del text i de 1’exercici anterior, s’infereix que la funcié de
partici6 translacional sera:

_ XXX,
t A"

on apareix el volum n-dimensional i la longitud d’ona termal elevada a la
dimensi6 en qiiestio.

5. En el text i en exercicis anteriors hem avaluat les funcions de particio translacional
de la particula en una caixa quantica d’una, dos i tres dimensions. Comentar de quina
manera s'ha tingut en compte la possible degeneraci6 d’estats en el moment d'avaluar
la funci6 de particio.

Es interessant recordar aqui la solucié del problema 5 de I’apéndix E. En el
moment d'avaluar la funcié de particié s'ha fet una suma sobre els estats i no
sobre els diferents nivells. Es per aixo que en aquesta seccid IL4 mai ha
aparegut el concepte de degeneracié en el tractament matematic del text. La
suma sobre els estats sha efectuat en el moment d'integrar de forma
independent respecte a cada nombre quantic. En altres paraules, s'ha efectuat la
suma fent prendre a cada nombre quantic tots els valors possibles que pot
assolir. Aixo s'ha fet a través dels 3 sumatoris independents a (11.4.1) o en
considerar els limits d’integracié a expressions com la (I1.4.5). I s’ha fet de
forma independent respecte als altres nombres quantics: les tres integrals del
tipus (I1.4.5) s’han avaluat per separat tractant les variables de integracié com a
independents.

A la secci6 111.14 es fa un tractament de la degeneracio a les caixes quantiques

de dos i tres dimensions.

6. Deduir la funcié de particid translacional d’una particula que es troba en un
contenidor cubic d'aresta L. Fer-ne I'avaluaci6 efectuant un recorregut a través de tots
els valors dels nombres quantics mitjangant una integracio en les tres dimensions de
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I’espai 1 emprant el sistema de coordenades esfériques. Es coneix el valor de la
integral segtient:

- 1

J.xze“”r2 dx = %(%)5 )

a
0
Pel cas del recipient cubic, la funcié de particié translacional és

e VN
5,3 e
m .

n=ln,=ln.=1

q,=

oo

S'ha tret com a factor comii el valor numéric del quadrat de l'aresta del cub, L.
Aix0d permet reescriure aquest sumatori com una integral en variables
esferiques perque es pot substituir la suma dels quadrats dels nombres quantics
per un radi » tamb¢ elevat al quadrat:

2=

2 2 2
r-=n.+tn;+n;

1 llavors

1™
qt=§£

o3

T,
[ewne rPsin0dr dodo .
0

Hem considerat el diferencial de volum en coordenades esfériques i un factor
de 1/8 perque la integracié només s'ha de fer en un sol octant: el primer, el qual
esta associat al fet que els tres nombres quantics son sempre positius. Aquest
aspecte també s'hauria tractat correctament si els limits d'integracié haguessin
estat de 0 a /2 per ambdos angles. La integracié de les parts angulars és
immediata:

A VR
C]t :_J.eSmLzr r d}".
29
Ara només cal utilitzar el valor de la integral que es proporciona a l'enunciat:

L

Br? )
8 mL*
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on s'ha substituit § per 1/kT. El resultat és el corresponent a una caixa cubica.
Apreciem que el volum V' del paral-lelepipede recte que apareix a l'equacio
(I1.4.8) ha estat substituit pel volum del cub, L.

7. Calcular el valor de la funcid de particio6 translacional de la molécula H, confinada
dins un recipient de 100 cm’ a 25°C. Fer el mateix a una temperatura d'l K. Repetir els
calculs per la molécula de O,.

El procediment més senzill consisteix en avaluar primer la longitud d'ona
termal: Prendrem com a massa del H, m=2 u.m.a. i en ser k7=1/p=4.115-107"J,
de (I1.4.7) en resulta A = 7.150-10"'m = 71.50 pm. Veiem que el volum termal
és molt petit: A’=3.655-10"" m.

Utilitzant (I1.4.8) és immediat obtenir el valor ¢~=2.736-10%°. Aquest resultat ¢és
un indicador del diferent ordre de magnitud que presenta els volum
macroscopic de I'experiment en relaci6 al volum termal, A°.

Quan la temperatura ¢s de 1 K llavors A=1.234-10°m=1234 pm i
¢~5.318-10*. Un valor també extremadament alt, a despit de la temperatura
tan baixa. En els propers capitols es veura que els altres tipus de funcions de
particié (rotacionals, vibracionals, ....) mai assoleixen valors numérics tan
elevats.

Els resultats per la molécula de O, son A=17.88 pm, i q,:1.75~1028 a 25°C,
mentre que a 1K s obté A=308.6 pm i ¢=3.4-10*.

8. Calcular el valor numeric de la funcié de particio translacional d'un atom d'hidrogen
a 25°C contingut en un recipient de 1 litre.

La resolucié és immediata aplicant la formula de la funcidé de particio. El
resultat és ¢,=9.67-10%°. Si s'utilitza directament la formula explicita (11.4.9) cal
tenir cura alhora de fer les manipulacions numeériques. Una calculadora
cientifica convencional no sempre permetra fer el calcul directe si no es té la
precaucié de considerar els termes en un ordre escaient o d'agrupar
convenientment les poténcies de 10. Cal anar en compte especialment en el
moment d’avaluar el terme /.

9. Calcular el valor de la funci6 de partici6 translacional de la molécula de HBr a 25°C
continguda en un recipient de 1 dm®. Aprofitar el resultat obtingut en el problema
anterior.
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Si inspeccionem la féormula de la funcid de particié (I1.4.9) veiem que, respecta
el calcul anterior, només caldra afegir un factor multiplicatiu igual a la massa
(en u.m.a.) del HBr elevat a 3/2, o sia 81°*=729. El resultat demanat és:
q~7.051-10%.

10. Calcular el valor del logaritme natural de la funci6 de particio canonica per un mol
de gas ideal® constituit per particules puntuals sense estructura interna i de massa
m=10"° Kg i que es troba a 20°C ocupant un volum de 1 litre.

Prenent logaritmes a 1’expressio (I11.4.10) i considerant (11.4.9) s’obté

InQ=NIng, —In(N)=NIng, —-NInN + N

on hem aplicat 'aproximaci6 d'Stirling. Operant

InQ=N(ng, -InN+1)=N(lng, -InN +Ine)=N1In 9.
i llavors
3
InQO=Nln eV(an}kT)z .
Nh

En el cas de disposar de 1 mol de particules cal substituir N per N i, juntament
amb els altres valors numerics de 1’enunciat, es troba que

InQ=N,1n62901.527

amb la qual cosa In0=6.65-10*. Aix0 indica que el valor numéric de Q és
immens ... D’aquests resultats parcials en deduim que el valor numeric de la
funcié de partici6 canonica és

0 =62901.527" = (10** )" =10*"s.

Es tracta d'un numero que té uns 4.8 mols de xifres!

*Hem vist que el nombre d’estats translacionals per particula és molt gran. Atés que els estats
d’un sistema macroscopic es calculen per combinacio dels de les particules constituents, el
nombre d’estats per un mol de gas ideal és immens, tal i com es veura en obtenir el resultat
numeric d’aquest problema.
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11. La funcio de particio classica per a un sistema descrit per un hamiltonia que depen
de N coordenades continues de posiciéo i de moment, H(q,q2,---,gn 5 P1sP2---sPN)s
s'escriu com

H(q1,45 453 P15P2 s PN )

_” J. kT dq, dq, ...dq, dp, dp, ...dp, ,

N C . . 5
on el terme /4" provoca que el valor de ¢ sigui adimensional’. Demostrar que, per a
una particula de massa m descrita pel hamiltonia classic

H(ey.zp.p,.0.)=Hp,p,.p )=ﬁ(ﬁ§+pi+pf)’

la funcid de partici6 classica és la mateixa que la translacional obtinguda amb calculs
fets a nivell quantic. Els dos resultats han de coincidir perque, de fet, la funcié de
particié és Unica en la seva definicid, poden canviar les maneres d'expressar-la
(quanticament o classicament) pero els resultats obtinguts sempre seran els mateixos!
.. sempre i quan les aproximacions subjacents en la notacio siguin també les mateixes.
Es pot emprar el segiient resultat integral:

Pel cas tridimensional N=3 i aplicant la definicié integral de la funci6 g de
I’enunciat s’obté

px+py+pz )

f [- f T dxdydzdp, dp, dp,

pr+p» )

Al ffe > dp dp, ap. [ avay ez}

La integracio6 en les coordenades de posicid retorna el volum V del sistema i
aixi

5 Atés que la funci6 exponencial que s’integra no té unitats, les unitats de la integral provenen
del producte de les unitats de posicidé i moment dels diferencials. Es tracta d’unitats d’accid,
les mateixes que té la constant 4. Per a més informacid, veure la seccio 11.11.
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V —(p§+p§+p§)
9=.7)¢ 2 dp dp dp.,

De nou efectuarem la integracié en coordenades esfériques a partir d'una nova
variable

p’=pitp, tpl.

Cada variable de moment, p,, p, 0 p., esta definida en el rang (-eo,+o0) perqué
aquestes son el producte d’una massa (sempre positiva) per una velocitat (amb
el seu signe). Llavors la variable p* que s’acaba de definir presenta un interval
de variaci6é de 0 a +o< i els angles esférics també s’integren en tot I’espai de
definici6 habitual. Integrant en aquest nou sistema de coordenades escrivim

2n - o -
fezkap sin®do dd dp = erzka
0

0

4
e

S t—38
S —

Utilitzant la integral donada al final de I’enunciat per n=1 i a=QmkT)", es
calcula
4nlV 1 i _r
=—- = Y nmkr): .
W4\ emkr)®  h

que és el mateix resultat obtingut a (I1.4.9).

12. Considerar el gas ideal format per atoms (particules) d’heli. Es pot aplicar
I’estadistica de Maxwell-Boltzmann quan aquest gas es troba a seva temperatura
normal d’ebullicio de 4.22K? L’heli és el gas noble més lleuger, té una massa atomica
de 4 um.a. i en aquestes condicions té un volum molar de 3.46:10” m®. Qué podem
dir si s’agumenta la temperatura o es considera un gas més pesat que ’heli?

A partir de (I1.4.9) s’obté g=4.5-10**. Aquest valor és relativament baix. En
relaci6 al comentari fet a la seccid I1.2, en aquest cas, el quocient

q_4
N N,
ino es pot considerar que es disposi de molts més estats que atoms.

Per estudiar el gas Heli a baixes temperatures i a pressions moderades, cal
aplicar alguna de les estadistiques quantiques comentades a la seccio 1.6.
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El quocient ¢/N augmenta amb la temperatura. Per tant, es podra aplicar
I’estadistica classica si s’escalfa la mostra. Alhora, el quocient també augmenta
amb la massa de la particula.

13. El cristall de sodi pertany al sistema ctibic compacte i conté dos atoms per cel-la
unitat, la qual té un volum de 76.1-10° m’. Calcular a 300K la relacié de dilucid
estadistica considerant que cada atom aporta un electré en el marc de la teoria del gas
d’electrons.

A partir de (IL4.9) s’obté ¢/N=9.54-10". Aquest valor obliga a emprar una
estadistica quantica.
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II.5 La funcié de particié rotacional

En aquesta seccio veurem com s’efectua el calcul de la funcio de particio rotacional
molecular. Els problemes i aplicacions que considerarem prenen com a sistemes model
a les molécules diatomiques.

1. Cas de les molecules lineals

La funci6 de particié d'un rotor lineal s'obté a partir de I’espectre dels seus nivells
energetics. Aquestes dades poden provenir d'experiments espectroscopics, perd aqui
emprarem una aproximacié tedrica senzilla' i prou acurada pels nostres proposits.
L'energia de cada estat quantic rotacional i la seva degeneracio ¢s (apéndix E):

{e,=hcBI(J+1) ; g,=27+1} ; J012..

on A és la constant de Planck, c la velocitat de la llum i la constant rotacional B sha
expressat en nombres d'ona. Els ntimeros quantics J prenen valors enters no negatius.
La constant rotacional és funcié del moment d'inércia molecular /:

h

B=———.
8n’lc (IL5.1)

Per una molécula diatomica, si el moment d’inércia / es calcula respecte I'eix que passa
per el centre de masses molecular i és perpendicular a I’internuclear, s’obté

=R,
essent U la massa reduida molecular i R la distancia internuclear.

El calcul de la funci6 de particio rotacional es fa equivalent a trobar el valor numeric de
la serie

' No considerarem I’efecte de 1’acoblament rotaci6-vibracié. Tampoc considerarem el
tractament de la distorcid centrifuga. En aquest context, una primera correccié a 1’espectre
energetic del rotor rigid es basa en la introduccié de ’anomenada constant de distorcio
centrifuga, D;. Aquesta constant depén de cada molécula o rotor. Si a D; se li atribueixen
unitats d’energia per molécula, I’energia dels estats quantics rotacionals s’escriu com
€, = hcBJ (J + 1)— D, [J (J + 1)]2 . La inclusié d’aquest factor només afecta al valor de la

funcié de particio rotacional en un 0.1%, a temperatures per sota de SO0K.
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~hcBJ(J+1)

0,= g e =202 +)e i . (115.2)

0 =—. (IL.5.3)

En funci6 de la temperatura caracteristica, disposem de la féormula més practica que
segueix:

=)

2 27 +1)e

) (IL.5.4)

La temperatura caracteristica de rotacié és la que dona la pauta per poder dir si la
temperatura 7 a la que es troba el sistema en estudi es pot considerar alta o baixa. Es
parla de temperatures altes quan 7>>0, mentre que en els altres casos es considera que
la temperatura és baixa o moderada. Més endavant definirem un parametre similar a
aquesta temperatura caracteristica pel cas vibracional. La Taula II.5.1 presenta valors
de constants rotacionals d'algunes molécules i especies quimiques lineals aixi com les
seves temperatures rotacionals caracteristiques.

Tal i com es veu a la Taula I1.5.1, els valors de ©, normalment son forga petits, sobretot
per a molecules grans (exercici 8). Aix0 vol dir que a temperatures ordinaries, i segons
els comentaris fets a I’apéndix D, es pot considerar que els nivells energetics son molt
propers i que permeten aproximar el sumatori de la funcié de particié (II.5.4) a una
integral. Fent el canvi de variable y=J(J+1), llavors dy=(2J+1)dJ i en deduim
I’anomenada aproximacié classica de la funcié de partici6 rotacional:

=)

e [ -© =T -e, . T kT
J.€T = =

q,=

0 r 0

Emprem el superindex ¢ per indicar que es tracta d’una expressio classica.

2 El factor que relaciona un numero d’ona expressat en cm’' amb una temperatura
caracteristica és ic/k=1.4388 cmK.
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Molécula B /em™ 0,/K

I 0.0373  0.05369
Br, 0.08 0.116
Na, 0.1542  0.2220
*Cl, 0.243 0.350
CO, 0.39 0.56
0, 1.437 2.069
NO 1.6 2.3
CO 1.92 2.77
N, 1.988 2.862
HI 6.5 7.5
HBr 8.53 12.28

H*Cl 10.43 15.013
OH 18. 26.

HF 20.9 30.09
D, 29. 42.
HD 43, 63.
H, 59.3 85.35

Taula IL.5.1. Constants rotacionals i temperatures
caracteristiques d’algunes molécules o espécies
quimiques lineals.

Quan es consideren molécules diatomiques homonuclears cal introduir 1'anomenat
nimero de simetria’ . Aquest parametre representa el nombre de posicions
indistingibles que, per rotacio, pot adoptar la molécula. Classicament i heuristica es diu
que el numero de simetria s'introdueix per tal de no comptar repetides vegades els
mateixos estats. Per exemple, si representem la molécula de H, com H,-H,, l'estat
quantic i energétic d'aquesta orientacio és el mateix que presenta la orientacié H,-H,, la

3 En alguns llocs de la bibliografia (per exemple Maczek), a aquest parametre se I’anomena
factor de simetria.
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qual s’obté quan la molécula ha estat rotada 180° respecte un eix perpendicular a
I’internuclear.

El nmimero de simetria és 2 per les molécules diatdomiques homonuclears (o les lineals
que tinguin un centre d’inversio’) mentre que per molécules diatomiques
heteronuclears ¢ val 1 (veure la Taula 11.5.2). L'expressio final per a la funcié de
particio rotacional classica és, doncs:

_ KT__ T IL.5.5
I oheB cO, (11:33)

No cal escriure el numero de simetria a la série (I1.5.4) perqué alla es fa referéncia a la
funcid de particio i en ella, per definicid, només es comptabilitzen els estats energetics
essencialment diferents i accessibles que presenta el sistema (aixo sera del tot rellevant
a la seccio 11.9). Cal recordar que a la funcid de particié també se I'anomena suma sobre
els estats: els estats equivalents només es comptabilitzen una sola vegada en el sumatori
de la funcié de particid. Quan s'estudii la funcioé de partici6 nuclear (a les seccions I1.8 i
11.9) aquest concepte i el del nimero de simetria s'aclariran i es tractaran formalment i
d’una manera més correcte. Alla veurem com realment 1’origen del nimero de simetria
¢és quantic i no classic.

A la Grafica I1.5.1 es representa el percentatge d’error que es comet en considerar el
valor de la funci6é de particid classica per un rotor heteronuclear (6=1) enlloc de la
corresponent expressié exacta (II.5.4). En I’eix d’abscisses s’ha representat la variable
X,=T/8, que no és rés més que una temperatura reduida que coincideix amb I’invers de
la funcié de particid classica. Cal notar que, a la grafica, I’escala en aquest eix és
logaritmica.

De la grafica s’observa que la funci6é de particié classica sempre ens dona un valor
subestimat del valor ideal exacte. Per altra part, i aixo és més important, ’error esdevé
petit quan la temperatura de treball és 10 o més vegades més gran que la caracteristica
rotacional (X,=776,>10). Quan les molécules tenen un moment d’inércia prou gran, és
facil superar en 100 o més vegades la temperatura caracteristica rotacional. A partir
d’aquest moment I’error comes es pot ignorar.

* Una molécula té un punt centre d’inversi6 quan, per a cada atom, en la seva posicid
simétrica respecta a aquell punt hi ha un altre atom del mateix tipus.
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Grafica IL.5.1. Percentatge d’error comés en considerar el valor de la
funcid de particio classica per un rotor diatomic heteronuclear (6=1) enlloc
de la corresponent expressio exacta (I1.5.4). En I’eix d’abscisses s’ha
representat la temperatura reduida X,=7/6,. L’escala en aquest eix és
logaritmica.

2. Cas de les molecules no lineals

Pel cas de les molécules no lineals disposem, en general, de tres constants rotacionals,

A, B i C, associades a cada moment d'inércia. L'expressio classica per a la funcid
de particio és

3 1

e V(KT m )2
0gi=—|—1| ==

ol hc ABC

(IL.5.6)

on ¢ també és el nimero de simetria. La Taula I1.5.2 també presenta els niimeros de
simetria per algunes molécules no lineals.

En realitat, el grup puntual de simetria al que pertany la molécula és el que determina el

numero de simetria. Aquest ve determinat pel numero de rotacions propies del grup
puntual. A la Taula I1.5.3 es pot llegir quin nimero de simetria imposa cada grup.
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El numero de simetria té efectes remarcables en el moment de calcular parametres
termodinamics’. Per exemple, si bé les temperatures caracteristiques rotacionals del
meta (15K) i de la molécula d’hidrogen (88K) son molt diferents, el valor numéric de la
seva funci6 de particié a 300K és molt similar. El factor de 6 introduit a través del
quocient dels seus nimeros de simetria juga un paper molt important en aquest fet.

Diatomiques Poliatomiques
CO,
= Hetero- | Homo- | NNO H,S alierf
(§ nuclear | nuclear | N,O CX, | CHX CH, nada CHy4 SF,
S HCN | CHyX; | NHj i C¢Hs
= AB | A, | NHX | CS, ecup-
S0, sada
NO,
o 1 2 1 2 3 4 6 12 24

Taula I1.5.2. Nameros de simetria d’algunes molécules.

Grup puntual molecular o
C, G, C, Cuy 1

Cm Cnvs Cnh n

D., 2
D,,, Dnds D,,h 2n
T, 12
O, 24

Taula I1.5.3. Els nimeros de simetria vénen determinats pel
grup puntual al que pertany cada molécula. El numero
coincideix amb ’ordre del subgrup rotacional del grup.

5 Veure, per exemple, I’article de W. F. Bailey i A. S. Monahan al Journal of Chemical
Education, 55(8), d’agost de 1978, planes 489-493 titulat “Statistical Effects and the
Evaluation of Entropy Differences in Equilibrium Processes. Symmetry Corrections and
Entropy of Mixing”.
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Exercicis de la seccio II.5

1. Justificar els valors numérics dels niimeros de simetria 6 d’algunes de les molécules
poliatdmiques que apareixen a la Taula I1.5.2 que es dona en el text.

El numero o esta relacionat amb la simetria que presenta la molécula. Les

orientacions moleculars equivalents es poden comptabilitzar a través dels
. . =71 r A\

diferents eixos de rotacio’ C, que té la molécula.

e L'aigua t¢ un eix C, (eix de rotacid binari) que passa per I’atom
d’oxigen, tots els punts d'aquest eix equidisten dels dos hidrogens i esta
contingut en el pla que defineix la propia molécula. Per tant, la
molecula d’aigua presenta 2 orientacions espacials equivalents. Pertany
al grup puntual C,,.

e 'amoniac t¢ un eix C; que passa pel nitrogen i tots els seus punts
equidisten dels 3 hidrogens. Es per aixo que el nimero de simetria
d’aquesta molécula és 3. Pertany al grup puntual Cs;,.

e [’cta, tant en les seves formes eclipsada (grup puntual Dj,) com
alternada (grup puntual D;,) presenta un eix de rotacio ternari (que
conté¢ I’enllag C-C) i tres eixos de rotacid binaris perpendiculars a
aquest. En la seva forma eclipsada els eixos estan continguts en els
plans definit pels enllagos H-C-C-H on intervenen hidrogens eclipsats
mutuament. En la forma alternada, els eixos binaris son perpendiculars
als plans definits pels enllacos H-C-C-H on intervenen hidrogens
totalment oposats (relacionats a través del centre d’inversio del seu grup
puntual). En ambdos casos, I’eix de rotaci6 ternari defineix 3 posicions
equivalents (rotacions de 60°) i, alhora, per cada orientacié d’aquestes,
I’eix de rotacio binari en defineix dues més. Aixi, el nimero de simetria
val 3-2=6.

¢ El meta té 4 eixos C;. Cadascun d’ells conté a un dels 4 enllagos C-H:
el numero de simetria val 3-4=12. Pertany al grup puntual 7.

o El benze té 12 eixos C, coplanars a la molécula. Sis d’ells passen per
cada parella de carbonis oposats®. Aixi 6=2-6=12.

! La preséncia d’un eix de rotacié n-ari, C,, indica que si la molécula fa un gir de 360/n graus
sobre aquest eix, la seva geometria es manté inalterada i és impossible distingir entre les dues
posicions moleculars d’abans i després d’efectuar la rotacid. L’eix de rotacio és un element de
simetria (un element geométric que presenta la molécula) mentre que la operaci6é d’efectuar
la rotaci6 sobre aquest eix s’anomena operacio de simetria.

8 Per on passen els altres 6 eixos C,?
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2. En aquesta secciod s'ha definit un parametre dels que genéricament es coneixen com
a temperatures caracteristiques. Quina és la temperatura caracteristica associada a la
funcié de partici6 translacional? Avaluar el seu ordre de magnitud i comentar-ne el

seu significat.

Tal i com ja s'ha vist a la seccid precedent, el nombre d'estats translacionals
assolibles és molt gran a practicament qualsevol temperatura (veure per
exemple el problema 11.4.7). Aix0 es pot interpretar associant al grau de
llibertat translacional una temperatura caracteristica molt propera a zero.

Analitzant la formula (I11.4.9) i rescrivint-la com

T
h 2
2nmkV

=
|

Wi

podem definir la temperatura caracteristica translacional com el terme

2
00, =——= (IL5.7)
2nmkys
complint-se llavors que
T \2
q, = ®_

2
Es a dir, a la funcié de particio translacional se li assigna un factor a per
t
a cada dimensié espacial. En el tractament de sistemes de dimensions
macroscopiques la temperatura caracteristica translacional pren un valor molt
petit (de l'ordre de 10" K!). Els resultats respectius per a les dades dels
problemes 7, 8 19 de la seccio anterior son:

1.41-10™"° K per I’atom d’hidrogen.
7.07-10"° K per la molécula de H.
4.42:10""7 K per la molécula de O,.
1.75:10""7 K per la molécula de HBr.
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3. Per

D’aquests resultats inferim que, en augmentar la massa de la particula, el
sistema adopta un taranna encara "més classic" i la temperatura caracteristica
tendeix més cap a zero. La temperatura habitual de treball en el laboratori és
molt gran en relaci6 a ella. Aixo justifica que els estats quantics translacionals
es pugin tractar com un continu i que la funcié de particio es calculi sense error
efectuant una integracio.

Per altra banda, quan es consideren sistemes de dimensions microscopiques,
la temperatura translacional caracteristica pot arribar a tenir un valor
apreciable (ja es veu a la definicié (I1.5.7) que, en disminuir el volum, el
valor de O, creix). Podem considerar el cas de l'estudi d'un atom d'hidrogen
que es troba dins una cavitat o cluster molecular ctibic de 100 A de costat
(volum de 10%*m’): aquest sistema ara té associada una temperatura
caracteristica translacional igual a 0.03 K i la funci6 de particio corresponent
té un valor igual a ¢=967206. Aquest resultat numeéric indica que, per aquest
sistema, hi ha pocs estats translacionals assolibles. Es normal que aixo sigui
aixi: si ens movem dins aquestes magnituds fisiques ens hem en el mon
quantic 1 n’experimentem els efectes. El valor numéric de la funcio de
particid ens indica que, en aquestes circumstancies, la poblacié de ’estat
basal translacional és de 1’ordre d’una millonessima part de la poblaci6 total
(revisar la interpretacio de (II.1.1) a la seccid corresponent).

la molécula de CO, la temperatura caracteristica rotacional és de ©,=2.77 K.

Calcular, a 25°C, tot considerant-la un rotor rigid:

)
b)

©)
d)
e)

a)

b)

El valor classic de la funcié de particié rotacional.

El valor exacte ideal de la funci6 de partici6 rotacional.
L'error que es comet en el primer cas.

La fracci6 de molécules que ocupa cada nivell i estat.
Quin és el nivell més poblat a aquesta temperatura.

El calcul de la funcid de particio classica és immediat:

¢ =L =107s.

El valor exacte de la funci6 de particid s'obté emprant la recepta (11.5.4). A la
Taula I1.5.4 se sumaritzen els resultats. La seva confeccié s'ha simplificat en
utilitzar un calculador programable. A la taula, cada terme a afegir al
sumatori és
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Nombre Poblacio Poblacio
quantic a(J) S(J) J per Nivell | per estat

J (%) (%)

0 1.00000 1.00000 0 0.9267 0.9267
1 2.94474 3.94474 1 2.7288 0.9096
2 4.72877 8.67352 2 4.3819 0.8764
3 6.26117 14.9347 3 5.8019 0.8288
4 7.47316 22.4078 4 6.9250 0.7694
5 8.32311 30.7310 5 7.7126 0.7011
6 8.79820 39.5292 6 8.1529 0.6271
7 8.91302 48.4422 7 8.2593 0.5506
8 8.70547 57.1476 8 8.0670 0.4745
9 8.23062 65.3783 9 7.6269 0.4014
10 7.55371 72.9320 10 6.9997 0.3333
11 6.74306 79.6750 11 6.2485 0.2717
12 5.86386 85.5389 12 5.4338 0.2174
13 4.97334 90.5123 13 4.6086 0.1707
14 4.11765 94.6299 14 3.8156 0.1316
15 3.33047 97.9604 15 3.0862 0.0996
16 2.63316 100.594 16 2.4400 0.0739
17 2.03600 102.630 17 1.8867 0.0539
18 1.54022 104.170 18 1.4272 0.0386
19 1.14036 105.310 19 1.0567 0.0271
20 0.826583 106.137 20 0.7660 0.0187
21 0.586707 106.723 21 0.5437 0.0126
22 0.407889 107.131 22 0.3780 0.0084
23 0.277799 107.409 23 0.2574 0.0055
24 0.185378 107.594 24 0.1718 0.0035
25 0.121223 107.716 25 0.1123 0.0022
26 0.0776914 107.793 26 0.0720 0.0014
27 0.0488054 107.842 27 0.0452 0.0008
28 0.0300548 107.872 28 0.0279 0.0005
29 0.0181447 107.890 29 0.0168 0.0003
30 0.0107402 107.901 30 0.0100 0.0002
31 0.0062336 107.907 31 0.0058 0.0001
32 0.0035477 107.911 32 0.0033 0.0001
33 0.0019800 | 107.913 33 0.0018 0.0000
34 0.0010838 107.914 34 0.0010 0.0000
35 0.0005818 107.915 35 0.0005 0.0000
36 0.0003063 107.915 36 0.0003 0.0000

Taula IL.5.4. Resultats parcials de Taula ILS5.5. Resultats parcials de
I’apartat b) del problema 3. ’apartat d) del problema 3.
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-0,

0a(J)=(2J +1)er 'V (IL5.8)

iles sumes parcials es defineixen com

S()=3 alj).

Jj=0

D'aquesta manera, la funcié de particio és

g, =1lim S(J).

J oo

S’han calculat termes a(J) consecutius i s’han anat addicionant fins obtenir
un valor de S(J) practicament constant. Aquest valor és ¢,=107.9

¢) L'error comes en el calcul de la funcié de partici6 classica €s només d'un
0.3%. Aquest error és petit degut al fet que la temperatura considerada és
molt superior a la temperatura caracteristica rotacional. El quocient entre
aquestes dues temperatures €s precisament igual al valor de la funcio de
particio classica (quan el nimero de simetria és igual a la unitat).

d) La fraccio de molecules en el nivell J-¢ssim la proporciona el valor de la
probabilitat d'ocupacio p, definida a la relacio (1.5.7). Atés que, en aquest

problema, la variable /V s’ha substituit per la NV, escrivim

—&J

n, _gjewr
pJ = —= J—
N q,
o el que és el mateix:
a(J)
pb;= .

q,

Per calcular 1’ocupacié per cada estat del nivell J-¢ssim s'ha de tenir en
compte la degeneracio que hi ha en el nivell:

estat __ pJ

Pro =i

La Taula I1.5.5 mostra els valors de l'ocupacio (en percentatges) de cada
nivell i estat respectiu.

e) El nivell més poblat és el que es correspon amb J=7 (veure la Taula I1.5.5).
En canvi, es pot apreciar que l'estat més ocupat és el basal (1'anic que es troba
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en un nivell que no té degeneracio). Els estats de menys energia sempre estan
més poblats!, aixo és el que ens diu de forma quantitativa la distribucio de
Boltzmann. La degeneracié en els altres nivells provoca que la poblacié
maxima de nivell es trobi en un altre que no ¢s el basal.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
\
7

\
6 7 8 91011121314151617 181920
Numero quantic J

Grafica II.5.2. Els cercles identifiquen els valors dels termes a(J)
calculats en els problemes 3 i 4. Se senyala el valor no enter igual a 6.8
obtingut en calcular J,,,. (veure el problema 4).

4. Considerar que a l'expressi6 (I1.5.8) la variable J és continua. En aquest suposit
derivar el terme J-€ssim respecta a aquesta variable i demostrar que el nivell
rotacional de maxima ocupacié ve donat per l'expressio

0g. = I -2 (I1.5.9)

on la funci6 de partici6 rotacional que apareix és la classica per 6=1. Determinar amb
aquesta recepta quin €s el nivell més ocupat pel cas del problema anterior.

Si es té en compte la definicid (I1.5.5), igualant a zero la derivada de (I1.5.8) es
troba

2 -J(J+
2J+1) S

q,

da(J) _{n_
dJ q.

I

i, en ser sempre el terme exponencial no nul, en resulta
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d'on es pot aillar el valor de J associat al nivell de maxima poblaci6, obtenint-
se el resultat que buscavem.

Graficament, es comprova que el valor optim de J es correspondra sempre amb
un maxim. Alhora, és facil fer el calcul i demostrar que la segona derivada del
terme a(J) respecta a J sempre és un niimero negatiu. Deixem per al lector la
comprovacio d’aixo.

En relaci6 al problema anterior i segons la férmula que s'acaba de demostrar, el
nivell més poblat és un dels dos amb nombre quantic més proper a
J=(107.6/2)"-1/2=6.8. Aquest nombre quantic sera el 6 o el 7 (veure la grafica
I1.5.2). El resultat numeric indica que possiblement el nivell més poblat és el
que s’identifica amb el valor J=7. Es comprova que aixo és aixi en realitat si es
consulta la Taula I1.5.5 de 'exercici anterior.

5. Avaluar la funci6 de particié rotacional de la molécula de HCI a 25°C. Per aquesta
molécula la constant rotacional val 10.43 cm™.

Amb el coneixement de la constant rotacional, podem calcular la temperatura
caracteristica de rotacio:

heB
0, = - 15.01 K.

Aixi ©,/7=0.050. La suma de la série (I11.5.4) dona el valor ¢,=20.19. Sumant
fins el terme J=10 ja es disposa del valor parcial 20.14. S’ha utilitzant la
mateixa notacié de I’exercici 3 en funcid dels termes a(J) 1 de les sumes
parcials S(J). Els seus valors es troben a la Taula 11.5.6. L’aproximacio
classica permet calcular molt rapidament ¢,'=7/©,=19.85 (0=1) amb un error
de 1'1.7%.

El percentatge de poblacio més alt el tindra el nivell que presenti el valor més
gran del terme a(J). Aquest nivell és el quart (valor de J=3) i la seva
probabilitat d’ocupacio és

_a(3) 3.82426 0.19
ST S VI
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En altres paraules, un 19% de les molécules es troben en aquell nivell.

J a(J) S()

0 1.00000 1.00000
1 2.71246 3.71246
2 3.69568 7.40814
3 3.82426 11.2324
4

5

6

7

8

3.28593 145183
242670  16.9450
1.56681  18.5119
0.893010  19.4049
0.452009  19.8569
9 0203998  20.0609
10 8.23204-102 20.1432
11 2.9762810% 20.1730
12 9.65574-10° 20.1826
13 2.81417-10° 20.1854
14 7.37508:10* 20.1862
15 1.73922:10* 20.1863
16 3.69294:10° 20.1864

Taula I1.5.6. Resultats parcials del
problema 5.

La férmula (I1.5.9) demostrada a 1’exercici anterior ja ens dona una bona
orientaci6 del nivell de maxima ocupacio: J,,,=2.68.

6. Els valors energeétics dels 15 primers estats rotacionals de la molécula de HCI s’han
obtingut d’un espectre i es poden llegir a la Taula I1.5.7. Calcular el valor de la funcid
de particio rotacional per aquesta molécula a 25°C. Comparar el resultat amb el classic
i ’obtingut a I’exercici anterior.

Numero quantic J 0 1 2 3 4

g,/ 102°F 0.000000 0.0421215  0.126345  0.252689  0.421155
Numero quantic J 5 6 7 8 9

g,/ 102°F 0.631723  0.884412 1.17922 1.51613 1.89517
Niumero quantic J 10 11 12 13 14

g,/ 102°F 2.31632 2.77960 3.28498 3.83248 442210

Taula I1.5.7. Valors energétics dels primers estats rotacionals de la molecula de HCL
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En aquest cas caldra construir una taula completa on aparegin els elements
necessaris per avaluar la funcio de particid. Aquests son el nombre quantic J, la
degeneraci6 g/~=2J+1, el valor del terme exponencial adimensional €,/kT i,
finalment, el termes i sumes parcials a(J) i S(J) definits a I'exercici 3 d'aquesta
mateixa seccid. A la Taula I1.5.8 es mostren totes aquestes dades.

El valor de la funcié de particié rotacional és 19.88. Podem comparar aquest
resultat amb el valor 20.19 obtingut a l'exercici anterior i emprant la série
(I1.5.4). En aquest cas, el resultat classic (¢,=7/0©,=19.85) és molt proper al
que aqui s'acaba d'obtenir.

El resultat numéric de 19.88 que hem trobat aqui s’ha de considerar el més
correcte dels 3 que hem calculat, atés que s’han utilitzat dades experimentals
espectroscopiques. Els valors experimentals de la Taula I1.5.7 contenen, de
forma implicita, diverses correccions en els valors numeérics de les energies
dels nivells rotacionals que s'haurien de considerar sempre a la formula
(I1.5.4). Ens referim principalment al fet que la molécula no és un solid rigid i
que els termes de distorcio centrifuga i d’acoblament rotacié-vibracié hi juguen
el seu paper.

eJkT a(J) ()
0.000000 100000 1.00000
0.102351  2.70814  3.70814
0.307006  3.67823  7.38637
0.614012  3.78823  11.1746
1.02337 323444 144090
153503 236994  16.7790
2.14904 151575  18.2947
15 286540  0.854402  19.1491
17 3.68407 0427049  19.5762
19 460509  0.190016  19.7662
10 21 562846  0.0754765 19.8417
11 23 675418  0.0268180  19.8685
12 25 7.98220 0.00853718 19.8770
13 27 931257 0.00243761 19.8795
14 29 107453  0.000624846 19.8801

Nl I . N N R = kY
50 ;W —|%

Taula I1.5.8. Resultats parcials de I’exercici 6.

7. Calcular la funci6 de particio rotacional classica per a la molécula HBr sabent que
la seva distancia internuclear és de 141.4 pm.
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A l'enunciat no s’indica el valor de la constant rotacional. Caldra calcular-la
segons l'equaci6 (I1.5.1). El moment d'inércia del HBr és I=pR’=3.279-10* kg
m’. Aixi, de (I1.5.5), es troba que B=853.1 m" =8.531 cm™ (aquest valor és el
que apareix a la Taula I1.5.1). De (IL.5.5) obtenim ¢,= 24.27, on hem
considerat el valor del numero de simetria 6=1. Fent aquestes operacions de
forma tan detallada s'ha utilitzat dues vegades el valor de la velocitat de la
llum. Aixi, implicitament, els seus valors es cancel-len. La férmula directa que
no requereix 1s d'aquesta constant fisica es pot derivar facilment:

. 8MIkT
q, :T'

8. Hem vist a la Taula I1.5.1 que els valors de la temperatura caracteristica rotacional
son generalment petits. Quins efectes immediats té¢ aixd respecte a la ocupacid
estadistica dels estats rotacionals? Com podem interpretar el fet que, per molecules
lleugeres, aquest valor sigui més gran?

El fet que les temperatures caracteristiques rotacionals siguin de 1’ordre
d’uns pocs kelvins t¢ com a conseqiiéncia immediata que, ja a temperatures
ordinaries de treball en el laboratori, la poblacié dels estats quantics excitats
rotacionals sigui important. Aquest fet s’ha posat de manifest en alguns dels
problemes que s’han resolt. Aix0 es constata experimentalment en els
espectres rotacionals i de rotacid-vibracid moleculars: atés que diversos
estats rotacionals excitats estan ocupats quantitativament, es detecten
transicions entre ells.

Una temperatura caracteristica rotacional petita és un indicador d'un
comportament "més classic". Aixo és el que s’observa en les molécules grans.
Per aquestes, les aproximacions classiques donades en el text son plenament
aplicables. Els seus estats quantics rotacionals son propers entre ells (almenys
de forma efectiva en treballar a temperatures ordinaries). Aquest efecte és tant
més acusat com més gran sigui la molécula. Per altra banda, podem dir que les
molecules petites presenten un comportament “menys” classic. El seu espectre
té caracteristiques més reforgades de discretitzacid. Per aquestes molécules,
caldra filar més prim alhora d’efectuar els calculs de la funci6 de partici6. Un
cas extrem el trobem en la molécula de H,.

A la secci6 anterior hem vist que la translacié molecular es pot interpretar
sempre de forma classica. A la propera seccid veurem que les vibracions
moleculars presenten acusades caracteristiques de discretitzacio quantica. El
cas rotacional el podem interpretar com un cas entremig. Es dona el fet que la
variacié de mida i massa de les molécules (variacions en el moment d’inércia)
ens permet saltar d’'un comportament a un altre. De totes maneres, aquesta
interpretacio la fem a partir de les eines matematiques que emprem (passem de
sumatoris a integrals) perd fisicament la rotacid molecular és un fenomen
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quantic. Caldra tenir molt present aix0 a la seccid I1.9 on es fa un tractament de
les molécules anomenades orfo i para.

Finalment, cal aclarir que en aquest text prenem en consideracié molécules de
mida petita. Una petita reflexié ens fa veure que aquestes molecules, si bé son
importants, son una minoria.

9. A una determinada temperatura i per a una molécula diatomica, els percentatges
d’ocupacié aproximats dels dos primers nivells rotacionals son: 34.8 i 28.5,
respectivament.

a) Atribuir un valor numéric a la funcié de particio rotacional per aquesta
molécula a aquesta temperatura.

b) Determinar si la temperatura en qiiestio es pot considerar alta o baixa.

¢) Indicar quina és la poblacioé dels altres nivells rotacionals.

a) Podem considerar I’expressio de la probabilitat d’ocupacio del nivell
rotacional associat al nimero quantic J:

-0
—LJ(J+1
Oy om)

2J +1)
q,

J

De la dada del primer nivell (J=0), si prenem la seva energia com a origen
de mesura, obtenim

0
2o :Mzizo_yg,

q, q,
d’on ¢,=2.87. Aquest resultat es pot obtenir en recordar la seccid II.1 i
I’equacio (II.1.1).

b) Aplicant el mateix tipus d’expressid, pero ara considerant el segon nivell
(J/=1) i emprant el valor de g, que acabem d’obtenir, en resulta

exise ™ 3o 1
2oL =2 -0285,
2.87 2.87

d’on s’ailla que
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e -20,

e’ =0.273, =1n0.273

0. =065T o T=15390.

La temperatura de treball no es pot considerar excessivament alta: només
¢és una vegada i mitja superior a la temperatura caracteristica rotacional.

. . 0, . i o
c) En els apartats previs hem vist que T =0.651 que ¢,'=0.348. Aixi,

les poblacions de cada nivell, donades en percentatge, es calculen com

-0

(2J+1)eT
q,

rJ(J+1)

p,(%)=100 =34.8(2 + 1)),

A la Taula I1.5.9 que segueix s’indiquen els valors obtinguts pels primers
nivells:

J 0 1 2 3 4
pA%) 348 285 354 0.101  0.00

Taula I1.5.9. Resultats parcials de 1’exercici 9.

10. Trobar una expressi6 de la funcié de particié rotacional classica d’una molécula
poliatomica en funcié de les tres temperatures caracteristiques rotacionals. Després
calcular el seu valor per la molécula d’eté a 25°C, la qual té com a temperatures
caracteristiques ©,=6.95K, ©;=1.44K i ©~1.19K.

En el text s’ha donat I’expressio en termes de les tres constants rotacionals:

3 1

. 1(kT) T )2 y

q,=—|— ———| . En general, la relacid entre una constant
o\ hc) \ABC

rotacional i la temperatura caracteristica ve donada per ’expressié (I11.5.3). Per

tant, podem escriure,
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(%)
N | =

1 1
omo e T 1 T o)
ABC | o || he ABC

i podem agrupar cadascun dels termes on intervé el quocient hc/k amb la
corresponent constant rotacional, obtenint les temperatures caracteristiques:

1
2
5 5 '
T T _ T T 2
1= 6 | (Ahe \ Bhe Y Che 5|©,0,0,
k|l k| &

Pel cas de la molécula d’ete, obtenim

=660,

4= 4 6.95x1.44%1.19

1
e (25+273.15)3( m jz

on hem considerat que el nimero de simetria és 6=4 (Taula I1.5.2).

11. A la Taula IL.5.1 es pot llegir la temperatura caracteristica de la molécula de H:
85.35K. Calcular el parametre corresponent relatiu a la molécula de HD. Suposar que
el canvi isotopic no afecta al valor de la distancia mitjana d’enllag.

L’expressi6 general de la temperatura caracteritica rotacional s’obté
fusionant les relacions (I11.5.1) i (IL.5.3):

_ 8’ IkT _ 8m’uUR’kT
" oh’ oh®>

C

on hem tingut en compte I’expressié del moment d’inércia d’una molécula
diatomica en funci6 de la seva massa reduida i de la distancia d’enllag R.

En plantejar el quocient dels dos valors de ©, se simplifiquen les constants i, per
hipotesi, els valors de R:
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mymp
®H2 — Uip — my +mD
O Wy, My
my +I’}’lH

Tal i com és habitual, hem menyspreat la massa dels electrons. En considerar
que la massa del nucli de deuteri és el doble de la del prot6 obtenim:

2my,my, 2m,,
®Hz _ my+2m, 3
O, mymy my 3
my +my 2
Aixi,
— 3 —
Op =5 O, =640K

El valor s’aproxima molt al que es dona a la Taula I1.5.2. Les diferencies poden
ser degudes a I’efecte del canvi isotopic sobre la distancia d’enllag, o a efectes
experimentals entre altres.

12. Per una molécula diatomica AB els espectres microones (rotacionals) proveeixen

directament el valor de la constant rotacional B . Sabent la massa reduida, p, de la
molécula, donar 1’expressi6 general que permet obtenir la distancia internuclear
d’equilibri molecular.

A partir de ’expressio (I1.5.1) escrivim

— h h
B = = 5
8t lc 8752MR c
d’on
R: L_
8 ucB

13. Per una molécula poliatomica catalogada com a baldufa simétrica (la que té els
tres moments d’inércia iguals, I=I,=I3=I) I’energia dels seus estats rotacionals també

ve donada per la relacié g, = hcBJ (J + 1). La diferéncia respecta a una molécula
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lineal esta en el fet que la degeneraci6 de cada nivell és igual a g/=(2J+1)*. Mitjangant
I’aproximaci6 integral, esbrinar quan val la funcié de partici6 rotacional. Comprovar
que el resultat és un cas particular de la relacié (I1.5.6). Es coneix el resultat integral

segiient:
b
b*—4dac 2a
(.2 1 T 2 _,2
e o +"””)dx:—1/—e 4 11— |e™dx|.
2\a NT Y,

En efectuar els calculs, si cal a efectes practics, considerar que 7—ee (aproximacié
classica).

S —3

A partir de I’expressio de 1’energia de cada nivell i de la seva degeneracio, la
funcié de partici6 ideal exacta és

4=~ —3 @I +If e 77U,
Sy

on s’ha inclos el nimero de simetria escaient. Aquest sumatori 1’aproximem
a una integral:

g, > g =L[@r+1) e
(e)

0

SUqy

En primera instancia, resolem aquesta integral per parts. En definir

w=2J+1. i dv=0J+1)e 'V VdJ,
s’obté
-T _O’J(J+1)
du=2. i j(2J+1) UGy =" T
®I"
Llavors
-0, @
q;’:l 2J +1)— L. +£ e’
o) , 0,
:1 Lz_T w0
o ®r ®r 0
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La darrera integral es pot rescriure i posar en correspondéncia amb la
integral donada a I’enunciat:

o -0,
[e
0

= J(J+1)dJ

on s’ha considerat a=b=0,/T 1 ¢=0. Aixi,

1 [o,

7 2
Ie"‘ dx
0

e =— [—e‘T|1-

]'iﬁ’uun) L [aT %, 2°
0 2 ®r \/E

En considerar que 7—eco la darrera integral escrita s’ha aproximat a zero i
escrivim

r dJ] - — ,
2\ 0

0 r

2 2% (4) 1 (=T
e o

on, per la mateixa rao, el terme exponencial multiplicatiu també s’ha aproximat
a la unitat. Llavors, la funcié de partici6 rotacional esdevé

. 1| T 2T1 |nT
S P
c|O, 0, 210,
1 T nl 1 T |=nT
=——|1+ | —|>— | —
c 0, 0, cO, |0

r

De nou, atés que 7—oo, s’ha menystenit el valor 1 enfront del de I’arrel
quadrada. El resultat final,
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(¢

C

I

r

. \/;[Tf’

coincideix amb el que es dona en el text a (I1.5.6) quan A=B=C:

1 3 1

3 1 1 ! 3
c_ 1K) LJz_ﬁ(k_TJz_ﬁ Ty
T=5ne J\B) ~ o \heB c O, )
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1.6 La funcié de particié vibracional

Normalment, en les aplicacions senzilles o simplificades, es pren el model de
l'oscil-lador harmonic a fi de simular el col-lectiu d'estats vibracionals que presenten els
modes normals moleculars. L'espectre d'energies per a un oscil-lador harmonic és prou
senzill': {e,}={(v+)hv} (apéndix E) on v és la freqiliencia d'oscillacid i v és el
nombre quantic vibracional. Cal associar aquest espectre energgtic als diferents estats
que presenta un sol mode normal de vibracid6 molecular. Més endavant, en aquesta
mateixa seccio, es discutira el cas del tractament de diversos modes normals.

1. Tractament d’un sol mode normal. Molecules diatomiques

Paral-lelament al que es fa en el tractament de les rotacions moleculars, en el cas
vibracional es defineix la Temperatura caracteristica vibracional:

0,=— L6.1)

obé

3 hev

k

A

si la freqiiencia es dona en nombres d'ona. En aquest darrer cas es pot comparar la
definici6 de la temperatura caracteristica vibracional amb la rotacional que apareix a
I'equacio (I1.5.3). En les expressions respectives, veiem que tant la freqiiéncia com la
constant rotacional juguen el mateix paper i és per aixo tenen les mateixes unitats.

Igual que en el cas rotacional, la temperatura caracteristica vibracional és un parametre
que podrem prendre com a referéncia per decidir si la temperatura de treball
experimental o de calcul es pot considerar alta o baixa. En general, les temperatures
ordinaries estan molt per sota d'aquesta. Aix0 es tradueix en el fet que hi ha pocs nivells
vibracionals (generalment un o dos) ocupats de forma significativa. A la Taula I1.6.1 es
poden llegir temperatures caracteristiques de vibracio de modes normals d'algunes
molécules.

Atesa l'expressio genérica de les funcions de particio, obtindrem el valor de la funci6 de
partici6 vibracional associada a un mode normal de vibracié molecular com el resultat
de sumar la série segiient:

' No consederarem el tractament de I’anharmonicitat. En aquest context, una primera
correccid a I’espectre energétic de 1’oscil-lador harmonic €s la introduccié de 1’anomenada
constant d’anharmonicitat, ., la qual depén de cada oscil-lador (de cada molécula diatomica
o de cada mode normal). L’energia dels estats quantics vibracionals s’escriu llavors com

e, =W+ v -y (v +ifhv.
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1\hv —hV & hv -0 -— cH
— AVt = _ — -V— __ -V
q,= pQ el 2)kr =e2ur D) e ir =e2r e T

v=0 v=0 v=0

El sumatori no presenta dificultat. Es tracta de sumar els termes d’una progressio

-0,
geometrica de primer terme 1 irad iguala ¢ 7 :

-6,
q. :LT_@V . (I1.6.2)
l-e7r

Molécula V /em’! 6,/K

H, 4161 5990
HD 3630 5226
HO 3550 5110
D, 2991 4307

H¥Cl 2884 4151
HBr 2647 3810.5
N, 2329 3374
HI 2254 3245
Cco 2143 3085
NO 1879 2705
0, 1556 2239

ey, 554.4 798
Br, 319.6 460
I, 213.3 307
Na, 159.1 229

Taula II.6.1. Freqiiéncies i temperatures vibracionals
caracteristiques dels modes normals d’algunes molécules
diatomiques.

Un mode normal molecular, perd, no es comporta exactament com un oscil-lador
harmonic. Per ser més estrictes, en calcular una funcié de particio vibracional, s'hauria
de recorrer a les dades espectroscopiques (generalment d’espectres IR) i prendre els
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valors de les energies dels diferents estats vibracionals moleculars associats a un mode

normal en particular: {Yo,Y1,Y2,--- }- Es la suma sobre aquests estats el que constitueix el
calcul acurat de la funci6 de partici6 vibracional:

=

—hy, —hy, —hy, —hy,
q,=eir tekr Tewr +..= e iT
v=0

Dur a terme aixo a la practica presenta algunes caracteristiques especifiques:

1) S'ha de con¢ixer I'espectre vibracional molecular, o sia, el conjunt d'energies
per cada estat quantic de cada mode normal: {Yo,Y1,Y2,---}-

2) Per efectes de la poblacid, a baixa temperatura (en comparacié a la
temperatura catacteristica vibracional), normalment només es disposara de
dades espectroscopiques fiables dels primers estats. Cal tenir present, pero,
que a través de I’estudi dels espectres electronics (generalment espectres de
UV), almenys per les molécules més senzilles, es poden arribar a conéixer
practicament la totalitat dels estats quantics vibracionals dels primers estats
electronics.

3) Tot i que hem obviat parlar de ’acoblament rotacio-vibracio, les dades
experimentals que s’obtenen aporten aquest tipus d’informacio.

Les probabilitats d'ocupaci6 dels estats vibracionals vénen donades per l'equacio (1.5.7),
o sia (veure exercici 1):

T 2
_ _ e.vT( e j ’ (I1.6.3)

on, pel fet que estem considerant aplicacions a nivell microscopic, la variable genérica
N a la que es fa esment a la Part I d’aquest llibre ha estat substituida per N. Aquesta
variable aqui denota el nombre d’oscil-ladors que es consideren i, atés que no presenten
degeneracid, coincideix amb el nombre de molécules diatdmiques que eventualment
s’estudiin.

El coneixement de les probabilitats p, ens permet veure quina és la variacié amb la
temperatura de les ocupacions dels estats d'un oscil-lador harmonic. Els resultats
obtinguts per a un mode normal tipic que té una freqiiéncia de vibracié de 2000 cm™ =
6.0-10" Hz (©,=2879.6 K), es sumaritzen a la Taula I1.6.2. Els resultats numérics
exposats a la taula no son sempre aplicables als estats moleculars vibracionals ates que,
a altes temperatures, les molécules normalment es dissocien.
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y pv= 1N (%)
0 99.99 94.38 63.21 43.78 25.02
1 0.0064 5.300 23.25 24.61 18.76
2 0.0 0.2976 8.554 13.84 14.07
3 0.0 0.0167 3.147 7.779 10.55
4 0.0 0.00094 1.158 4373 7.908
5 0.0 0.00005 0.4259 2.459 5.929
6 0.0 0.000003 0.1567 1.382 4.446
7 0.0 0.0 0.0576 0.7770 3.333
8 0.0 0.0 0.0212 0.4368 2.499
9 0.0 0.0 0.0078 0.2456 1.874
10 0.0 0.0 0.0029 0.1381 1.405
9 1.000 1.059 1.582 2.284 3.996
e,/T 9.660 2.88 1.000 0.5759 0.288
T(K) 298.0 1000 2879.6 5000 10000

Taula I1.6.2. Ocupacions dels nivells vibracionals calculats amb la relaci6 (I1.6.3) a
diferents temperatures per un mode normal amb una freqiiéncia caracteristica de
2000.0 cm’™. Per a cada temperatura s’especifiquen els valors del quocient ©,/T i de
la funci6 de particio (11.6.4).

En algunes aplicacions es fa una translacié del zero d'energies de tal manera que aquest
coincideix amb el primer estat vibracional. Aixo ja es va fer a la seccid 1.1 quan
s'estudiava la interpretacio del significat de la funcié de partici6. En aquest cas,
I’espectre energetic és {0,Av,2hv,3hv,...} ila funcié de partici6 esdevé

1
q9,=— - (I1.6.4)
l-er

Es aquesta expressio la que retorna un valor numéric que és indicatiu de quants estats
quantics (en aquest cas vibracionals) son assolibles pel sistema a través d'un mode
normal determinat.

Si a la practica és possible elevar molt la temperatura de treball i no es descomposa el
sistema estudiat, quan la temperatura és molt més gran que la caracteristica vibracional,
s'aproxima el quocient ©,/T a 0. En aquest cas, els termes exponencials es poden
desenvolupar com la série truncada e™=~l-x i tant la funcidé de particié vibracional
(I1.6.2) com la (I1.6.4) tendeixen a:
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Coof1-8) @ e
T) T

Aquesta darrera expressio coincideix amb la funcié de particié vibracional classica
obtinguda en el tractament classic de la Termodinamica Estadistica (seccio II.11):

. T kT
qv:__

o T (1L6.5)

2. Tractament de varis modes normals. Molécules poliatomiques

Fins ara hem discutit el calcul de la funci6 de particidé per a un sol mode normal de
vibracié i ho hem fet associant-lo al comportament i descripcid d'un oscil-lador
harmonic. Una molécula de n atoms presenta K = 3n-5 (si és lineal) o 3n-6 (si no és
lineal) modes normals de vibracio. Per aquestes molécules s'ha de calcular el valor de la
funcié de particié per a cada mode normal m, ¢, fent-hi intervenir, per a cada cas, la
freqiiencia de vibracio caracteristica d’aquell mode normal. La funci6 de particio
vibracional molecular es calcula com el producte de totes les funcions de particid

individuals (veure els exercicis 3 1 4):

g = g =T Tg"(O™). (1L6.6)

K
=1

m

on explicitem que cada mode normal esta associat a una temperatura caracteristica
vibracional propia. Segons la formula precedent, si hi ha algun mode normal degenerat
d vegades, la seva funcio de partici6 apareixera elevada a l'enter d. A la Taula 11.6.3 es
poden llegir les temperatures caracteristiques vibracionals dels modes normals
d’algunes molécules poliatdmiques.

Generalment, cada mode normal té associada una funcié de particié amb un valor molt
proper a la unitat, sobretot en el cas de les molecules diatomiques lleugeres. Pero cal
tenir present que, en les molécules poliatomiques i per efecte d’acumulacio, la funcié
de particio vibracional total pot arribar a assolir un valor significativament més gran
que 1 (exercici 3).
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Molécula 0,/ K
CO, 3360, 1890, 954 (2)
NH; 4880 (2), 4780, 2330 (2), 1360
H,O 5360, 5160, 2290
CHCl; 4330, 1745 (2), 1090 (2), 938, 523, 374 (2)

Taula II1.6.3. Temperatures caracteristiques vibracionals dels modes
normals d’algunes molécules poliatomiques. Els niimeros entre paréntesi
indiquen la degeneraci6 del mode normal corresponent.
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Exercicis de la seccio I1.6

1. En relacio a alguns dels resultats vistos a la teoria, demostrar que, en fer una
translacio en 1’energia dels estats, la probabilitat d’ocupacio dels estats €s invariant.
Aixi es comprovara que les probabilitats d’ocupacio dels estats vibracionals de
I’equacio (11.6.3) no s’alteren tant si s'empra la definici6 (11.6.2) com la (I1.6.4) per a
la funcio de partici6 vibracional.

Podem resoldre el problema de forma general. El resultat sera aplicable a
qualsevol tipus de funcié de particid. Tal i com s’ha vist en el problema 1.5.8,
si considerem un conjunt d’estats energeétics ordenats en una escala
d’energies: {y1, Y2, ¥3,-..} 1 té una funcid de particio g, si es fa una tanslacié de
I’origen d’energies, I’espectre energétic esdevé {oty;, oty,, 0tys,...} 1 la nova
funcié de particio6 és

v
Y
pi_N_ p

La probabilitat d’ocupacié dels nous estats continua essent

-(o+y;) —(o+y;) - - -V
'_e kT _e kT _ekTekT _ekT 3
b, = T T o T T o T =D;-
q o o q
e’ q e q

Efectivament, les probabilitats d’ocupacié d’estat romanen invariants respecte
a l’origen de mesures. Aquest resultat és compulsiu.

2. La definici6 del sinus hiperbolic és sinh(x)=(¢"-e™)/2. Demostrar que la funci6é de
particio (11.6.2) també es pot escriure com

1

2sinh O,
2T

q4.=
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Per simplificar la notacié podem definir el terme adimensional x=0,/T (I’invers
de la temperatura reduida) i llavors escriure:

-
e?2
l—e_x

qv:

Dividint numerador i denominador pel primer,

1 1
qV: x —x=
ex—e2 2sinhE
2

3. L'oscil'lador de Fermi es va concebre per estudiar 1'estadistica de Fermi-Dirac
(seccio 1.6). Aquest oscil-lador només presenta 2 estats quantics amb energies {0,€}.
Calcular:

a) la funcio de particié d'un oscil-lador de Fermi.

b)la funcié de partici6é d'un conjunt de K oscil-ladors de Fermi idéntics.

c) els valors respectius de les dues funcions de particio precedents quan €e=2kT'i
K=9.

a)  Per avaluar la funci6 de particié només cal sumar dos termes:

—€
qV:1+eﬁ .

b)  Iperun conjunt de K oscil-ladors de Fermi idéntics
I« x =l
7= (q,) :(1+ekj :

¢)  Els valors numérics son ¢,=1.135 i g% =(¢,)’=3.134 per a tot el sistema. Per
a cada oscil-lador el valor de la funcid de particié €s molt proper a la unitat.
Aixo vol dir que, segons la interpretacio general que donem a aquesta
magnitud, practicament només hi ha un estat assolible a la temperatura
indicada. Per altra banda, encara que aixo passi per a cada mode normal de
vibracid, quan el sistema en presenta més d’un es disposa de més graus de
llibertat. El resultat final és que hi ha més estats accessibles quan el sistema
es mira globalment, o sia, quan es considera tota l'estructura vibracional del
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sistema. Atés el valor numeric de I'exemple hi ha un grau d'accés global
equivalent a uns tres nivells assolibles.

El comentari que s'ha fet a aquests valors numérics també és aplicable als
resultats obtinguts a temperatures ordinaries per oscil-ladors harmonics que
simulen sistemes moleculars. En aquest exemple, podem considerar que hem
tractat la modelitzacié d'una molécula no lineal de cinc atoms, com 1’acid
metanoic, les que tenen 3-5-6=9=K modes normals. Cal tenir present, doncs,
que les molécules poliatomiques tenen un nombre de modes normals
apreciable (per exemple, una molécula petita com 1’etanol ja té¢ 3x9-6=21
modes normals). Aixo provoca que les contribucions de la funci6 de particid
vibracional a determinades funcions termodinamiques siguin importants, tot i
que les contribucions individuals de cada mode normal siguin petites.
L’entropia és una de les funcions que es ressent més d’aquest fet.

4. Demostrar, assumint el criteri de la particié de 1'energia, que la funcio de particid
vibracional molecular es calcula com el producte de totes les funcions de particid
particulars de cada mode normal.

Assumir el criteri de la particié de l'energia és el mateix que suposar que no hi
ha acoblament entre els diversos modes de vibracié. En aquest supdsit, podem
expressar 'energia vibracional total de la molecula, E,, com a suma de les
diferents energies vibracionals de cada mode normal:

E, =)k, .

K
m=1

En aquesta notacio, la molécula té n atoms i K val 3n-5 o 3n-6, segons €s lineal
0 no, respectivament. L’index m corre sobre els diversos modes normals. Els
nombres quantics v,, fan referéncia a l'estat quantic v-¢sim del mode normal m-
éssim. Aquesta darrera expressio per a E, ens permet rescriure la funcidé de
partici6 vibracional molecular de la manera segiient:

=

molecular __ BE, — -Ble,, +€,, +...te,
TRREELES 35 1 HECER]

\ vi=0 v,=0 vg=0

Les regles basiques de l'algebra dels sumatoris (seccidé 0.1) ens permeten
escriure:

molecular __ -Be,, -Be, -Be,
g = et D et | Y ™

vi=0 vy=0 vg=0
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Aquesta darrera expressio s'identifica amb el producte de K funcions de
particio, cadascuna d’elles propia d’un mode normal. Aquesta igualtat és la
mateixa que la (I1.6.6).

5. Calcular el valor de la funcié de particio per a la molécula de HBr a 25°C sabent
que la seva freqiiéncia vibracional és de 2650 cm™.

Valor numeéric de q,

Podem calcular la freqiiéncia en unitats de Hz multiplicant per la velocitat de la
llum: v=7.942-10" s!. La temperatura caracteristica és ©, = hv/k = 3810.5 K,
la qual és considerablement alta. Si prenem com a origen d'energies
vibracionals el nivell amb nombre quantic v=0 obtenim, tot emprant la relacio
(11.6.4)

g=— =1 ___1000.

-0, EERD)
l-er 1-e

L'alta temperatura caracteristica ja ens indicava que només un estat (el basal)
estaria ocupat. Aquesta situacio és la tipica pels casos d’aplicacions moleculars
1 en considerar un sol mode normal. La Grafica I1.6.1 mostra com varia el valor
de la funcié de particio (I1.6.4) en funcié de la temperatura. S'observa que
només a altes temperatures es comencen a poblar estats vibracionals excitats.

6 — 1.50
5 1.25
i . i
o
4 o 1.00 4
©
. .2 .
]
3 £ 0.75
3 s
- o - z
5 s
2 = 0.50 -
. > . -
1 0.25 — ///
0 — 7 0.00 - ‘ ‘ —
0 4000 8000 12000 16000 20000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Temperatura / K Temperatura / K

Grafica I1.6.1. Valor de la funci6 de particio Grafica 11.6.2. Comparaci6 del valor de la

vibracional (I1.6.4) en funci6 de la funcié de particio vibracional (11.6.2)
temperatura. S’ha emprat el valor ©,=3810.5 (linia continua) respecte el valor classic
K obtingut en el problema 5. (IL.6.5) (recta discontinua). S’observa que

només a altes temperatures es pot
aproximar la primera a la segona.
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A la Grafica I1.6.2 es representa el valor de la funcié de particié (11.6.2). Es pot
observar com el valor classic de la funcié de partici6 vibracional (I1.6.5) (la
linia discontinua) només s'assoleix a altes temperatures. Aquesta recta és
I’assimptota de la funci6 de particié exacta per un oscil-lador harmonic.

6. Es va escalfar nitrogen molecular en un arc eléctric i les observacions
espectroscopiques varen indicar que la proporciéo de molécules en els primers estats
vibracionals (de 1’estat electronic fonamental) eren les de la taula que segueix:

v 0 1 2 3
njng _ 1.00 0.26 007 0.00

Demostrar que el gas es trobava en equilibri termodinamic. La freqiiéncia de vibracid
del mode normal és de 2329 cm’ (Taula I1.6.1). En base a aixd dir a quina
temperatura es varen fer les mesures.

Les ocupacions relatives de cada nivell respecta al basal vénen donades per
I’expressio
_(EV_EO)

H kT

)4

Y =e
n,

En el context de ’aproximacié harmonica, la diferéncia d’energies és

€ —€ =hv v+1 - hv O+1 = hvy
v 0 2 2 5

amb la qual cosa obtenim

n iy n. —hv
L=t i lnt= V.

n, n, kT

En general, hauriem d’efectuar una regressio lineal considerant la darrera
expressio per valors de v=1, 2, etc. En el nostre cas, pero, per v=3 ja no tenim
prou precisio. Per tant, considerem la recta que passa pels punts amb abscisses
v=1 1 v=2 (tant podem operar fent I’ajust o emprant les relacions analitiques
prévies). Hem obtingut els parametres segiients:

e Ordenada a l'origen igual a -0.035, la qual és forga propera al valor
tedric de 0.00.

e Pendentde-1.31,del qual 7' =0.760, .

A T’enunciat se’ns diu que la freqiiéncia v és igual a
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y = 2329 100 cm 3x10° m _ 6.987-10° Hz.

cm 1m ls

Finalment, doncs, amb les xifres significatives adequades, escrivim

T= hv = 2500 K.
131k

En considerar només dos punts de la recta, també admetem (no ho demostrem)
que el sistema es troba en equilibri termodinamic. Tot i aix0, la tendéncia de
les dades de I’enunciat permet dir que 1’equilibri possiblement s’ha assolit. En
general, per demostrar que el sistema es troba en equilibri, s’haura d’obtenir
una bona recta de correlacié amb el major nombre de punts possible.

7. Per la molécula diatomica Na, se sap que la freqiiéncia de vibracié del mode normal
és de 159.1 cm™ (Taula I1.6.1). Suposant que la vibracié és harmonica, quina és la
poblacié de particules del segon estat excitat relativa a 1’estat fonamental a 300K?
Quina hauria de ser la temperatura per fer que aquesta relacio fos igual a 0.75?

La relaci6 de poblacions entre els dos estats involucrats a I’enunciat és

—(e5-¢0) ~2hv
KT = o AT

n
n_,
n,

>

on, tal 1 com s’ha fet a 1’exercici anterior, s’ha considerat el model harmonic.
Per I’espécie Na, obtenim

v = 159.1 100 cm 3x10% m _4.773-10% Hz,

cm 1 m ls

d’on nz/noze'1‘527:0.217.

Podem calcular la temperatura de treball prenent logaritmes a 1’expressio del
quocient de poblacions i d’on isolem la variable T:

T =2hv _ 2hv

kin™> pm’e
n, n,
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I d’aqui es calcula que, per obtenir una proporcid n,/ny=0.75, cal una
temperatura d’uns 7=1590K.

L’expressi6 de la variable T en funci6 del quocient ny/n, ens posa de manifest
que per igualar les poblacions caldra fer tendir la temperatura a infinit.
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1.7 La funcié de particié electronica

Per avaluar les funcions de particié translacional, rotacional i vibracional hem
recorregut sempre a un model quantic senzill (caixa quantica, rotor rigid o oscil-lador
harmonic, respectivament). El model sempre ens ha permés avaluar de forma rapida la
suma que intervé en la definicid de la funcid de particio. Pel que respecta a l'estructura
electronica de les molécules, no existeix un model quantic senzill sobre el qual ens
pugem basar. No es poden fer calculs sistematics de la funcié de particio electronica.
Per avaluar-la exactament s'hauria de recorrer a la resolucid de 1’equacié d’Schrodinger
o a dades espectroscopiques que indiquessin quines son les energies de cada estat
electronic o les diferéncies energétiques que hi ha entre ells. Tot i aquestes dificultats
que es troben a priori, generalment el calcul de la funcié de particié electronica es
simplifica molt, tal i com veurem a continuacio.

Quan estudiavem el significat de la funcié de particio a la secci6 II.1, veéiem que el seu
valor esta condicionat per I'espaiat efectiu que hi ha entre les energies dels diferents
nivells quantics. També hem vist, pel cas de l'oscil-lador, que es pot considerar que
l'estat fonamental sempre t€ energia nul-la i que I'energia associada als altres estats és la
diferéncia respecta a aquesta. En aquesta seccid també prendrem aquest criteri. Si
denotem les energies dels diferents estats electronics com {g, €, &,...}, la funcio de
particio electronica I'escriurem com

oo

q.= 2 g e =g e™+g ™+, (IL.7.1)

e=0

on la degeneracié de cada nivell ve donada pel conjunt de parametres {g,.}. Pel que
s'acaba de dir més amunt, el valor energetic de l'estat basal el prenem com €;=0. Els
valors de €, €, ... son, en general, molt grans. Llavors, el valor numéric de la funcioé de
partici6 es podra aproximar a:

q,= g, +g et t=g, +ge™ (11.7.2)

i en ser, generalment, € un nombre gran positiu i B un parametre també positiu, la
majoria de les vegades el valor numéric de la funcié de particid es correspon amb la
degeneracio de l'estat fonamental:

q.=8, - (I1.7.3)

Aquesta aproximacié es mantindria valida fins arribar generalment a temperatures de
5000 o 10000 K, pero en realitat, en molt casos la molecula ja es pot descompondre a
temperatures més baixes.
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Espécie Estat (terme espectral) 20,8122 0,/K
Li Sin 2 0
c *Py, °P1, P, 1,3,5 0,24, 63
“S3n 4 0
0 °Py, Py, Py, 'D; 53,1,5 0,228, 326, 22830
*P3n, *Pin 4,2 0, 590
Cl Py, P 4,2 0, 1300
Br Py, P 4,2 0, 5440
I Py, Py 4,2 0,11100
N, ! Z;, 1 0
NO ’1,,,, °I,,, 2,2 0,178
0, TN, 3,2,1 0, 11341, 18878
g g g
F, ! Z;, 1 0

Taula II.7.1. Termes espectrals, degeneracions i temperatures electroniques
caracteristiques dels primers estats electronics d’alguns atoms i molécules diatomiques.

El valor de la degeneracié gy depén de la configuracio espectral de la molécula o atom.
A la Taula IL.7.1 es poden llegir les degeneracions electroniques del primer o primers
nivells electronics d’alguns atoms o molécules. Quan també es llisten les dades d’algun
nivell excitat es fa referéncia a la Temperatura caracteristica electronica. D’aquesta
manera es dona una idea de quina és la separacio energetica que hi ha entre els dos
nivells. Aquesta temperatura es calcula com

on aqui la freqiiéncia v és la freqiiéncia espectroscopica de la transicid que hi pot haver
entre el nivell considerat i el fonamental. En aquest cas, la funci6é de particio es pot
escriure com
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0.
T

_92,2
+g,e T+,

qe = g 0 + g le
on cal especificar una temperatura caracteristica associada a cada estat excitat.

A la Taula I1.7.1 apreciem que, a vegades, la separacid energética entre els dos primers
nivells és molt gran. En aquests casos, aixo justifica que la funcio de particio es faci
igual a la degeneraci6 del primer nivell. Hi ha més informacio a les taules 11.7.2 1 I1.7.3
que es donen a I’apartat d’exercicis d’aquesta seccio.

N . . . . . 28+1
En els atoms, si el nivell electronic es descriu amb un terme’ del tipus I ;> laseva
degeneracio és igual a 2J+1. En canvi, per les molécules diatomiques, la degeneracid

ve donada per la multiplicitat 2S+1 del terme BT sies compleix que I'=X (el terme
¢és sigma), en els altres casos la degeneraci6 és 2(25+1). Ates que els valors numerics
de la multiplicitat poden ser de I’ordre de 3, 4 o 6, tot i que les temperatures
caracteristiques electroniques siguin grans en alguns casos, no es pot menysprear la
contribucio electronica al valor de la funcio de particiéo molecular.

A continuaci6 es llisten alguns casos particulars on es produeixen el maxim nombre
d'aparellaments d’electrons en els orbitals atomics o moleculars:

1) g.~1 quan un atom té un nombre parell d'electrons i forma una capa tancada
(té tots els electrons aparellats i es troba en un estat singlet). En son casos
particulars els atoms de Be, He, Ne, Ar,... en el seu estat fonamental®.

2) ¢.~2 quan un atom o molecula té un nombre senar d'electrons i, també en el
seu estat fonamental, només n'hi ha un de desaparellat (1’estat electronic és un
doblet). Per exemple: H, Li, Na, K, ...

3) Pels atoms de F, Cl, Bril es té g7=4. A més a més, en el cas dels halogens (i,
tal i com es veu a la Taula I1.7.1, sobretot pel fluor), moltes vegades el primer
estat electronic excitat pot contribuir significativament al sumatori de la funcié
de particio®. Tot i que en aquest cas caldra afegir més termes a la suma,
aquesta convergeix molt rapidament.

! Es tracta dels termes espectrals obtinguts en I’anomenada aproximaci¢ de Russell-Saunders.
La seva obtencid tant per atoms com per molécules diatomiques, encara que és simple i
sistematica, escapa a les intencions d’aquest llibre.

2 En el cas dels gasos nobles, la separacid energética entre els primer nivell excitat i el
fonamental és de I’ordre de 10 0 20 eV (temperatura caracteristica d’uns 10° K) la qual cosa
indica que es pot considerar que el primer nivell excitat no esta significativament poblat.

3 La separaci6 energética entre els primers nivells excitats i el fonamental és igual a 0.050,
0.11, 0.46 1 0.94 eV, respectivament. Les temperatures caracteristiques electroniques son de
I’ordre de 590, 1300, 5300 i 11000 K.
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Hi ha altres casos prou coneguts que es citen a molts llocs de la bibliografia i que es
tracten de forma particular. Per exemple:

1)

2)

3)

Escalfant MgO a 1000 K s'obté I'espécie MgO diatomica. Aquesta presenta un
estat fonamental a capa tancada (un nombre parell d'electrons tots ells
aparellats) perd la preséncia d'un estat electronic proper en energia i
desocupat, obre la possibilitat de formar un estat triplet (estat de capa oberta
on hi ha dos electrons desaparellats i amb el mateix spin, tal i com es veu a la
Figura 11.7.1). Aquesta proximitat de l'orbital desocupat de més baixa energia
(LUMO) respecte a 1’orbital ocupat de més alta energia (HOMO) afecta al
valor de la funcid de particid perqué¢ ambdods estats esdevenen facilment
accessibles.

La molécula de NO té un nivell electronic excitat molt proper al fonamental.
Per altra banda t¢ un nombre senar d'electrons i g;=2.

La molécula de O, presenta un estat fonamental triplet (dos electrons
desaparellats amb el mateix spin). Per aquesta molécula gy=3. També pot

manifestar un estat excitat que contribueix a la funcio de particid per sobre els
1500 K.

™

a) b) 0)

Figura I1.7.1. a) Esquema que mostra la gran separacio energetica que hi ha
habitualment entre estats electronics moleculars. Els punts suspensius
serveixen per indicar que hi ha hagut un canvi d’escala energética
apreciable. b) Cas del MgO. Els dos primers estats electronics quasi estan
degenerats. Les fletxes representen electrons amb el seu spin. ¢) Per una
molécula de MgO, un electré s'ha promocionat energéticament i s'ha
originat un estat a capa oberta triplet.
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Exercicis de la seccio I.7

1. Comprovar que la funci6 de particid electronica per a la molecula de Cl, a 300 K
indica que practicament només hi ha un sol estat electronic accessible. Se sap que la
degeneraci6 de l'estat electronic fonamental és 1 1 que el primer estat electronic excitat
es troba 18310.5 cm™ per sobre d'aquest.

Si prenem com a origen d’energies la de 1'estat fonamental, caldra avaluar la
funci6 de partici6 com a (II.7.2). L'energia del primer estat excitat ¢és
£,=3.64-10"° J. Llavors, el terme que apareix a l'exponent de la funcié de
particio és -Pe;=-87.86 el qual genera un factor igual a 7-10~° que multiplica a
la degeneraci6 g;. Aquest valor es pot menystenir enfront del terme go=1 que
apareix a (I1.7.2):

q, =1+ gle_87'86 =1+7107% g =1

2. Els calculs pel metode de Hiickel permeten trobar les energies dels estats
electronics 1 de les molécules planes conjugades. Pel ciclobutadi¢, s'han obtingut les
seglients energies (ordenades de menor a major): 0-2y, o (doblement degenerada) i
o2y, essent o un terme negatiu i y un de positiu’. Avaluar la funcié de particid
electronica del sistema 7 del butadi¢. Expressar el resultat en funcié del cosinus
hiperbolic, la definici6 del qual és cosh(x)=(e"+e™)/2.

La funcio de partici6 s'obté sumant les energies dels 4 estats, que agrupem en 3
nivells. Se n'ha representat un esquema a la Figura I1.7.2 a).

i3 _(OH'ZY) —a —((X—ZY)
q(e )= i +2emte w (11.7.4)

Traient factor comu en resulta

-0 2y -2y

n —« 2
q(e )=ek1'(2+ekr+ekr )=ekr[2+2COSh%j|

= Ze;(rx[lﬂzoshz—y }
kT

* El lector que conegui el métode de Hiickel haura vist que el parametre y es correspon amb el
negatiu de la integral de ressonancia: y=-B. No hem emprat el simbol habitual per tal de no
provocar confusions amb el parametre f=1/kT.
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Si es prengués el nivell o-2y com a zero d’energies, I’esquema de nivells
obtingut es correspondria amb el de la Figura I1.7.2 b) i el valor de la funcio de
particio esdevindria

o w
q(”)':1+2e"T +et .

e

o2y - 4y

- ____ o - Xy

- o-2y - 0
a) b)

Figura I1.7.2. Distribuci6 dels 4 estats energetics en els tres nivells
del problema 2. Es fa una representacio en una escala absoluta (a) i
prenent ’estat basal com a origen d’energies (b).

3. Els nivells energetics electronics de I'atom d'hidrogen vénen donats per la segiient
expressio:
-R_

n 2 >
n

€ n=12,..,00 (IL.7.5)

on la degeneracié de cada nivell és n* i R.=2.18-10""® J ¢s la constant de Rydberg.
Demostrar que, sorprenentment, per aquest sistema la funcid de particié electronica
divergeix.

En aquest cas, la funcidé de particid electronica s'expressa com el sumatori
seguent:

= ) +R
qezzn ekTn?,

n=1

on s'’ha remarcat que 1'argument de la funci6é exponencial sempre és positiu. Es
tracta d'una série divergent perqué per valors de n gran l'exponencial es
transforma en la unitat. Obtenim un resultat divergent ja sense considerar la
part del continu de I’espectre de 1’atom.

Alguns autors argumenten que la degeneracidé sorgeix quan es tracta un sol

atom aillat (dins la aproximacio de les particules independents). Es baralla la
possibilitat que els nivells electronics reals de 1'atom, quan es troba pertorbat
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pel medi (un recipient, altres molécules, 1'Univers, ..), no segueixin
estrictament la formula (I1.7.5).

El 1940, Schrédinger® va obtenir la solucié exacta (no relativista) per un atom
hidrogenoide amb nimero atdomic Z en un espai Riemmania de curvatura
gaussiana constant i positiva 1/R. En aquest cas, els valors propis segueixen
una equacio del tipus

-7Z* n*-1

o0
n’ R’

e =R D n=12,..,0

i també presenten una degeneracié igual a n°. Emprant aquesta formula es
demostra que la funcid de particio no és divergent.

Tot i el que s’ha comentat, I’autor d’aquest text comparteix 1’idea de Strickler
(veure peu de plana): la solucié al problema la trobem en considerar que la
molécula es trobara sempre confinada en uns limits fisics (dins un recipient, a
I’Univers,...) de tal manera que no té sentit parlar de niimeros quantics molt
grans. No cal sumar tots els termes de la serie. Per exemple, a partir del
numero quantic #=10> la “mida” de la funcié d’ona (per ser més estrictes, el
valor del radi de Bohr de 1’orbita) és d’uns 50 cm. Atés que aquesta mida pot
sobrepassar la del recipient que conté el gas (si no és aixi, només cal pensar en
numeros quantics més grans i al final s’assolira aquesta condicio), la funcid
d’ona no pot ser la hidrogenoide (encara que només es disposés d’una sola
molécula). En aquest cas, la funcié d’ona esta confinada dins el continent i
tendeix a ser la d’una particula en una caixa sotmesa a un cert potencial. La
série associada a 1’espectre energétic d’aquest sistema si que €s convergent.

El que hem vist ens fa recordar que en Termodinamica Estadistica no deixem
de manipular formules aproximades ideals i que aquest fet ens pot portar a
resultats incongruents com el que s’ha presentat a I’enunciat.

4. Deixant de banda les funcions de particié nuclear (que s'estudiara a la propera
seccid) i translacional, una porci6é de la funcié de partici6 molecular es pot escriure
com a producte de les funcions de particid rotacional, vibracional i electronica:

q9=494,9,9, . (11.7.6)

5 E. Schrodinger, Proc. Irish Acad. A46, (1940), 9. En relacié a aquest problema també es pot
consultar S. J. Strickler, J. Chem. Educ. 43(7) (1966) 364-366; S.M.Blinder, J. Math. Phys.
36(3) (1995) 1208; S. M. Blinder, J. Math. Chem. 19 (1996) 43 i les referéncies alla citades.
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Comentar perque aquest producte s'hauria d'escriure d'una forma més precisa com
9=9,09,080€" "+ 4,19, 8 € +4,,4,,8, "+ (117.7)

on apareixen els parametres de la funcié de particié electronica (I1.7.1) perd cada
terme va acompanyat d'una funcié de partici6 rotacional i vibracional propies per a
cada estat electronic.

En espectroscopia es comprova que, per a cada estat electronic, varien la
constant rotacional i les freqliéncies caracteristiques de vibraci6 de la molécula.
Hi ha un acoblament fort entre aquests tres graus de llibertat moleculars. El
principi de partici6 de l'energia no es compleix de manera estricta. Les
funcions de partici6 haurien de donar compte d'aquesta situacié i no es
compliria estrictament la igualtat (IL.3.1).

L'expressio (II.7.7) es pot interpretar de la segiient manera: la funcié de
particid ¢ definida en aquest problema ha d'indicar el nombre d'estats
potencialment assolibles dels sistemes rotacional, vibracional i electronic.
Aquest recompte es pot fer sumant els estats assolibles quan el sistema es troba
en l'estat electronic basal (primer terme) més els assolibles quan el sistema es
troba en el segon estat electronic (segon terme) i aixi successivament.

Si les estructures rotacional i vibracional moleculars fossin identiques al llarg
de tots els estats electronics, seria immediat demostrar, traient factors comuns,
la relaci6 (I1.7.6) a partir de la (I11.7.7)

5. Determinar el valor de la funcid de partici6 electronica per a 1'atom d'oxigen a 25°C.
Utilitzar els valors dels parametres particulars de cada estat electronic que es donen a
la Taula I1.7.1.

La funci6 de particio electronica és
hv -0

qe=2gee?[ C)=Yg e

e=0

El resultat numeric és:

o -228 -326 ~22830
q.= S5¢ +3e2s15 + ews15 +5e29815

=5+1.396+0.335+0=06.731.

Ates el valor numeric practicament nul del darrer terme que s’ha sumat, només
hem considerat la informacié dels 4 primers nivells especificats a la Taula
11.7.2.
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6. Determinar la proporcié de molécules d'oxigen que, a la temperatura de 3200 K, es
troben en el primer estat excitat electronic respecte de 1'estat fonamental. Utilitzar la
taula de dades IL.7.1.

Les freqiiencies relatives dels 3 estats son 0, 7882 i 13121 crn'l,
respectivament. Segons la formula de la distribucié de Boltzmann, la proporcio
de poblacions moleculars entre el primer estat i el fonamental ve donada pel
quocient
-
kT
mo_NgieT | & ey
—€ *
n, - &
Ng,e T

El salt energétic entre els dos estats és de 7882 cm™'=788200 m™'. Multiplicant
per la velocitat de la Ilum s’obté la freqiiencia de 2.365:10'* Hz que,
multiplicada de nou per la constant de Planck, es tradueix en una diferéncia
energética de £,-8,=1.567-10™" J. Aplicant la formula precedent obtenim que la
relacid és n\/ng = 2/3 e>%=0.019. Tot i l'elevada temperatura, la poblacio
molecular ocupa preferentment 1'estat electronic basal. Aquest estat fonamental
té una poblacid unes 52 vegades més gran que el primer estat excitat.
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1.8 La funcié de particié nuclear

Pel que respecte al seu valor numeéric, a la funcié de particié nuclear 1li succeeix
quelcom semblant al que li passa a l'electronica. Es podem aplicar els mateixos tipus de
raonaments que ens dugeren a la relacio (I11.7.3). De fet, la separacid energética entre
nivells nuclears propers ja és de 1’ordre dels MeV, un valor molt gran. Es per aixo que,
en un atom, el valor numéric de la funci6 de particio nuclear es fa igual a la degeneracid
de I'estat nuclear fonamental:

4n =80 (IL8.1)

En general, l'energia de 1’estat nuclear més proper estd molt per sobre de la basal i
l'equacio (I1.8.1) es pot prendre com exacta.

Pels atoms amb un spin nuclear S', la degeneraci6 de I'estat fonamental nuclear és la
multiplicitat de dit spin i es calcula® com

g=25+1
;;Etl::flg Particules (nuclis) Spin, S g=gi=25+1
4He, IZC, 160, 180, 3ZS 0 I
Bosons p, N, °Li 1 3
IOB 3 -
e-, 11’1, IH, UC, 19F, ISN, 31P, 195Pt, 207Pb 12 D
Fermions 'Li, QB% ”Bz'; 23N5=§, el Ycl 32 4
O, “Al, Mn 5/2 6
115111, 4SSC 75 3

Taula I1.8.1. Spins i degeneracions dels estats fonamentals nuclears i d’algunes particules.
En negreta s’han identificat els isotops més freqiients.

La Taula I1.8.1 presenta valors de S i de la degeneracio g, d'algunes particules o isotops
nuclears rellevants. Aquestes particules reben el nom de fermions si tenen spin
semienter, i de bosons, si tenen spin nul o enter. Tots els nuclis amb nimero massic
senar (nimero senar de nucleons) son fermions i els que tenen numero massic parell

! En altres llocs de la bibliografia, s’utilitza el simbol /. La magnitud del moment angular és
/ S(S + 1) # 1s’obté per combinacié de les magnituds dels spins dels nucleons.
2 Se sobreentén que es tracta del calcul en abséncia d’un camp magnétic. L’efecte del camp

magnétic terrestre no és irrellevant, pero la contribucié a 1’energia o la capacitat molar és molt
minsa. No es comet error apreciable en suposar que tots els estats estan degenerats.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



176 Termodinamica estadistica

son bosons. D’aquests darrers, si alhora també tenen nimero atomic parell, llavors

el seu spin nuclear és nul. A tall d’exemple, aquest és el cas del atoms 162 Co 1;)

No hi ha interaccions entre els nuclis dels diferents atoms que constitueixen una
molécula. Aixi doncs, per molécules formades per n atoms, la seva degeneracio és el
producte de les degeneracions de cada nucli:
n
4, = 8o :H(zSi +1)

i=1

on S; representa I'spin nuclear de 1'atom i-¢ssim. Com a cas particular, per una molecula
diatomica homonuclear escrivim

q,=g,=2S+1) (I1.8.2)

essent S I'spin de cada nucli.
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1.9 Moléecules diatomiques orto i para

En aquesta seccié aprofundirem en el coneixement d’algunes caracteristiques que
presenten les molécules diatomiques homonuclears i, en general, les molécules lineals
que tenen centre d’inversié'. Aqui veurem que els requisits imposats per la naturalesa,
provoca que aquests tipus de molécules presentin dues formes fisicament distintes
anomenades orto i para. Aquesta distincio es fa també en termes de les funcions de
particid nuclears i rotacionals. Molts dels aspectes que es discutiran es poden
emmarcar en la disciplina de I’ Estadistica Nuclear.

1. Simetria de la funcio d’ona global molecular

A partir de la teoria de la fisica quantica a través del principi d’exclusio de Pauli, la
funcié d’ona global d'un sistema atdmic o molecular ha de complir certes restriccions
de simetria: les anomenades condicions de paritat. Evidentment, aquestes
caracteristiques es confirmen experimentalment. Ens fixarem en el paper que juga la
naturalesa dels nuclis® d’una molécula en la funcié d’ona total.

. . 3 . s
Pel que respecta a les molécules diatomiques homonuclears”, si els dos nuclis sén

e fermions (seccions 1.6 i IL.8), la funci6 d'ona total ha de ser antisimetrica
respecta al bescanvi d’una parella de coordenades nuclears, mentre que
si son

e bosons, la funcid d'ona total ha de ser simétrica respecta al bescanvi.

Ja s’ha comentat a altres llocs d’aquest llibre que la funcié d'ona molecular es pot

aproximar a un producte de funcions d'ona translacional, rotacional, vibracional,
electronica i nuclear:

lP'mtal = WtranSWrotWVideWnuc .

! En aquesta seccid, en parlar de molécules que presentin dtoms iguals ens referim al fet que
aquests atoms siguin exactament iguals, és a dir, que es tracti del mateix isotop.
Considerarem els nuclis isotopicament diferents com a distints i distingibles entre elles.

2 Val a dir, per evitar confusions en aquesta seccio, que moltes vegades farem referéncia a
propietats de paritat de la funcié d’ona respecta al bescanvi de les coordenades nuclears, no
electroniques. Caldra tenir present aixo, per evitar les confusions tipiques que podrien patir
alguns lectors amb formacioé quimica.

3 Ja hem comentat més amunt que els aspectes que estudiarem també sén aplicables a les
molécules lineals amb centre de simetria. Tot i aix0, quasi sempre farem referéncia a les
molécules diatomiques. En el darrer apartat d’aquesta seccid considerarem alguns exemples
de molécules de més de dos atoms.
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El principi d’exclusi6 de Pauli forga a seguir unes regles de combinacié dels diferents
tipus de funcions per tal de conservar la simetria® de la funcié d'ona global. No es
poden acceptar algunes combinacions que originen funcions d’ona que no tenen la
paritat requerida. A continuaci6 descriurem la paritat de cada contribuci6 a la funci6
d’ona total i en relacid al bescanvi de coordenades nuclears. Aixd ens permetra
decidir quines soén les combinacions escaients de funcions que son acceptables:

W ,...s - La funcié d'ona translacional només depen del centre de masses

de la molecula. Atés que la coordenada de la funci6 d’ona és un sol punt,
aquesta funcio és simétrica (de fet, és insensible) respecta al bescanvi de
les particules que constitueixen la molécula.

e . : La funci6é d’ona rotacional és simétrica o antisimetrica depenent
de la paritat del nimero quantic J (apéndix E).
e Y ,: La funci6 d’ona vibracional d’una molécula diatomica

homonuclear és simétrica respecte a l'intercanvi dels dos nuclis. Aixo és
aixi perque la coordenada de la qual depén la funci6 és simplement la
distancia interatomica.

e VY,,: La funci6 d’ona electronica d’una molécula diatomica

homonuclear pot ser simétrica o antisimetrica respecte al bescanvi dels
nuclis’. Tot i aixo, és molt freqiient que aquesta funci sigui simétrica.

. I+

Generalment, ’estat electronic molecular acostuma a ser un estat = 2 g

Aqui considerarem a tots els efectes que la funcidé electronica és
simétrica®.

e Y, . :Lafuncié d’ona nuclear d’spin pot ser simétrica o antisimétrica.

La caracteristica s’associa als diferents estats nuclears, independentment
del fet de si el nucli és un bosd o un fermi6d (veure més endavant, al
proper apartat 2).

Aixi, doncs, i en funcié de la molécula que es consideri, aquestes funcions es
combinaran (es multiplicaran) adequadament per originar una funci6 d'ona total,

4 Aqui farem referéncia al caracter de simetria respecta al bescanvi de dos nuclis d’atoms
moleculars.

5 Segons el principi d’antisimetria de Pauli, aquesta funcid és antisimétrica respecta al
bescanvi de les coordenades de dos electrons, atés que aquestes particules sén fermions.

gt 7 . . + -
% Els estats simétrics son els que estan associats a termes del tipus 2 g O Zu , mentre que els

antisimetrics son els de tipus Z;, o Z: . El tractament dels estats A i [T és més complicat. Un
cas rellevant de funcié d’ona electronica antisimétrica és el de la molécula de O, (veure

exercicis 10 i 11). El seu estat és 32; )
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Y

total >

leculars son fermions o bosons. Generalment suposarem que el producte de funcions

amb la simetria requerida i, per tant, compatible amb el fet de si els nuclis mo-

translacional, vibracional i electronica, f, . W ..\, origina una funcié simétrica
respecta al bescanvi dels nuclis’. Llavors, els productes de funcions rellevants sén els
que involucren a les funcions d’ona nuclear i rotacional, Y, W/, .. S’haurd de

procurar que la paritat del seu producte sigui compatible amb el tipus de nuclis
moleculars. A continuacié n'estudiarem els dos aspectes que cal analitzar per controlar
aixo: els estats quantics nuclears i els rotacionals.

2. Estats nuclears

Recordem que a la seccid anterior 1.8 hem vist que el valor de la funcio de particid
d'una molécula diatomica homonuclear ve donat pel producte de les degeneracions
dels nivells quantics de cada nucli en el seu estat fonamental: g;=(25+1). D'aquests g,
estats n'hi ha

e S(25+1) que estan descrits per funcions d'spin nuclear antisimétriques
respecta al bescanvi dels dos nuclis. Els estats descrits per aquestes funcions
s’anomenen estats para.

o (S+1)(28+1) que estan descrits per funcions d'spin nuclear simétriques
respecta al bescanvi dels dos nuclis. Els estats descrits per aquestes funcions
s’anomenen estats orfo.

Spin Estats d’spin Estats d’spin  Estats para Estats orto
Nuclear per nucli per molécula o antisimétrics o simétrics
N 25+1 2=(25+1) S(25+1) S+H(2s+D)

Taula I1.9.1. Recompte i classificacio dels diferents estats nuclears atomics i d’una
molécula diatomica homonuclear.

A la Taula I1.9.1 es sumaritzen aquests resultats. Tot fent-ne un recorregut a través
d’ella en podem estudiar tres exemples particulars:

¢ El nucli d’hidrogen (proto) t€ spin nuclear S=1/2 i la degeneracié dels estats
nuclears basals de la molécula de H, és g0:(25+1)2:22:4. D'aquests 4 estats,
S285+1)="12=1 és para i es descriu a través d’una funcié d’ona nuclear
antisimétrica. Els (S+1)(2S+1)="/,2=3 estats restants soén orto i vénen

7 D’aquesta manera ignorem els casos particulars en els que la funcié electronica és senar. Més
endavant, en el darrer apartat d’aquesta seccid, farem alguns comentaris especifics relatius a
aixo.
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descrits per funcions d’ona simétriques. Es tracta de dos tipus de molécules
distintes que coexisteixen a la natura. A temperatures prou elevades, la
proporcio de molécules parahidrogen:ortohodrogen és de 1:3 (exercici 3).

e El nucli de I’atom de deuteri, ’Ho D, té spin nuclear S=1. En conseqii¢ncia,
la degeneraci6 dels estats nuclears de la molécula de D, és gg=(25+1)*=3?=9.
D'aquests 9 estats, S(25+1)=13=3 s6n para i es descriuen a través de
funcions d’ona antisimétriques i els (S+1)(25+1)=2-3=6 restants son orto i
vénen descrits per funcions d’ona simetriques. A altes temperatures, la
proporcio de molécules paradeuteri:ortodeuteri és de 3:6 = 1:2.

e Pel que respecta a la molécula de '°O,, cada nucli de '°O té spin nuclear nul,
S$=0, i el valor de la funcio de particié nuclear és gg=1. Aixi doncs, per
aquesta molécula, l'estat nuclear basal estd descrit per una tnica® funcié
d'spin nuclear que és simétrica. Es tracta d’un estat orto.

En aquests exemples que acabem de veure, els nuclis de la molécula d’hidrogen sén
fermions, mentre que els de deuteri o I’oxigen sén bosons.

3. Analisi sobre les funcions d'ona i de particio rotacionals

Varem tractar els estats rotacionals de les molecules diatomiques a la seccio 11.5. Alla
agrupavem en nivells energetics i els etiquetavem amb l'index J. Les funcions d'ona
que descriuen els estats associats a nivells amb index parell son simétriques, mentre
que les altres son antisimétriques (apéndix E). En el cas particular del tractament de
les molécules diatomiques homonuclears, en efectuar una rotaci6é de 180° la situacid
fisica final és la mateixa (el modul al quadrat de la funcié d’ona no ha canviat).
Malgrat aix0, en bescanviar les posicions dels dos nuclis, la funcié d’ona rotacional
ha experimentat un canvi en les coordenades polars. La transformacié de
coordenades és

0—->n-0 i 0—>0¢+T.

Aix0 provoca, juntament amb la paritat dels nimeros quantics J i M, un canvi de signe

My . M S .
en els termes €™ i PJ‘ ‘(COS 9) de la funcié d’ona rotacional. El resultat final

rellevant és que la funcio és simeétrica quan J és parell, mentre que €s antisimétrica quan
J és un niimero senar (exercici 12).

Una molécula diatomica heteronuclear disposa tant d’estats quantics rotacionals
simétrics com antisimétrics’. Aixd és el que es va assumir de forma implicita a la
secci6 IL.5. No succeeix el mateix quan es tracta una molécula diatdomica
homonuclear. En aquest cas s'han d'aplicar les restriccions de simetria a les funcions

8 En aquest cas, (S+1)(25+1)=1 i hi ha un unic estat que és orto: es compleix que S(25+1)=0 i
no hi ha estats para.

? De la mateixa manera que, tal i com s’ha vist a I’apartat anterior, un nucli pot ocupar estats
simétrics o antisimétrics independentment de si és un bos6 o un fermio.
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d'ona nuclear i de rotacid. Veurem més endavant que aquestes funcions s’hauran de
combinar entre elles, de tal manera que la paritat de la funci6 d’ona resultant sigui
adequada. Aix0 implica que només es poden acceptar com a estats ben definits (i, per
tant, assolibles i que es combinaran amb els estats nuclears) d’una molécula diatdmica
homonuclear a tots els simétrics o bé a tots els antisimétrics, sense que aquests es
puguin barrejar entre ells. Aquesta situacid es representa a la Figura 11.9.1 on es
mostren els diferents tipus de nivells rotacionals. Cada nivell J-éssim agrupa a 2J+1
estats de la mateixa simetria. La Figura I1.9.1a representa els nivells rotacionals
permesos en general per molécules lineals. En aquest cas s'accepten tant els estats
representats per funcions simétriques (index J parell) com per antisimétriques (index J
senar). La Figura I1.9.1b representa els unics nivells definibles i assolibles que es
disposen quan la funcié rotacional ha de ser simétrica. Només es pot parlar de
l'existéncia de les funcions associades a estats amb nombre quantic J parell. El cas de
la Figura I1.9.1c és el complementari del que s'acaba de dir i és el que s'aplica a estats
rotacionals amb caracteristiques d'antisimetria.

J=7 -
J=6 - 56
J=5 - 55
J=4 - 4
J=3 - M
J=2 - =
0! N ) -
a) b) ©)

Figura I1.9.1. a) Estats rotacionals per una molécula lineal. b) Estats rotacionals
associats a funcions d’ona parelles. c) Estats rotacionals associats a funcions d’ona
senars. Cap molécula lineal amb centre d’inversio (i en particular cap molecula
diatomica homonuclear) pot accedir al conjunt complert d’estats. Aquestes
molécules disposen, de forma excloent, o bé de tot el conjunt d’estats parells o bé
de la totalitat del conjunt d’estats de paritat senar.

Aquesta situacié t¢ una implicacié important en Termodinamica Estadistica: quan
s'avalua la funcié de particid rotacional d’una molecula diatdmica homonuclear,
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nomes cal considerar els termes amb index parell o senar. En altres paraules, en
haver-hi estats assolibles que només poden ser simétrics o antisimetrics, la funcié de
partici6 rotacional s'ha d'avaluar només sobre un d'aquests dos conjunts d’estats. Per
una molécula diatdmica homonuclear, aixo es tradueix en el fet que cal efectuar nomeés
la suma sobre els estats amb nombre quantic J parell (si les funcions d’ona rotacionals
a considerar son les simétriques) o senar (si es tracta de funcions antisimétriques)m:

0. =Fal) ow ¢ -Yal),

J=2 J#2
on els termes a(J) ja es varen definir en el problema I1.5.3.

En el cas que la temperatura sigui forca més gran que la temperatura caracteristica
rotacional, el que succeeix és que les sumes sobre els indexs senars i parells donen
practicament el mateix resultat. En aquesta situacio aproximem (problema 1):

Ya()=t Ya)=Yal). (1L9.1)

J=2 J=0,1,2,... J#2

I és en aquesta igualtat on trobem la justificacié del nimero de simetria G que es va
comentar a la seccio I1.5'".

El fet que només es pugui parlar d’estats rotacionals amb index parell o senar, afecta
directament a les poblacions de cada estat. Es clar que, en les situacions d’equilibri,
també es segueix la distribucié de Boltzmann. La diferéncia rellevant ara rau en el fet
que els estats rotacionals es troben més separats energeticament, degut a les abséncies
sistematiques de la meitat dels estats. S’accentuen aixi els efectes de la quantitzacio.
L’efecte és més notori en el cas de la moleécula de H, perque la seva temperatura
caracteristica rotacional és gran. Aixo provoca que els seus estats rotacionals siguin
menys accessibles que els d’una altra molécula diatomica que es troba a la mateixa
temperatura. Fixem-nos que la formula (I1.5.5) invita a pensar que, formalment, una
molécula amb niimero de simetria diferent de 1 es comporta com una espécie que té
magnificada la temperatura caracteristica per un factor igual a 6. Aquesta visid
particular troba un exemple paradigmatic en el cas de la molécula de H,. Per aquesta
espécie quimica es compleix que

_ T T
2x8535K 170.7K

c

q,

1% De moment, només estem dient que caldra efectuar una suma o 1’altra. Més endavant
especificarem en quines condicions cal fer-ne una o altra.

"1 tal i com varen relacionar amb el tractament classic del moviment de rotaci6 P. Ehrenfest
i V. Trkal (Proc. Acad. Sci. Amst. 23 (1920) 162).
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Es a dir, podem tractar a vegades la molécula de H, com una de diatomica amb
numero de simetria 6=1 perd temperatura caracteristica molt gran, d’uns 170K.

4. Combinacions escaients de funcions per obtenir la simetria requerida

Els comentaris que s'acaben de fer en els apartats previs ens aboquen a I’esquema de
la Taula I1.9.2. En aquest panell podem veure com la natura dels nuclis dels atoms
constituents de les molecules diatomiques homonuclears forga que existeixin els dos
tipus de molecules orto i para.

Molécula Caracteristiques nuclears Caracteristiques rotacionals
Pesos:
1 Funcio o ., .
Part1cu¥a dona lfungo dona  ppolscula  Valorde la. ﬁ,l,ncm Funcié d'ona La suma per
o nucli total d’spin nuclear de particio de rotacié valors de J
nuclear, g,
A Para S(2S+1) S Parell
Fermions A
S Orto (S+D)(285+]) A Senar
A Para S(25+1) A Senar
Bosons S
S Orto (S+D)(25+1) S Parell

Taula I1.9.2. Classificacio dels nuclis atomics i la seva implicacio sobre la simetria de
les funcions d’ona nuclear i rotacional de molécules diatomiques homonuclears que
formen. A la taula, A significa antisimétrica i S simétrica. La taula és valida quan
I’estat electronic molecular és simétric. En cas contrari, les paritats de la funci6é d’ona
rotacional s’han de canviar. Veure I’apartat 1 d’aquesta secci6 per a més informacio.

L’esquema de la Taula I1.9.2 permet veure quins tipus de funcions d’ona rotacionals i
nuclears es combinen per formar funcions d’ona totals amb la paritat requerida, en
funcid de si els nuclis atomics soén fermions o bosons. Aixi, per exemple, en la

. s .. 1 .
molécula d’hidrogen (estat electronic fonamental parell, terme Z; ), els seus nuclis

son fermions (S=1/2) i la funci6 d’ona total ha de ser antisimétrica. En conseqiiéncia,
els seus (S+1)(25+1)=3 estats nuclears amb simetria parell s’acoblaran només amb els
estats rotacionals amb simetria imparell (amb J senar). Aquesta és una possibilitat que
origina una funcid6 d’ona total antisimetrica. Es tracta de les molecules de
ortohidrogen. L’altra opcid és que els S(25+1)=1 estats nuclears amb simetria senar es
combinaran només amb els estats rotacionals amb simetria parell (amb J parell).
Aquesta combinacid també origina una funcié d’ona total antisimétrica. Es tracta de
les molécules de parahidrogen. Pel cas de la molécula de deuteri, D,, succeeix just el
contrari. Els seus nuclis son bosons (S=1). La seva funcié d’ona total ha de ser
simétrica i aixi es combinen els estats de la mateixa paritat rotacional i nuclear: les
funcions rotacionals amb niimero quantic J parell amb les (S+1)(25+1)=6 funcions
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nuclears parells i les funcions rotacionals amb niimero quantic J senar amb les restants
S(285+1)=3 nuclears senars.

A la Taula I1.9.2 també es posa de manifest que una espécie molecular esta
catalogada com a orto o para en funci6 dels seus estats d’spin nuclears i no per la
paritat dels seu estats rotacionals o pel fet de si la molécula esta constituida per
nuclis fermions o bosons. Al peu de la taula es remarca el camp de la seva
aplicabilitat.

Generalment, i degut al fet que la temperatura és alta en comparacido a la
temperatura caracteristica rotacional molecular, es treu profit de la relacio (11.9.1) i
s’apel-la a I’aproximacioé classica on el numero de simetria és 6=2 (exercici 2). En
aquest cas, i pel que respecte al valor numeéric de la funcié de particio6 rotacional, no
caldra fer distincions entre molécules orto o para. La tnica diferéncia la trobem en
una constant numerica que prové de la funcié de particid nuclear i que afecta al
valor de la funci6 de particié molecular.

Aquesta constant afectara a funcions termodinamiques com l'energia interna, U, o
l'entalpia, H; pero en no conéixer mai el valor absolut d’aquestes magnituds, el
factor del que parlem és irrellevant. Hi ha magnituds com la capacitat calorifica que
es poden determinar de forma absoluta, pero aquesta funcié depén de la derivada de
la funcié de particio i, tal i com es veura a la seccio 111.2, la constant de la que
parlem tampoc afecta al resultat final. En canvi, el nimero de simetria afecta de
forma molt directa a I’entropia. Es per aixo que les funcions termodinamiques que
depenen d’ella (I'entalpia lliure de Gibbs, G o I’energia lliure de Helmholtz, 4) se’n
ressenteixen del valor de ©.

Les molecules de tipus orto i para son entitats fisiques diferents, que es troben
barrejades a la natura en equilibri en unes proporcions determinades. En estar aquest
equilibri governat per una cinética molt lenta (pot trigar uns tres anys en assolir-se
I’equilibri a baixes temperatures), els dos tipus de molécules es poden separar
experimentalment. Hem vist que 1’orto-hidrogen, atés que els seus estats rotacionals
tenen valors de J senars, t€ una energia rotacional romanent o de punt zero no nul-la
(quan J=1).

En la técnica de preparacio de I’hidrogen liquid s’ha de controlar aquest fet perque
la conversié de molécules orto (spins nuclears paral-lels) a para (spins nuclears
antiparal-lels) allibera energia i provoca la vaporitzacid del liquid. Una técnica
emprada per accelerar la conversié es basa en fer passar el liquid per la superficie
d’un metall. En fer aixd, es produeix 1’adsorcié de la molécula sobre la superficie
del metall. L’enllag molecular es trenca i, en la posterior alliberacid, la nova
formacié de 1’enllag es du a terme preferentment en la forma menys energética: la
forma para.

També pel que respecta a les molécules d’orto i parahidrogen, a la Grafica 11.9.1
s’observen cinc corbes que indiquen el valor que pren la capacitat calorifica
adimensional C)/Nk en funci6 de la temperatura absoluta.
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Grafica I1.9.1. Corbes teoriques de la variacio de la capacitat
calorifica a volum constant per diferents tipus de mescles d’orto i
para-hidrogen. Veure el text pel significat. A temperatures grans,
les corbes tendeixen al resultat classic: C;=Nk.

Les cinc corbes tendeixen assimptoticament al valor classic de 1, pero presenten
comportaments diferents en el rang de temperatures baixes 1 moderades: La corba
anomenada “exp” (experimental) és la que s’obté experimentalment en anar
refredant el sistema sense la preséncia d’un catalitzador. En fer aixo, la mescla no
assoleix les proporcions de 1’equilibri que li pertoca i la relacié de molécules
orto:para és la corresponent a temperatures elevades, 3:1. Aquesta mescla és la que
s’anomena hidrogen normal'?. Aquests varen ser els primers resultats que es varen
obtenir experimentalment i va ser Dennison'® qui va explicar perqué els resultats no
s’ajustaven a les prediccions teoriques. De fet, el 1927, Hund i Hori ja varen
constatar que la simetria hauria de jugar un paper important en la resolucio del
problema. La corba etiquetada “eq” (equilibri) és la que s’obté emprant un
catalitzador'* de tal manera que la proporcié de molécules orto:para sempre és la

12 Eucken, Clusius i Hiller (A. Heucken i K. Hiller, Zeit. Phys. Chem. B4 (1929) 142; K.
Clusius i K. Hiller, Zeit. Phys. Chem. B4 (1929) 158) varen mostrar com la capacitat
calorifica rotacional de la mescla s’obté a partir de fer la mitjana ponderada dels valors dels
compostos orto i para purs.

13 D. M. Denisson, Proc. Roy. Soc. A115 (1927) 483.

14 Aquest és I’experiment efectuat el 1929 amb carbé activat per Bonhoeffer i Harteck el qual
permetia isolar en estat metastable para-hidrogen quasi en estat pur. Elevant la temperatura
encara es pot mantenir el seu estat, i aix0 va permetre estudiar el comportament de la seva
capacitat calorifica a baixes temperatures.
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que li correspon a la situacid d’equilibri a aquella temperatura. Les corbes
etiquetades “orto” i “para” fan referéncia als valors tedrics que s’obtenen en
considerar les dues espécies en estat pur. Encara que no s’aprecii, la corba “orto”
presenta un maxim. La corba etiquetada “total” s’ha obtingut de forma tedrica en
considerar una funci6 de particié hipotética

(S]
“J(J+1
O sr)

-0, .
4.4, =3 2(2J+1)eTJ(J Y1 Y @7 +1) ,

J#2 J=2

la qual contempla les contribucions orto i para de forma respectiva a cada sumatori,
i s’ha derivat de la forma escaient per obtenir la funcié Cy. A aquesta corba se li pot
atribuir significat fisic dient que, cada molécula, té accessibles els estats nuclears
orto i els para (veure el problema 7 i la seva nota de peu de plana). Es a dir, una
mateixa molecula pot presentar qualsevol de les dues formes. La condicid
experimental és que la interconversi6 entre les dues formes (condicié d’ergodicitat)
és molt lenta, esta impedida. Alhora, sempre hi ha una posicié d’equilibri: el
potencial quimic estableix un lligam i llavors una molécula no pot manifestar-se
com a orto o para de forma totalment arbitraria. El fet que hi hagi aquest equilibri
condiciona que les corbes anomenades experimental i d’equilibri sempre es trobin
enmig de les corbes dels sistemes orto i para purs. En aquest context i considerant la
propietat estudiada, és evident que les corbes associades a una mescla de les dues
molécules s’ha de trobar entre les dues corbes corresponents a les espécies pures.
Veure la seccio 111.4 i el problema II1.4.3 per a més informacio.

Val a dir que si bé totes les corbes de Cy per les molécules orto i para tendeixen a
zero quan la temperatura també ho fa, no succeeix el mateix amb 1’energia interna
(veure el problema I11.1.4).

5. Casos especials: nuclis amb spin nul o funcions electroniques amb paritat senar

Ja hem comentat més amunt que les consideracions que fem per les molécules
diatomiques homonuclears també es poden aplicar en general a molécules lineals que
tinguin centre de simetria. Per exemple, podem citar les molecules d’acetilé
(*H-">C="2C-"H) o la de dioxid de carboni (‘*0=C='°0)"". No estudiarem casos més
complicats com el de les molécules amb diferents atoms idéntics que es bescanvien en
una operacid de simetria com, per exemple, la de CH4 o de CDH;,.

5 Es pot consultar, per exemple, Iarticle de M. Herman i J. Lievin “Acetylene. From
Intensity Alternation in Spectra to Ortho and Para Molecules” del J. Chem. Educ. 59(1) de
gener de 1982, a les planes 17-21.
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Pel que respecta a la molécula de CO,, el nucli de °O té spin nuclear nul: $=0. Les
setze particules que el formen (8 protons i 8 neutrons) aparellen tots els seus spins
formant una capa nuclear tancada. El mateix succeeix amb el nucli de '*C. Per tant,
si considerem la molécula de '“O='C="°0, cada nucli només es pot associar a una
unica funci6 nuclear. Les particules en qiiestié sén bosons i una molécula com el
CO, for¢osament ha d’estar descrita per una funcié d’ona global simétrica. Atés que
les funcions electronica basal i nuclear son simétriques, les funcions rotacionals
també ho han de ser i, en conseqiiéncia, els estats rotacionals moleculars son els
identificas amb el niimero quantic J parell. Es per aixo que la seva estructura fina
espectroscopica rotacional només presenta la meitat de les ratlles (les corresponents a
salts entre estats amb nombre quantic J parell)'®. Aquesta molécula té un valor de
funcié de particié nuclear igual a ¢,=1.

Pel cas de la molécula de '°O,, es pot fer un raonament similar al del paragraf anterior.
Arribem també a la conclusié que només la meitat de les transicions es poden observar
en un espectre Raman. Aquesta vegada, pero, les transicions son les que involucren
valors numérics senars de I’index J. La ra6 d’aixo la trobem en el fet que, per aquesta
molécula, la funcié d’ona electronica en el seu estat fonamental és imparell (veure
I’exercici 10).

' En aquest cas no ens referim als espectres comentats a I’apéndix E, atés que el que alla es
diu, juntament amb la regla de seleccid que es comenta, és aplicable a molécules amb
moment dipolar permanent. El tipus d’espectre al que ara ens referim és el Raman i la regla
de selecci6 és precisament AJ=12.
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Exercicis de la seccio 1.9

1. Avaluar a 25 °C la funcié de partici6 rotacional de la molécula d'H,. Comparar-la
amb l'expressio classica (I1.5.5). La temperatura rotacional caracteristica de 1'H, és de
85.35K.

L'expressio classica permet obtenir el resultat ¢,"=1.746. Per avaluar la funcié
de partici6 rotacional a través de la série exacta, caldra considerar dos casos: el
de les molécules orto- i para-hidrogen. Tal i com es diu en el text i es veu a a
Taula IL.8.1, els nuclis d'hidrogen tenen spin semienter: S=1/2, per tant, sén
fermions i la seva funci6 d'ona total ha de ser antisimétrica. Per aconseguir
aixo hi ha dues combinacions possibles (consultar la Taula 11.9.2):

® Molécules para: funcid d'spin nuclear antisimétrica i funcié rotacional
simétrica.
® Molécules orto: funcié d'spin nuclear simétrica i funcid rotacional
antisimetrica.
En ambdods casos es multiplica una funcidé simétrica per una antisimetrica,
obtenint-se una funcié d’ona global amb caracter antisimétric, tal i com li
correspon a una particula fermio.

Pel que respecta a la funcié de partici6 rotacional, a fi i efecte de mantenir la
simetria requerida, caldra avaluar els sumatoris sobre 1'index J seguint:

e Valors parells per les molécules para.
o Valors senars per les molécules orto.

La suma per les molécules para és:

g =3 2T +1)e 7V =1.926,
J=2

mentre que per les molécules orto trobem que

g =Y @I +1)e U N=1.919.

J#2

Els dos resultats son similars degut al fet que la temperatura €s prou gran
(veure el problema segiient). Perd ambdods difereixen del valor classic en un
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9.9% 1 un 10.3%, respectivament. Aquests errors son grans perqué la
temperatura de treball de 25°C no es pot considerar molt més gran que la
caracteristica (recordem que la molécula de H, és un cas extrem en el sentit
que la seva temperatura caracteristica rotacional és alta) i el pas del sumatori a
la integral classica no ¢€s del tot acurat.

2. Demostrar que, a temperatures elevades, les sumes sobre indexs parells i senars a la
funcié de particio rotacional condueixen al mateix resultat. Quina relacié hi ha entre
aixo i el namero de simetria ¢ estudiat a la secci6 11.5?

La suma sobre els nombres quantics parells és

qfarell — 2(2J+ 1)

J=2

rJ(J+1) )

Si es defineix un nou index j tal que J=2j, la suma anterior es pot escriure en
termes de j de tal manera que aquest index corre per a tots el nombres enters no
negatius:

parell i 2] +1 2] [2]]—!—1 i 4J+1 7](2]-*—1)
Jj=0 Jj=0

Si la temperatura és prou gran, es pot aproximar l'anterior expressié a una
integral:

g’ = T 4x+1)e 7 @y |
0

i fent el canvi de variable y=x(2x+1), llavors dy=(4x+1)dx 1 el resultat és
immediat:

parell T _29 T ]
’ 20 (11.9.2)

El mateix es pot fer per la série que involucra nombres quantics senars:

" =Y 27 +1)er

J#2

=6, Ju+)

Aqui caldra definir un nou index j tal que J=2j+1. Aixi
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senar i 2] + 1 4 1) [2]+1]( [2j+1]+1)
Jj=0

2 4 J+ 3 (2.1'+1)(.1'+1)_
j=0
Llavors, el pas a la integral dona:
senar :."(4x+3) (2x+1)(x+1) dx ,
0

i ara el canvi de variable oporti és y=(2x+1)(x+1). En conseqii¢ncia,
dy=(4x+3)dx 1 mantenint els mateixos limits de integraci6 arribem a la integral

) 26
venar J. ”yd
Y,
0

el resultat de la qual és el mateix que (I1.9.2).

S'ha demostrat que ambdues séries convergeixen al mateix resultat (I1.9.2)
quan 7>>0,. Aquest valor és el mateix que el de la funcio de partici6 classica
pero dividit per 2. Aquest 2 no és res més que el valor particular que pren el
numero de simetria ¢ per a les molécules diatomiques homonuclears. Aixi,
aquest nimero de simetria prové del fet que, en cada sumatori, només es
considera la meitat dels estats quantics rotacionals.

3. Trobar quina és la proporcié de molécules de para i orto-hidrogen en funci6 de la
temperatura. Construir una taula de valors sabent que la temperatura caracteristica
rotacional per I'H, és de 85.35 K.

La proporci6 entre el nombre de molécules para i orto vindra donada pel
quocient entre les seves funcions de particio globals:

N para _ q para

NOVIO qorto

Enunciar aquesta afirmaci6 és tant com dir que el quocient entre el nombre de
diferents tipus de molécules vindra donat pel quocient entre el nombre d'estats
a que poden aspirar cada tipus de molécula. A la Part III d'aquest libre ens
basarem en aquest concepte per tal de tractar I'equilibri quimic.
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Les funcions de particid translacional, vibracional i electronica son iguals tant
per les molécules orto com les para. S'anul'len en el quocient anterior i la
proporcié que busquem només depén del quocient entre les funcions de
partici6 nuclear i rotacional:

Npara _ [q’ q” ]para
Norto [q; q, ]orto .

Tal i com ja hem analitzat a l'exercici 1, les molécules d'orto-hidrogen
presenten funcions d'ona rotacionals antisimétriques. Per aquestes caldra
avaluar la série de la funcid de particio rotacional sobre els estats caracteritzats
per nombres quantics senars. Per les molécules de para-hidrogen la suma
s’haura de fer sobre els indexs parells. Ateses les dades de la Taula 11.9.2, i
considerant que el protd és un fermio, la funcié de particié nuclear és una
constant igual a

e S(25+1) =1 per a molécules para.
o (S+1)(28+1) = 3 per les molécules orto.

L'esquema que s'acaba d’establir permet escriure la forma del quocient que
se'ns demana:

_@’J(J+1)
1Y +1)e T
N para _ =3
N O ya) (I1.9.3)
e 3N (2T +1)e T
J#2

La Taula I1.9.3 col'lecciona els valors de proporcions en percentatge de
molécules para i orto obtinguda per certes temperatures.

Ja hem comentat en el text de ’exercici 2 que, a altes temperatures, les sumes
sobre indexs J parells i senars tendeixen al mateix valor. En aquest cas limit, i
segons la relacio (11.9.3), la proporcié entre molécules para i orto-hidrogen és
de 1/3. També veiem que, a 0 K, el quocient (I1.9.3) és una indeterminaci6. El
pas al limit permet comprovar que en el zero absolut només existeixen en
equilibri les molécules para (veure l'exercici 5 més endavant).

En certa manera, el que acabem de fer és descriure el comportament de la
constant d’equilibri de la reaccidé orto-H, <> para-H, en funcié de la
temperatura. A baixes temperatures dit equilibri s'assoleix molt lentament (ja
hem comentat més amunt que poden caldre tres anys per arribar-hi).
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T/K %p-H2 % 0-H2
0 100 0
10 100.00 0.00
50 77.15 22.85

100 38.67 61.33
150 28.60 71.40

200 25.96 74.04

250 25.25 75.75

273 25.14 74.86

298 25.07 74.93

300 25.07 74.93

350 25.02 74.98

400 25.00 75.00

>1000 25 75

Taula I1.9.3. Proporcions de molécules para i
orto-hidrogen en funci6 de la temperatura.
Aquestes dades s’han obtingut a partir de
I’equacio (11.9.3).

% Orto-hidrogen

% Para-hidrogen

Percentatges de poblacié

0 \\\\‘\\\\‘H\\‘\\\\‘\\\\‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘

o

100 200 300 400 500
Temperatura / K

Griafica 11.9.2. Variacio6 de les proporcions de molécules orto
i para-hidrogen en funcié de la temperatura. La grafica s’ha
obtingut a partir del tractament numeric de la relaci6é (I1.9.3).
Alguns valors discrets es poden llegir a la Taula I1.9.3.

© Els autors, 2004; © Edicions UPC, 2004



E. Besaltl / Molécules diatomiques orto i para 193

La Grafica I1.9.2 mostra com varien els percentatges de poblaci6 en funci6 de
la temperatura. A temperatura ambient, la barreja d’espécies orto-para en la
proporcio6 3:1 s’anomena hidrogren normal i es denota escrivint n-H,. Aixi, en
el n-H,, una majoria de les molecules presenten un estat rotacional basal amb
energia de punt zero.

4. Emprar un métode numeric o dissenyar un programa d'ordinador que permeti trobar
a quina temperatura hi ha la mateixa proporcié de molécules para que orto en
equilibri.

A l'anterior Grafica 11.9.2 es pot apreciar que la temperatura que es demana
esta al voltant dels 75 K. Un valor més acurat s'obté a través de la utilitzacid
d'un calculador automatic: a uns 77.93 K els percentatges de molécules orto i
para sén ambdos del 50%.

5. Determinar els valors limits a baixes i altes temperatures que adquireix el quocient
(11.9.3) que es troba a I'exercici 3 d'aquesta seccio.

Primer veurem que succeeix a baixa temperatura:

i N _ 11456 +...)
-0 N oo 3(3em+7em+...)

E

on s'ha de considerar que el terme e ha aparegut'’ pel fet que s'origina quan
l'index J és constant i igual a zero:

i N _ 1(1+0+...) 1o
0 N,o 3(0+0+..) 0

iel 100% de les molecules es troben en la forma para.

A temperatures elevades, i segons el que diem a I'exercici 2 d'aquesta mateixa
seccio, els dos sumatoris tendeixen al mateix valor (11.9.2). Llavors:

-0,
0
17 Pel que respecte a aquest terme, sha avaluat el /ime T  on l'index J s'ha substituit per un
T—0

zero. En ser aquest index una constant numerica fixa, és irrellevant el paper de la variable

continua 7. El limit és idénticament igual a 1: lim 6_0 =¢=1.
T7—0
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T
ara 29
i Vo~ 20, _1
Tee Norto 3 T 3
20

i les proporcions de nombre de molécules en forma para i orto és de 1 a 3.

Els dos resultats limits que s’acaben d’analitzar es poden observar també a la
Grafica I1.9.2.

6. Donar la forma explicita per al producte de les funcions de particié nuclear i
rotacional d’una molécula diatomica heteronuclear. Trobar una expressio simplificada
valida quan la temperatura és prou elevada.

En el text s’ha comentat que la funcié de partici6 nuclear és (25,+1)(25,+1) on
S1 1.8, son els spins de cada nucli. El producte d’aquesta funci6é per la de
partici6 rotacional és:

> _—@’J(JH)
0,9, =28, +1)28, +1)Y. 2/ +1)e * .
J=0

Quan la temperatura és prou elevada, la série de la funci6 de particié rotacional
es pot aproximar al quocient classic i llavors

r

7. Respondre a la mateixa pregunta anterior pero ara aplicada a la molécula de H,.

En aquest cas caldra considerar dues aportacions al producte: el de les
molecules para i el de les orto. Podem especificar aixo de la forma segiient:

para _ (para)

+ qn qr :

orto (orto )

9.9, =4, 4,

Aquesta expressio és general en el sentit que preveu que una mateixa molécula
pot assolir a estats orto i para'®. A les contribucions rotacionals s’ha especificat
la caracteristica orto o para entre paréntesis. Aix0 s’ha fet aixi per tal de
recordar que aquesta qualitat s’hereva de la contribucié nuclear. En altres
paraules, i tal i com es veu a la Taula 11.9.2, el sol fet d’efectuar la suma dels

'8 La seva aplicacio practica, pero, és limitada, atés que la conversié és lenta i es pot parlar
d’una situaci6 de quasi no ergodicitat.
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estats rotacionals sobre indexs parells o senars no ¢és indicatiu per si sol d’estar
treballant amb molécules orto o para.

Aixi, pel cas de la molécula de "H'H, cada terme respectiu és

_—@”J(JH)

4,9, =(S+1)25+1) Y, (27 +1)e T

J#2

-0, .
+s@s+) Y s+
H—J

J=2

orto
>

para

i atés que pel proto S=1/2,

(S]
LJ(J+1
O s0+)

-0, .
g,q,=33 (27 + De 7 4 3 @7 +1)

J#2 J=2

orto para

El terme que involucra la suma sobre indexs rotacionals parells esta associat a
les molécules que presenten spins nuclears oposats, mentre que la suma sobre
estats rotacionals senars aporten la contribucié de les molécules amb spins
nuclears paral-lels.

Quan la temperatura és prou elevada (i en el cas de la molécula de H, aquesta
temperatura ha de ser de 1’ordre de 300K o més), hem vist que la suma de cada
série es pot aproximar a una mateixa quantitat (11.9.2) i llavors

T
—(+1) .
q,9, =03+ )29

r

Fixem-nos en la preséncia del numero 2 en el denominador. Es tracta del
ntmero de simetria 6. Finalment,

8. Generalitzar el resultat anterior valid a altes temperatures pel cas de les molécules
diatomiques homonuclears. En fer-ho, comentar les diferéncies que hi ha entre les
formules originals en considerar nuclis bosons o fermions.

En general, el nombre d’estats orto és (S+1)(25+1) i el de para S(25+1). Caldra
anar en cura alhora de considerar el cas de nuclis bosons o fermions. Pels
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darrers, ja s’ha donat I’expressid corresponent a 1’exercici anterior. Pel que
respecta als bosons (per exemple una molécula de D,, els nuclis presenten spin
enter'”) la formulacio és similar perd els sumatoris sobre indexs rotacionals
parells i senar s’han bescanviat:

-0, .
g.q,=(S+1)2s+) Y s+ 7
[\ —

orto J=2

i)’J(J+1)

+82S+1)> 27 +1)e * :
e J#2

Tot i aixo, si la temperatura és elevada, els dos sumatoris tendeixen a valer el

mateix i, en mantenir-se el nimero de simetria s’obté una expressio classica

aplicable a molécules diatdmiques homonuclears tant orto com para:

T T
=S +I25+1)—+S25+1)—
0,0, =(5+1fa5+1) 50 +5(@5 )5

={(S+1)25+1)+S(2S +1)}%,

r

és a dir,
T
=(2S+1)} .
q,9,=@25+1) %6,

Precisament aquesta expressid no és sempre aplicable pel cas de la molécula de
H,, atés que presenta una temperatura caracteristica elevada.

9. Escriure la funci6 de particio roto-nuclear de la molécula de "N, (I’isdtop més
comu del nitrogen diatdmic).

El "N és un bos6 (el nombre de nucleons a cada nucli és parell) amb spin S=1.
Simplement cal aplicar la formula donada a I’exercici anterior.

' Hem vist que, pel cas particular de la molécula de '°0'°0, només es pot parlar d’un sol
estat, I’orto. Veure 1’exercici segiient per tractar un cas més general. Per altra banda, en els
exercicis 10 i 11 veurem a més a més, que, per aquesta molécula, la simetria de la funcid
d’ona electronica provoca canvis en el plantejament d’aquest exercici 8.
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=6, + -, +
ga,=6 S+ e 3 Y see

orto J=2 para J#2

S}

La proporciéo de molécules orto:para és de 6:3 = 2:1. En el limit d’altes
temperatures (pel N,, sabem de la Taula I1.5.1 que 6,=2.86 K) obtenim

T

q,=9 —.
9.4, 20

10. Comentar els detalls que permeten justificar, en ultima instancia, que per la
molécula de '°O, només és possible parlar de transicions espectroscopiques que
involucren estats rotacionals caracteritzats per indexs senars.

El raonament que cal fer és similar al de la molecula de CO,, pero els resultats
estan capgirats pel fet que la funcidé d’ona electronica de 1’0, és antisimetrica.
A continuacio en veiem els detalls.

El nucli de '°O té spin nuclear nul (S=0). Es un bos6 que només presenta un sol
estat nuclear (2S+1=1). Aixi, la molécula de '®O, esta descrita per una funci6
d’ona total que és simétrica respecte al bescanvi dels dos nuclis. Les
contribucions translacional i vibracional a la funcié d’ona global mantenen la
simétria parell. En aquest cas, pero, la funcié d’ona electronica fonamental esta

. 3Ig-— , e n e .
descrita per un terme "X o ¢s antisimetrica respecte al bescanvi dels dos

nuclis. Per tant, el producte de les funcions nuclear i rotacional ha de ser també
antisimetric. Aixi s’origina una funci6 d’ona total simeétrica, tal i com es veu a
I’esquema que segueix:

\Ptotal = “lj trans “lj vib “lj el “lj rot w nuc
T —_— e
A

S A
| S —
N

Atés que la funcié d’ona nuclear presenta un sol estat simétric (orto) (recordem
que, per aquesta molécula, (25+1)*=1=1, (S+1)25+1)=1 i S(2S+1)=0), la
unica possibilitat és que les funcions d’ona rotacionals han de ser
antisimetriques, tal 1 com es representa a continuacio:

W rot W nuc = W nuc W rot
N A
A

| —
A
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En conseqiiéncia, només es pot parlar de funcions d’ona rotacionals descrites
per indexs J senars.

11. A la Figura I1.9.2 es representa quina és la poblaci6 dels estats rotacionals d’una
molécula diatomica heteronuclear quan la temperatura 7' és 100 vegades més gran que
la caracteristica rotacional. Dibuixar els esquemes corresponents per les molécules de
H,, N,, CO, i O, (tot considerant espécies homonuclears que involucrin els isotops més
corrents). No cal especificar les poblacions de cada estat, només es demana representar
de forma esquematica les poblacions relatives entre els estats.

9.0

8.0 —

7.0 — M

5.0 —

40 —

Poblacié dels estats (%)
]

2.0 —

;: 7W HHHHWW

rT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1T
0123456 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Ndmero quantic J

Figura I1.9.2. Reresentacio esquematica de les poblacions dels estats
rotacionals d’una molécula diatomica heteronuclear quan 7=1006,.

Les grafiques que es demanen es representen a les figures 11.9.3-11.9.6. Les
caracteristiques que s’han tingut en compte es troben en el text. Aqui en
destaquem els trets principals de cada figura:

e Hj: Les poblacions dels estats amb nimero quantic rotacional parell (en

aquest cas els estats nuclears para) representen només una quarta part de
la poblacio total (la proporcié de molécules orto:para és de 3 a 1).
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Poblacio dels estats

o N,: Es tracta d’un cas similar a I’anterior. Ara, pero, els estats para son els
que es corresponen amb estats rotacionals imparells (indexs J senars) i
representen la tercera part del total (la proporcié de molécules orto:para és
de2al).

® CO,: Només es pot parlar dels estats rotacionals simétrics, els associats als
numeros quantics parells. Els estats nuclears son simétrics, és a dir, orto.

e O,: Segons el que s’ha comentat en el problema 10, i com a conseqiiéncia
de la simetria de la funci6 d’ona electronica molecular, en aquest cas
només es pot parlar dels estats rotacionals antisimétrics, els associats als
numeros quantics senars. Es tracta també d’estats nuclears orto.

Poblacio dels estats

LI e
0123456759101 121314151617 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 26 20 30 0123456785 91011213 14151617 181920 21 22 23 24 25 26 27 26 29 30

H ﬂHﬂﬂmﬂmm H H Hﬂmﬂmm ,

Numero quantic J Numero quantic

Figura I1.9.3. Representacié esquematica Figura I1.9.4. Representacio esquematica de
de I’ocupacio dels estats rotacionals de la ’ocupaci6 dels estats rotacionals de la
molécula de 'H,. molécula de "N,.

Poblacio dels estats

Poblacio dels estats

Hﬂnm Hﬂﬂm

LI e LI e
0123456785 91011213 14151617 181920 21 22 23 24 25 26 27 26 29 30 0123456785 91011213 14151617 181920 21 22 23 24 25 26 27 2620 30

Numero quantic J Numero quantic J

Figura 11.9.5. Representacié esquematica Figura I1.9.6. Representacio esquematica de
de I’ocupacié dels estats rotacionals de la I’ocupacié dels estats rotacionals de la
molécula de 2C'%0,. molécula de '°0,.
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Les caracteristiques que es mostren queden plasmades en els espectres Raman
(veure la nota de peu de plana en aquesta seccid). En relacio a la regla de
seleccid, veiem que en aquests casos és impossible considerar la opcidé AJ=%1.
Termodinamicament, aquestes particularitats també es poden detectar
experimentalment en veure com varia la capacitat calorifica de cada substancia
amb al temperatura. Precisament la Termodinamica Estadistica ens ofereix un
metode de calcul teoric del que té que ocorrer.

El lector pot reflexionar sobre quin tipus de grafiques de poblacié estan

associades a les molécules de D, i 15N2.

12. Deixant de banda el terme (ara irrellevant) de normalitzacid, les funcions d’ona del

rotor rigid es poden expressar com (apéndix E) W(@, (1)) =PJ‘M‘ (COS 9) eiM¢, on les

Ml gMip (i
funcions associades de Legendre es son PJ‘M‘ (x) = (1 - X 2) 2 7J(), de tal
dx‘M \
o , 1d’ (¥ -1y
manera que el polinomi d’ordre J de Legendre és P, (x): 27 1 I .
. X

Demostrar que en efectuar el canvi de variables 0 > T—0 i ¢ — ¢ + T (rotacio

de 180° de la molécula), la funcié queda multiplicada per un factor igual a (-1)”.
Emprar la relaci6 matematica que segueix 1 que ¢€s deguda a Euler:

'™ =cosoL+isino. .

La variable x emprada a I’enunciat és cosO, per tant el canvi 6 — T—0
provoca que la variable x passi a ser cos(n-0)=-cos6=-x. Aixi, en fer el canvi
de variable, el polinomi de Legendre esdevé

Px)=_! d'(Exy-1) 1 a'(e -1

T2 dlx) 20 (1)
1 a’(x*-1)
Sy L PEST Gy

En conseqiiéncia, el polinomi associat de Legendre experimenta també una
transformacio:
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=t d” X ZMM,'Jx
L) eys (1) 2

(7 1)\” ‘dx‘” |

(1 b s CRED gy

Pel que respecta al terme exponencial, es veu modificat pel canvi en la variable
o:

eiMd) N eiM(¢+n) _ eiMneim) _ (_ 1)\M\ eiM¢’

ates que, segons la relaci6 d’Euler,

™ = cos(Mn)+ isin(Mr) = cos(Mr) = (- 1)

Finalment, el canvi global experimentat és que la funcid deu, de forma
exclusiva, la seva paritat a I’index J:

v(0,0)= PJ‘M‘ (x)e™ — y(n—0,¢+n) :PJ‘M‘ (- cosB) ™+
(1 )
P ) = 1) B e

0 sia,

w(6,0) = (=1)" w(6,0).
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En aquesta seccid es mostra un calcul detallat d’avaluaci6 de les funcions de particié de
les espécies rellevants que intervenen en una reaccié quimica. Atés que els resultats
obtinguts aqui s’empraran a la seccid II1.13 (calcul de constants de velocitat de les
reaccions quimiques), avaluarem les funcions de particio translacionals pero dividides
pel volum del sistema. No tindrem en compte els valors numerics de les funcions de
particio electroniques i nuclears. Considerarem el calcul de les funcions de particié de
l'atom d'hidrogen, de la molécula d'HBr i de ’estat de transicio H-H-Br que s'obté en el
transcurs de la reaccio

H+ HBr— H, + Br.

Es disposa de les segiients dades:

e Temperatura: 7=300K
e Reactants:

e Distancia internuclear H-Br: dy3=141.4 pm

e Freqiiéncia vibracional H-Br: v3,=2650 em'=7.942-105
e Estat de transicio:

e Se suposa lineal

o Distancia H-H: dp;=150 pm

e Distancia H-Br: dj3=142 pm

e Freqiiéncies vibracionals:

e Es tracta d’una espécie lineal de 3 atoms: t& 3x3-5=4 modes
normals dels quals un es reserva per definir la coordenada de
reaccio (veure la secci6 I11.13)

* v,;=2340 cm'=7.013-10"s"!

o v,=460 cm'=1.37-10"s" (dos "bendings" degenerats)

Podem organitzar el calcul de les funcions de particié de la forma segtient:

1) Calcul de les masses de les molécules reactants i del complex activat a partir de
les seves masses atomiques

mH:l 674 10-27 Kga mHBr:1 -338'10-25 Kg i mBr:1 321- 10-25 Kg
2) Calcul dels moments d'inércia.
Pel HBr:

IHBr = W dHé,,: mHmB/(mH+mBr) . dHBgr: 330610-47 Kg m2
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Pel que respecta al calcul del moment d'inércia del complex activat,
cal con¢ixer la posicio del seu centre de masses (el complex gira
sobre aquest centre). Utilitzarem el segiient esquema:

Lo 292 pm >
H <------ 150 pm ----- > H <----- 142 pm ----- e ——>Br
Lo x cdm ——--m-mmmemm - >

on el centre de masses s’ha representat amb un punt. L’equacié que
ens proporciona la posicio x (en pm) del centre de masses és la que
iguala, per compensacio, els moments de cada particula respecta el
centre de masses:

my x + mg (x-150) = mp, (150+142-x), i aixi x=283.3 pm.

El moment d'inércia del complex activat €s la suma dels moments
d’inércia de cada particula

Ly=my x> + my (x-150)* + myg, (292-x)*, 0 sia [y=1.74-10*
Kg m’.

3) Calcul de les funcions de particio:

a) Atom d'hidrogen. La funcié de partici6 translacional dividida pel volum
és:
qulV=q/V = 2umukT)"*h” = 9.900-10” m”.

b) Molécula d'HBr. Té contribucions translacional, rotacional i
vibracional.

o q/V=[21(my+mp)kT1*h> = 7.10:10** m™

o g, =8 IkTh™> =246

e g, = [l-exp(-hv/kT)]" = 1, atés que el terme Av/kT és gran (val
12.7)

o Aixi, gus/V =q,q, ¢,/V=1.75-10"* m™

¢) Complex activat:

o gulV = [20Q2my+me )TV = 7.32:10* m™

o g.v= 8L kTh?=129.7

eqy = [l-exp(-hvi/kD)]" [l-exp(-hvy/kT)]? = 127. Aqui
hv/kT=11.2 i hvo/kT=2.19

o Aixi, gV =qu g,x ¢ux/V=1.21-10" m*
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Exercicis de la seccio 11.10

1. Considerar la reaccié quimica entre fragments moleculars CH + N, — HCN + N.
Assumint que l'estat de transicid6 HCN, és lineal, calcular, emprant les dades que es
donen a la Taula I1.10.1 i a 298K, les funcions de particié dels dos reactius i de
I’estat de transicid. No considerar les contribucions electronica ni nuclear. Ignorar la
freqiiéncia de vibracié imaginaria, la qual esta reservada per descriure la coordenada
de reaccio. Avaluar la funcié de particio translacional dividida pel volum del
sistema.

Simbol i
Concepte unitats CH N, HCN,

Massa m (uma) 13.019  28.013 41.032
Moment 7y 540 g 2 1935  13.988 732
d’inércia

Feqiiéncies B 3130, 2102, 1252,
de vibracio v/em 2733 2330 11790, 564, 401, 300i

Taula I1.10.1. Dades relatives al problema I1.10.1

Segueix el calcul detallat de la funcié de particio de ’especie CH: les
funcions de partici6 translacional (dividida pel volum), rotacional i vibracional
son:

3
2713.019uma ——.—1.38x 107 J / K 298K %

6.022x102 um

(6.626 x107** Js)?

=4.539x10° ' m™,

8n*IkT
h2
 8171.935x10™ Kg m*1.38x107* J / K 298K
(6.626x107** Js)?

q, =

=14.321,
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q, = 1 ~1

—6.626x107* Js 2733 em™ 2.998x10'0 cm /s
l—e 1.381x1072 JK 1 298K

Aixi, la funcio de particio total dividida pel volum és
Gey 1V =4.539x10* m™ x14.321=6.5x10"m">

Els calculs per les espécies N, i de I’estat de transicio6 es realitzen de forma
similar. La Taula I1.10.2 llista les diferents funcions de particid per a reactius
i estat de transicio:

CH N, HCN,
q/V/m? 4.539-10° 1.432:10% 2.542-10%
Grot 14321 103.527 541.76
Guib 1 1 1.262

q/V 6.5:10% 1.483-10* 1.719-10%

Taula I1.10.2. Resultats numérics de 1’exercici 11.10.1

2. En el text s’ha considerat que, en general, el moment d’inércia d’un conjunt de
masses puntuals s’obté sumant les moments d’inércia de cada particula. Aplica
aquesta definicié general per efectuar el calcul del moment d’inércia d’una molécula
diatomica homonuclear.

En el cas d’una molécula diatomica homonuclear, el centre de masses es troba
en el centre geomeétric (centre d’inversio) del sistema, al vell mig de 1’enllag. Si
la distancia d’enllag és R, la distancia de cada punt massic (nucli atomic) al
centre de masses és R/2. Aixi, el moment d’inércia de cada particula i és

2
5]
2

essent m la massa d’un dels nuclis. El moment d’inércia de la molécula és la
suma dels dos moments:

2
r=21 =2m &) - g2
2) "2

I podem identificar aquesta formula amb la que es va donar a la secci6 I1.5. El
terme m/2 és la massa reduida del sistema:
m,m, m’

m,+m, 2m

mn
>
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A Texercici I1.4.11 es proposava efectuar el calcul classic de la funcié de particié
translacional. El resultat coincidia totalment amb el que s’havia obtingut en el text.
Aquesta coincidéncia ¢s deguda, fonamentalment, al fet que la temperatura
caracteristica translacional (definida a I’exercici 11.5.2) és sempre molt petita. Aixo ens
permet saber a priori que les aproximacions classica i quantica confluiran cap al mateix
resultat.

En aquesta secci6 es presenta breument quina €s la formulaci6 classica de les funcions
de partici6. A partir d’aquesta es poden fer els calculs relatius per les funcions
rotacional i vibracional. D’aquesta manera es justifiquen les expressions classiques que
s’han emprat o mencionat a les seccions II.5 i I.6. Pero per I’autor encara és més
important el fet que aqui es presenta una formulacié que es va desenvolupar abans que
la corresponent quantica. En altres paraules, si bé aquest text presenta la disciplina de la
Termodinamica Estadistica a partir de la seva formulacié quantica, no cal perdre de
vista el paradigma que la va originar.

Se sap que, segons I’anomenat Principi de correspondencia de Bohr, la formulacid
classica i la quantica han de coincidir en el limit quan els nombres quantics prenen
valors molt grans. Hem vist també que els nombres quantics translacionals amb els que
treballem s6n enormes (seccié I1.4). Es per aixo que les dues formulacions originen les
mateixes equacions en aquest cas. Pel que respecte als nombres quantics rotacionals i
vibracionals, ja no s’assoleixen valors grans, sobretot en el darrer cas. I és per aixd que
els resultats quantic i classic poden diferir en les condicions habituals de treball en el
laboratori. Els casos extrems els trobem en el tractament vibracional, electronic i
nuclear. Ja en el cas de I’estudi de la vibracié6 molecular, véiem a la seccid I1.6 que
caldria arribar a temperatures molt altes per fer coincidir el resultat classic i el quantic.

En fisica classica 1’evolucié d’un sistema es pot tractar a partir de la seva descripcio en
termes de les coordenades de posicid, g;, i de moment, p;. Es el que s’anomena treballar
en I’espai de les fases o espai fasic. En un espai amb f graus de llibertat, cada particula
té associades 2f coordenades (f'de posicio i f de moment). Habitualment, el valor de f'és
3. En aquest espai fasic, el diferencial de volum d’integraci6 per una particula és

dt= dqlqudq/l dpldpz...dpf,

es pot associar al fet que I’espai de les fases s’ha dividit en cel-les iguals i d’aquest
volum. El problema es redueix a veure com es distribueixen les particules en aquestes
cel'les. Pel que respecta al nombre d’estats degenerats que hi ha a cada cel'la, es pot
deduir, a partir del Principi d’incertesa de Heisenberg, que el seu nombre és
proporcional al volum i inversament proporcional al terme #:

_dv _dq,dq,..dq, dp, dp, ..dp,
8 _h7_ 0
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Aixi, podem pensar en la transformacio de la notacié quantica a la classica de la
funcio de partici6 per una particula:

7H(q] 3254 3 P1Py 5P s )

q:Zgie"ETi — qC:II...Ie kT g,

on el sumatori sobre nivells s’ha substituit per una integracié en tantes coordenades
com té I’espai de fases. Alhora, I’energia s’ha substituit pel valor del hamiltonia
classic d’un sistema que depén de 2f coordenades continues de posici6 i de moment,
H(q1,92,- - -,95D1:P2>- - --Py)- Pel que s’ha dit més amunt, la degeneracio es pot substituir a
I’expressio precedent i aixi justifiquem (no la demostrem) I’expressié general de la
funcié de particio classica per una particula:

—H(ql 54259 15P15P2 7-~-7I’/)

q° :%II...Ie kT dq, dq, ...dq, dp, dp, ...dp, .
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Exercici de la seccio 11.11

1. Per una particula de massa m, la contribuci6 translacional al seu hamiltonia classic
ésigual a

H(px,py,pz)=ﬁ(pi +p+p?).

Dir quina és I’expressio de la probabilitat de trobar la particula en un estat classic amb
moment lineal que t¢ com a components els valors p,+dp,, p,+dp, i p-+dp.. Una
vegada fet aix0, obtenir les funcions de distribucié dels moments, les velocitats i les
energies moleculars. Tenir present el resultat del problema 11.4.11.

P

La probabilitat demanada (que aqui denotem amb el simbol P) s’obté en
plantejar el quocient

1 .
W Ijje kT dq, dq, ...dq, ¢ dp, dp, ...dp,
1 7H(‘i17‘12a~-~¢1f;p1,p2 ,,,,, p/) ,
Fjjfe kT dq, dq, ...dq, dp, dp, ...dp,

on, en el denominador, la integral es fa sobre totes les variables, mentre que
en el numerador només s’integra en les variables de posicié. D’aquesta
manera, la funcid probabilitat que obtindrem només dependra de les variables
de moment de la particula. En aquest cas, el nombre de graus de llibertat és

£=3.

En relaci6 al problema I1.4.11, el denominador es fa igual al valor de la
funcié de particié translacional. Alhora, en el numerador, el hamiltonia del
nostre problema és independent de les coordenades de posicio i la integracid
dels diferencials de posicio originen el volum, V, del sistema, el qual se
simplifica:
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L (p2aptap?
J.ez’””<px m )dx dydzidp, dp, dp.

:3 (2mmkT )%

(p24p24p2)

-1
Idx dy dz pe? T dp, dp, dp.

xXyz

V(2mmkT )%

S {piepien?)

e dp, dp, dp.

(2nmkT )%

Aquesta funcio de probabilitat expressa quina és la funci6 de distribucio del
moment de la particula en termes de les seves tres components. Per obtenir
una relacio en termes del vector moment lineal

2

p’=p.+p,+p:

cal considerar efectuar el canvi a coordenades esfériques i la funcid de

distribucid esdevé
P e p*sin Odp dO do

(2nka )%

Per obtenir una funcié que només depengui del modul del vector de moment,
p, cal integrar per a totes les orientacions del vector, és a dir, integrar en les
dues variables angulars. El resultat és

_p? _p?
2n m mk 2 2mk 2
P(p)=1 [ [sin0dode Py _ g b
=0 6=0 (2nka )5 (2nka )E

Per altra banda, en considerar la relacid p=mv, s’obté immediatament la
funcid de distribuci6 en termes de la velocitat de la particula:

1 2

3
Pv)= [2]2 (ﬁ]z vie T dy.
n) \kT
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Aquesta és la coneguda funcio de distribucié de velocitats de Maxwell-
Boltzmann (veure la seccio I11.14).

Finalment, atés que I’energia cinética molecular és e=mv?/2, escrivim

1
2e) 1(2) 7
dv=d| .|[— |==| — | €2dse
m 2\m
i la funcié de distribuci6 referida a les energies moleculars és

2 L o-e
Ple)=——"——¢2e ds.
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