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Proleg

Qué és la llum. Ens veuriem obligats a confessar que no
existeix res de definit per si mateix que pugui dur aquest
nom. Si aquest nom no es pot donar a l'agent extern, que
hem d’anomenar radiacio, i si no acceptem que la veri-
table llum és l'operacio realitzada en fotometria per a
fins experimentals i técnics... Llavors no existeix res que
flueixi, entre psiquic i fantasmagoric, que puguem ano-
menar llum.

A la paraula llum només li resta un significat, a saber,
I'abséncia de foscor, el mateix significat que li atribuien
els filosofs fa dos mil anys.

Ronchi. “La naturalesa de la llum”

La fotonica és una ciéncia que tracta les aplicacions de la llum en la ciéncia i la tec-
nologia. Partint d'una arrel comuna, podem incloure una amplia varietat de branques
d'estudi diferents, com ara les comunicacions optiques, el processament de materials,
la deteccio Optica, la metrologia, La formacié d’imatges, la microscopia, la biofoto-
nica, I'oOptica no lineal, la nanofotonica, la plasmonica, l'electronica quantica, la teoria
del laser i moltes altres. Diverses aplicacions de la fotonica es poden implementar en
diversos camps generals, des de 1'enginyeria fins a les telecomunicacions, la medi-
cina, la informatica, 1'aviacio, la construccio i tants d’altres.

Les bases del nostre coneixement de 1'0ptica es remunten a molts segles enrere. La
principal rad de la relativament llarga historia d'aquest camp és probablement que
gairebé tota la nostra percepcié sensorial del mén que ens envolta arriba directament
a través del mecanisme de la visi6. La historia de I'dptica és testimoni dels immensos
esforcos de molts cientifics eminents: Alhazen, Newton, Fermat, Fresnel, Young,
Rayleigh, Kirchhoff, Huygens i molts altres; tots ells "van aportar una mica de llum”
(i també van projectar algunes ombres) sobre la naturalesa de la llum. Les seves con-
tribucions van consolidar els camps de '0ptica geometrica, la instrumentacié optica
i 'optica ondulatoria durant els segles XVIII i XIX.

Inicialment, l'electricitat, el magnetisme i '0ptica es concebien com a disciplines ci-
entifiques independents durant un llarg periode de temps, fins que les obres de
Maxwell i Hertz, entre d'altres, van establir les bases per a 1'estudi de 1'emissié de
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radiacio electromagnetica per part de carregues oscil-lants, unificant aixi els camps
de I'electromagneética i I'0ptica en reconeixer que la llum forma part de I'espectre d'o-
nes electromagnétiques. Intents posteriors de descriure el procés de radiaci6 de cos-
sos negres mitjancant les lleis estandard de la fisica van romandre sense éxit fins que
Planck va formular la seva hipotesi de I'emissio i absorcio de quantums de llum men-
tre que, de manera paral-lela, Einstein va introduir els processos basics d'interaccié
entre la llum i la matéria, donant-se aixi el tret de sortida a 1'0ptica quantica.

Un pas important en el desenvolupament del camp de la fotonica es va produir amb la
descoberta del laser el 1960. Aix0 va provocar un augment del nombre de possibles usos
d'aquesta font de llum gracies a la seva direccionalitat, coheréncia, amplada espectral i
intensitat. Des d'aleshores, el nombre d'aplicacions proposades ha crescut incessantment
i, per tant, ha donat lloc a nous temes i idees que eren impensables pocs anys enrere.

Aquest llibre va sorgir amb la idea de fer de suport per als estudiants que cursen el
Grau d’Enginyeria Fisica a la UPC. La sola idea de cobrir en un sol semestre totes les
diferents arees que conformen el camp actual de la fotonica, ni que fos de manera
superficial, seria una tasca inabastable. I més si tenim en compte que la recerca actual
es segueix expandint continuament per gairebé cada una de les branques de ’'ampli
camp que és la fotonica. Aixo demana que l'estudiant tingui una base solida en optica
i electromagnetisme. I tot i que aquest llibre no cobreix les técniques fonamentals de
les aplicacions de la fotonica, si que constitueix un punt de partida solid per familia-
ritzar-se amb els conceptes i models basics que s'utilitzen ampliament en el camp.

Aquest llibre assumeix que l'estudiant té un coneixement basic de la teoria electro-
magnética i cobreix diferents temes relacionats amb les propietats de la interaccio
coherent de la llum amb la materia en el marc de l'electrodinamica classica. Hi ha
alguns temes interessants que han estat omesos del programa, pero que es podrien
tractar en una segona part d'aquesta assignatura; incloent l'extensi6 d'aquests con-
ceptes als fenomens incoherents, els efectes d'interferéncia i els postulats basics de
I'optica quantica, entre d'altres. Al final de cada capitol s’inclouen varis problemes
resolts per tal d’ajudar els estudiants a assimilar els conceptes tedrics. I per a aquells
estudiants que desitgin aprofundir en les fascinants idees d'aquest camp, la bibliogra-
fia del final inclou tant la literatura basica com la més especialitzada.

Finalment, voldria agrair a les persones que em van ajudar i van estar al meu costat du-
rant la realitzacié d'aquest projecte. Als meus col-legues i amics, Ramén Vilaseca, Crina
Cojocaru i Ramén Herrero, els estic agrait pels seus consells, comentaris utils i 'encorat-
jament continu per transformar una idea original en realitat. Als meus alumnes, per les
seves opinions i comentaris ttils sobre el contingut de I'assignatura, que van resultar ser
indispensables. A Miguel Angel Trull, que em va ajudar a dissenyar i crear la majoria de
les figures, li estic eternament agrait. Finalment, a la meva familia; sense el seu suport
incondicional i una paciéncia infinita tot aixd no hauria estat possible.

A Terrassa, novembre del 2020.
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Propietats fonamentals de la llum

Introduccio

La fotonica es relaciona essencialment amb la teoria de la interaccié entre la llum i
la matéria. L'estudi d'aquesta interaccié implica descriure diferents graus d'aproxi-
macio, i qualsevol descripcié precisa depén del problema particular sota estudi. Les
diverses aproximacions es poden classificar segons la manera en queé cada model
tracta la llum i la matéria.

Llum Materia Model

Equacions classiques de
Maxwell

Equacions classiques de la
matéria

Electrodinamica classica

Equacions classiques de
Maxwell

Matriu de densitat quantica

Model semi-classic

Quantitzacié del camp elec-

Matriu de densitat quantica

Electrodinamica quantica

tromagnétic quantic

En aquesta primera llico, revisarem breument les principals propietats de la llum des
d'una perspectiva classica. Dins d'aquest marc, la llum es considera una ona electro-
magnetica (EM) generada per carregues oscil-lants que es poden descriure mitjan-
cant les equacions de Maxwell. Tot i que algunes propietats sé6n generalment
comunes a les ones EM a tot I'espectre EM, tamb¢ existeixen algunes propietats es-
pecifiques que es tornen més rellevants en regions particulars. Alguns exemples:

— Les caracteristiques d'emissio i absorcié de la radiacié difereixen drastica-
ment. Per a longituds d'ona molt llargues a la regid de les ones de radio, an-
tenes individuals poden irradiar ones EM que es semblen molt a les emissions
d'un dipol individual. A mesura que la longitud d'ona esdevé més curta i ens
desplacem cap a les regions d'infraroig, visible i ultraviolat, les emissions es
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converteixen en un problema de molts cossos on qualsevol radiacié emesa és
el resultat de la superposicié de milions d'emissors, el que altera significati-
vament les propietats de la radiacié optica resultant.

Els aspectes quantics de la radiaci6 es tornen significatius en aquestes gam-
mes de freqiiéncies altes, i cal tenir-los en compte per descriure adequada-
ment els processos d'emissid i absorcio de la llum.

A freqiliencies encara més altes a la regi¢ de raigs X i més enlla, emergeixen
nous mecanismes rellevants a mesura que el valor de la longitud d'ona es re-
dueix a una mida atdmica comparable. Aquests regims qliestionen la idonei-
tat d'utilitzar tant el model del camp mitja de l'electrodinamica classica
(capitol 3) com l'aproximacio6 eléctrica dipolar.

Les ones es generen de maneres radicalment diferents. Es pot fer una distin-
ci6 ampla entre les ones que es generen artificialment mitjancant dispositius
electronics (com ara radio, televisié i microones) i les ones generades de ma-
nera natural (com ara les emeses per la matéria).

Aquesta assignatura aborda I'estudi de I'espectre EM, especificament la gamma que
compren les regions d'infraroig proper (IR), visible (VIS) i ultraviolat (UV), totes elles
comparteixen algunes propietats comunes. Aquestes similituds es corresponen amb
les oscil-lacions del material atomic, les propietats de coheréncia i la manera com la
materia absorbeix aquesta forma de radiacié.

Els valors de longitud d'ona en aquesta regio de I'espectre es resumeixen a la Figura

1.1

100nm
400nm
450
500
550
600
650
700

1 2000nm

g
2

Figura 1.1 L'espectre electromagnétic a la regié de I'UV, la llum visible i I'R

Descripcio classica de les ones de llum

Les carregues oscil-lants irradien camps electromagnétics. Les equacions microsco-
piques de Maxwell proporcionen el model matematic que descriu els camps eléctrics
i magnetics que irradia un conjunt de carregues elementals (p), les corrents (j), la
seva propagacio i la seva interaccio amb la materia. Aquestes equacions son:
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V.E=L [.1a] VAE=-2 [1.1C]
£, ot

- S OE

V-B=0 [1.1B] VAB:;UJ*‘%‘%E [1.1D]

on g és la permitivitat dielectrica i 1o és la permeabilitat magnetica del buit.

4 Nota

En aquesta assignatura farem servir el sistema d'unitats MKS racionalitzat. Les uni-
tats dels camps i les quantitats relacionades sén les segiients:

Camp eléctric: [E] = V/m Camp magnetic: [B] =T

Densitat de polaritzacio: [P] = C/m? Intensitat magnética: [H] = A/m

Vector de desplacament: [D] = C/m? Densitat de moment magnétic: [M] = A/m
Permitivitat dieléctrica: [eo] = C?/Nm? Permeabilitat magnética: [io| = Tm/A

€0 = 1/(47:9-10°) C2/Nm? Wo = 47-107 Tm/A

Per a una discussid detallada dels sistemes d'unitats alternatius per a la fotdnica
(principalment les unitats gaussianes), podeu consultar el llibre de Jackson, J.D.
(1962). “Classical Electrodynamics”. John Wiley & Sons.

A partir de les equacions [1.1A] i [1.1D], podem obtenir facilment 'equacié de conti-
nuitat, que expressa la conservacio de la carrega:

< 3 8,0
V-j+—=0 1.2
It [1.2]

Aquestes equacions es completen amb l'equacié de Newton-Lorentz per descriure la
dinamica de les particules amb massa m; i carrega q; que es troben sota la influencia
de les forces electromagnétiques exercides pels camps

d’r (1)
mi
dt?

= qEG 0.0+ 5,()) A BE (0] [1.3]

(1) Aquest capitol abordara les solucions basiques per a les
ones electromagnetiques en el buit

A mesura que els camps irradien des de la regié de la font, poden propagar-se en el
buit (on p ij sén iguals a zero) mentre transfereixen energia i moment.

La propagacio6 del camp es regeix per les equacions de I'ona. Aquestes son derivades
de l'equacié [1.1] prenent I'operador rotacional de les equacions [1.1C] i [1.1D].

1
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~ -

?A(?AE)z%/\(—aa—?)=—%(§/\]§)=—y030(27}25 [1.4A]
- -

ﬁ/x(ﬁ/\f&’):ﬁ/\(yog()%—t}:,uogog(ﬁxxﬁ):—yogoaa% [1.4B]

Assumint la condici6 de propagacio6 en el buit, la divergéncia dels camps eléctric i
magnetic és zero. I podrem escriure les equacions d'ona per als camps eléctric i mag-
nétic en el buit de la manera segiient:

- [1.4C]
. O’E
VE-p6,——=0
070 ar?
o’B
V’B-pu,6,——=0
o0 o

A partir d'aquestes equacions, podem inferir que els camps eléctric i magnétic es pro-
paguen fora de les regions de la font en el buit a una velocitat donada per

1

\Hoéo

Com que aquestes s6n equacions vectorials, qualsevol de les components del camp (i
qualsevol de les seves combinacions lineals) satisfara 1'equaci6 d'ona escalar

c= ~3-10* m/s

1 O°U(F,t)

VZU(F,t)—C—Z p 0 [1.5]

L'0ptica ha de fer front a molts problemes que conserven les condicions de polaritza-
cio6 o utilitzen radiaci6 no polaritzada. En aquestes condicions, el caracter vectorial
de la radiacio6 no és rellevant per a l'estudi de la propagaci¢ i, en canvi, s'utilitza una
aproximacié escalar de I'equacié d'ona.

La funci6 escalar U pot representar qualsevol de les components dels camps eléctric
i magnetic. En moltes situacions, és costum definir una funcié escalar que estigui
directament relacionada amb la intensitat optica (una quantitat mesurable) a través
de la relacio I = |UJ*

Per exemple, la relacio entre la funci6 d'ona escalar i el modul del camp eléctric d'una
ona plana hauria de ser |E|* = 2|U}*/e, ¢ (com veurem més endavant en aquest capitol).
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1.2 Solucions basiques de I'equacio d'ona escalar

1.2.1  Solucions 1D: ones planes
Tenim en compte les ones que es propaguen al llarg de l'eix z mentre busquem solu-
cions de la forma U(z,t). En aquest cas, 6U/ ox = 6U/ 0y =0, il'equacid d'ona se sim-
plifica aixi

Uzt _1°U(zt) _

oz’ ¢ o

Una solucié general a aquesta equacié (veure la seccié Problemes resolts) es pot es-
criure com:

0 [1.6A]

U(z,t)=f,(z—ct)+ f (z+ct) [1.6B]

on f,if corresponen afuncions arbitraries que es propaguen, respectivament, cap a
la dreta o cap a I'esquerra, amb velocitat c.
La soluci6 [1.6B] correspon al que es coneix com una ona progressiva. Hi ha d’altres

solucions possibles de ’equacié d’ona, com poden ser les solucions d'ones estaciona-
ries, expressades com a U(z,t) = p(z)q(t), que sén separables.

En aquest punt, podem ser més especifics quant a la funcié f quan considerem com
la llum irradia des dels atoms. Com veurem al capitol 3, el model classic descriu 1'e-
missi6 de llum com a dipols oscil-lants que radien a freqiiéncies de 1'ordre de 10 Hz.
Aquesta radiacid es dissipa amb constants d’amortiment de 'ordre de 107 segons
(taxa d'amortiment de 107 Hz). Aixi, una tipic feix de llum emeés consistira en una ona
amortida amb moltes oscil-lacions sota la seva amplitud que decau.

En aquestes condicions, podem descriure I'emissié de llum utilitzant funcions har-
moniques.

La solucid de 1'ona plana es pot escriure de la manera segiient

U(z,t)=U,cos(k(z—ct)+¢)=U, cos(kz —kct +¢) [1.7]

on Up és una amplitud constant, k és el que anomenem vector d’ona, i ¢ és la fase
inicial que permet establir les condicions inicials.

D’'aquesta expressio se'n deriven les segilients propietats:

Periodicitat espacial

El periode espacial s'anomena longitud d'ona i esta relacionat amb el vector d'ona k
de [1.7] per

U(z+A,t)=U(g,t) > |k=—

13



14

Fotonica. Curs introductori

Periodicitat temporal

La condici6 de periodicitat en el domini temporal dona el periode T:

2z
ke
Com que el terme kc té unitats de freqiiencia, definim la freqiiéncia temporal w
mitjancant la relacio

U(z,t+T)=U(z,t)>|T

w=kc

Aquesta equaci6 s'anomena relacié de dispersio i juga un paper molt significatiu
en la fotonica (principalment quan s'estudia com la llum es modifica per la presencia
de materia).

La soluci6 [1.7] representa una ona que es propaga al llarg de l'eix z amb una amplitud
constant sobre plans perpendiculars a la direcci6 de propagacio. Tot i que no representa
una aproximacié realista d'un feix de llum en la majoria de les situacions, jugara un
paper destacat en la teoria per estendre de manera convenient altres solucions.

Encara que la magnitud fisicament rellevant sigui sempre la representaci6 del camp
real, en moltes situacions és molt més convenient treballar dins de la representacié
complexa de 1'ona plana, que s'obté directament de [1.7]:

Uyl itke o
U(z,t)= UO cos(kz—wt+¢) = To[el(kz C"t+¢)+ e i(kz wt+¢):|
Aquesta expressio es pot reescriure com
U(z,t)= %[ewﬁ pilkz—at) | e_i¢e"'("z‘wf)} _

A ile—ot) | 1) —itkz—on) | _ L[ 7(+) 1700
—E[UO e +USe ]—E[U +U7 ]

definint aixi les variables segiients.
; O gt s O oy e ?
Amplitud complexa: U,”=U" i U,’=U,e

Fase: kz-wot

Senyal analitic complex: |U'") = U((;)ei(k“‘”) i vt)= U((;)efi(kz*”’t)

Les variables U and U™ no s6n independents, ja que la realitat dels camps imposa
la condicio U™ =[U] (el simbol * representa la conjugacié complexa).

El senyal analitic complex és I'expressio basica de la nostra soluci6 d'ona plana, pero
hem de recordar que la solucid fisica corresponent als camps reals es pot obtenir a
partir d’aquesta mitjancant la relacio
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U(z.t) =Re[U™] :%[U(” LU0 [1.8]

1.2.2 Solucions 3D

Ones planes

A T’hora de treballar amb ones individuals, sempre podem definir un sistema de co-
ordenades en que l'eix z correspongui a la direcci6 de propagacid. No obstant aixo,
moltes situacions impliquen la interaccié de diverses ones que es propaguen en di-
reccions diferents. El concepte d'ona plana es pot estendre de manera senzilla per
incloure la propagacio en direccions arbitraries a través de l'espai, com s'especifica a
través del vector unitari i, definint una representacié vectorial del vector d'ona:

- . 2 ° 4 n
k=kia="Ti=(ki+k,j+kb

on 1 es pot definir a partir dels cosinus directors o bé mitjangant coordenades esfe-
riques:
li = (cosai +cos B +cos 712) = (cos¢@sin i +singsin ] +cos k)

Z Z

Figura 1.2 Representaci6 d'un vector unitari a partir de: a) cosinus de la direccié. b) coordenades esfériques.

Les components del vector d'ona es poden expressar com:

k, :2—”cosa :2—”:27zfx
A A

P

27 27

ky =7C0Sﬂ=7=2ﬁfy
y
27 27

k, 270057/:/1—:272]”Z

on f,, f, i f, sén les freqiiéncies espacials. Aquestes freqiiéncies es tractaran amb més
detall amb els problemes de difraccio del capitol 6.
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Ones esferiques

La solucid corresponent a ones esfériques s'obté escrivint el laplacia en coordenades
esferiques i assumint una solucié amb simetria rotacional (amb 6/ 6¢:8/ 00=0)
(veure la seccié Problemes resolts per més detalls).

O(rU) 18 (U) _

0 1.9
or’ ¢t o [1.9]

Aquesta equacié té solucions que sén idéntiques a les de ’'equacio [1.6B]:

fo(r—ct) N f(r+ct)
r

r

rU(r,t)=f (r—ct)+f (r+ct) >U(rt)=

La solucié harmonica esférica en la representacié complexa s'obté de la mateixa ma-
nera descrita per a les ones planes:

U U -+ . .
U(r,t)=—2cos(kr — wt + ¢) = 2—0[61(”_“’”@ 4 ¢ ikr-ot+g) ]
r r

Aquesta expressio es pot reescriure aixi

2 r r 2

i =i (+) =)
U(I”,t) _ l erl¢ ei(krfwt)_'_ er i ei(kra)t):| — ll:U0+ ei(krfa)t)_’_ Uo e*i(krfa)t)
r r

U(r,t)= Re[U(+)(r)ei(kr—wt)]

Tal i com veurem, ni les ones planes ni les ones esfériques constitueixen solucions
adequades en la majoria de les situacions, ja que les ones planes s’estenen infinita-
ment en l'espai i el temps, i les ones esferiques no descriuen adequadament la llum
emesa pels atoms. Tot i aixd, les ones planes constitueixen una base adequada per
descriure feixos optics més complexos, i les ones esferiques son ttils per descriure el
limit asimptotic a grans distancies de les fonts.

a

Figura 1.3 Representaci6 esquematica: a) d’'una ona plana escalar b) d'una ona esferica
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1.3 Representacio vectorial de les ones de llum. Polaritzacio

A la seccid anterior, vam definir les solucions escalars basiques de 1'equacié d'ona.
No obstant aixd, aquesta aproximaci6 no és adequada en moltes ocasions, i cal con-
siderar el caracter vectorial complet de les solucions d'ona per als camps eléctric i
magnetic. Hem de recordar que aquests camps vectorials no s6n independents, ja que
estan acoblats a través de les equacions de Maxwell.

Per estudiar les solucions vectorials basiques d'ones planes de llum, tenim en
compte una soluci6 d'ona plana per a un camp eléctric que esta orientat en una di-
reccio especificada pel vector unitari ¢ :

EF,)=Re[EV(F,0)] amb EW(F,0)=¢E™ (F,1)
Aix0 es pot escriure a partir de les seves components cartesianes com
EQF, 0= (B +E) j+ES kel ™) [1.10A]

Expressions equivalents es compleixen pel camp magnétic, que esta orientat en una
direccid especificada pel vector unitari b :

B(7,t)=Re[BV(F,t)] amb B (F,t)=bB" (7,t)

B0 = (BOE + B+ B ke =0 [1.10B]

Sustituint les equacions de Maxwell [1.1A] (amb p = 0) i [1.1B] dona

V-E® = - ik-EP=0
V-B¥ =0 - ik-BY=0

Aquestes equacions defineixen una propietat geométrica de les ones planes vectori-
als, indicant que tant el camp eléctric com el camp magnetic sén perpendiculars a la
direccid de propagacid i, per tant, reflecteixen el caracter transversal d'aquestes solu-
cions.

Sustituint els camps donats per [1.10] a I'equacié de Maxwell [1.1C] obtenim una re-
lacio entre el camp eléctric i el camp magneétic:
. OB L _
VAE(+) =—7 —> ik/\E<+) =i(()B(+)
(i A 5) — ()N
kE,"” (i ne)=wB,"”b

17
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¢ Nota

L'evolucié dels camps electromagneétics en el domini espai-temporal estd governada
per les equacions de Maxwell, que s6n equacions diferencials de primer ordre. El
camp eléctric en un punt determinat esta relacionat amb el valor dels camps en punts
proxims. Una transformada de Fourier dels camps en els dominis espacial i temporal
ens permet expressar els camps a partir de les seves freqiiéncies espacials i temporals.
A T'espai reciproc, les equacions de Maxwell es converteixen en relacions locals que
mostren que cada component de Fourier del camp evoluciona independentment en
medis lineals.

Les relacions entre els camps a I'espai i I'espai reciproc es donen per:

E(f,t)zﬁjdﬁc E(E,t) eiEV PN E(E,t):jd3r E(f,t) eiE?

D'aquesta equacio, s'obtenen dues conclusions de manera rapida:

*)
k g _ Eo
0

® c [1.11]
2) ine=b — enb=i

1) BV =

Relacio 1) proporciona la relaci6 entre la magnitud del camp eléctric i del camp mag-
nétic en una ona plana; mentre que la relaci6 2) fixa l'orientacié relativa del camp
eléctric, el camp magneétic i els vectors de propagaci6 de I'ona. A més del caracter
transversal de 'ona electromagnética plana, podem veure que el camp eléctric i el
camp magnétic sén perpendiculars entre si.

e Camp eléctric

Camp magnetic

Figura 1.4 Representaci6 d'una ona electromagnetica

No obstant, les solucions obtingudes encara permeten un grau d'independéncia ad-
dicional, ja que no hem fixat la direcci6 de 1'oscil-laci6 del camp electric dins del pla
que és perpendicular a la direccié de propagacié de I'ona. Anomenarem aquest pla
que conté els camps electric i magnétic el pla d'oscil-lacié. L'evolucié de I'oscil-lacié
del camp electric dins d'aquest pla dona lloc a una nova propietat de la solucié de
I'ona: I'estat de polaritzacio.
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Per definir 1'estat de polaritzacié d'una ona, hem de considerar les possibles oscil-la-
cions del vector camp eléctric dins del pla d’ oscil-laci6. Qualsevol estat d'oscil-lacid
en un pla es pot obtenir com a superposicié de dues oscil-lacions harmoniques per-
pendiculars (en aquest cas, amb freqiiéncies identiques). Sense perdre generalitat,
definim un sistema de coordenades en que la direccié de propagaci6 té lloc al llarg de
l'eix z i el pla d'oscil-lacid esta definit pel pla xy.

L'expressio [1.10 A] es particularitza en aquest cas com
EW(z,0)=[E, % + Eoye% j] eitkz=ot) [1.12A]

Una equaci6 similar també es pot escriure per al camp magnetic. No obstant aixo, ja
que ambdues camps estan completament vinculats a les expressions derivades previ-
ament, només necessitem treballar amb el camp electric i obtenir el camp magnétic
resultant al final.

L'equaci6 [1.12 A] es pot reescriure en la forma

a B .~ E. .o,
E9(g,0) = By [0l =gl 00 [1.12B]
0 0

on sha introduit el modul del camp eléctric E, :1/E§x+E§y i la fase relativa
o=¢,-9..

Utilitzant la variable © per definir I'angle entre la direccié de I'oscil-lacié del camp
eléctric i l'eix x, escrivim finalment el camp electric com

EW(z,t)= Ef)” [cos6i +sin Heigj'] el(kz—ot) [1.12C]

en qué E,* incorpora el terme de fase arbitraria e'**. Qualsevol estat de polaritza-
cid de l'ona electromagnética plana es pot descriure mitjancant I'expressio [1.12C].
L'estat de polaritzaci6 sol estar definit en termes d'un vector conegut com a vector

Jones:
] cosd
| e’ sing

Per classificar adequadament els diferents estats de polaritzacio de la llum, definim
el pla de vibracio com el pla que conté els vectors ¢ i i en qualsevol instant de
temps.

En el cas més general, la llum emesa per fonts térmiques i espectrals i per diodes
emissors de llum no esta polaritzada en el sentit que el pla de vibraci6 canvia aleato-
riament amb el temps en periodes de I'ordre de 107 s. Aixd és una conseqiiencia de la

19
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manera com es genera la llum a partir de les aquestes fonts, és a dir, que és emesa per
molts dipols radiants independents. En aquest cas, I'estat de polaritzaci6 de la llum
no estd definit i estem al 1imit on l'aproximacié de la funcié escalar (definida a la
secci6 anterior) és valida.

Aquesta mena d'emissi6 contrasta amb l'ona electromagnética emesa, per exemple,
per una antena, ja que aquest tipus d'ona es pot considerar una molt bona aproxima-
ci6 d'una ona plana polaritzada a gran distancia.

Si de qualsevol manera podem establir una diferéncia de fase relativa 8 constant en
el temps, obtenim un patré d'oscil-lacié ben definit. En aquest cas, diem que la llum
emesa esta polaritzada.

1.3.1 Estats de polaritzacio de la llum

Llum polaritzada linealment

La llum es defineix com a polaritzada linealment quan el camp eléctric oscil-la al llarg
d'una linia definida per un angle fixe 6 (el pla de vibracié es manté constant durant
la propagacio). Per obtenir una ona polaritzada linealment, hem de fixar la fase rela-
tiva en els valors

6=0 o O==x

Els vectors de Jones corresponents en aquest cas son reals i es poden escriure aixi:

cosé cosé
[L0(9)1=[ } i [L,I(H)]{ ) }

siné —sinéd

compleix la relacié [Lz(8)] = [Lo(-0)].
L'expressio del camp electric real és

E(z,t) =Re[E(z,t)] = E, (cosbi +sindj]cos(kz —wt +¢,) [1.13]
en que els signes + i — fan referénciaad =016 = .

¥ y

7 ;

0=0 d=T

Lo(8) La(9)

Figura 1.5 Estats de polaritzacio lineal en el pla d'oscil-lacié
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Llum polaritzada circularment

Un estat de polaritzacio circular s'obté pel cas particular amb
Eox=Eoy=Eo; 0=xn/2; 0=m/4rad.

Els vectors de Jones corresponents sén

111 111
el

i defineixen, respectivament, estats de polaritzacio circular dret i circular esquerre.
Es pot identificar immediatament el caracter complex d'aquests vectors, que en prin-
cipi no tenen cap interpretacio fisica. No obstant aixo, sempre s'ha de tenir en compte
que la representacié complexa del camp és una eina util per a calculs, pero sempre és
necessari recuperar la magnitud fisicament mesurable que correspon al camp eléctric
real.

En aquestes condicions, el camp electric es el segiient

ED(z.t) = Bpe'% ({3 jelkeeD

E(z,t)=Re[EP(z,t)] = E,(costkz —wt + ¢, )i tsin(kz—wt +¢,)j)  [1.14]

Una inspecci6 detinguda d'aquesta expressio mostra que, per a la polaritzacid circu-
lar, el camp eléctric es propaga mantenint una amplitud constant E, i el pla de vibra-
cio realitza un moviment circular al voltant de l'eix z.

Per a la polaritzacié circular dreta, la punta del vector eléctric gira en sentit horari en
funci6 del temps quan I'observa un observador que mira l'ona de llum a una posici6
fixa; mentre que la rotacid en direcci6 contraria defineix l'estat de polaritzacid circu-
lar esquerra. La direccio de la rotaci6 és una funcié del temps (en una posicié fixa), i
es mostra a la Figura 6.

Horari Anti-horari

Figure 1.6 Estats de polaritzacié circular. Rotacié com a funcié de temps en una posici6 z fixa
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Llum polaritzada de forma el-liptica

En el cas general d'una fase relativa (pero constant) i un angle arbitraris, I'extrem del
camp eléctric realitza un moviment el-liptic durant la propagacio, a mesura que 1'am-
plitud i les direccions d'oscil-lacié canvien simultaniament.

L'expressio general per al moviment el-liptic es pot trobar amb I'equaci6 [1.12A]. El

camp real es pot escriure com segueix.

o =(+) _ N ’:_ n i
E=Re[E"’|=E i +E j=E, cos(kz—at+¢ )i +E, costkz—at+¢,)]

E =E_ (cos(kz —ot)cosg, —sin(kz — wt)sing, )
Components del camp: ) .
E =E, ( cos(kz — wt)cos ¢y —sin(kz — wt)sin ¢y )

X _sin ¢y —isin ¢, = cos(kz — ot) sin(¢y -4.)

Reordenant els termes: * >

E E
E" cosg, - E—ycos ¢, =sin(kz—wt)sin(g, - ¢,)

ox oy

Aquestes relacions es poden expressar com:

E* E} E
x4 Y 2 X cos(8)=sin’S
E? E?* EJE

ox oy ox oy

Aquesta expressio representa l'equacio per una el-lipse inscrita en un rectangle amb
costats paral-lels a l'eix x i I'eix y, i dimensions 2E,, i 2E .

~ // \ 7
ZIoNN
O<p<n?2 Q=12 T2<Q<n
NN
R<Q<3n/2 ¢=3n/2 3n2<p<2n

Figura 1.7 Estats de polaritzaci6 el-liptica
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1.3.2 Polaritzadors

Un polaritzador és qualsevol dispositiu utilitzat per obtenir llum polaritzada o can-
viar l'estat de la polaritzacié de la llum. Podem analitzar 1'efecte dels polaritzadors
sobre la llum incident observant com el vector Jones corresponent es transforma mit-
jancant l'acci6 del polaritzador. L'efecte del polaritzador es descriu en termes d'una
matriu caracteristica (la matriu Jones).

Matriu de polaritzador lineal

Un polaritzador lineal es defineix per l'orientaci6 de I'estat de polaritzaci6 a la sortida.
Aquest estat de sortida ha de ser proporcional al vector Jones unitari:

~ cosé
e = b
out | sin g,

on 0, és I'angle de l'eix del polaritzador respecte a I'eix x. Per construir la matriu ca-
racteristica, suposem que l'accié del polaritzador sobre un estat d'entrada arbitrari
caracteritzat pel vector Jones

és obtenir la projecci6 d'aquest estat inicial a l'estat de sortida:

2 .
cos HPJ _| €inxcos 0,+e;, ,cosd, sing,

iny
sin Qp

eout:(ein'eout)'eout:(einx'Cosgp—i_einy'snlap)( 0 sind . 29
einxCOS pSlIl p+einySIIl )

Aquest resultat es pot expressar de la manera segiient:

eout

2 .
cos 6?p cosé?psmep [e

" =1(0,) e [1.15]
. .2 P in
cos@,sin0, sin” 0, €in yJ

on L fa referéncia a la matriu caracteristica que estavem buscant (s’ha de tenir en
compte que 'estat de sortida no necessita ser normalitzat, ja que la intensitat del feix
de llum incident generalment sera diferent de la del feix de sortida).

» Exemple 1: Considerem l'accié del polaritzador lineal definit per L(6p) sobre un
feix de llum incident que esta polaritzat linealment en un angle 6.

. R cos@
L'estat d'entrada és e, =| |
siné
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El feix de sortida després del polaritzador lineal es descriura pel vector Jones:

cos® Hp cosd +cos :9p sin :9p sin 9]

e =L0)e =
out poom cosd,sing, cos@ +sin® 6,sind

iné

cosd
=(cos@ cosf+sind sinﬁ){ . pJ
p P sing,

€, =cos(6, - 0)-e

out

i itat del feix d id ) ionala e -e.
La intensitat del feix de sortida sera proporcionala e -e

I, = cosz(Hp —-0)I,,. Aquest resultat és conegut com la Llei de Malus.

» Exemple 2: Accid d'un polaritzador lineal sobre una llum polaritzada circular-
ment.

o . _ 11
En aquest cas, el feix d'entrada es descriu pel vector Jones: e, = T[ J
2\ #

Aplicant I'equacio [1.14] obtenim

_ cos 6’p tisin Hp cos Hp eilpp cos Hp
e = . = — .
out V2 sing, | |2 |sing,

1.4 Conservacio de I'energia. Intensitat

Moltes aplicacions en fotonica aprofiten el fet que les ones de llum poden transferir
energia, moment lineal i moment angular. En aquesta seccid, introduirem les relaci-
ons basiques entre aquestes magnituds fisiques i el camp electromagnétic.

Les relacions de conservaci6 de I'energia s’obtenen a partir de les equacions de
Maxwell[1.1C] i [1.1D]. Multiplicant (producte escalar) els dos costats de I’equacié
[1.1C] per el camp magnetic i de I’equacio6 [1.1D] per el camp eléctric:

B-[1.1C] = B-(%E):Bﬂ(—g)

E11D] = E.(Wé):E.(yojwogo‘Z_f)

L'ts de la identitat vectorial V-(EA B)=B-(VAE)—E-(VAB) ens porta a I'expressio
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o = = -0B ~0E - -
V-(EAB)=-B——ue,E——pj-E
(EAB) o HotoE o Mo

que es pot reescriure facilment de la manera segiient:

o D 2 2
v. EAB _ 1 OB _80 OE —jE
My 2u, 0t 2 Ot

T D 2
v [ ErB) G UP g ||-)E
Ho ot\ 2\ u,

Per obtenir una visio fisica d'aquesta relacid, analitzem les dimensions de cadascun
dels termes:

[1.15A]

= -

EAB w
- — Irradiancia
Ho m
BZ

—+5E?| - L3 Densitat d'energia
Ho m

o w
[J-E] e Densitat de poténcia

Definint les segilients magnituds:
EAB
Ho

Vector de Poynting: S =

2
Densitat d'energia del camp EM: u= %(B—+ 50E2]
Ho

La relacio [15A] es pot expressar de la manera segiient

Mitjangant la integracié d'aquesta expressio sobre el volum de l'espai considerat i fent
servir el teorema de la divergéncia, obtenim

[V-$ av=- ‘Z—Lt‘dV—jj.Edv - |[S-di=-"Z=-P [1.16A]

on da representa l'element de superficie al contorn del volum d'integraci6 que
apunta cap fora de la superficie, U és I'energia total del camp EM continguda dins del
volum i P correspon a la poténcia total exercida sobre les carregues pels camps dins
del volum. Aquesta expressid constitueix la relacié de conservacié de I'energia del
camp EM. En abséncia de carregues, podem simplificar aquesta relacio [1.16B].
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jE'da+a—U:0 [1.16B]
ot

L'energia que surt d'un determinat volum a través de la superficie que I'envolta pro-
voca una disminucié de 1'energia EM total emmagatzemada dins del volum.

Mitjancant aquesta interpretacio, el vector de Poynting representa l'irradianca de l'e-
nergia EM fora de la superficie. En altres paraules, és I'energia que es propaga en una
direccié donada per unitat de temps i per unitat d'area.

4 Nota

La potencia generada en un sistema de carregues pel camp EM es pot calcular de la
seglient manera

Treball elemental: dW = F - d7 = [qE + (qD AB)] - d# = qE - d7 = f pE - d7dV

Poténcia: dW—f Edfdv—f E *dV—f*E*dV
oténcia: P D T = | pE-vdV =|]

1.4.1 El vector de Poynting d'ones harmoniques. Intensitat optica

Calculem ara una expressio explicita per al vector de Poynting d'una ona plana. Per
fer-ho, farem servir les expressions deduides a la secci6 1.2 per a realitzar el producte
vectorial dels camps.

1) Tractant-se d’una relacio bilineal que implica el producte dels camps eléctric
i magnetic, cal que tinguem cura en prendre el valor real dels camps quan es
realitza el producte. Aix0 és aixi perqué no podem utilitzar directament la
representacié complexa i prendre la part real al final degut al fet que
Re[A-B]#Re[A]-Re[B].

Per a ones harmoniques:

E(F,t) = éE, cos(kF — ot + ¢$)

- E B - .
= S(F,t) =—"cos*(kF — ot +¢)[é Ab]
, - . H
B(7,t) = bB, cos(kF — ot + §) ’
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Utilitzant [1.11]:

2

. E . . y .
S(F,t) =—-cos’ (kF — ot + ¢)i = ,cE,, cos’ (ki — ot + $)ii

7

D'aquesta expressio es poden deduir dues conseqiiencies importants:

1) Per a ones planes en medis isotropics, el vector de Poynting i, per tant, l'e-
nergia EM flueixen en la direcci6 del vector d'ona de propagaci6. Els fronts
d’ona de fase (fase constant) son paral-lels als fronts d’ona d'energia cons-
tant.

(1) Aix0 generalment no és cert quan la llum es propaga en
medis anisotropics, tal i com veurem al capitol 4.

2) Elvalor del vector de Poynting oscil-la amb la freqiiéncia optica @ ~10'> Hz.
Aquestes oscil-lacions sén massa rapides per ser resoltes per qualsevol de-
tector electronic, i, per tant, aquesta no és una quantitat directament mesu-
rable. El resultat de qualsevol mesura real feta amb detectors optics sera la
senyal integrada durant un periode de temps molt més llarg que el periode
d'una sola oscil-lacié. Definim la irradianca de 1a llum o intensitat optica
(unitats W/m?) com la mitjana temporal del modul del vector de Poynting
[1.17A].

1= <|§(f,t)|> [1.17A]

Per a la llum polaritzada linealment:
. 1% -
I= <|S|> = ?_[gocEg cos’ (kF — ot + ¢)dt
0
Utilitzant la identitat cos®*a = %[1 +cos(2a)], aixd déna com a resultat[1.17B].

e,cE? T 1 = 1
I= uJ.E[l +cos(2kF — 2wt +2¢)|dt = EEOCEg

Ty [1.17B]

1 2
1= EgoCEo

Per als camps amb dependéncia harmonica, es pot obtenir una expressié alternativa
utilitzant directament la representacié complexa (senyal analitica) (veure Problemes
resolts):

2

(+) )
J=ipel EAB :lgoc‘Eéﬂ
2 H, 2
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» Exemple 3: Intensitat de la llum polaritzada circularment

Per a la polaritzacio circular, el camp eléctric es pot escriure com (Equacié [1.14]):
E(F,t) = E,[cos(kz — ot + )i +sin(kz — ot + @) ]

amb ¢é = (cos(kz—wt + )i +sin(kz — ot + ¢)j’]

El camp magnetic és:

_ . E ~ _ E . .
B(7,t)=B,b=—"(k né) =—2[—sin(kz — wt + ¢)i +cos(kz — ot + §) j]
c c

El vector de Poynting és

~ E. B E2 R ~ EZ
S= ;0 :#—:Ck = I:<|S|>:ﬂ—:czgocE§

Com es pot veure aqui, per a la llum polaritzada circularment, el vector de Poyn-
ting té una magnitud constant, ja que en aquest cas la dependéncia temporal s'in-
clou en els vectors de direcci6 unitaria dels camps.

Per a la llum no polaritzada, la magnitud que li correspon des del punt de vista fisic
és la intensitat d'ona. Normalment, en aquestes situacions, la funcié d'ona escalar
s'identifica directament amb la intensitat de la llum a través de la relaci6 I = |U} tal
i com s'ha vist préviament. Les unitats de la funci6 d'ona escalar sén, doncs,
(W/mz)llz'

Per a les solucions d'ona monocromatiques, el camp eléctric s'estén en el temps des
de -0 fins a +oo, i la intensitat és constant en el temps. A aquestes se les anomena
fonts d'ona continua (CW). Per a les fonts reals, la intensitat emesa no és constant
sin6 que fluctua al voltant d'un valor mitja donat a causa del caracter tipic de la llum
emesa pels atoms (discutit en detall al capitol 3). Tot i aixo, els lasers reals sén capagos
de generar polsos de llum amb durades temporals que varien des de nanosegons fins
a femtosegons. En aquest cas, el perfil d'intensitat del pols mostra una dependéncia
temporal en escales de temps més grans que el periode optic T. Aquesta dependéncia
temporal no és eliminada per la mitjana temporal obtinguda en el calcul de la inten-
sitat, ja que aquesta mitjana elimina les rapides oscil-lacions del camp electric sota
Pamplitud del pols. Aquestes qiiestions es discutiran amb més detall al capitol 5.
Quan es consideren solucions localitzades espacialment al capitol 2, veurem que la
distribuci6 de la llum d'un paquet d'ones en l'espai i el temps es pot expressar en
termes d'una funcié d'intensitat I(x,y,z,t), que representa I'energia de la llum per uni-
tat de temps i unitat d'area. De fet, en radiometria, la magnitud definida per aquesta
definicio correspon a l'irradianca, i el terme intensitat es reserva per a la distribucié
d'energia per unitat d'angle solid. No obstant aix0, en la teoria de la radiaci6 optica
coherent, és costum referir-se a la intensitat, tal com I'hem introduit.
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Sabent la distribucid de la intensitat, podem determinar la poténcia optica:
P(t) = [I(7,0)dS

i I'energia total del pols

Q= _[P(t)dt

1.5 Relacions entre el moment i la pressio de radiacio

L'equacio de conservacio del moment lineal per a un sistema de particules i camps es
pot derivar de les equacions de Maxwell, comencant amb l'equaci6 de la forca de Lo-
rentz:

F:J.(pE+f/\]§)dV
Escrivint p i j a partir dels camps utilitzant les equacions [1.1A] i [1.1D], es troba la
segiient relacio després d’uns pocs passos algebraics:

dGmec + dGEM :J‘Tda
dt dt

on

G = Zmivl. és el moment mecanic
i

Gy = gOJ(E" AB)AV és el moment del camp EM iés el tensor d'energia d’estrés

També podem definir el moment angular del camp electromagnétic:
Ton =&, [F A(EAB) dV

Talicom podem demostrar, el moment angular total es pot descompondre en la suma
de dues parts diferents: el moment angular orbital, relacionat amb I'evoluci6 del vec-
tor de Poynting en el temps; i el moment angular d'espin, relacionat amb I'estat de
polaritzacié de la llum.

4 Nota

Les radiacions poden exercir forces sobre objectes macroscopics. Determinar aques-
tes forces és una qliesti6 complexa i va més enlla del contingut d'aquest curs. En
esséncia, aquesta complexitat es deu al fet que 'expressié per al tensor d'energia-es-
trés ha de tenir en compte el camp total (incloent-hi la reflexi6 des de 1'objecte) i no
nomeés el camp incident. Aquest és un tema molt interessant i rellevant quan es con-
sidera la interaccio6 de la llum amb particules microscopiques, com en el camp de la
nanofotonica. A més, forma la base de temes actuals en fotonica, com les pinces opti-
ques i les veles solars.
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En la situaci6 simplificada d'una ona plana incident en una superficie determinada,
podem obtenir una expressio senzilla per a la pressio exercida per la llum sobre 1'ob-
jecte. Introduirem aquesta expressid basica sense més derivacions.

Pressio de radiacio; Paq:
I
Prad =1+ R)Z

On R és la reflectivitat de la superficie, I és la intensitat de la llum incident sobre la
superficie i c és la velocitat de la llum..

Forca de radiacio; Faq:

La pressio de radiacio que actua sobre la superficie exerceix una forga,

F

rad

=P

rad

A=+ R)E
c
On P és la poténcia optica del feix de llum.

Transferéncia de moment; Ap:

La transferéncia neta de moment és

Ap=F At=1+RYQ
Cc

rad

on Q correspon a I'energia de llum incident sobre la superficie.

Classicament, I'efecte de la pressié de radiaci6 esta relacionat amb el camp magnetic
que actua sobre els electrons en moviment accelerats pel camp eléctric. Aixo no s’ha
de confondre amb altres forces que actuen sobre les particules, com les forces radio-
meétriques degudes als gradients térmics. Quan aquests gradients es creen per la il-lu-
minacié de la llum laser, 1'efecte es coneix com a fotoforesi.

La pressio de radiacié que actua sobre un mitja amb una interficie estesa quan és
il-luminada per la llum pot ser utilitzada per accelerar objectes si es poden negligir
altres forces externes. Aquest efecte constitueix la base d'algunes idees per accelerar
l'espai astronau darrere les veles solars (consulteu, per exemple, el projecte IKAROS
de I'Agéncia d'Exploracio Aeroespacial del Japd).

Per a les particules més petites, les forces de pressio de radiacié procedents de la llum
visible continua poden proporcionar pous potencials optics estables, on les particules
poden ser capturades i accelerades (A. Ashkin, Physical Review Letters, 24, 156
(1970)). Ashkin i els seus col-laboradors van demostrar més tard (Ashkin et al., Optics
Letters, 11, 288 (1986)) que, quan s'utilitzen feixos laser enfocats de manera ajustada,
la presencia d'un gradient de camp eléctric pot atrapar particules microscopiques a
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prop de I'enfocament del feix. Aixo forma la base del concepte de les pinces opti-
ques, que s'utilitzen ampliament avui dia per atrapar i manipular esferes dieléctri-
ques, ADN, bacteris, particules metal-liques i altres.

Les particules més petites que la longitud d'ona es poden descriure com dipols. Les
forces sobre aquests dipols de la radiacié monocromatica tenen dues contribucions:
una forca dipolar que atrapa la particula en la regié d'un gradient de camp eléctric
més gran i una forca de dispersié que mou la particula en la direccié de la propagacié
del feix, la qual cosa es produeix a causa de la transferéncia de moment.

Les forces dipolars, per exemple, es poden utilitzar per atrapar atoms en les regions
d'intensitat més gran de trampes Optiques (ja sigui en configuracions 1D o 2D) si la
freqliencia de la llum es sintonitza lleugerament més baixa a una de les freqiiéncies
de ressonancia de I'atom. Aix0 és a causa del canvi en els seus nivells d'energia en el
gradient.

Les forces de dispersio transfereixen moment a 'atom en la direccié de la propagacié
quan es desintonitza lleugerament respecte a una freqiiencia atomica de ressonancia.
S'obté una absorcié eficient gracies a 'efecte Doppler que actua sobre la particula en
moviment. Ja que 1'emissi6 espontania que es produeix després de 1'absorcié té una
emissié direccional aleatoria, tot el procés condueix a una transferéncia neta de mo-
ment a l'atom, disminuint aixi la seva velocitat. Aquest efecte constitueix la base de
les aplicacions de refredament laser d'atoms.

1.6 Problemes resolts
Problema 1.1

Comencant amb l'equacio d'ona escalar, obtenir les solucions d'ona unidimensionals i
esferiques.

Solucio

e o 18
Equacio6 d’ona escalar 1D: — 5 U(z,t)=0
07" ¢ ot

es podria reescriure de la manera segiient:

2.12)(2,12 )00
oz cot 0z cot

Si introduim les noves variables segiients
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1
e z=—(&+
n=z-ct > (¢ 77)
E=z+ct 1
t=—I(&—
(e-n)
2
I’equacio de 'ona amb les noves variables %gf) =0
n

té la solucio general
U@m.&)=fm+g(&) — Uz =f(z—ct)+g(z+ct)

Tractant—se d'una ona esferica, el laplacia per a solucions esféricament simétriques

(6/ 0 = 8/ 00 = 0) es pot expressar en coordenades esferiques

W=t L[ [ UED)) 10
VU(r,t)—r2 ar(r( P D rarz(rU(r,t))

I’equaci6 d’ona

V2U(r t)_LBZU(r,t) 0 *rU(ry) 1 *(rU(r.) 0
o ar? or’ ¢ o
* 18
——-—=— |tU@,t))=0
[Brz ¢*or j

Es pot resoldre de la mateixa manera que per a 1’ona plana:

[nﬂ—ct _, SU@E)

crect e =0 U= +8(o)

Uzt) = f(rr—ct) N g(r+ct)

r

Problema 1.2

Escriviu l'equacié d'una ona electromagnética amb longitud d'ona A = 532 nm que es
propaga al pla xz al llarg de la direccié que forma un angle de 6 = 75° respecte de l'eix
z. El camp eléctric esta polaritzat al llarg de l'eix y, i la seva amplitud és Eo = 1000
V/em.

Soluci6

L'equaci6 de l'ona electromagneética plana:
E(F,t)=¢E, cos(k -F — ot)
B(#,t)=bB, cos(k -F — wt)
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Els parametres coneguts de 1’'ona ens permeten determinar els segiients parametres
desconeguts:
A =500nm —>k— = —1 1810’m™

Direcci6 de propagacio : ii = (cosa,cos f,cos ) = (cos15,c0s90,cos 75)

= ZZC =3.54.10"rad/s

E =10°V/m—B,=E,/c=10°/3-10°

¢=(0,1,0) —>B=ﬁ/\é=(—cos75,0,cosls)

E(7,t) = j10° cos(1.18:10 (x-cos15i + z-cos75k) —3.54-10*°t)
B(7,t)=0.3310"(~cos75i +cos15k)cos(1.181077 (x-cos15i + z-cos 75k ) —3.54-10"°¢)

Problema 1.3

Una font puntual emet llum amb una longitud d’'ona A = 600 nm i una poténcia total
de 100 W. Escriviu l'expressio de l'ona esférica escalar que representa el camp eléctric a
una distancia de r = 10 m de la font.

Solucio

L'equaci6 de I'ona esferica electromagnética escalar:
E
E(r,t)=—2cos(k-r—ot)
r
B
B(r,t)=—2cos(k-r—wt)
r

La potencia total de I’ona esférica esta relacionada amb 1’amplitud del camp electric
a una distancia de r = 1 m, E,, especificament mitjancant I'equacio

2
1 |E P P
I=—gocL=— - E = =7746V /m
2 r? Axr? 271'6‘ c

A=600nm —> k_;t_los 107m' > w= 221’0—314 10" rad/s

77.46
E(r,t)= c0s(1.05-107 -r —3.14-10"¢)

-7
B(r,t) = ﬂcos(l.os-ld -r—3.14-10"1)
r

Per r = 10 m el camp electric és E(10,t) = 7,746c0s(10.5-10” —3.14-10"t)
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Problema 1.4

Un feix de llum corresponent a una ona plana polaritzada linealment amb longitud
d'ona A es propaga en una direccié arbitraria especificada pel vector unitari, expressat
en coordenades esfériques com ii = cos $sin 6i +sin gsin 9} +cosok .

La direccio del camp eléctric roman constant durant la propagacié i és perpendicular
al pla que conté el raig de llum i l'eix OZ. Escriviu l'expressi6 general per a l'ona electro-
magnética resultant.

Solucio

Ja que la direccid del camp electric és perpendicular al pla que conté els vectors uni-
taris 11 i k, 1a seva direcci6 es pot trobar a través de:

i j k
cos¢gsing singsind cosé
. Unk 0 0 1 sin ¢sin i —cos@sin ] . A
é= b . =( 4 - 4 J)=(S1n¢l—COS¢])
‘ﬁ/\k‘ sind siné

(1) Dividim el producte vectorial pel seu modul, ja que en general els vectors no
son perpendiculars entre ells.

La direcci6 del camp magnétic es pot obtenir immediatament:

i j k

b=iiné=|cosgsind singsingd cosd|=cospcosdi+singcosd]—sinbk
sing —cos¢ 0

Un cop hem trobat els vectors unitaris dels estats de polaritzacié, podem escriure els
camps corresponents:

ED @, = E,(sin #i —cos ¢j)cos(2Tﬁ(cos¢sin Ox +singsinfy + cos «92) —@)
D) = EO > . A . r
BY(r,t)= —(cos¢cos Oi +singcosfj—sin Hk)-

c

-cos(zT”(cosqﬁsion +singsin Oy + cosez)—@j
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Problema 1.5

Una ona electromagnética plana incideix en una superficie que separa dos medis d'in-
dexs de refraccio n; i n,,, tal i com es mostra a la figura.

L'ona es propaga al pla xz, formant un angle 6; respecte a l'eix z amb polaritzacio TE.
Aplicant les condicions de frontera a la interficie, obtenir una expressio per als coefici-
ents de reflexio i transmissio i determinar l'energia reflectida i transmesa a la frontera.

Solucioé

El camp eléctric incident a la interficie E‘l,(*) = Egi”éi -7 eg separara en 1) un

feix reflectit que es propaga de nou al medi incident d'index de refraccié n,, i 2) un
feix transmes que es propaga en el medi d'index de refraccio n,. Tots aquests feixos
estan continguts en un pla comud conegut com el pla d'incidéncia. Les amplituds i
direccions d'aquests feixos estan definides per les condicions de frontera a la interficie
i depenen fortament de l'estat de polaritzacié de 'ona incident.

Definim dues orientacions de polaritzaci¢ diferents: polaritzacié TE (camp eléctric
perpendicular al pla d'incidencia); i polaritzacio TM (camp magnétic perpendicular
al pla d'incidencia).

Els vectors d'ona corresponents es poden escriure en funcio6 dels seus angles de pro-
pagaci6 i I'index de refraccio, d'acord amb la figura.

Ona incident: k,=nk, (—sin 6’11 +cos (9112)
Ona reflectida: Er =nk, (—sin Qrf —cos Hrlg)
Ona transmesa: Izt =nk, (—sin H[f +cos Htlg)

Independentment de I'estat de polaritzacio incident, la fase dels dipols oscil-lants a la
superficie (z = 0) ha de ser la mateixa per a totes les ones en cada punt i instant de
temps, ja que aquests dipols es posen en moviment per l'accié del camp incident i
irradia I'ona que es reflecteix al medi 1 i I'ona que es transmet al medi 2.
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Aix0 dona lloc a les condicions seglients:

bl

I - - I -

ki 7—wit=k, 7"—w,t=k; 7—w;t -

W =W, =W =© (conservacié d'energia)

n;sin@; = n;sinB, = n,sinf, (conservacié del moment transversal)

Des de la segona condicio, en traiem dues lleis importants (Lleis de Snell):
Llei de reflexio: 6, =6, ,
Llei de transmissio: n, siné, =n, sin6,

A continuacid, les condicions de frontera per a cada estat de polaritzacié s'apliquen
per calcular I'amplitud dels feixos reflectits i transmesos corresponents com una fun-
ci6 de I'amplitud de 1'ona incident.

Modes TE

Les expressions per a les amplituds complexes del camp eléctric i la intensitat mag-
nética H = B/, (una magnitud que es detallara al capitol 3) per a aquest mode de
polaritzacié es poden obtenir de la figura. El camp magneétic es calcula a partir del
camp eléctric mitjangant I'equacié de Maxwell [1.3]

Polaritzaciéo TE

Utilitzant aquestes relacions, obtenim

Eoi :Eoi-}; Eoy :Eorj; Eol :Eol-]
H_ =nf (-cosfi—cosfk); H,_ =n/f (cosbi—-cosfk); H, =nf(-cosbi—cosdk)

[

0" of

on definim /)’j = ; andj=i,r,t.

o
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Condicions de frontera: les components tangencials d'E i H s6n continues a través
de la frontera

Eoi +Eor = Eot

—n,cos0.E , +n,cosOE, =-n,cosO.E,,

Definint els coeficients de reflexio (r) i transmissio (f) com » = E,/Eo; and ¢t = Eo/Eoi,
podem escriure

n.cos@ —n, cosd
1+r=t Vo =— Lt !
n,cost, +n,coso,
n,cosd, —
1—r:t—9 ; 2n, cos b,
n.cosé, =
! ! TE n,cosd, +n,coso,

Els coeficients d'amplitud obtinguts s6n generalment complexos. L'energia reflectida
i transmesa es pot obtenir definint la reflectancia, R, i la transmitancia, T, a la fron-
tera. Quan el medi no té perdues, la conservacio de l'energia requereix que

R+T=1.

Per determinar aquestes quantitats, suposem que el nostre feix incident té una po-
tencia incident P; i una area transversal a la direcci6 de propagaci6 igual a S;. Quan
es fa incidir a un angle 8, I'area projectada al pla de la frontera serd A = S;/cosé;. Els
feixos reflectits i transmesos tindran arees transversals S, i S;, respectivament, on

A = S,/cosb, = S;/cosb:;.

La conservacid de I'energia requereix que la suma de les potencies reflectides i trans-
meses sigui igual a la potencia incident:

P=P+P — I,-S,=I,-S,+I,-5,

I, 1,-S,
1=-—"+ =R+T
I IL-S

i i~

D'aquesta expressio, podem relacionar la reflectancia i la transmitancia amb els coe-
ficients de reflexio i transmissi6 préviament obtinguts:

1 2 )
L emelEl g P
S ewren SR
i EgonlcEi‘ | i|
! E | cosd
_ B LS, _Ego"tc|t i| cosG; N T_ntcoset tz‘
P IS 1 n, coso,

2
—gonlc|Ei| coso,
2
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Problema 1.6

Hem de girar la direccio de la polaritzacio d'una ona polaritzada linealment en 90°
utilitzant polaritzadors lineals amb pérdues minimes.

a) Si tenim dos polaritzadors, descriu quina és la millor eleccié per a l'orientacio dels
polaritzadors en relacié a la polaritzacio incident.

b) Quina és la millor eleccio si tenim tres polaritzadors?

Solucio

a) Si I'estat final ha de tenir una polaritzacio lineal perpendicular a l'estat incident,
no podem utilitzar un sol polaritzador lineal perqué, en aquest cas, obtindriem una
transmissié zero. Utilitzant dos polaritzadors, 1altim s'hauria d'orientar en la direc-
cio de la polaritzacio de sortida desitjada.

Suposem que l'estat inicial esta polaritzat en la direcci6 horitzontal

. 1
ein: 0

de manera que l'estat de sortida estara orientat en direcci6 vertical. Col-locant el pri-
mer polaritzador a un angle 6, respecte a 'horitzontal, el segon ha d'estar orientat a
n/2 rad. Podem escriure l'expressio pel camp transmes com

Eout :PZ Pl 'éin =
cos?| & cos| Z |sin| =
2 2 2 cos® 6,  cosd,sing, (IJ
- ’ . .2 ' 0
COS(%} sin(%} sin? [gj cosHp sin Hp sin Hp

_ 0 0 cos’ 6, 0 . 0
Cout = : . = . =cosé _sind
0 1)|cos Hp sin Gp cos Hp sin HP p Pl 1

La intensitat de sortida es pot expressar a partir de la intensitat incident mitjancant
la relacié
— —* 2 .2
=1, €, €y =1,c08"0,sin" 0 .

out mn out

Per obtenir I'angle pel qual la intensitat de sortida sera maxima, la derivada ha de ser
Zero:



2 s 2
d(cos g,sin Hp)

deé

p

18’0, =1

o :izrad
p 4
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=0—>2cos® 0,sing, —2cos 6, sin® 0,=0— cos? 9, = sin® 9,

la llum

b) En el cas de tres polaritzadors, hem d'inserir dos polaritzadors en angles 0,1 i 0, arbi-
traris i l'altim a 7/2 rad respecte a la direcci6 de polaritzacié de I'ona incident:

wlo 3
I

2 . .

(0 OJ. cos 0p2 cos le +cos sz sin sz sin Bpl
. .2 .

0 1)|cos 0,,8in0,,cos,, +sin”0,,sing,,

(o0 o0
eout: 0 1

0,

€,,; = COs

_ 0 0} (cosb,
eomzcosep1 cos(epz—epl) o 1/ sind)
b

2 .
CcoS 6’p2 cos sz sin sz

. .2
cosf,,sind,, sin“0,,

2 .
cos" 0, cosf,,sind,,

. .2
cos sz sin sz sin sz

(
-(

] =CoSs Qpl sin sz cos(6’p2

2 .
CcoS 6’p1 coslesmé’pl [
. .2
cosle sm:9p1 sin le
2
cos” 0,
Ccos le sin le

|

-6

pl

i

)

La intensitat de sortida en aquest cas és:
2 e 2 2
I, =1I,,cos"0,sin"6 ,cos(6,-0,).

La condicié de maxima intensitat transmesa s'obté quan les derivades parcials res-
pecte a ambdos angles s'anul-len simultaniament:

ol, . . .

ﬁpl =0 —cos le sm(sz - le) —sin le cos(HpZ - le) =0—> sm(é’p2 - 26’p1 )=0
oL _ 0 6., -0 ind ,sin(@ -0 )= 20 -6 )=
a9}72—0—>cos pzcos( 2~ pl)—sm p251n( s~ pl)—0—>cos( 2~ pl)_O

Ja que els angles 6, i 0,, s6n més petits que m/2:

20,=0
poe? —)36’p1=7r/2
20,,-0,, =7/2
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Problema 1.7

Una ona electromagnética, que esta polaritzada linealment a 'horitzontal (com es mos-
tra a la figura), incideix en un dispositiu format per tres polaritzadors lineals diferents,
que inicialment estan preparats en la configuracio segiient.

a) En un moment donat, comencem a girar els primers i tercers polaritzadors simulta-
niament amb una velocitat angular constant w = 0.5 rad/s, pero en direccions oposades,
mentre mantinguem el segon polaritzador fixat en la seva orientaci6 inicial. Determineu
la intensitat transmesa del dispositiu com a funcié de la intensitat incident, Io, i el
temps. A continuacio, calculeu el primer valor temporal per al qual la transmissié de
llum és maxima i el valor d'intensitat corresponent.

b) Repetiu a) si el segon polaritzador gira ara amb una velocitat angular idéntica men-
tre els primers i tercers polaritzadors romanen fixats en les seves orientacions inicials.

Polaritzacio lineal horitzontal

X

Solucio

a) L'acci6 del sistema de polaritzadors sobre 'ona incident es pot expressar utilitzant
la representacié de vectors de Jones com a producte de matrius:

Eout :P3 .PZ Pl .ein
. . r ~ 1
on el vector de Jones incident és €, = ol

Totes les matrius corresponen a polaritzadors lineals i es poden expressar com

2 .
_ cos Hp cosep sin Hp

[ . 22
P
COoS Hp Sin Hp S 0p

L'angle del segon polaritzador esta fixat a 0,, = /2, mentre que els angles dels pri-
mers i tercers polaritzadors varien amb el temps segons les expressions
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le(t) =wt and 9p3(t) =-wt

Mitjancant la substitucio directa d'aquests valors a les matrius corresponents

_— cos” ot —cosatsinot |(0 0) cos’wt  coswtsinwt |(1
e =

out —coswtsin ot sin® ot 0 1) cosmtsinet  sin’ot 0
_ (t)sin® (at) cos(at) (t)sin® (at) cos(—at)
e =—cos(wt)sin’(w = —cos(wt)sin*(w

out —sin(awt) sin(—at)

tenim com a resultat que l'estat de polaritzacié de sortida és lineal i gira en sentit
antihorari amb velocitat angular .

La intensitat transmesa €s
I.(t) =1 (cos(awt)sin*(at))* .
La intensitat maxima transmesa ocorrera a primer terme

ol
G_tT: 0—...—> —sin’*(wt)+2cos*(wt) =0

tg(wt) =2 > t=atg(\N2)/ 0 =2atg(N2)
t=1'91s
1,(1'91)=0'1481,

b) Si el segon polaritzador gira pero els altres dos romanen fixats, tenim

T
Oy =0 (=" 40t 0,,=0

i
B 10 sinot  sinwtcoswt | (1 0)(1
eout(t)z o 2 ’ ’

0 0] | sinwtcoswt cos” wt 0 0)(0
—_ .2 1 . 4
e, (t)=sin"(at) 0 — 1. =1 sin"(wt)

La intensitat maxima transmesa ocorrera a t = s, i el seu valor és I,.
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Problema 1.8

Una ona plana amb amplitud E, es propaga al llarg de l'eix z amb polaritzacio lineal
horitzontal.

a) Expressa aquesta ona com una superposicié dels estats de polaritzacio circular dreta
i esquerra, escrivint l'expressio pel camp eléctric real com a funcié de z i t.

b) L'ona entra amb incidéncia normal en un material opticament actiu de longitud L.
Ser dpticament actiu significa que es poden definir diferents indexs de refraccio per a les
polaritzacions circulars dreta i esquerra. Considerant que aquests indexs es diuen nR i
nL respectivament, demostra que l'ona eléctrica resultant a la sortida del cristall de lon-
gitud L esta polaritzada linealment i determina l'orientacié d'aquest estat de polaritza-
ci6. (Suposeu que no hi ha reflexio a les interficies.)

Solucio

a) L'expressio general per a una ona plana que es propaga al llarg de l'eix z i que esta
polaritzada linealment horitzontalment és

A~

. 1
F(+) A i(kz—wt+d,) e A _F
E‘(z,t)=¢,Eze on el vector de Jones és e, = [0] =i.

Els vectors de Jones per a la polaritzacio circular dreta i esquerra son

t=(1) =50 i a=5(}) =50+

Per expressar 'ona incident com una superposicié d'ones circulars:

1 1 1 =
e, =Aé,+Be, > _ A4 ) +£ ) —>\/5 A+B —>A=B=L
0 Jl-i) 2li 0=—A+B J2

Aleshores podem escriure el camp incident com una superposici6 d'ones polaritzades

dreta i esquerra:
E®(z0) = (iéR + iéL) E, eitkz-wt+é:)
v2 Nz )

— E [(i _ ij)ei(kz—wt+¢x) + ('i + ij)ei(kz—wt+¢x)]
2

=2 = E, S ~ , Eo . .
E(z,t) = Re[EM(z,t)] = > (cos(B)T + sin(B))) + > (cos(B)i — sin(B)f)
if =kz—owt+ ¢,

b) Si aquesta ona entra en un medi on es poden definir indexs de refraccié diferents

per a les polaritzacions circulars dreta i esquerra, podem definir vectors d'ona de pro-
pagacio per a cada polaritzacio:
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kR = anO i kL = TlLko,

i després escriure el camp eléctric a la sortida com

R E, . .
E(Lt)=— [(cos(Br)T + sin(r))) + (cos(B)T — sin(BL)))]

E(L.t) =%|:(COS(ﬂR)+COS(ﬁL))f +(sin(Bg) —sin(B; ))j]
amb f,=nk L-wt+¢_ and f, =n k L—ot+¢,

Emprant les expressions

(a+b) (a—b) o ) (a+b)
cos(a)+cos(b) = 2cos( )cos( i sin(a)-sin(b) =2cos(——————
2 2) . (a-b)
2)sin(~——+>~
2)
el camp electric s’expressa
E(L,t)=E, {cos(ﬁ+ )cos( "k ; i3 koL)f +cos(f3, )sin( i ; i3 kOL)j}

E(L,t)=E, (cos(n’z ;nL koL]f+sin(nR ;nL kOL]jjcos(ﬂJr)

n,+n
R2 Lk L-ot+¢,

with g, =

D'aquesta expressio, podem veure que el camp de sortida esta polaritzat linealment
amb un vector de Jones:

cos(nR My kDLj
. 2

eout -
sin(nR 5 i3 koL]

L'angle de I'ona polaritzada linealment a la sortida del cristall és

n

oMMy (ng—n,)Lx
2 o

A

i depén de la diferéncia d'index i la longitud del cristall.

43



44

Fotonica. Curs introductori

Problema 1.9

A les capes més altes de l'atmosfera, mesurem la intensitat de radiacié emesa pel Sol
(coneguda com a constant solar) en I = 1.35 kW/m?

a) Calculeu les amplituds dels camps eléctric i magnétic en aquesta regio.
b) La poténcia radiada pel Sol
¢) La intensitat i la pressi6 de radiacio a la superficie del Sol.

Dades: La distancia mitjana entre la Terra i el Sol és de 1.5-10" m. El radi del Sol és de
6.96-10° m.

Solucio

a) L'angle de la Terra des del Sol és tan petit que podem considerar la llum que arriba
a la Terra com un feix paral-lel de rajos i, per tant, es pot veure com una ona plana.
En aquestes condicions, els camps electric i magneétic estan donats per les expressions

*LE = 2L 210085V /m
&,c

E
B, =—2=336-10°T
C

E

IZ%SC R

o]

b) La poténcia radiada pel Sol es pot estimar suposant que el Sol emet una ona esfeé-
rica:

P =[47R*=3.8-10% W

rad

¢) A la superficie del Sol, la intensitat seria

P
o = ——24—=6.27-10" W/m*
47Rg,,

La pressio de radiacio a la superficie del Sol seria

I
Drug = SZ’f =0.209 N/m?

Problema 1.10

Un laser pulsant emet un pols de 200 ns de 10 MW. Aquest pols impacta damunt d’un
objecte de massa m = 0,1 mg, suspes en un fil molt fi de 40 cm de longitud. Si l'objecte
reflecteix un 60% de la radiacié incident, calculeu l'angle maxim de desviacié per a
aquest péndol.
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Solucié

L'energia per pols es calcula a partir de la durada del pols i la poténcia maxima del
pols: E=P-7=217].

La transferencia de moment del laser a la massa és
E 8
Ap=(1+R)—=1.07-10"Kgm /s
c

Aquesta transferéncia de moment indueix un canvi en la velocitat de

A
==L -0107m/s.

m
La massa adquireix una energia cinetica, que es convertira en energia potencial a
I'angle maxim de desviacio:

1 ) Av? 4
EC=U—>EmAv =mgh—>h=2—=5.8~10 m
8

h=I1(1-cos@)—>0=3.1°

1.7 Problemes plantejats

P1.1 Una ona electromagnetica plana incideix en una superficie que separa dos me-
dis amb indexs de refraccié nl i n2, com es mostra a la figura. L'ona es propaga al pla
xz, formant un angle 6 amb respecte a l'eix z amb polaritzacio TM. Aplicant les con-
dicions de frontera a la interficie, obteniu una expressio per als coeficients de reflexié
i transmissid, suposant el criteri de Fresnel per a les orientacions del camp en la re-
flexié des de la superficie. Descriu quin resultat s'obtindria si apliquéssim el criteri
de Verdet.

Polaritzacié TM Polaritzacié TM

segons Fresnel 7 segons Verdet

P1.2 Una ona electromagnética plana incideix en la frontera que separa l'aire (n; = 1) i
un medi amb index de refraccié n, amb un angle d'incidencia ;. Els camps de cada
costat es poden escriure com a superposicié d'una ona incident i una ona reflectida,
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com indica la figura. La polaritzaci6 de les ones electromagnétiques és transversal elec-
trica (mode TE), i 'angle corresponent de propagacio6 en el medi amb index n; és 9..
n

i M

Ein

E\n:l
8;

et
: \)91\‘
ET

Eq

Obtingueu la matriu de dispersié que relaciona 'amplitud dels camps que incideixen
en l'estructura amb els camps que surten de la frontera:

(E)-{e ) 2=

P1.3 Donada una ona electromagnética plana amb I'expressié
B =(=21 + 23] exp(=i(+x3x + y +610°¢))

Troba la direccid de la polaritzacio, la direccid de la propagacio, la velocitat de fase,
l'amplitud, la freqiiéncia i la longitud d'ona.

P1.4 Una ona monocromica plana que es propaga al buit té un camp eléctric donat
per l'expressio

E*(F,t) = E; (singx - cos ¢j})exp[i(k(cos Px + sin¢y) —ot)].

Troba: a) el camp magnétic, b) el vector de Poynting, c) la intensitat de 'ona

P1.5 L'estat de polaritzacié d'una ona electromagnetica es pot escriure en notacioé
vectorial, coneguda com a vectors de Jones, de la segiient manera:

E
é={ . 5} on Ey i Ey corresponen a les projeccions del camp E al llarg de dues di-
E L
y
reccions ortogonals contingudes en el pla transversal a la direcci6 de propagacio, i 6

= @y-0x és la diferencia de fase relativa.

Troba 'expressio del vector de Jones per a: a) estats de polaritzacio lineal en un angle
arbitrari i b) llum polaritzada circular dreta i esquerra. A continuacié, mostra com la
polaritzacié lineal es pot obtenir com la suma de dos estats de polaritzacio circulars
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P1.6 L'acci¢ de qualsevol element polaritzador en l'estat de polaritzacié de la llum
incident es pot representar en forma de matriu. La matriu que caracteritza un pola-
ritzador lineal amb el seu eix formant un angle 6 amb respecte a I'eix x es ddna com
a

cos’@  cosOsinf
P(O)= ) .
cosdsiné sin“ @

Una ona plana esta polaritzada linealment en la direccié Y i passa a través d'un pola-
ritzador lineal orientat a un angle 1 amb respecte a I'eix x. L'ona de sortida del pri-
mer polaritzador es transmesa a través d'un segon polaritzador orientat a un angle 6,
amb respecte a l'eix x. Determineu l'estat de polaritzacio i la intensitat de 'ona trans-
mesa resultant

P1.7 Una ona electromagnética plana incideix en la superficie que separa l'aire (1
=1)iel vidre (n = 1,5) amb un angle d'incidéncia 0,. L'estat de polaritzaci6 de I'ona
és lineal, formant un angle ¢ amb el pla d'incidencia, com es mostra a la figura.

a) Escriu I'expressi6 per a la representacié complexa del camp eléctric incident en el
vidre al pla de la superficie (z = 0).

b) Aplicant les condicions de frontera adequades a la superficie, calcula I'expressio
per al camp reflectit per a un valor arbitrari de I'angle d'incidéncia, expressat com
una funcié de 6 i ¢.

¢) Obtingueu el valor de la reflectivitat per als angles d'incidéncia particulars 6; = 0°
i per a tan(0,) = n, i descriu l'estat de polaritzacié resultant en cada situacio.
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P1.8 La intensitat d'una ona electromagneética plana i monocromatica és de 100
W/m?. Calcula:

a) L'amplitud dels camps electric i magnétic associats a aquesta ona.
b) La pressio6 de radiacio.

Aquesta ona incideix perpendicularment sobre una peca de cartolina negra amb di-
mensions de 20x30 cm, que absorbeix completament la radiacio.

¢) Calcula la forca exercida per la pressio de radiacio sobre la cartolina.

d) Repeteix els calculs anteriors, assumint que tota la radiacid es reflecteix.

P1.9 Un laser de titani: safir emet pulsacions de 150 fs de durada amb una freqiiéncia
de 76 MHz a una longitud d'ona de 800 nm. Si la poténcia mitjana mesurada per un
detector lent és de 1,5 W, determina la poténcia i l'energia d'una sola pulsaci6 emesa
pel laser. Si el punt del laser es concentra a un diametre de 5\, determina la intensitat
en aquest punt.

P1.10 L'amplitud d'una ona electromagnetica plana monocromatica és EO = 400
V/m. Calcula a) I'amplitud del seu camp magnétic, b) la seva intensitat i ¢) la pressio
de radiaci6 que actua sobre un objecte que reflexa el 20% de la radiaci6 incident.

P1.11 A la superficie de la Terra, hem mesurat la intensitat de la radiaci6 solar com
a 0,75 kW/m? Volem instal-lar cél-lules solars per generar 25 kW de poteéncia eléc-
trica. Si l'eficiéncia de les cél-lules solars és del 30%, determina la superficie total de
cél-lules solars que necessitem muntar en la nostra instal-lacié.

P1.12 Un laser emet un feix amb una poténcia de 0,9 mW sobre una seccio circular
de 1,2 mm de diametre. Determina la forca exercida per la radiacié sobre a) una su-
perficie negra amb absorci6 del 100% i b) una superficie que reflecteix el 100%.

P1.13 Una nau espacial es mou a l'espai exterior propulsada per l'accié de la radiacié
electromagnética del Sol (intensitat: 1,4 kW/m?), que incideix normalment sobre la
seva vela perfectament reflectant de 2.500 m? de superficie i 7 kg de massa.

a) Troba l'acceleracié de la nau espacial.
b) Troba la seva velocitat després de 24 hores, partint d'una posicié de repos.

¢) Negligint I'accio de la gravetat, troba el temps necessari per arribar a la Lluna des
de la superficie de la Terra.
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Models basics de feixos optics

Introduccio

En aquest capitol, el punt d’on partirem per construir solucions de feixos de llum més
realistes es basara en les solucions basiques desenvolupades en el capitol anterior,
com per exemple I'ona planail'ona esférica. La finalitat d’aquest capitol no sera la de
desenvolupar completament les caracteristiques dels feixos optics, sin6 la d'introduir
alguns models optics fonamentals en el camp de la fotonica.

Una ona plana que s'estén infinitament per I'espai no és una representacié adequada
d’un feix optic real, que estara limitat necessariament dins d’'una regi6 finita de
l'espai, en el pla transversal a la propagacio del feix. Tanmateix, en algunes situacions
resulta ser una aproximacié de convenieéncia; en d’altres situacions es pot utilitzar
com a simplificacié per poder representar camps més complexos, tal com farem, per
exemple, amb l'expansié de Fourier a I’espai reciproc. Les solucions d'ona esférica
s'empren més sovint com a solucions assimptotiques que estan lluny de les fonts
reals, o es fan servir en problemes de dispersi6. L'expansid dels camps en relacié als
harmonics esférics, per exemple, és el punt clau en el desenvolupament de moment
angular.

La solucié més general amb dependéncia espacial i temporal es diu paquet d'ona
optic, i es representa mitjancant qualsevol funcié que satisfa les equacions d'ona
E(r,t) = Re[Ey(¥,t)e*™?]. No obstant aixo, aquests models s'usen només per estudiar
situacions en que la llum esta forca localitzada en I'espai i el temps. Les dificultats
que trobem en el tractament matematic d'aquestes solucions justifiquen el seu ts
nomeés en aquelles situacions en que apareixen mecanismes forts d’acoblament espai-
temps. Aquests tractaments queden fora de l'abast d’aquest curs introductori. La
majoria de les situacions es poden descriure de manera adequada mitjancant un
enfocament molt més simple que consideri solucions factoritzades en la linia de E(r,t)

= p(r)q(®).
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En el camp de la fotonica, la llum es propaga generalment en forma d'ones
localitzades espacialment en alguna direccié determinada; per exemple, apuntant
cap a algun detector o bé sondejant una regié limitada de I'espai. Qualsevol limitacio
en el perfil espacial transversal imposara una dependéncia espacial a I'amplitud
complexa del feix, amb la qual cosa es produeix la curvatura dels fronts d'ona i
I'ampliacio6 del perfil transversal durant la propagacié. Aixo es regeix pel procés de
difraccid. Els efectes de la difraccié modifiquen els fronts d'ona de la llum quan
intentem limitar espacialment els feixos de llum, o bé quan la llum es dispersa per
qualsevol objecte.

Un feix optic general representa una solucié de l'equacié d'ona, en qué la seva
amplitud complexa té una dependéncia espacial. Els perfils d’aquest tipus de feixos
es modifiquen durant la propagacié. En aquest capitol, tindrem en compte els feixos
optics amb una sola freqiiéncia temporal, coneguts com a feixos monocromatics. I
no sera fins més endavant que veurem la propagacié amb dependéncia temporal.

2.1 Equacié de Helmholtz i els feixos optics

Al capitol anterior, hem vist que una ona plana en un medi homogeni té una
amplitud constant i fronts d'ona no distorsionats, adquirint un terme de fase a mesura
que es propaga. En la realitat, el medi no es pot considerar perfectament homogeni,
ja que el feix interactua amb varis elements, com ara objectes o superficies, la qual
cosa modificara els fronts d'ona i 'amplitud.

L'expressié general d"un feix optic monocromatic és
E(F,t) = Re[ES (F)e ™ [2.1]

on es considera que I'amplitud complexa depén de les coordenades espacials.
Introduint aquesta expressio a 'equacio d'ona general [1.4A], obtenim
-

@A(@AEHLZZE—O S VA AR)-
C

P

2
o —
—E=0
e

Tenint en compte la relacié de dispersid, la podem expressar de la manera segiient

VAV AES (7)) -KED(7)=0| 22]

Aquesta equacié s'anomena equacié de Helmholtz homogeénia i resulta ser
I'equacié basica per a I'estudi dels feixos Optics monocromatics que es propaguen en
el buit.
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¢Nota

Raigs de llum i I’equacié eikonal

Per a feixos arbitraris, 'amplitud complexa es pot escriure de la manera segiient:
E;(F)=E,(F)e"

on S(r) correspon a la longitud de la trajectoria optica. Les superficies amb S(r)
constant corresponen als fronts d'ona del feix. Podem obtenir una equacio per a
l'evolucid dels fronts d'ona optics inserint aquesta expressid dels camps a I'equacié de
Helmbholtz, o bé fent servir directament les equacions de Maxwell.

Si apliquem directament aquest principi a un medi amb index de refracci6 variable,
n(r), obtenim una equacié per a S(r). Pel cas limit de A— 0 (és a dir, £k, - ),

l'anomenarem equacio eikonal:
- 2
(VS| =n’)

Aquesta és I'equacio basica per a I'Optica geométrica i és fonamental pel concepte de
raigs optics, que, per definici6, tenen un trajecte sempre perpendicular als fronts
d'ona. Aquests fronts d'ona sén superficies amb la mateixa longitud de trajectoria
optica.

L'equacié de Helmholtz també és el punt de partida per al desenvolupament de la
teoria de la difracci6 dels feixos oOptics, tal i com veurem al capitol 6.

En aquest capitol, ens centrarem en l'estudi de les propietats de propagacio dels feixos
amb alta direccionalitat, com ara els que produeixen els lasers, ja que aquest tipus de
radiacio té molta rellevancia en el camp de la fotonica.

2.2 Equacio d'ona paraxial per a feixos optics

El problema general de la propagacid del feix fora d'una regié que conté fonts
optiques es pot resoldre utilitzant I'equacié de Helmholtz. Suposem que coneixem la
soluci6 d'un feix generat per una font Optica, en una regi6 de l'espai lluny de la font.
Si volem estudiar el feix només al voltant d’una direccid especifica, podriem buscar
solucions més simples que s'aproximin adequadament a la soluci6 real dins de la
regi6 d'interes. Quan una regi6é d'interés estd a prop d'una direccié de propagacid
especificada, 'anomenarem regié paraxial i les expressions que descriuen el feix
optic dins d'aquesta regio son les solucions paraxials.

Considerem que la nostra direcci6 d'interés és 1'eix z. Una soluci6 d'ona plana té un
camp eléctric transversal a la direccié de propagacio, tal i com es descriu al capitol 1.
Per a un feix paraxial, el camp eléctric sera gairebé perpendicular a l'eix z i, per tant,
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el vector d'ona es pot aproximar a la seva component z. En base a I'aproximacio
d'ona paraxial, fem la suposicio segiient:

aproximacio d'ona paraxial:  (k; +k; <<k?)
2 2
2 2 2 7 A
o=\l G+ =k (L= ~k, > Rk b
zZ

Un feix paraxial s’expressa com una ona plana que es propaga al llarg d'un eix z, amb
una amplitud complexa modulada en l'espai. Aquesta mena de soluci6 també
s’anomena d’ona quasi plana.

L'expressio matematica d'un feix paraxial és
ES(7,t) = éE” (x, y, z)ei(kz_wt) [2.3]

Aquests feixos constitueixen la solucio al problema de la propagacio del feix a regions
properes a l'eix z. També s'utilitzen per descriure solucions altament localitzades al
llarg d'aquest eix, com en el cas d'un raig laser.

Considerant que la divergencia del camp eléctric és zero, podem escriure l'equacio de
Helmholtz de la manera segiient

VZE;” + kﬁ?ﬁ}” =0 > V? (E(()” (x,y,z)ei(kz_w)) + szé”(x,y, z)ei(kz_(”t) =0

%(Eé*’(x,y,z>e’<"2‘”)) +V2E (x,9,2)e" 00 4 PE (x,p,2) 700 = 0
iz

2 2
on el Laplacia transversal és V- = 6_2+8_2 .
ox~ oy

Fent la derivada en z, podem obtenir facilment una equacié per a l'amplitud

complexa

PEY . OE"

(+)
$—+2ik +VIEN =0 - i(aE—° + 2ikES" j +V2IEY =0 [24A]

0
Z 0z Z Z

(la dependéncia explicita de 'amplitud complexa en (x, y, Z) ’'ometra en endavant per
a simplificar la notacio).

En moltes situacions, aquesta equacié es pot simplificar encara més si considerem
l'aproximaci6 de I'envolupant variacié lenta (SVEA, de angles slowly varying
envelope approximation), en queé les variacions de I'amplitud del feix es consideren
molt més petites que I'amplitud entre distancies de 1'ordre de la longitud d'ona.

OB AZ
AE(+)
SVEA = E((i) <<1 per Az=2A —>6;T<<1 per Az~ A
0 0
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(+) aE(+) E(+)
—0 _J1<«< Eé*) > << 2kEf)*)
0z 0z A

Dins d'aquesta aproximacio, 'equaci6 d'ona es pot simplificar per obtenir I'equacié
de I'ona paraxial (PWE, de 'anglés paraxial wave equation) per als feixos optics:

OES i _,
=0~ V’EW =0 2.4B
oz 2k ° [2.48]

Aquesta és 1'equacio basica per a l'estudi de les solucions paraxials de I'equacié d'ona,
que descriuen les propietats dels feixos optics a la regi6 paraxial.

Raigs de llum La soluci6 paraxial
reconstrueix els fronts
i . d’ona reals en la regio
O N < \ N z O | \\ \‘ \\. z Q z
) ‘ | Regi6 paraxial
/ Fronts d’ona reals J /
La soluci6 només és
y valida dins de la regié
4 paraxial

Figura 2.1 Els conceptes de solucions paraxials i de regié paraxial

2.3 Solucions basiques de I'equacio d'ona paraxial

En aquesta seccio, descriurem dues solucions importants de l'equaci6 PWE
utilitzades en la fotonica. La primera és 'aproximacié d’ones esfériques de Fresnel,
que és fonamental per desenvolupar la teoria escalar de la difraccio en el limit de
Fresnel. La segona és el feix gaussia, que té en compte les caracteristiques basiques
d'emissio de la majoria dels lasers.

2.3.1 L'aproximacio d'ones esferiques de Fresnel

Considerem l'expressio d'una ona esférica escalar, com es va definir al capitol 1:

E(+) .
E(+) __0 el(kr—(ut) amb r2 :x2 +y2 +ZZ :pz +ZZ

v
on es defineix el radi transversal p? = x?+)~.

Aquesta soluci6 descriu feixos de llum amb fronts d'ona esférics que es propaguen
lluny d'un focus situat a 1'origen. Podem obtenir una solucid paraxial que representi
els fronts d'ona esférics a prop de 1'eix z mitjancant les aproximacions segiients:

53



54

Fotonica. Curs introductori

2 2
r’=z 1+p—2 - r:z/1+p—2
Z Z

Yol

27°

+...)zz+p_+...

Dins la regi6 paraxial p<<z — r=z(1+ 5
e

Substituim aquest valor aproximat de r en l'expressié de l'ona esférica mentre
conservem el terme de primer ordre en expandir el denominador perd mantenint els
dos primers termes en el terme de la fase. Aixo és necessari perqué el terme de fase
esta multiplicat per k, que és un nombre gran, i per tant, la fase introduida pel segon
terme podria no ser negligible.
E® i(kz+@—wz) EW ike? _
E;(f) _Z0 L 2z — 20 o 2z Lilkz—ot)
z z

Comparant aquesta expressié amb I'equacio [2.3], definim la solucid de I'aproximacio
de Fresnel per a 'amplitud complexa com

E(+) iﬁ
Eé”(p,Z)=—Z e 2 [2.5A]

on E,* és una constant. Aquesta solucio representa un feix amb un front d'ona
parabolic que divergeix dun focus situat a 1'esquerra, a una distancia z. Tal i com es
mostra a la figura, aquesta soluci6 és una bona aproximaci6 dels fronts d'ona esférics
a prop de l'eix z.

(1) Recordeu que aquestes solucions es poden utilitzar per representar I'ona
esférica real només en la regié on 'aproximaci6 és valida.

Front d’ona esferic -

\‘ \\‘ Front d’ona parabolic - — —
L X
/ 1
b

Figura 2.2 Les solucions paraboliques o de Fresnel a les equacions d’'ona paraxial son aproximacions Utils de
I'ona esférica en la regié paraxial
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Una solucié equivalent que representa un front d'ona parabolic que convergeix cap a
un focus situat a la dreta a una distancia z es pot expressar com

E® _ike?
E(pa)=——e ¥ [2.5B]

Aquestes solucions s'utilitzen en les segiients situacions:

1. Un feix transmes per una lent a la regi¢ paraxial introdueix un retardament de
fase que es descriu amb aquestes solucions.

2. Segons la teoria de la difraccio, qualsevol feix s’estudia com una superposicio
d'aquestes solucions dins la regié de Fresnel, fet que s’anomena descomposicié de
les ones.

2.3.2 Elfeix gaussia

Una altra soluci6 important de 1'equaci6 de 1'ona paraxial es pot obtenir com una
versié desplacada de l'aproximacié de Fresnel a l'ona esférica, que hem obtingut
préviament. Partint de 'equacié de 'ona paraxial [2.4B] es fa evident que si Eo™(x,y,z)
és una solucio, aleshores desplagar aquesta solucio6 en z per una constant donara una
altra solucio valida E,*(x,y,z+z0). Concretament, construim una nova solucio
substituint directament la variable de propagacio z a I'equacié [2.5A] amb la variable
complexa desplacada q(z) = z—izr (o = —izr). El significat de la constant zg,
anomenat distancia de Rayleigh, es definira més endavant en aquesta seccio.

La solucié obtinguda es coneix com a feix gaussia, i es pot expressar com

E® izkpz
Eé”(p,2)=—q(0 e 4 [2.6]
z

La presencia del terme imaginari q(z) fa que la soluci6 es comporti de manera
completament diferent durant la propagacio, tal i com veurem. Per comprovar que
aquesta és una solucid de I'equacio de 1'ona paraxial, podem fer la substitucio6 directa
de [2.6] a I'equacié de I'ona paraxial [2.4B].

Per tal de descriure més senzillament les propietats del feix gaussia, reescrivim
l'expressio [2.6] com a Eo™(p,z) = |Eo™(p,z)|e!*P2

E™ izkip'z E7(z+iz,) i%
E((f)(p,z): o (z=izp) _ Lo . ZR e (z%+zg) _
z—iz, z" +zp
kpzzR . kpzz
B (2, —i2) o 2GR .612(22+z]2¢)
T 4z
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A continuacid, expressem el terme (zz—iz) segons els seus modul i fase, i usem la
identitat k = 2n/A per obtenir

_ TEZRPZ i kpzz
. 2 2
. 2 2 —iatg(z/zp) Az2 (1+2- 21, %R
- B iEV\zp + 27 /R “&( 2123) 22501+ 79)
EO (psz)_ 2 2 e e
(z7+2zp)
Aquesta expressio es pot simplificar aixi
- p? i kp?
ZR (1+22) z2
) T Ut ) 2z(0+28y
1 z 2 —latg(z/z
E(p.z) =2 Rop P )

[ 2 2 ¢
z" +zp

I per tal de simplificar encara més aquesta expressio, definim les variables segiients:

)\, 2
Radi del feix gaussia: w(z) = i(l + Z—z)
T Z,

A partir d'aquesta definicié obtenim el radi de la cintura de feix com el radi del feix a

z=0:
w, = w(0) = ,szk
i

La distancia de Rayleigh, zz, s'obté com una funcié del radi de la cintura de feix:

2
_

Zp N

2
Radi de curvatura del front d'ona: R(z) =z(1 +Z—’§)
z

Desplacament de fase de Gouy: &(z) = arg(z/z,)

Amb aquestes definicions, I'expressi6 del feix gaussia és

2 [ kp?
. P L—g(z)}
E™" [zR
Eé”(P,z):—l s W) 2RO

Finalment, redefinint una nova amplitud complexa com U™ = iE,*)/zz, obtenim
I'expressid final del feix gaussia i les magnituds relacionades:
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Parametre q: q(7) = z-izr

Radi de la cintura del feix Wo
w,
Distancia de Rayleigh z, =—

2
Radi del feix:  w(z) = w,, |1+
ZR
ZZ
Radi de curvatura del front d'ona R(z)=z(l +_12?)
zZ

Desplacament de fase de Gouy  &(z) = arg(z/z,)

_0 ke

w(z)

EV(p,z)= e Feix gaussia [2.7]

2.4 Propietats basiques dels feixos gaussians

2.4.1 Amplitud i intensitat
Amplitud

La soluci6 del feix gaussia [2.7] correspon a la propagacid al llarg de I'eix z. La posicié
del pla z = 0 no és arbitraria, siné que es troba en el pla on el radi del feix
arriba al seu valor minim, w,. Aquest valor, juntament amb la longitud d'ona, ens
permet definir els dos parametres més rellevants: la distancia de Rayleigh, zz; i el
parametre q, q(z) = Z-izr

En el plaz =0, el perfil transversal del feix en el pla (x,y) té una forma gaussiana, amb
una amplitud igual a [Up™)|. El radi del feix, també anomenat radi amb amplitud 1/e,
es defineix com el valor p, pel qual 'amplitud del camp és igual a |E,™”| = |U,*|/e. En
el pla z = 0, aix0 correspon a p = w,. Aquestes propietats es mostren a la figura 3.

1

1/e

Figura 2.3 Dependeéncia gaussiana del camp d’amplitud i determinacié del radi del feix
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En qualsevol altre pla z, el feix manté el mateix perfil gaussia en el pla transversal,
pero amb un valor del radi més gran i amb una amplitud més petita. Per tant, el feix
gaussia es propaga a l'espai mantenint una forma constant, perd amb un radi que
augmenta durant la propagaci6. L'ampliaci6 espacial transversal dels feixos optics és
una caracteristica intrinseca de qualsevol distribucié de llum localitzada
transversalment, i esta relacionada amb el procés fisic anomenat difraccio.

El canvi del radi del feix durant la propagacio, w(z), correspon a I'expressié definida
préviament en la derivaci6 de l'equacié [2.7]. La figura 4 representa aquesta
dependencia com a funci6 de z. A partir d'aquesta definicié, podem interpretar el
significat de la distancia de Rayleigh com la distancia recorreguda pel feix, després

de la qual el seu radi augmenta en un factor de /2 : w(zy,) = WOJE

w(z)

Wo

—
—
|,
—
~—
—_—

ZZR

Figura 2.4 Dependencia del radi del feix d'un feix gaussia amb la distancia

El parametre confocal, b, d'un feix gaussia es defineix com la distancia entre els
plans z = +zz i és la longitud dins de I'eix z per la qual es propaga el feix, mentre es
manté altament localitzat en el pla transversal.

27w,
Parametre confocal — b=2z,= 0

A mesura que el feix s’allunya de la cintura del feix, 1a dependéncia del seu radi amb
z esdevé aproximadament lineal:

2
Z Z A
Per z>>2z, w(z)=w, 1+ ~w,—= z
2R Zg W,

En aquesta regi6é d'ampliaci6 transversal lineal, definim I'angle de divergéncia 0.
En aquest punt, cal recordar que estem estudiant solucions de feixos a l'equacié de
l'ona paraxial, per la qual definim els feixos optics de la regié propera a l'eix de
propagacid. En aquest limit, els angles no haurien de ser molt grans. Podem definir
l’angle com

0@ Wy _ M [2.8]
z z
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A partir d'aquestes definicions, podem inferir directament una de les propietats
basiques de la propagacio dels feixos gaussians: com més petit sigui el radi de la
cintura del feix, wy,, més curta sera la distancia confocal i més gran sera
I'angle de divergeéncia.

A la taula seglient es mostren alguns valors de referencia.

A =500 nm
w0 zZR b 0
1 mm 6.3 m 12.6 m 0.16 mrad
100 pm 6.3 cm 12.6 cm 1.6 mrad
5 um 157 pm 314 um 32 mrad

A mesura que localitzem transversalment el feix optic, la difraccié es fa més forta.
Aquest fet té conseqiiéncies importants en el camp de la fotonica, donat que a ’hora
de fer dispositius amb dimensions més petites i compactes necessariament haurem
de superar la difracci6 perqué els feixos es propaguin de manera localitzada i precisa
al llarg del dispositiu.

Durant la darrera década, s'ha proposat diverses solucions amb fibres optiques i
cristalls fotonics, donant lloc a l'aparicié de noves linies de recerca en l'estudi de la
fotonica.

Intensitat

L'expressié de la intensitat del feix depén de les condicions especifiques del nostre
problema, ja que la solucié del feix gaussia podria representar una component del
camp electric, el camp magnétic o quedar expressada en relaci6 a la funcié d'ona
escalar. Per al cas de la funci6 d'ona escalar, tenim que:

2
10,5 4US .2y p= LY ¥ o
@) [2.9]
_ 2p?
I(p,2)=1,(z)e "

on definim la intensitat maxima del feix gaussia com el valor de la intensitat en p=0

U(+) 2 2 I 2 U(+) 2
IO(Z)=| 02| o _ (;Wo :| 0 2|
w(z2) w(z2) ]+Z—2

Zp
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Les unitats de [Uo™)| s6n /W /m’ en aquest cas.

Quan representem la dependéncia transversal de la intensitat, veiem que té una
forma gaussiana amb un radi 1/e en intensitat, W!(z), donat per
w(z
W[(z):% = IW\(2),2)=1,(2)/e
Per una distancia transversal igual al radi del feix gaussia p = w(z), la intensitat pren
el valor

I(W(z),2) =1,(z)/ €*

La dependéncia de la intensitat del feix amb la distancia de propagacié z mostra que
la intensitat és maxima al pla z = 0 i que disminueix a mesura que ens allunyem
d'aquest pla. A una distancia corresponent a la distancia de Rayleigh, la intensitat
maxima és la meitat del valor al pla de la cintura del feix:

I,(+z,)=1,/2

A continuacid, resumim les propietats de l'amplitud i la intensitat dels feixos
gaussians, segons les consideracions que hem fet anteriorment.

El perfil transversal dels feixos gaussians manté la seva forma gaussiana durant la
propagacio.

El radi minim, anomenat radi de la cintura del feix (wo) i la maxima intensitat de pic,
To, es produeixen al plaz = 0.

w(zR)zx/E-wo ;

A la distancia concreta anomenada distancia de Rayleigh, zz,
1,(zz)= 10/2.

Lluny de la regié confocal (definida pel parametre confocal b=2z;), el feix divergeix

de manera lineal amb un angle de divergéncia 0=0/(nw,) .

¢ Nota

La definici6 del radi del feix en certa manera és arbitraria, ja que la soluci6 gaussiana
matematica s'estén fins a l'infinit en la direccio transversal. En els calculs teorics, la
definici6 més ampliament utilitzada és la que hem donat que correspon a 1/e en
amplitud (w,). També s'utilitza la definicié 1/e en intensitat (W) que es va derivar
préviament. No obstant aixo, els resultats experimentals sovint utilitzen un diametre
del feix anomenat amplada de mitja amplada en intensitat, w. A causa de la
naturalesa arbitraria d'aquesta eleccid, les expressions dels feixos gaussians que es
troben a la literatura no son tiniques. Per tal d'interpretar els resultats obtinguts de la
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manera correcta, és essencial prestar atencid a la convenci6 utilitzada en cada cas
especific. La relacio entre les diferents definicions es pot obtenir facilment, i les més
utilitzades sén les segiients:

Convencions de definicid del radi de feix

EM = g e=P"/Wé I =1,e720"/w3 = Ioe"’z/""l2 = [ e~4n2p?/w?

1/e Wi

Wo

w, = w2 o w=w;2VIn2=w,V2In2

2.4.2 Potencia

L'energia del feix gaussia esta distribuida en el pla transversal. La potencia total
continguda al feix s'obté mitjangant la integracio de la intensitat del feix sobre la seva
area transversal. Com que la soluci6 del feix gaussia té simetria rotacional al voltant
de l'eix z, obtenim

2m oo

By = [[1(p.2)dS = j I I(z)pddp = j 1(z)2mpdp

Després de substituir 'expressio per a I(z), tenim que

2p? 2p?
© I 2 - — [ 2__© - 2
By = [20% ¢ 7 ompdp =LA [P o gy =T
oW (2) 2 5 wi(2) 2

Aquesta expressié ens proporciona una manera especifica d'obtenir la intensitat
maxima del pic del feix gaussia (I,) a partir de quantitats fisiques directament
mesurables: la poténcia total del feix (que es pot mesurar amb potenciometres) i el
radi de la cintura del feix (que es pot mesurar de la manera explicada al problema 2.4
o mitjancant un perfilador de feix):

2P0

2
w,

I, = [2.10]
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La relacié que acabem de derivar s'obté mitjancant la integracié en el pla transversal,
anant de zero a l'infinit. Aixo és clarament una situacio no realista, i descriu el fet que
la funcié gaussiana matematica té cues que s'estenen fins a l'infinit. Qualsevol feix
real sera truncat per una obertura fisica amb un radi finit, de manera que hem de
considerar com es distribueix la poténcia amb el radi transversal, p. Aixd es pot
obtenir facilment amb la integracié de la intensitat en una area finita en el pla
transversal:

_ 2 _ 2p?

P P [ 2 2
P(p,z) = I[(Z)zﬂpdp :Jg_woe w2 (2) 2mpdp :%[0 l—e W)
o oW (2) 2

_ 2
P(p,2) = By | 1—€ W'

D'aquesta expressio, podem explorar el valor de la poténcia transmesa a través de
dues obertures particulars:

p =w(z) P(w(z),z) = Pror[1-¢72] = 0.86Pt0T
p= ZW(Z) P(ZW(Z),Z) = PTOT[l-e'S] = 0.999Pror

Una obertura amb un radi igual a 2w(z) utilitzada al pla z transmetra el 99,9% de la
poteéncia total del feix. Obertures més petites podrien ser utilitzades per transmetre
la major part de la potencia del feix. Tot i aix0, degut a altres consideracions
relacionades amb la distorsio del feix després de la transmissi6 a través d'obertures
finites, cal imposar un valor optim per a les obertures que s’utilitzaran a I'experiment.
Com a norma general, qualsevol obertura amb un radi més petit que 2w(z) produeix
distorsions en el perfil del feix i no s’hauria d'utilitzar en una configuracié
experimental.

243 Fase
L'expressio total de la soluci6 del feix gaussia diu:

U(p,z,t) :Ué+)(p’z)ei(kz—wt) =‘Ué+) PP gilkz—at)

2

kp
2R(z)

amb ¢(p,z)= - atg(i)
zR

i Us™ correspon a la solucio6 gaussiana de 1'equacio PWE.

El primer terme descriu els fronts d'ona parabolics amb radi de curvatura R(z) =
Z(1+2:°/2%).
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Per a z positius, representen fronts d'ona que divergeixen d'una font gaussiana on el
feix de cintura es situa a 1'esquerra a la distancia z.

Per a z negatius, aquesta mateixa solucié representa els fronts d'ona que convergeixen
cap a una cintura de feix situada a una distancia z a la dreta del pla real.

Per a z = 0, obtenim R(0) = . Aix0 significa que els fronts d'ona sén plans, com en
una ona plana. Aixi doncs, quan el feix gaussia es troba a prop de la cintura del feix,
es similar a una ona plana perd amb una dimensi6 transversal finita.

A grans distancies, z>>zz, el radi de curvatura augmenta proporcionalment a z i es
converteixen en fronts d'ona esférics en la regi6 paraxial.

A z = zg, el radi de curvatura agafa el seu valor minim R(zz) = 2z, com es pot
comprovar facilment. En aquest punt, obtenim el maxim de corba dels fronts d'ona.

Elsegon terme, anomenat fase de Gouy, passa del valor -1t/2 quan z—-oo al valor 1t/2
quan z—co. Hi ha un desplacament total de © en passar pel punt focal d'un feix
gaussia.

Aquest desplacament de fase representa un desplacament dels fronts d'ona del feix
gaussia respecte dels fronts de fase d'una ona esférica (o ona plana) situada a la
cintura del feix. Es important tenir en compte aquest factor de fase en algunes
aplicacions, com la conversié no lineal mitjancant feixos focalitzats. No obstant aixo,
en aquest curs no tindrem en compte aquests casos especials.

2.4.4 Factor M?

El radi de la cintura del feix i I'angle de divergéncia estan estretament relacionats, ja
que com més petita és la cintura del feix (wo), més divergent és el feix que obtenim.
A partir de les equacions ja obtingudes, podem comprovar facilment que es compleix
la segiient relaci6 per als feixos gaussians:

0-w, = [2.11]

A
T
Definim el producte del diametre de la cintura del feix (diametre minim del GB)
multiplicat per I'angle total de divergéncia del feix a la distancia llunyana:
2w, -20 = R
Y
Quan generem altres tipus de solucions transversals de l'equaci6 PWE, sempre
observem un comportament similar, que esta dictat per la difracci6. Qualsevol feix
real generat per un laser real no sera un feix gaussia exacte, que és una solucié
matematica ideal de ’equacié PWE. Sempre podem mesurar o calcular el producte
corresponent del diametre minim (2W) multiplicant I'angle total de divergéncia (20)
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per qualsevol feix real, i comparar-lo amb el d'un feix gaussia ideal. Aquesta relacio
defineix el factor M? del feix:

20-2

M? =M=l[2®-2W]

202w, 4A
Es pot demostrar que el perfil del feix gaussia dona el valor més petit del producte
(diametre del feix)-(divergencia total). En conseqiiéncia, per a qualsevol feix real,
trobem que M 2 > 1. Els valors de M ? poden ser tan baixos com 1,2 - 1,3 per als lasers
de gas, com ara el laser d’heli-neo, o i fins a valors de M ? > 100 per alguns lasers de
semiconductors.

La manera d'obtenir la mesura del radi de la cintura del feix i de I'angle de divergéncia
d'un feix real esta lluny d'ésser evident en la majoria dels casos. Les técniques més
utilitzades en fotonica son els perfiladors de feixos i la técnica de l'aresta tallant (a
l'apartat de problemes plantejats hi trobareu a petit esbos d'aquesta tecnica).

2.4.5 Parametreq

Com hem vist, la soluci6 del feix gaussia es caracteritza pel parametre q. El
coneixement d'aquest parametre ens permet establir completament I'evoluci¢ del feix
en la regi6 d'interés. El parametre q és un nombre complex que es pot especificar en
qualsevol lloc del pla z al llarg de la direccié de propagacio del feix gaussia. La part
imaginaria és la distancia de Rayleigh negativa, mentre que la part real correspon al
valor de la distancia de 1'actual pla a la posicio6 de la cintura del feix. Aixi, un valor
real positiu implica que estem en un pla situat a la dreta del pla de la cintura del feix
i un valor real negatiu ens indica que estem a l'esquerra del pla de la cintura del feix.

Com a exemple, prenem un feix gaussia amb distancia de Rayleigh zz = 1 m.
El parametre q al pla z = 0, on es troba la cintura del feix, és q(0) = —i.

El parametre q al pla situat a una distancia de z = 10 metres a la dreta d'aquest pla és
q(10) = 10-i. Si tenim q = —2—i, aix0 significa que estem en el pla z = —2 m, situat a
I'esquerra de la posicié de la cintura del feix.

q=-2-izx q=-izz q=z-izx
[

e = 7T

Figura 2.5 Expressi6 del parametre g en diferents plans
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De vegades també podem utilitzar l'invers del parametre q, que també es pot
relacionar amb el radi de curvatura dels fronts d'ona R(z) i amb el radi del feix w(z).
Per veure com funciona aixd, suposem que observem el nostre feix gaussia al pla g
amb

q(z) = z—izz. Llavors:
1 1 z+iz, z Zp

= = = +i
q(z) z-iz, Z+zy Z+z, ' +z,

Aquesta expressio es pot reescriure com

1 1 1 1 oW

(z): 5 +1i N = > +lZ w2(z)
4 Z{I+Z§] 21{1+sz z(l+2§] .
z Zp z

Fent servir les definicions de I'equacié [2.7], obtenim

1 1 A
= +i
q(z) R(z) mw'(2)

[2.12]

Aixi, I'invers del parametre q ens déna informaci6 directa sobre els parametres del
feix R i w en el pla desitjat.

Parametres basics que defineixen un feix gaussia

1) Direcci6 de propagacio, definint I'eix z

2) Posici6 de la cintura del feix (diametre minim) al llarg de I'eix z, que localitza
elplaz=0

3) Radi de la cintura del feix wy

4) Longitud d'ona

5) Poténcia total

2.5 L'efecte d'una lent sobre un feix gaussia

Cada sistema optic de fotonica utilitza lents i miralls per controlar les propietats de
propagacio del feix (és a dir, el seu diametre i la seva divergéncia) per tal d’adquirir
les caracteristiques desitjades. De vegades volem concentrar el feix per obtenir altes
intensitats a la regi6 d'interés; d'altres vegades volem que un feix es propagui a través
d’'una distancia gran i evitar que hi hagi una divergencia significativa. Per
comprendre com podem adaptar un feix gaussia a les nostres necessitats, en aquesta
seccio estudiarem l'efecte d'una lent sobre un feix gaussia.
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El primer concepte que haurem de tenir en compte és que, en un régim paraxial,
un feix gaussia segueix sent gaussia després de passar per una lent. La lent
modificara el radi de la cintura del feix, la posici6 de la cintura del feix i la
divergéncia del feix.

Per a cada regié entre dues lents consecutives, podem escriure 1'expressio del feix
gaussia de la mateixa manera que es va desenvolupar a 'equacio [2.7],on el plaz =0
correspon al pla on es troba la cintura del feix, tal i com es mostra a la figura 5.

Quan un camp d'una distribuci6 incideix en una lent, I'efecte sempre consisteix en la
introduccié simultania d'un factor de fase i la pérdua d'intensitat. La magnitud de
I'amplitud de camp complexa transmesa esta relacionada amb el camp incident
mitjancant una funcié de transmissié complexa

ES)(p) = LP)ES (p) =|1(p)] P ES (p)

Per al nostre estudi, podem simplificar-la assumint que el modul de la funcié de
transmissid és 1. Aixo implica que la superficie de la lent no reflecteix la llum (posem
per cas, perqué té un tractament antireflexiu) i que el vidre no absorbeix la llum (és
a dir que és una lent completament transparent a les longituds d'ona que ens
interessen). El factor de fase de la funci6 de transmitancia a qualsevol distancia de
l'eix es pot obtenir com:

8(p) = KL(p) = 2—{‘L<p)

on L(p) és la longitud de la trajectoria optica a una algada p respecte de 1'eix.

d(P) Per obtenir una expressio pel factor de fase, suposarem que
—
! tenim una lent plano-convexa de gruix D, com es mostra a
' R la figura (aquesta suposicié simplifica la derivacio, encara
p que la forma concreta de la lent no afecta el resultat final
‘_(_T_. sempre que estiguem en la regi6 paraxial).
r(p
La trajectoria Optica es pot escriure en aquest cas com
L(p) = d(p)-1+[D~d(p)]-n=nD~d(p)[n~1]
D

on d(p) és la densitat de l'aire a 1'alcada p respecte de l'eix, i n és 'index de refracci6
de la lent a la longitud d'ona concreta d'interes. L'avaluacio de la funcié d(p) és
senzilla a partir de la figura:

d(p)=R-r(p)=R-R -p’

Podem simplificar encara més aquesta expressié suposant que estem en la regié
paraxial (on és aplicable la soluci6 gaussiana del PWE). En aquesta regio, es compleix
la condicié p<<R. Per tant:
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2 2 2

L_p p p
dp)=R-R\[1-5 *R-R|1-——+... [ —
®) R’ [ 2R J 2R

Substituir aquest resultat a I'expressio de la trajectoria optica ens déna

2
p (n-1)
L(p)=nD-£2"——~2
(p) R
i
2
:KnD_kL
2f

on fem servir la definici6 de la longitud focal d'una lent prima, f, que es defineix en

optica geometrica com
1 1 1
T
f Rl R2

Lent plano—convexa:R, =R; R,=o0 i f

¢(p)=KnD —w

R
“(n-1)

(Una derivacié d'aquest resultat es pot trobar en qualsevol llibre d'optica general, com
ara Hecht, E. (2016). Optics. Pearson).

El primer terme introdueix un factor de fase constant no massa rellevant, que es pot
ometre en el limit d'una lent prima quan D—0, donant aixi el resultat final:

o(p) =——— [2.13]

Per entendre la importancia d'aquest terme, prenem una ona plana que incideix sobre
la lent amb E,*” = 1. En aquest cas el camp transmés per la lent sera
e

By =e ¥
que, tal i com es va tractar a la seccio 2.4.4, correspon a una ona parabolica que
convergeix en un punt situat a una distancia z = f. Aix0 és precisament l'efecte de
qualsevol lent que actua sobre una ona plana: concentra la llum en un punt situat al
pla focal. De la mateixa manera, 1'accid de la lent sobre qualsevol camp que incideixi
sobre ella es pot interpretar com una modificacio del front d'ona incident, que es fa
més convergent; o bé divergent, en el cas que la longitud focal sigui negativa.

Un cop hem obtingut el resultat principal d'aquesta seccid, vegem com aixo afecta les
propietats del feix gaussia que incideix sobre la lent. Prenem un feix gaussia que es
propaga al llarg de l'eix z amb un parametre q que defineix el feix en aquesta regid
q(z) = z—izz. Després de col-locar la lent de longitud focal f, el nou feix gaussia tindra

67



Fotonica. Curs introductori

un nou parametre q de q(z’) = 2’—iz’z, on la variable z’ ara es mesura des de la posicio
de la cintura del feix gaussia després de la lent.

Si la lent es col-loca a una distancia z; de la cintura del feix, el camp que incideix
sobre la lent es pot escriure com

2

ESw, 2 _kp?
E9(z,,p) = e W (z) ZR(ZL)e*li(ZL N
" w(z,)
2p2 _ 2p?
|E[(n+) 1 WO 070 o WZ(ZL) o 2—?—(” e W2(ZL)
w(z,) w(z,)

on la intensitat s’expressa com la poténcia total del feix. Després de la lent, el feix es
modificara segons l'equaci6 [2.13]. A més, per a una lent prima, podem suposar que
el radi del feix no es modificara. Aquestes suposicions donen lloc a les condicions
seglients:

i o - )
: . 2 (R(z, —i&(z
ES)p.z)=e VB (pz,) = %T)e e 2 D TgrEey
L

w(z,)=w(z,)

on z’;=-|7’| correspon a la distancia des de la lent fins al pla on es troba la nova
cintura del feix. A partir d'aquestes suposicions, podem establir una relaci6 entre els
camps a banda i banda de la lent. Es compleix que:

1/ La intensitat del feix que surt de la lent serd la mateixa que la intensitat que
incideix sobre la lent, ja que w(z.) = w(Z’L).

2/ Podem definir el radi de curvatura del front d'ona després de la lent com
vt
R(z,) R(z) f

A partir d’aquestes relacions, i juntament amb I'equacio [2.12], es poden formular els
efectes de la lent segons els parametres q:
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L1 1 S Gz S

= A qoutzz’L_lZR - .
qout qin f f B qin f - ZL + lZR

[2.14]

El feix gaussia després de la lent es pot escriure en relacié a la variable de propagacié

}

Z:

_ P {"Lz.—a(z')]
E™(p,z") = 21}(” e wz(z')e 2R(2")
w(z")
amb
12 12 12
Z,R:_Tcwo w(z')=w', l—i-Z—2 R(z")=2z' 1+Z—2R
A z'% z
» Exemple

Una lent de distancia focal f es col-loca a una distancia z; = f del pla de la
cintura del feix gaussia de longitud d'ona A amb rang de Rayleigh zz. Trobeu
la posici6 de la nova cintura del feix després de la lent i el radi de la cintura del
feix corresponent.

El parametre q incident damunt la lent és

2

™,

_ _0 _ _._0
4y, =2z, "lzp =2z 1

Després de la lent, el nou parametre q ve donat per I'equacio [2.14]:

ZLf_iZRf _ [ZLf(f_ZL)_ZIZQf]_i[ZLZRf+ZRf(f_ZL)

S =z, iz, (f_ZL)2+Z;

quut =

SN (Ve A e VP

q,, =2,z
- ’ N (f_ZL)2+ZJZe (f_ZL)2+ZIZe

En aquest cas, la lent es col-loca a una distancia z; = f de la cintura del feix, i
obtenim

Al | . f2
qout =z L_IZ R = _f_l_
ZR
D'aquesta expressio, podem deduir directament que la nova cintura del feix es
trobara a una distancia |z’;|=fa la dreta de la lent. El nou radi de la cintura del
feix s'obté directament de les expressions del parametre del rang de Rayleigh:
S 'y _ A : S

zh=— = = = |z'\==f w'
X AT, W,
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(1) Cal tenir en compte que aquest resultat és bastant inesperat si pensem en
el context de 1'0ptica geomeétrica, en qué per un objecte col-locat al pla focal
d'una lent, la seva imatge es forma a l'infinit. En el cas d’'un feix gaussia,
considerem la posici6 de la cintura del feix com un objecte i obtenim una nova
cintura del feix (és a dir, una imatge) que apareix a una distancia igual a la
longitud focal. De fet, 'equacio de la lent utilitzada en I'Optica geométrica no
és valida per als feixos gaussians (consulteu els problemes resolts per a una
expressié alternativa).

La diferencia rau basicament en com l'Optica geometrica defineix un raig de
llum presumint que es propaga com una ona plana. Un grup de raigs es tracta
com un conjunt d'ones planes que es propaguen en direccions lleugerament
diferents.

2.6 Solucions generals de I'equacio d'ona paraxial

Les dues solucions basiques descrites a les seccions anteriors no sén 1inica manera
de resoldre I'equacié d’ona paraxial que ens interessen. El feix gaussia és la solucio
més senzilla d'entre un grup complet de solucions que es poden derivar en sistemes
amb simetria rectangular (Hermite-Gauss) o cilindrica (Laguerre-Gauss). Es fan
servir ampliament en I'0ptica laser i la fotonica.

Els modes Hermite—Gauss s'obtenen com a solucions de 'equaci6 d’ona paraxial amb
simetries rectangulars. Aquestes solucions es poden trobar partint d’'un enfocament
separable de la forma

ul (x,y,2) =u (x,2) - u® (y,2)

m

on cadascuna d'aquestes funcions compleix l'equaci6 de l'ona paraxial en una
dimensid transversal. Una solucié a aquesta equaci6 es redueix a un feix gaussia
modulat per un producte de polinomis d’Hermite, H (n i m indiquen l'ordre del
polinomi d’Hermite corresponent):

Ay 25 [aRromse] [ﬁx],H [ﬁyJ

u, (x,y,z)=——= w(z) w(z)

")

La figura 6 mostra alguns exemples d’aquest tipus de solucid

Figura 2.6 Feixos Hermite-Gauss: uf'§; uf’$ i uf§
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Un altre conjunt complet de solucions sén els modes Laguerre—Gauss amb simetria
rotacional. Aquestes sén solucions de 1’equacié d’ona paraxial amb coordenades
cilindriques:

I =0 {50 5 ilenecs ,
ML? (p’(l)’ Z) Zﬂ' L ewz(z)e[ZR(z) e M e )] -e[ld) L‘é‘ ZZL
" w(z) | w(2) W (2)

J
4

on son els polinomis de Laguerre generalitzats. Els perfils d'aquests modes

mostren anells concentrics la quantitat dels quals esta determinada per 1'index del
mode p. L'index |m| es troba en el terme de fase azimutal exp(img). Es on s’originen
els fronts d’ona helicoidals, causant el moment angular orbital associat amb aquests
feixos (feixos vortex). A la figura 7, s’hi mostren alguns exemples:

+ . i o, LG LG LG i o, LG LG LG
Figura 2.7 Feixos Laguerre-Gauss. Superior: ', Uy 5 Uy 5 Inferior: a" ", uy )", u,

Un enfoc mes general, aplicant la teoria dels sistemes lineals, permet construir altres
solucions paraxials expressades em termes de la funci6 de transferencia o la funcid
de resposta impulsional.

La manera més senzilla de construir la soluci6 general és considerar la transformada
de Fourier de la distribuci6 del camp transversal per un pla donat. Prenem un perfil
de feix general E*)(x,y,z) al pla z i suposem que té una transformada de Fourier
bidimensional:

1

(2ny
Bk k,.2) = [[ BV Geoype 0 vy

i(kex+h,

E(+) (x7 y’ Z) =

[[E“ k. k,.20e ik dk, <

Al
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on E®(ky,k;,z) és la transformada de Fourier bidimensional de la distribuci6 del camp
transversal al pla z.

L’equaci6 d’ona paraxial [2.4B], aplicada a aquesta distribucio de camp generica, es
pot resoldre més facilment a I'espai de Fourier, ja que el laplacia transversal es pot
calcular facilment en aquest cas, la qual cosa condueix a una equacié per al camp de
la transformada de Fourier

0 o kexth,y) 3
62[(2 . - [k, k,,2)e dkxdk},)}

i o kex+k,y)
L v/ , dk.dk,) | =
. {@) k,.2)e xyﬂ
OB (k .k, k2 +k? i(kx+k,y
: I Cokd) R g k2o i ik, =0
(2n) oz 2k o o

Ja que aquesta relaci6 es compleix per a qualsevol distribucié de camp arbitraria, el
terme entre claudators ha de desapareixer, la qual cosa condueix a I'equacié:

OB (k. k., 4k
keoko?) GO R b k20
oz 2k 4

que es pot resoldre facilment, donant

(k2 +k%)z
E® (k,k,,z)= E“)(kx,ky,O)e 2k [2.15]

En la teoria dels sistemes lineals, la funcié que relaciona la transformada de Fourier
del camp en el pla z amb la transformada de Fourier del camp en el pla z = 0 es sol
anomenar funcié de transferéncia H(k,,k,,z):

7i(k§+k)2,)z
EY(k,.k,,z) =B (k,.k,,0)H (k,,k,,z) = H(k, . k,z)=e 2k

La soluci6 a l'espai real es pot obtenir realitzant la transformada de Fourier inversa:

(K i)z

E(x,y,2) = Ok, k000 2k I g

i es pot expressar en relacio a la distribucio del camp en z = 0 reemplagant E®(kk,,0)
en funcié de E*(x,y,0):

P l(k§+k§)z
By =[] [JE ey 0 O away e
eI

Intercanviant 1'ordre d'integracio, obtenim

el’(kxx+kyy)dkxdky
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(k2Jr k2

EQ(x,y,2)=|| Gy ﬂ N ke ek - Mk dke, |E (x', ', 0)dx" dy’

EY(x,y,2) = ”E(” (x,y,0O)h(x—x",y—y'z)dx'dy' [2.16A]

La solucio al'espai real en el pla z es pot escriure com una convolucié de la distribucié
del camp en z = 0 amb la funcié de resposta impulsional h(x,y,2):

(k2
z(kxx+k

1)’)
dk dk, [2.16B]

h ,Z
(x,y,2) = (2)

Una analisi detinguda de 1'equaci6 [2.16B] ens mostra que la funcié de transferéncia
és, de fet, la transformada de Fourier de la funcié de resposta impulsional, de manera
que h(xy,z) i H(kxk;,z) constitueixen una parella transformada de Fourier.

2.7 Problemes resolts
Problema 2.1

Deriveu la relacio entre el radi del feix w i el diametre amplada maxima a mitja algada
de la intensitat del feix, Wrwny. Escriviu l'expressio del rang de Rayleigh en relacié amb
aquest parametre.

Solucié

La intensitat del feix gaussia en un pla determinat en funcio del radi del feix en aquest
pla es pot escriure com

=1

D'acord amb aquesta expressio, el radi del feix w correspon al radi del perfil gaussia
al nivell I,/

El radi del feix al nivell on la intensitat arriba a la meitat del seu valor maxim es

calcula prenent I = I,/2:

2
2 2
e L Y LT
w

El diametre que estem cercant és el doble del radi obtingut:

fan
Opwrs = 2Pyy = 2w > =wv2In2

73



74

Fotonica. Curs introductori

El rang de Rayleigh del feix es pot expressar en relacio al diametre FWHM com

2 2
_ T, _ Tc¢o FIWHM

—__
oo A21In2

Problema 2.2

Obteniu l'expressio de la intensitat d'un feix gaussia en relacié amb la poténcia total.
Calculeu el diametre i l'area d'un feix amb un perfil d'intensitat circular constant (feix
“top-hat”) amb la mateixa intensitat maxima i poténcia total que el feix gaussia.

Solucio

La intensitat del feix gaussia en un pla arbitrari z és ,

1 VV2 2/ 2
I( ,Z) — 0’0 e*Zp /w (2) ,
PPV
on I, és la intensitat maxima del feix gaussia.

La poténcia total s'obté integrant tota l'area del feix:

2n

!

I 2% 4 2/ 2 I 2 2/ 2. | T|®
P - _ OTEWO j_ Zp e*Zp /w (z)dp —_ OTCW() |:672p /w (_):|
w(z) 2

©

T I Wz —2p% /W (z
I(p,z)pdpd = Il(p,z)ZEpdp = .[W‘;_(é)znpe 2/ g
0

0

R{J[ =

S =38

tot 2 0

La intensitat del feix gaussia en relacio a la poténcia total s'obté a partir d'aquesta
expressio:

2P 2/ 20
1(p,Z) — zmt e—2p /w (2)
w(z)
El nostre feix “top-hat” té una distribuci6 d'intensitat constant, I, en tot el feix igual
a la intensitat maxima del feix gaussia. En aquest cas, la relacié entre la poténciaila
intensitat és

]o Tcd);H

Py :Ianpiﬁ = 4

on pry és el radi del feix i ¢ri és el diametre del feix. Igualant la potencia total dels
dos feixos, obtenim
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2 2
%Io :IOTC(I)%_)(I)TH :\/E'Wo

L'area del feix “top-hat” és

2 2
_ W7 _ ™,

St 4 2

Problema 2.3

La llum emesa per un laser Nd:YAG a una longitud d'ona de 1.064 nm és un feix gaussia
de 1 W de poténcia optica i una divergéncia del feix de 26 = 1 mrad. Determineu:

a) el radi de la cintura del feix

b) la profunditat de focus (parametre confocal)

¢) la intensitat maxima i la intensitat axial als plansz=1miz= 100 m
d) el parametre q del feix als plansz=1miz =100 m

Solucio

a) El radi de la cintura del feix es pot obtenir a partir de la divergéncia del feix, que
es coneix mitjancant 'equacié [2.8]:

20=2" 21

- Wa T AN
w, (20)
Substituint directament els parametres del feix laser, obtenim w, = 677,4 um.

b) La profunditat de focus és el doble del rang de Rayleigh, que es pot calcular
coneixent el radi de la cintura del feix:

¢) La intensitat maxima s'obté utilitzant la relaci6 derivada en el problema 2 com a
funcid de la poténcia total:

2Pt'0f 2 2
I, =—— = 1,387MW /m* = 138,7 W /cm

TW§
(la unitat tipica utilitzada en I'dptica laser per a la mesura de polsos laser ultracurts
d'alta intensitat és el GW/cm?).

La intensitat axial a una distancia z del pla de la cintura del feix:

Iw I I
10,2)= 4 =t =
wi(z) 1+2%/z} 1+(22/b)
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Utilitzant els valors de la intensitat maxima i la profunditat de focus obtinguts
anteriorment, obtenim el segiient:

Per z = 1 m, la intensitat damunt de 1'eix és 1(0,z) = 89,79 W/cm?.
I per z =100 m, obtenim 1(0,z) = 2,54-1072 W/cm?.

d) El parametre q en un pla donat és q = z-izz = z-i(b/2) .

Al pla de la cintura del feix, z = 01iq = —1,355i m.
Perz=1m,q=1-1 =1-1,355i m.

Per z =100 m, ¢ = 100—1,355i m.

Problema 2.4

Preneu un feix gaussia del qual en coneixem l'amplada, w, i el radi de curvatura, R, per
a un pla determinat. Determineu la posicio de la cintura del feix i el radi de la cintura
del feix.

Solucio

El parametre q d'un feix gaussia es pot determinar directament si es coneixen la
posicidiel radi de la cintura del feix. D’altra banda, coneixent el parametre q es poden
obtenir els valors del radi de la cintura del feix i la seva posici6 per a un feix donat.
Emprarem aquest darrer enfocament per resoldre aquest problema, on el nostre
coneixement inicial del sistema és el radi de curvatura del front d'ona i el radi del feix
en un pla determinat. Com hem demostrat a la discussi6 prévia a l'equacio [2.12], la
inversa del parametre q esta relacionada directament amb aquests parametres del
feix, que ja s6n coneguts d’entrada per a aquest problema:

1 1 A
= +i
q(z) R(z)  mw'(2)

Invertint aquesta expressid, obtenim directament el parametre q:

2 .
l:w_) q:RT[WZ.
q Rmw

w’ —iAR  Ruw' —ilR*mw’
2 - 2. 4 2p2
(nw?) +(RR) T AR
En aquest cas, hem omés la dependéncia de z per ser més clars. Com que q = z-izz,
igualem les parts reals i les imaginaries:

_ ow! B R
w* + A’ R? ( AR jz
1+ 5
w
AR w?

Iy =
°w* + A’ R?



Models basics de feixos optics

A partir del rang de Rayleigh, podem obtenir una expressio del radi de la cintura del
feix:

B o, m MRW n w ) Y = w
oo o mwt MR L (o) ’ 22
— | +1 1+ m
AR AR
Problema 2.5

Un feix gaussia incideix en una lent plano-convexa de distancia focal f, que es troba en
el pla de la cintura del feix. Determineu els parametres del feix gaussia transformat
després de la lent.

Solucié

Si considerem que la lent és perfectament transparent, per efecte del feix s'introdueix
un factor de fase quadratica, induint aixi una curvatura del front d'ona. Com hem vist
en aquest capitol, aquesta fase transforma el feix gaussia incident en un altre feix
gaussia després de la lent. Les caracteristiques del feix de sortida es poden obtenir
facilment a partir de I'expressio:

1 1 1

qvu! qin f

on, per a una lent prima, gi, correspon al parametre q del feix just a I'entrada de la
lent; i qoutés el parametre q del feix gaussia transformats a l'altura just després de la
lent. D'aquesta expressio:

q — qin f
. f_q[n
En aquest problema, la cintura del feix incident es troba a l'altura de la lent i, per tant,
Qin = -IiZ&:
—iz, f =iz f f =iz, _ leef . ZR.f2

f+iz,

out

= 1
fi+z f+zr Ptz
Reordenant els termes:

— f —i 2R =——z'—jz !
2 2 R
1+(f/2)" 1+(z/ )
El terme imaginari correspon al nou rang de Rayleigh, a partir del qual s'obté el nou
radi de la cintura del feix ( z'R = nwf, / A

Q(Jut =
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w,

WOVZ 0
1/1+(TEW3/7\,f)2

En el limit d'un rang de Rayleigh que és molt més gran que la distancia focal,
aquesta situacio és similar a la d'una ona plana que il-lumina una lent. En aquest cas
farem el nostre plantejament des del punt de vista de I'Optica geometrica:

f

z, > f o z'=—————=—f

1+(fj

La posicio de la cintura del feix després de la lent es troba al pla focal posterior de la
lent:

w A
;> f > w'= 2 z—f

’ 1/1+(7twj/7\,f)2 w,

En relaci6 als diametres del feix, aquesta expressio esdevé

2wﬂ':—4}¥f — D':—4Kf z1.2M
2w D D

o o o

Aquesta féormula correspon al diametre del feix en el pla focal format al fer incidir
una ona plana en un lent de distancia focal fi de diametre D,,

Problema 2.6

a) Es col-loca una lent de distancia focal f a una distancia arbitraria, z, del pla de la
cintura d'un feix gaussida. Determineu el radi del feix al pla focal posterior de la lent,
w'{@).

b) Un laser emet un feix gaussia i hem de determinar la posicié del pla de la cintura del
feix, que es troba a una distancia A a l'interior de la gabia del laser (mesurada des del
pla de sortida del laser). Per obtenir aquest valor, fem tres mesures experimentals del
radi del feix: el primer valor es mesura a una distancia L; de l'obertura del laser; un
segon valor es mesura a una distancia L, = L, + D, i el tercer valor es mesura al pla
focal posterior d'una lent, col-locada a una distancia arbitraria major que L. La
distancia focal de la lent és f = 50 cm, i els resultats corresponents de les nostres mesures
son:

Pla Distancia Radi del feix
1 Li=150 cm w(L1) =745 pm
2 L>=11+D =250 cm w(L2) = 1.005 pm
3 A distancia f'de la lent w'(f) =160 pm
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Determineu el valor d’A.
Solucié

Per trobar el radi del feix al pla situat a una distancia fdesprés de la lent, propagarem
el parametre q fins al pla desitjat, partint de la posici6 de la cintura del feix d'entrada.

Parametre q inicial: ¢, = —iz,
Alentrada de la lent, el parametre q sera g,, = z—iz,
_ 9in f _ f(Z_iZR)

g, v,
I ala sortida de la lent, obtenim

" N 8 4w S . f2
Al pla desitjat, el parametre q esdevé g =g, + f =2+ f

f=a, ~ f-a,
. o] —q, —(z—1i -z .
Invertint aquesta expressio: — = f 2q,,, S (Zz ) _J ZZ +zZ—R2
f S A A

podem obtenir informaci6 sobre el radi del feix utilitzant la relaci6 general [2.12]. De
la part imaginaria, obtenim

L s
g R mw” AL Y &
Af

El resultat final: w'=-""—.
W,

b) Per trobar el valor de A, utilitzarem la informacio inclosa a la taula.

Els radis de feix a L, i L, es relacionen amb el rang de Rayleigh i el radi de la cintura
del feix de la manera habitual:

2
z =1 +A—>w2(zl)=wj[l+z—]zJ

ZR

Z2

— 2 — 2 2
z,=z2,+D > w(z,))=w, 1+Z—2
R

Restant el segon del primer, obtenim

2 2 2 2 2 2
wi(z)-wiz) _z, -z _(z,+D) —z
2 - 2 - 2
w, ZR Zr

Després de realitzar uns quants passos algeébrics, obtenim una expressio de z;:

2

e @)D T (1)) -0

21: =

2D 2D
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Ara, utilitzant el resultat obtingut a a), podem expressar z; en funci6 de les nostres
quantitats mesurades:

L1 (w(z)-vw'(z)) D

z = —_

: 2Dw™(f) 2
La substitucio directa de tots els valors déna z; = L;+A = 1,722 m.

I el resultat final és A = 22,2 cm.

Problema 2.7

Un feix gaussia de rang de Rayleigh zy incideix en un sistema optic format per dues lents
de distancies focals f1i f> = 2fi. La separacio entre les lents és D = 2f;, i la cintura del feix
gaussia incident es troba a una distancia z = f; de la primera lent. Calculeu a) el valor
del nou rang de Rayleigh després de la segona lent i b) la distancia entre la segona lent
i el pla on es trobara la nova cintura del feix. A continuacio, particularitzeu les
expressions obtingudes pel cas f; = zr

Solucio

El parametre q just abans de la primera lent és ¢, = f, —iz, .

S G f12 —izp /i

2
I alasortida de la primera lent: ¢, = = : =—f - if_l .
Si = 1Zp Zp

Després de la propagacié del feix gaussia entre les lents 11 2 a una distancia D = 2f;,
el parametre q abans de la segona lent sera

/e
q[nZ = qoull +D= f _l;

ZR

-q, 27 -q,
I després de la segona lent ¢, , = Sy _ 2104
fom ey 2/

Després de substituir directament gin; i de fer unes operacions algébriques senzilles,
obtenim l'expressio

l—f2 Z2 . 4z
qaut2:2.fl( 12/ gj_l 2R 2
1+ £2/22 ) 1+z2/f,

A partir d'aquest resultat, la cintura del feix després de la segona lent es troba a

(g2
f[mz]
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(1) Nota: d'aquest resultat, quan f; > zg, z’<0, la cintura del feix es troba a la dreta de la
lent; pero si fi<zg llavors z’ > 0, 1 per tant la cintura del feix sera virtual (situada a
l'esquerra de la lent). Per tant, el feix gaussia divergeix de la segona lent.

El radi de la cintura del feix ve donat per la part imaginaria de qouz:

Zl _ 4ZR Sow " 2Wo
k 1+Z§/ﬁ2 ? o 2
e
1

Pel cas particular de f; = zz, una substituci6 directa ens donara
z’=01iw, =V2w,

La nova cintura del feix es trobara exactament a la segona lent.

Problema 2.8

Els feixos gaussians s'utilitzen en detectors interferométrics d’ones gravitatories. Cada
brag de l'interferometre esta format per dos miralls separats per una distancia L. Perqué
la llum ressoni dins de la cavitat, la superficie del mirall ha de coincidir amb els fronts
d'ona del feix gaussia

mirall . mirall

a) Si els miralls dels dos extrems han de ser iguals, indiqueu la posicié del pla de la
cintura del feix gaussia que ressona dins de la cavitat i calculeu el radi de la cintura del
feix, w,, que minimitza el valor del radi del feix als miralls. Calculeu el radi de la cintura
del feix i el rang de Rayleigh si el nostre sistema té L = 4 km i la longitud d'ona del laser
és A =1.064 nm

b) Calculeu I'amplada maxima a mitja alcada (FWHM) del diametre en intensitat, el
parametre q i el radi de curvatura dels fronts d'ona del feix gaussia a les posicions dels
miralls.

¢) Una nova generacio d'interferometres utilitza mides de spot més grans als miralls per
reduir el soroll térmic. En aquesta nova configuracio, el radi de curvatura dels miralls
es fixa a R = 2,076 km. Trobeu el nou rang de Rayleigh, el radi de la cintura del feix i el
radi del feix als miralls (L = 4km; A = 1.064 nm)
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Solucio

a) Com que la cavitat és simétrica, el pla de la cintura del feix ha d'estar situat al mig
de la cavitat i la posicio dels dos miralls serd z=+1/2.

A continuacio, hem de trobar el valor de w, minimitzant el valor de w(z) per
z=x% L/ 2.

El radi del feix en el pla z es pot expressar en relacié al radi de la cintura del feix:

2 292 atz=£L/2 22
w(z)=w 1+Z—2 =w 1+227»4 - wz(iL/Z)zwj—i-%.
Zp W, 4w

0 o

El valor de w, minimitzant w(L/2),

d(w(L/2)) 02 mz( zjzo

w, +
dw 4

o

ve donat per w, = \/% izg= m:‘z’ = %

Aixi, la longitud total de la cavitat ha de ser igual al parametre confocal del feix
gaussia.

Pels segiients valors, L = 4 km i A = 1.064 nm, pels quals s’obtenen

W, =2,60cmizg =2km,

b) a la posici6 dels miralls, el radi del feix és

L2
w(L/2)=w,, [1+—
4z,

I utilitzant els valors obtinguts a a), obtenim w(L/2) = 3,67cm.

Per obtenir el diametre FWHM, podem utilitzar directament el resultat obtingut en
el problema 1:

Grwum(L/2) =V2In2 - -w(L/2) = 4,33 cm
El parametre q del feix a la posicié dels miralls:

L
q(£L/2) =+ (E) —izg = (£2.000 — i2.000)m

Radi de curvatura dels fronts d'ona:

R(L/2) = %(H (j;)z J —L=4km
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¢) En canviar la disposici6 dels miralls, les propietats del feix gaussia també han de
canviar per adaptar-se a la nova cavitat. En aquesta nova situacio, el radi de curvatura
dels miralls canvia a R' = 2,076 km. A partir d'aquest valor, obtenim el nou rang de
Rayleigh:

(L/2)

I el nou radi de la cintura del feix corresponent és

, Az’
W, = T = 1,15 cm

Finalment, el radi del feix a la posicié dels miralls és

(L/2)

2
R

R(L/2) =§[1+

J—> 2, =389 m

=6cm

w(L/2)=w'" |1+

Problema 2.9

Un feix gaussia focalitzat, de longitud d'ona 800 nm, té un radi de cintura de feix de w0
= 200 um. Hem de captar la imatge del pla de la cintura de feix utilitzant una camera
CCD amb un sensor quadrat de 5 mm de grandaria. Per obtenir una imatge de bona
resolucio, utilitzarem un sistema de magnificacio.

a) La nostra primera disposicio és l'arranjament (confocal) que es mostra a la figura,
que utilitza un objectiu de microscopi amb una distancia focal f1 = 9 mm i una segona
lent amb una distancia focal f2 = 10 cm.

fi fitfz

>«
[ y’fl

| \\ «VY/" ‘\q\ /
i

~
|
\

Lent 1
Objectiu del Lent 2
microscopi

al) Trobeu el valor del radi de la cintura del feix gaussia després de la lent 2. Si el
diametre del feix fa el doble que el radi del feix a 1/¢* en intensitat, determineu si
s’adaptara al sensor CCD.

a2) A quina distancia del pla original de la cintura del feix s'ha de col-locar el CCD?

a3) Si el radi de la cintura del feix, w,, canvia, hem de canviar la posicio del CCD per
gravar la imatge de la cintura del feix magnificada?
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b) En la nostra segona configuracio, reemplacem el sistema confocal per una sola lent
col-locada a una distancia f del pla de la cintura del feix.

b1) Trobeu el valor de la distancia focal que hem de utilitzar per obtenir la mateixa
magnificacié al CCD que la que hem obtingut en el cas a).

b2) A quina distancia del pla original de la cintura del feix s'ha de col-locar el CCD?

b3) Si el radi de la cintura del feix, w,, canvia, hem de canviar la posicié del CCD per
captar la imatge de la cintura del feix magnificada?

Solucio

al) Per obtenir el radi de la cintura del feix després de la lent 2, propagarem el feix
gaussia a través del sistema optic. Com que la cintura del feix gaussia inicial es troba
al pla focal de l'objectiu de microscopi, el parametre q a la lent 1 és

2
. W,
qin] = ﬁ _ZZR , 0N Zp = AO = 15,71 cm

El parametre q del nou feix gaussia després de 1'objectiu sera

f i qin * f2
Qoun == i
f{ - qinl ZR
Després de la propagaci6 per una distancia D = fi+f;, aix0 esdevé
C S
Din2 = Qount +D :.fZ _l;'
ZR

I, després de la lent 2:

_ fz “Gin2

o[z
quutz - :_.fZ _12_2R

S2 =G fi

A partir d'aquest resultat, podem concloure:

— La nova cintura del feix després de la lent 2 es troba a una distancia f; de la
lent 2, en el pla focal posterior.

2
— El nou rang de Rayleigh després de la lent 2: 2z’ = (’;—2) czZgp o W=
1

Ly, =222 mm.
fi

La nova cintura del feix té una magnificacié de M = f5/f; = 11,1.
w,” correspon al radi (1/e) de 'amplitud i també al radi (1/€®) en intensitat. Aixi, el
diametre del feix a (1/¢€?) en intensitat és

b1 =2w, =444 mm

e2

Per tant, es podra ajustar al sensor de 5 mm.
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a2) La camera enregistraria la imatge desitjada quan la seva distancia des de la
cintura de feix original sigui D = f1+( f1+ f2)+ f2 = 218 mm, en el pla focal posterior
de la lent 2.

a3) A partir dels resultats de l'apartat al), podem veure que la posicié de la imatge és
sempre el pla focal posterior de la lent 2, independentment de la mida de w,. La mida
de la imatge canviara si les dimensions del feix original canvien, tot i que sempre
mantindra un factor de magnificacio constant M.

b1) Reemplacant el sistema amb una sola lent col-locada a una distancia f de la
cintura original del feix, obtenim:

S

z

fz_ifZR —

G =S —1zp > q,, = B —f—i
lZR R

La nova cintura del feix apareixera al pla focal de la lent amb un rang de Rayleigh

2
o o A
z'g :f— iradi de cintura de feix w', :—f .

g w,

Si volem la mateixa magnificaci6 que a I'apartat a), llavors w’, = M-w, i

Mw’rz
f= /1" =1,74m

b2) Arala camera s'ha de col-locar a una distancia de 2f = 3,48 m de la posici6 original
de la cintura del feix, una distancia gairebé 16 vegades més gran que a la configuracié
anterior.

b3) A més, si el radi de la cintura del feix gaussia canvia, la distancia focal necessaria
de la lent també hauria de canviar, com es veu a l'apartat b1) i la posicié del CCD
també s'hauria de canviar en correspondéncia.

2.8 Problemes plantejats

P2.1 Verifiqueu mitjancant una substitucié directa que I'aproximaci6 de Fresnel a
una ona esferica és una solucié de I'equacié de I'ona paraxial. Trobeu un limit de
validesa d’aquesta aproximacio.

P2.2 Un feix gaussia es transmet a través d'una lent prima de distancia focal f. Trobeu
com expressar la ubicacié de la cintura del feix transmés com a funcié de la ubicacid
de la cintura del feix incident.

P2.3 Tenint en compte que, en una configuracié de lent unica, la cintura del feix
correspon a la posici6 de l'objecte o la imatge, escriviu l'equacié de la lent
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corresponent i compareu-la amb la famosa férmula de 1'0ptica geometrica de la lent
prima.

P2.4 Una manera experimental de mesurar el diametre del feix és el métode de la
fulla de ganivet. Es col-loca una aresta molt esmolada al pla z on es vol mesurar el
feix. Un detector situat damunt de 'eix del feix mesura l'energia del feix. A mesura
que encarem l'aresta cap al feix, I'energia que arriba al detector disminueix. Mostreu
que el radi del feix correspon al desplagcament de l'aresta entre les posicions on la
intensitat del feix mesura el 16% i el 84% de la seva intensitat total.

P2.5 Un feix gaussia amb longitud d'ona 800 nm té un rang de Rayleigh zz = 1 m. A
la posici6 de la cintura del feix, es col-loca una lent amb una distancia focal f; = 5 cm.
Una segona lent amb f, = 15 cm es col-loca a una distancia D = f; + f; ala dreta de la
primera lent.

a) Trobeu el parametre q del feix gaussia al pla just després de la segona lent.

b) Trobeu la posicio de la cintura del feix i el radi de la cintura del feix després de la
segona lent.

c) Trobeu l'expressio de I'amplitud del feix gaussia després de la segona lent si la
potencia total del feix és P,y = 10 W.

P2.6 Un feix gaussia de poténcia total 10 W i longitud d'ona de 500 nm té un radi de
cintura de feix d’1 mm i es col-loca a 10 cm d'una lent amb una distancia focal f=5
cm. Trobeu el radi del feix, el radi de la cintura i la intensitat sobre l'eix a una
distancia z = 2 cm després de la lent.

P2.7 Un feix gaussia de longitud d'ona A té un radi de la cintura w,. El feix es
transforma mitjancant un col-limador format per dues lents disposades de la forma
seglient. La primera lent, amb una distancia focal f;, es col-loca a una distancia z = fi
del pla de la cintura del feix gaussia inicial. Una segona lent amb una distancia focal
f>es col-loca a una distancia f; + f; de la primera lent.

a) Trobeu la posicio de la cintura del feix després de la segona lent.
b) Trobeu el valor del radi de la cintura del nou feix després de la segona lent.

¢) Calculeu el valor del parametre confocal del feix gaussia després de la segona lent,
expressant-lo en relacio amb el parametre confocal del feix gaussia inicial i les
distancies focals de les lents.

P2.8 Un feix gaussia de longitud d'ona 532 nm té un rang de Rayleigh zz. = 10 cm i
una potencia total de 10 mW. Es col-loca una lent divergent a una distancia focal f =
-5 cm a una distancia z = zz. a 'esquerra de la cintura del feix. Calculeu el radi del
feix gaussia transmes i el radi de curvatura del front d'ona en el pla situat a una
distancia z = 5 cm a la dreta de la lent. A continuacio, escriviu l'expressi6 per a la
intensitat del feix gaussia en aquest pla.
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Emissio de llum i interaccio
entre llum i materia

Introduccio

En els capitols anteriors, hem estudiat les solucions basiques per a la propagacié
d'ones electromagnétiques (EM) en el buit. Ho hem fet establint 'equacié basica que
descriu la propagacid de feixos optics per la regi6 paraxial i algunes de les seves
solucions més significatives. A continuacid, encararem el problema de la preséncia
de la mateéria i com aquesta interactua amb el camp EM. En aquest capitol es
tractaran dos problemes principals: 1) 'emissié de llum per dipols radiants i 2) la
interaccio entre la radiaci6 EM emesa i la matéria. Trobarem aspectes importants en
aquestes dues situacions, concretament pel que fa a les propietats de la radiacié optica
quan interactua amb la materia. Encara que un tractament més rigords requeriria
com a minim I'ts de la matriu densitat o un enfocament quantic del tractaments de
la materia amb la teoria de pertorbacions depenent del temps moltes de les situacions
poden ser enteses de manera satisfactoria a través de l'electrodinamica classica. En
aquest capitol es tractaran els principals aspectes de la teoria classica sobre 1'emissio
i la interaccio6 de la llum. Es resumiran els aspectes més rellevants sense entrar en
tots els detalls de la teoria, que d’altra banda es poden trobar en diversos llibres de
text sobre electrodinamica classica (com ara Jackson, J.D. (1999). Classical
Electrodynamics. John Wiley & Sons; o Oughstun, K.E. (2006). Electromagnetic and
Optical Pulse Propagation. Springer).

El primer aspecte important a tenir en compte a I'hora d'estudiar I'emissié de radiacié
EM de la materia és que la radiacié electromagnética és generada per carregues
accelerades, mentre que el problema d'interacci6 entre llum i materia es refereix
essencialment a l'accié del camp EM radiat sobre les carregues.

Una carrega puntual en repds genera un camp eléctric estatic radial que apunta, o bé
allunyant-se de (positiu), o cap a (negatiu) la carrega. Quan la carrega es mou a
velocitat constant, observem un desplacament de les linies en la direccié del
moviment sense canvis en la curvatura (veure figura 1). L'acceleraci6 sobtada i
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l'aturada d'una carrega puntual genera un esclat de radiaci6 EM que es propaga des
de la carrega a velocitat ¢ (en el buit), tal i com es descriu a la figura 1. Tingueu en
compte que les linies de camp electric no canvien en la direccid de I'acceleraci6. Quan
la carrega oscil-la amb moviment harmonic, es generen ones electromagnétiques.

En el regim de baixa freqiiéncia, podem obtenir qualsevol longitud d'ona utilitzant
circuit oscil-lants que condueixen electrons amunt i avall al llarg de 'antena. A partir
d'antenes individuals podem obtenir una emissié d'EM definida que s'assembli molt
a una ona esférica o plana; i mitjancant la superposicié coherent duns pocs
oscil-ladors es pot obtenir un patré d'emissié més direccional. Tot i que les propietats
basiques d'una ona electromagnetica s6bn comunes a tot el rang de l'espectre EM, la
forma en qué es generen difereix drasticament d'una regié a una altra, comportant
aixi algunes peculiaritats sobre les seves caracteristiques observades.

(@ (b) (©
Figura 3.1 Linies de camp eléctric per a) carrega estatica, b) carrega amb constants v= ¢, i
c) carrega accelerada

A continuacid es resumeixen els aspectes principals del problema de la radiacié en
l'espectre EM que va des de l'ultraviolat proper (UV proper), passant per la regio
visible, fins a I'infraroig (IR).

— La llum es genera per oscil-laci6 de carregues a nivell microscopic, com poden
ser:
— Transicions d'electrons en atoms, molecules i solids.
— Transicions vibracionals i rotacionals en molecules i solids.
— Transicions de banda en solids.

— L'aspecte basic d'aquest tipus d'emissi6 és la naturalesa quantica dels
processos:
— Emissié de freqiiencia quantitzada.
— Transicions permeses pel procés radiatiu (dipolar, quadrupolar, Raman, etc.)
— Lainteraccio entre les emissions espontanies i estimulades i
— Els efectes de ressonancia (emissio discreta de linia).
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L'emissi6 de llum des de la mateéria és sovint una qliestié d'emissié de varis cossos.
En aquest sentit, sha d’avaluar detingudament les propietats estadistiques dels
emissors. No obstant aixo, el tractament detallat de la coheréncia i les propietats
estadistiques de la llum van més enlla de l'abast d'aquest curs i no es tractaran
detalladament. En funcié dels aspectes que considerem, tota font de llum es pot
classificar segons les seves propietats d'emissio:

A. Fonts d’emissio espontanies

Fonts termiques

Els solids a una temperatura determinada emeten un espectre continu de radiacié
electromagnética que arriba a un maxim per una longitud d'ona determinada, en
funcio6 de la temperatura (llei de Wien). L'energia total emesa per un cos negre és
proporcional a T, tal i com descriu la llei de Stefan-Boltzmann. El descobriment de
Max Planck de la llei que regeix l'emissié de radiacié per part d'un cos negre
constitueix una de les fites més importants en el naixement de la teoria quantica.

Fonts espectrals

A una pressi¢ determinada, les lampades de descarrega de gas generen radiacio en
un conjunt discret de longituds d’ona, que dependran del material.

Diodes emissors de llum

Els processos de recombinacié d'electrons-forat en semiconductors (juncié p-n)
s'utilitzen com a fonts de llum eficients. La combinacié de LEDs a les tres longituds
d'ona basiques (vermell, blau i verd) permet generar qualsevol color, gracies a les
propietats additives de la superposicié de la llum.

Thermal

400 500 600 700 8OO 900

Spectral

200 300
350 400 450 500 550 600 650

Green Red LED
400 450 500 ‘550 600 650 700
wavelength (nm)

Figura 3.2 Espectre tipic de fonts a) térmica, b) espectral i ¢) LED
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B. Fonts d'emissio estimulades

La possibilitat d'utilitzar emissié estimulada va donar lloc a la invencié d'una font de
llum coherent, el LASER, les propietats del qual han fet possible una revoluci6 en el
camp de la fotonica. Es fa una breu descripcié del principi de funcionament d’un
laser a 'Apéndix A.

3.1 Emissio de llum des d’un dipol

Un estudi matematic de la teoria classica de la radiacié comenca amb les equacions
de Maxwell [1.1], que han d'incloure la preséncia de carregues i corrents. Una
equacié d'ona, per a medis homogenis, es podria derivar en aquest cas de la manera
seglient:

e ) OE
VANV AE)=——{ RoJ +HEy—
AV AE) at(w Mooatj

o - 0’E 9
2 —
V(VE)—V E"FHOEOa?——MOE [31A]

- PE -[p j
V2E — € =V| = [+p, =
Hofo o (50] Moo

W(?AE)zuo(wj)wosog(WE)
-

= - 0°B
—Vszp.O(V/\])—MOsO? [3.1B]

25

. o*B L
VZB_MOE()?:_M()(V/\J)

La soluci6 a aquestes equacions, per una carrega i una distribucié de corrent
arbitraries, és un problema molt complex. Es pot veure com l'efecte de les fonts
apareix a les equacions sota operadors diferencials, indicant una relacié no local entre
ells i els camps. Els problemes de radiacié es poden resoldre més simplement en
funcié dels potencials electromagnétics, que es poden derivar directament de les
equacions de Maxwell:

Vector potencial: A

Com la divergencia del cam magnetic és zero [1.1B], sempre es podra expressar en
termes d'una nova funcié anomenada potencial vectorial, com:

B=VAA [3.2A]
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Potencial de Coulomb: ¢

Substituint [3.2A] a [1.1C] obtenim

TAE=-2@rd) - valE+A 20
ot ot

expressant aixi el fet que el vector de dins del claudator és irrotacional. Definim una
nova variable escalar, el potencial de Coulomb, ¢, com

. A - . - 0A

E+—=-V¢ —> E=-Vgp—— 3.2B

o ¢ ¢ o [3.2B]

Per problemes estacionaris, la derivada temporal desapareix. Per tant, aquesta relacié
es simplifica per la definicio electrostatica del potencial de Coulomb, donant lloc a
les equacions de Laplace o Poisson de I’electrostatica.

Les equacions de Maxwell es poden reescriure en termes dels potencials definits:

e .
[llD] - \Y /\(V AN A) = /JOJ —/JOEOVE—,UOSO ?0
— i [33A]
: PA_ c o ofe o4
VZA—/JO&'O ? =—Uly] +V(V . A+/JO<90 EJ
1Al V| vg-A L Lvyr 5. 4)=-L [3.3B]
ot ) g, ot £,

Aquestes equacions associen el potencial vectorial i el potencial de Coulomb a les
distribucions de carrega i corrent. A partir de les definicions de [3.2], veiem
immediatament que els camps electromagnetics s6n invariants per un canvi en els
potencials, que ve donat per una transformacié gauge:

Acivvr 0 gL
ot
sent funa funcio6 genéricade ri t.

Aixi, seleccionant un gauge particular, es pot triar el valor de la divergencia del
potencial vectorial.

¢ Nota

En electrodinamica s'utilitzen dues transformacions gauge importants:

1) Gauge de Coulomb: V-A =0
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Aquesta transformacié és molt util per a la quantitzacié del camp EM, donant lloc a
una equaci6 dinamica per al vector potencial, mentre que s'elimina la dependéncia
temporal del potencial de Coulomb.

2) Gauge de Lorenz: V.-A= — &, %

El gauge de Lorenz s’utilitza per estudiar la radiacié dipolar, tal i com veurem.' Un
altre avantatge que presenta és que és un invariant relativista.

Seleccionant un potencial vectorial que compleixi la condicié de gauge de Lorenz,
podem escriure equacions desacoblades per al potencial vectorial i per al potencial
de Coulomb, que tenen com a termes el corrent de densitat i la densitat de carrega,
respectivament:

= %A -
VZA- e =—u,j
00 o 0

¢ p

V- g =L

0 Oatz 6'0

[3.4]

Aquestes equacions es resolen per unes distribucions de corrent i densitat de carrega
determinades. Les solucions basiques a aquestes equacions s'anomenen solucions de
Liénard-Wiechert i s'expressen en funcio de les fonts retardades; és a dir que els
potencials en un instant de temps concret, ¢, es defineixen en termes dels valors de

les fonts en un temps anterior £’ = t-R/c, on R= |;7 -7 | defineix la distancia entre el

punt de I'espai on es calcula el potencial i la posicié de 1'element d'origen:

J‘J(}’ g =t— R/c)
R
jp( t—t—R/c)dV
R

[3.5]

On V’ correspon al volum que inclou les distribucions de carrega i de densitat de
corrent.

Aquestes equacions s'utilitzen normalment en la teoria d'antenes per trobar les
solucions radiades per a diferents configuracions. Tot i que podriem utilitzar aquestes
expressions per determinar l'emissié de llum, podem adoptar un formalisme més
simple tenint en compte les caracteristiques especifiques de 1'emissi6 de radiacié dels
atoms. Tal i com hem vist, la llum és emesa per les carregues oscil-lants dels atoms,
les molécules o els solids, que son fonamentalment neutres (la ionitzacié de la

! Per més detalls, consultar el llibre dels autors Cohen-Tannoudji, C., Dupont-Roc, J. i Grynberg, G. (1989).
Photons and Atoms: Introduction to Quantum Electrodynamics. John Wiley & Sons.
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matéria normalment té lloc a altes freqiiéncies i intensitats). L'expansié multipolar
de qualsevol distribuci6 de carrega mostra que es pot considerar com una
superposicio d'una carrega puntual (igual a la carrega total de la distribucid), un dipol
electric, un quadrupol electric, o un dipol magneétic, etcétera (vegeu qualsevol llibre
estandard sobre teoria electromagnetica per a més detalls).

Per a distribucions de carrega neutra, el terme principal és, en conseqiiéncia, un
dipol, de manera que la radiaci6 per atoms es pot considerar a primer ordre com una
emissié d'un dipol eléctric classic.

Dipol electric

Un dipol electric elemental esta format per una carrega positiva
(q)iuna de negativa (—q) de la mateixa magnitud, separades per
una distancia (x). En el cas dels atoms, podem considerar que
aquesta distancia es defineix per la posicio relativa del centre de
masses del nuvol d'electrons respecte del nucli quan es
distorsiona per la preséncia d'un camp eléctric extern. Podem
definir el moment dipolar d’'un dipol elemental d’aquesta
manera

p=-q-X=qx-d

on el vector unitari d apunta a la carrega positiva des de la negativa. Un nuvol
electronic que oscil-la temporalment genera un dipol oscil-latori p(t) convertint-se
aixi en una font d’emissio de radiacié EM (el moviment oscil-latori és un moviment
accelerat).

Tot i que la radiacié d’un dipol es podria obtenir a partir de ’equacio [3.5], es pot
estudiar de manera més simple a partir del potencial de Hertz eléctric, I1.

El potencial de Hertz s'obté dels potencials vectorial i de Coulomb que satisfan les
relacions segiients

| VIl
At P9
0 [3.6A]
El potencial de Hertz satisfa I'equacié d'ona
o o S S
VI - y,é, pve =-p [3.6B]

En aquesta equaci6 podem reconéixer la utilitat d'aquest plantejament, ja que el
dipol eléctric es converteix en el terme font de I'equacio d'ona per al potencial
de Hertz. Per a una distribucié de dipol determinada, la soluci6 general a aquesta
equacié d'ona és
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L1 B(F=t-R ,
0= jwclv [3.6C]

Els camps electrics i magnétics venen donats per

_ V(V-II) &l
E= —Hy—
& ot

- - oIl
B= VA—

El formalisme que acabem de derivar s’utilitza a ’Apéndix B per obtenir la solucié
del camp radiat per un dipol elemental amb I'equacié p(#,t) = p(t)o(¥ -, )d .

[3.6D]

La soluci6 és bastant complexa i implica termes diferents que mostren diferents
dependencies amb la distancia. Podem distingir els regims diferents segiients a I'hora
d'estudiar els patrons d'emissio6 radiats.

1. Camp proper: R <<A =1

En aquesta zona, hi observem el patré d'emissié a distancies molt inferiors que les
dues longituds caracteristiques d’aquest problema: la longitud d'ona, A, i la mida del
dipol, 1. Els anics termes significatius en aquesta regi6 son els que decauen com a
(1/R?), i que corresponen a l'expressio electrostatica d'un dipol eléctric.

2. Camp intermedi: R~ 2,1

En aquesta zona, 1'evolucio dels camps és forca complexa. No estudiarem la radiacid
en aquest régim, ja que per a ones optiques ens interessa l'emissi6 a distancies
superiors a la longitud d'ona (tipicament de I'ordre de les micres)

3. Camp llunya o zona de radiacié: R >> A,1

A T'hora d’estudiar I'emissi6 de llum, la que ens interessa és sobretot aquesta regio.
També podem aplicar I'aproximacié dipolar, que suposa que les dimensions del
dipol s6n molt més petites que la longitud d'ona, de manera que el camp eléctric es
pot considerar constant per les dimensions dun sol dipol. Aixo es justifica perqué les
dimensions atdmiques (dngstroms) sén molt més petites que les longituds d'ona
optiques (micres).

En aquesta regio, els termes de la soluci6 que decauen més rapidament que (1/R) s6n
negligibles a les distancies d'observaci6 i I'inic terme de radiacié que sobreviu
decau en (1/R).
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Camp EM emes per un dipol elemental en I'aproximacié del camp dipolar i de radiacié R
>>A > |

Tal i com es deriva a 'Apéndix B, el camp EM radiat per un dipol elemental s'escriu

B )sin

€.aq(Fs1) =
"(;”tl’e)sine [3-7A]
Erad(?st) = /Jop - b
47 Rc

on R és la distancia entre el punt d'observaci6 i el dipol R=|F -7, | i les derivades

temporals del dipol s'avaluen en el temps retardat £ = t—R/c. Els vectors unitaris que
defineixen 'orientacié relativa dels vectors de camp electric i magnetic respecte de la
direccid de propagacié venen donats per les segiients expressions:

é=[RA(RAd)]/sind = (cos@cos¢gx + cosOsin gy —sin 07)
b=(dAR)/sin0= (—singx +cosgy)

R [3.7B]
R =(sinf@cos¢x +sindsin ¢P + cos 67)

Q>
Il
N>

on definim un sistema de coordenades dreta centrat en la posicio del dipol, amb el
vector dipol dirigit al llarg de l'eix z. El camp eléctric esta contingut en el pla que
inclou el dipol i la direcci6 d'observaci6 mentre que el camp magnétic és
perpendicular a aquest pla i compleix la condicio. [1.11].

La dependéncia angular del patro radiat, proporcional a sin?0, ens indica que el dipol
no radia en la direcci6 d’oscil-lacié del dipol el patré d'emissié tipic.

(B J
)
s

«Q@

Figura 3.3 Patré d’emissi6 del camp EM generat per un dipol en oscil-lacié

El vector de Poynting es calcula directament a partir de l'expressio dels camps:

~ e b p)*sin? 6 » 5)sin? @ -
S — rad A rad — ﬂO(p)z : R= (p)z Sln3 92 R [38]
Hy 167°R°c l67z°¢,c°R

rad
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Aquesta és una expressio general per a qualsevol dependencia temporal del moment
dipolar.

Una magnitud molt important de la teoria de la radiacié és 1a poténcia total radiada
per un dipol:

=]

on integrem el vector de Poynting en totes les direccions de l'espai i utilitzem
I'element de superficie diferencial en coordenades esfériques ds = R’sinfd0d¢. La
integral de I'angle azimutal 0 es pot avaluar facilment:

27 ~-2-26 "22 £
ds = J' Mm sin 0dOdg = Mjsin3 0do

S
rad 167°cR? 167°c 3

V3

4 4 V4 3 4
J.sin3 6do = I(l —cos® 6)sin0dl = '[sin 6do — Icosz @sin0do = l:—cosﬁ + 508 9} _4
0 0 0 0 0 3
que ens duu a I'expressio segiient:
N2 .N2
Formula de radiacié de Larmor 4= #(D) = & [3.9]
67c  6me,c’

3.2 Propietats de la radiacié dels dipols harmonics

Com que els dipols que oscil-len amb moviment harmonic generen ones EM, podem
suposar una dependéncia temporal explicita del moment dipolar:

p(t) = p, cos(at + ¢)
que s'expressa en notacié complexa com
PO =p ™™ i pt)=Re[p7 (1]

Utilitzant aquesta dependéncia temporal i recordant que el moment dipolar s'avalua
en el temps retardat ', obtenim de [3.7A]:

2 (+) a3 2 (+)as
é’(+)(;-; t):_'uoa) Po Slngefia)t'ézi'qu Py Slneefiw(tfR/C)é:
rad 4
47R 47R
2 (+) s
w sin@ .
__th@ Py SNY f;R ei(kR=00); [3.10]
2 (+) s
B 7y = Ha® o SN0 ikr-an)j,
rad 2 4rxRe

El vector de Poynting instantani és
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) nZe

€. /\b ,Uo ‘p
Uy 167°R%c

S(t) = cos?(kR—wt) R

cosa que permet avaluar la intensitat de I'emissi6 radiada (tal com hem vist al capitol
1):
[ sin? 0

e 1 |e(*)Ab()| yING) ‘p
_<|S(t)|>—2R L " J Ty

on <> denota la mitjana temporal.

Integrant la intensitat en totes les direccions de l'espai, obtenim la poténcia radiada
mitjana total:

2w

J‘J.Ids = '[ IIRZ sin 0dOdg

rad

Substituint I i integrant sobre I'angle azimutal, tenim

@ @

o*|p}

127ng ’

o0}
< ’“d> 127¢

[3.11]

3.2.1 Emissio de llum d'atoms i molecules individuals

Els resultats obtinguts a partir de la teoria classica es poden utilitzar per descriure la
llum emesa per atoms o molécules individuals a distancies on 1'aproximacié dipolar
i de zona de radiaci6 és valida.

El model d'atom ha anat canviant al llarg del temps a mesura que s'anava
desenvolupant el coneixement de la fisica atdmica. Tanmateix, el model de Bohr
continua sent una representacié prou acurada: els electrons d'un atom ocupen
orbitals electronics amb nivells d'energia ben definits, que es determinen en funci6
dels nombres quantics basics (n,l,m,s). Cada nivell d'energia es defineix per la seva
energia E; i pot estar ocupat per un sol electro, tal com estableix el principi d'exclusié
de Pauli. En el marc de la mecanica quantica, aquests nivells d'energia constitueixen
els estats propis de I'atom i tenen un valor d’energia ben definit.

Si volem modelar molécules en lloc de considerar un unic atom aillat, haurem
d'incorporar més nivells d'energia que representin els estats de vibracio i rotacio de
la molecula al voltant de la seva posicié d'equilibri. Aquests nivells es poden modelar
com a generats a partir de potencials d'oscil-lacié harmonica.

L'enfocament classic utilitzat per modelar oscil-lacions atomiques va ser definit per
Lorentz; considera que un model d'oscil-lador classic pot descriure el moviment
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electronic de l'atom o molécula sota estimulacié (vegeu I'Apeéndix C per a més
detalls). La radiaci6 emesa per atoms, molécules o solids excitats correspon a salts
entre diferents estats estacionaris del sistema, amb freqiiéncies ben definides
caracteritzades per la formula

Ei—Ef =how,

amb la constant de Planck #=1.054-10""J-5=6.582-10"%eV -5, sent E; i E; els
estats inicials i finals d’energia del sistema.

Considerem un atom que esta fent una transicio caracteritzada per I'emissié de llum
afreqiliencia @,. Per avaluar la magnitud del moment dipolar segons 'enfocament de
electrodinamica classica, associem un dipol oscil-lant a aquesta emissi6é concreta:

p(6) =Re[p ()] = Re[qx™ (t)d] [3.12]

on q és el valor absolut de la carrega de l'electro, x és el desplacament de la carrega
negativa respecte de la positivai d €s un vector unitari que en qualsevol moment es
dirigeix de la carrega negativa a la positiva.

L'expressio de x(t) s'obté directament de 1'equacié d'oscil-lador harmonic del model
de Lorentz:

dt?

. . —iwgt
que té per solucio x(t)=x{"e 0"

creant aixi un moment dipolar oscil-lant:

ﬁ(+)

— gx(Me it g [3.13]

¢ Nota

Els atoms presenten ressonancies agudes tant en la seva emissi6 de radiacio
espontania com en la seva resposta estimulada als senyals aplicats, que es descriuen
habitualment en aquest model mitjangant ressonancies harmoniques simples.

La majoria dels atoms responen principalment al camp eléctric d'un senyal aplicat més
que al camp magnetic. Les transicions atdmiques més fortes solen ser del tipus conegut
com a transicions de dipol eléctric (altres tipus de transicions atdmiques es classifiquen
com a dipol magnetic, quadrupol eléctric o fins i tot d'ordre superior). Aquestes
transicions es poden estudiar classicament a través del model d'oscil-lador electronic
classic, en que les freqiiéncies d’oscil-lacié natural es corresponen a les ressonancies
atomiques. Amb algunes extensions senzilles, aquest model simplificat pot descriure
totes les caracteristiques significatives d'una transicié quantica atomica real.
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A partir d'aquesta expressio, podem obtenir directament els camps electromagnétics
radiats substituint la segona derivada del moment dipolar a ’expressi6 [3.7A]:

2 (+) o
- w-qx,” sin® i, (t— R
e(+) —Me i, (¢ R/C)e

rad — 247[(13) ' [3.14]
) _ Ho®o@%o SN0 —ia,(--R/c)j,
rad 47Rc

Per obtenir aquesta expressio, s'avalua el moment dipolar en el temps retardat t’ =
t—R/c i s’omet un factor de fase de =, la qual cosa no afecta la direcci6 d'oscil-lacid
del dipol.

La poténcia radiada mitjana total s'obté facilment a partir de I'expressié [3.11]:
2

4 2|..(+)
<pmd>zw [3.15A]
127c
En el cas d'un atom real, tenim diverses transicions possibles entre nivells d'energia,
de manera que una solucié més realista hauria d'incloure aquesta possibilitat.
D’aquesta manera, la poténcia radiada total d'un estat inicial determinat es podra
obtenir sumant totes aquestes possibles trajectories d'emissio. Aquesta idea la podem
depurar una mica si volem obtenir un acord quantitatiu entre aquesta poténcia
radiada i la potencia radiada calculada a partir de la mecanica quantica;
concretament, podem introduir un pes per a cada possible transicid, anomenat factor
de resisténcia (strength factor): fi amb

X5

i
La potencia radiada total d'un nivell inicial determinat ve donada per 1'expressio

2|

4
Ho @0 | Xo;

PToT) E B 3.15B
< rad > ,. i 127¢ B3-138]

Tot i aixi, caldra incloure un terme addicional al model per tal d'obtenir una bona
correspondencia entre aquesta descripcié classica i el calcul més exacte de la
mecanica quantica. Com que, en el calcul anterior, no hi hem inclos les perdues,
I'emissié podria tenir lloc durant un periode de temps infinit. Experimentalment,
pero, esta ben establert que cap poblacio electronica es pot mantenir permanentment
en un estat excitat i que l'estat excitat s'esgotara a una velocitat de decaiment
determinada, que s'anomena velocitat de decaiment de I'emissié espontania.

3.2.2 Emissio de dipols oscil-ladors harmonics amortits

Aquest mecanisme d'amortiment només es pot derivar a partir de principis basics
utilitzant la mecanica quantica. Haurem d’incorporar-lo en el model classic de
manera fenomenologica. Els dos enfocaments diferents que venen a continuacio es
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poden establir si volem justificar, encara que no sigui de manera rigorosa, la
preséncia d'aquest amortiment en el procés d'emissi6 atomica.

A. Velocitat de decaiment de I'energia

Suposem que un atom ha guanyat una determinada quantitat d'energia, de manera
que part de la seva poblaci6 es transfereix a estats excitats. En el nostre model
d'oscil-lador de Lorentz, podem definir I'energia inicial dels oscil-ladors amb
freqiiencia ®wo com

1
E :Ema}éxé

Pel que fa a aquesta energia, podem escriure la poténcia radiada total de la manera
seglient

2 2 2 2
Hod @y 5 o Hod @y
P V="0" O pix:="0"_0F 3.16
< ’“d> 127¢  °°°  6xem [ ]

En abséncia d'altres mecanismes de perdua d'energia, podem considerar que
qualsevol reduccié de l'energia inicial del sistema ha d'apareixer com a energia
radiada per 'atom, donant lloc a una disminuci6 de I'energia del dipol oscil-lant. Aixi,
podem considerar la potencia radiada total com una velocitat de perdua d'energia per
unitat de temps:

( d)__d_Esz

dt 6rcm
E ‘o -
d_:_’uoq—odt = E(t)=Ee yt
E 6zrcm

on definim l'expressio classica del coeficient de decaiment espontani com

2 2 2 2

3.17
6rme  6rme,C’ 3.17]

¢ Nota

L'emissio de radiacio no és I'inic mecanisme possible per perdre poblaci6 electronica
excitada d’un sistema material. Altres possibilitats serien, per exemple, la pérdua
d'energia per col-lisions amb d’altres atoms en el que anomenem transicions no
radiatives. En aquest cas, podrem definir el coeficient de decaiment total com

7tot :7/rad +7non rad

Es aquest coeficient total de decaiment el que es mesura, per exemple, en mesures de
decaiment de fluorescéncia. Aquestes mesures son molt importants per tal de poder
determinar la vida tutil d'un estat excitat donat.
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B. Reaccio a la radiacio

Una forma alternativa d'obtenir el coeficient d'amortiment dels oscil-ladors atomics
considera que el dipol harmonic perd energia a causa de la presencia d'una forca de
friccio ficticia que actua sobre 1'atom:

F, = —bv =—ymy

Aquesta forca de friccié ficticia es pot interpretar com una conseqiiéncia de la reaccio6
del camp radiat sobre el propi atom. Podem quantificar la magnitud d'aquesta perdua
amb un argument de conservaci6 d'energia: el treball realitzat per la forca de friccié
sobre I'atom durant un periode d'oscil-lacié donara lloc a una pérdua d'energia per
part de 1'oscil-lador; com que la radiaci6 és 'tinica manera que un atom aillat té per
perdre energia, I'energia radiada total durant un periode hauria de ser igual al treball
realitzat al dipol. Aquest argument es pot plasmar en forma matematica:

[Treball total exercit per la forca de friccié = Energia total radiada] per un periode

rad

T T
[F; -vdt =[P, dt
0 0
Utilitzant [3.9]:
T T 2 1N\2
J.ymfc-fcdtzj‘wdt
o 5 6mc

Integrem per parts el cant6 dret i obtenim

([x.ﬂ: —Ix.‘xdtj

Tenint en compte que 1'atom esta realitzant un moviment harmonic (amortit molt
lentament), I'expressié entre paréntesis s'anul-la quan s'avalua entre 0i T'i la derivada
de tercer ordre es pot expressar com

Hoq’
67c

T
ymjx-xdt =
0

X = —ng
Donant com a resultat final
T 2 2T 2 2
w w
7Ix2dt=—ﬂoq ijzdt = y=—ﬂoq o
. 6zmc . 6zmc

La substitucio dels valors tipics de les transicions atdmiques en aquesta expressio ens
dona valors de velocitat de decaiment de 1'ordre de 10%s™ (vegeu I’apartat Problemes
resolts per a més detalls).

Un cop que hem obtingut una expressio per a la velocitat de decaiment de I'emissio
radiativa, podem escriure una expressié explicita per a 'emissio de radiacié per un
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oscil-lador harmonic amortit, en que afegirem un terme addicional a I'equacié del
model de Lorentz per incloure I'amortiment:

d2x(+) dx(+)

+
dt? 4 dt

2 (+) _
+aw,x" =0

La soluci6 d'aquesta equacio6 s’expressa de la seglient manera:

e ’
() =xe 2 amb @’ =] —(gj

Y.
p () =qxe 2 et [3.18]
Per calcular els camps de radiaci6 i la poténcia total radiada, realitzem la segona
derivada del moment dipolar. Tenint en compte els valors tipics de la constant
d'amortiment i les freqiiéncies optiques en 'espectre visible, fem servir I'aproximacio
y<<o=a,:

P = (- g i) p =-w2p™

Emissio de radiacio d’'un oscil-lador harmonic amortit

)2 o yt
. X, w5sing - ((kR— .
e(ﬂ :Me 2 el(kR wot)e

rad 47R
(+) 2 : yt
X w5 sine — & ikp— N
b = —ﬂoqz ¢ ) [3.19]
TTIKC
1q wo‘ ol
<P’“d> 127c¢

Aquest és el resultat principal d'aquest apartat. A continuaci6 resumim les principals
propietats de la radiacié d'un oscil-lador harmonic dipolar

— Camps radiats proporcionals a 1/R.

— Patr6 de camp d'emissié angular proporcional a sinf. No s'emet radiaci6 en la
direccié de I'oscil-lacié (en comparacio amb la solucié escalar d'una ona esférica,
que emet en totes direccions).

— Poteéncia radiada proporcional a la quarta potéencia de la freqiieéncia (aquesta
dependencia és tipica dels petits dipols al limit anomenat dispersi6 de Rayleigh,
com veurem més endavant).

— En abséncia d'altres mecanismes de pérdua, la poténcia radiada decau a una
velocitat constant donada pel coeficient de decaiment de 1'emissié espontania.
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Si l'atom és excitat continuament per algun mitja, la llum emesa consistira
generalment en un conjunt de rafegues amortides de radiaci6 EM amb durades
tipiques en el rang de les decimes de nanosegon, tal i com es mostra esquematicament
ala figura.

Figura 3.4 Representacié esquematica de la llum emesa per un oscil-lador harmonic amortit

3.2.3 Amplada de linia natural de la radiacio emesa

A T'apartat anterior, hem derivat la constant d'amortiment associada a I'emissi6 de
llum dels dipols oscil-lants. A part del decaiment temporal de la poténcia radiada,
una altra conseqiieéncia d'aquesta emissié amortida és que la llum radiada no és
purament monocromatica, siné que té una amplada de banda finita.

L’amplada de banda d’un senyal és una mesura del seu contingut de freqiiencia. En
el cas que ens ocupa, esta relacionat amb la vida finita de qualsevol estat excitat.
L'amplada de banda associada a una transici6 radiativa pura s'anomena amplada de
linia natural.

L'amplada de banda d'un senyal temporal donat es pot determinar mitjancant la
transformada de Fourier del camp temporal:

o qelxsy sinHT -z
e I
0

e(w) = j e (De”dt= 2 cos(wyt)e™ dt

- 4R
2 (+) o
w5X s1n0{
e(w)= Hol%%o L + !
87R Y

. v o
EH(% -w) E—l(a)o + o)

Com que les freqiiéncies emeses son properes al valor de ressonancia, el primer terme
entre paréntesis és molt més gran que el segon. Es costum de negligir el segon terme
en el que s'anomena aproximacio d'ona rotativa.

L'espectre de I'emissio6 radiada es defineix com a proporcional al modul al quadrat de
la seva amplitud e(w), donant:
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x(+)

2.2
o | sin” @

1o} _ ; Hy'q

647° R’

L'espectre associat a I'amplada de linia natural té una dependéncia de freqiiéncia
caracteristica que s'expressa com un perfil lorentzia amb una amplada maxima
a mitja alcada donada per la constant d'amortiment. Com que les constants
d'amortiment tipiques sén de I'ordre d'uns quants GHz, podem estimar les amplades
de banda relatives d’una transicié purament radiativa:

Ao 10’
) 1015

~107°

Ew

Yo

Emissio d'un conjunt d'n atoms

Un tractament detallat de 'emissié d'un nombre dens d'emissors queda fora de
l'ambit d'un curs introductori com aquest, perd podem assenyalar alguns aspectes
generals.

Qualsevol font real esta formada per un gran nombre d'emissors, cadascun d'ells
emetent de la manera descrita. La superposicié de I'emissio de tots els difusors
individuals dona lloc a la llum emesa per fonts naturals, que generalment es
caracteritza per les segiients propietats:

— Incoheréncia: la intensitat total és la suma d’intensitats individuals.

— No polaritzat: no hi ha relacio de fase fixa entre els emissors individuals.
Mecanismes d'ampliaci6 addicionals:

— Eixamplament de Doppler

— Eixamplament col-lisional
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3.3 Interaccio entre un atom individual i un camp de llum incident

3.3.1 Dispersio i absorcio

Després d'estudiar les propietats d'emissié d'un dipol oscil-lant, considerem ara el
procés que descriu la interaccié d'una ona de llum amb un atom. Aquest procés
fonamental constitueix la base del mecanisme per a la interaccio entre llum i mateéria,
que és altament rellevant en fotonica.

El punt de partida del tractament classic és novament el model de Lorentz, al qual
ara incorporarem un terme forgant proporcionat per l'accié del camp eléctric extern
sobre 'atom.

Considerem un camp eléctric extern en forma d'ona plana amb freqiiéncia externa
e, de polaritzaci6 lineal i que es propaga al llarg d'una direcci6 donada per l'eix z.
Quan aquest camp incideix sobre un atom (modelat com un dipol oscil-lant, d'acord
amb el model de Lorentz), indueix I'oscil-lacié del ntvol electronic impulsat per la
forca electrica descrita per 'equacio

—ty—+m X=——0t [3.21A]

Com que el moment dipolar ve donat directament per 1'expressié p=—qx , obtenim
directament una equacié de I'evolucié del moment dipolar:

¢p dp , @E,

— iy T i wip= ex 3.21B

2 g ToP=T [ ]
que ara és una equacio per al modul, ja que la direcci6 de p és sempre paral-lela a E.
L'expressié del camp extern és:

EL) = Eeie! [3.21C]

Aquest camp induira una solucié de tipus harmonic per al moment dipolar, que es
pot expressar:

p () =p§le ™ [3.21D]

La solucié general de I'equacio de l'oscil-lador harmonic forcat consisteix en la suma
d'una solucio de I'equacié homogenia amb una soluci6 particular:

( () (+)

+) _
p - pHom + pPart

La soluci6 homogeénia, oscil-lant a la freqiiéncia de ressonancia natural del sistema
®o, correspon a [3.18]. Com hem tractat anteriorment, el seu decaiment amb el temps
serd de l'ordre de 1/y. Si ens interessa la resposta estacionaria dels atoms després
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d'aquest periode transitori, haurem de prendre la soluci6 particular, que oscil-lara a
la freqiiencia externa imposada pel camp extern.

Substituint la suposicié de p™ (equaci6 [3.21D]) i E® (equaci6 [3.21C]) a [3.21B] per
®» = ®, ens dona

2 2(+)
)_CEy’ = |p @< ¢'ES [m
m © (a)é —a)ez) —iyo,

2. (

~®,Po [3.21E]

. 2
) —l;/coepo(*) + a)opo(+

L'oscil-lacié dipolar corresponent a aquesta soluci6 estacionaria s'utilitza per trobar
els camps dispersats de I'atom tnic:

S _ Moo sing|  qEg’ [m pl(kR-0.0)p
scatt 47R 2 2 . ue
T (] —wp) +iyw,
[3.22]

NONE Ho®@, sinH( TES Im ol (kR=et)
scatt 47Re L(Cl)ez _ C()(Z) ) 4 i}/a)e b

Toti que I'expressié corresponent als camps dispersats comparteix un comportament
similar amb el dels camps radiats [3.19], hi ha una diferéncia substancial en la seva
dependencia de freqiiéncia, que és un aspecte fonamental per tal de poder diferenciar
I'emissio de llum dels processos d'interaccié entre llum i matéria. Els atoms que
actuen com a fonts de llum només poden emetre aquelles freqiiéncies corresponents
als salts entre els seus nivells d'energia estacionaris; aquests salts poden correspondre
a nivells discrets molt ben definits (com és el cas dels atoms) o a algunes bandes quasi
continues (com en el cas dels solids).

Quan els atoms interactuen amb una ona EM externa de freqiiencia arbitraria, podem
distingir els dos processos basics diferents segiients.

Absorcié: La freqiiéncia externa correspon a l'energia que ressona amb algun salt
entre els nivells d'energia estacionaris del medi. En aquest cas, I'energia EM es pot
transferir de 'ona EM a la part atomica de la poblacio electronica que esta sent
excitada. L'energia absorbida es pot reemetre en forma de radiacié EM, o bé es pot
transferir a la xarxa mitjangant I'excitacié fononica per convertir-se finalment en una
variacio de l'energia interna del material.

Per exemple, és ben sabut que si il-luminem algun gas amb una font de llum que
tingui un espectre continu, observarem en la transmissié un conjunt de linies fosques
corresponents precisament a les freqiiéncies absorbides pel gas, que corresponen
exactament a les freqiiéncies emeses pel mateix gas quan és excitat per algun mitja,
com per exemple una lampada de descarrega.

Dispersio: la freqiiéncia externa no ressona amb cap de les transicions electroniques
entre nivells. En aquestes condicions, I'efecte del camp eléctric extern és encara una
oscil-lacié induida dels orbitals electronics, perd en aquest cas no hi ha transferencia
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neta d'energia a I'atom i no s'indueix cap transicio electronica. L'energia de I'ona EM
es reemet en totes direccions (excepte en la direccid de 1'oscil-laci6 del dipol) després
dun periode de temps que és de l'ordre del coeficient de decaiment de l'emissid
espontania.

Figura 3.5 Dispersi6 de la llum per un dipol oscil-lant

La potencia radiada total quan es produeix una dispersid es pot obtenir com és
habitual:

5 2
4+ 4 ?
< >_ 11y p0+ ) ,an): q ‘Eé‘*) /m
scatt 127¢ 127¢ | (0 - @})* +(y@,)’

i es pot expressar en termes d'intensitat de incident. Per una ona plana
2

>

1
— (+)
Iinc = EEOC‘EO+

la poténcia dispersa total dun sol dipol s’expressa

4

4
o
P..)= -1, [3.23A]
< Swtt> 6me,c°m’ L(a)e2 —a})Y +7rel |

En la teoria de la dispersio, és habitual treballar amb una magnitud relacionada
coneguda com a seccié efica¢ de dispersi6 (amb unitats de superficie), que
representa la relacio entre la poténcia dispersa total i la intensitat incident. Aquesta
magnitud defineix la resposta d'un atom al camp incident segons 'enfocament classic
dipolar:

o = <Pscatt> _ q4 0):

scatt

- 2 42 2 252 2 2 [3.23B]
I, b c’'m”| (0] —)) +y o)
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El comportament de la resposta atomica depén fortament de la freqiiencia.
Normalment distingim els segiients tres régims diferents quan comparem la
freqiliéncia externa amb la freqiiéncia de ressonancia del dipol.

1. Regim de dispersiéo de Thomson (®. >> ®o >> )

En aquest regim, la freqiiéncia incident és superior, tant a la freqiiencia de
ressonancia, com a la velocitat de decaiment del dipol. La seccio efica¢ de dispersio
és aproximadament constant i s'anomena seccio eficag de dispersié de Thomson:

2
2 242 2 2 4 /4 4
(0, —wp)" +7 W, ~0, | 1+— |~ 0,
we

[3.24A]
4
q
O-Thomson = 2 4 2
67e,c'm

2. Dispersio ressonant (o, = @, )

En aquest regim, l'efecte de la dispersi6 augmenta fortament i, per I'energia de
ressonancia, es transfereix efectivament al medi en el procés d'absorci6. Podem
utilitzar la segiient aproximacio:

2 2
(0] —w5) = (0, —w, 0, +0,)=20,(0, - ©,)

4 4 2
w, o, w, /4

(a)e2 —a)é)2 +)/2a)e2 4a)ez(a)e -, )? +7/2a)e2 (o, —a)o)2 +(y/2)?

La secci¢ eficag de dispersié resultant adquireix el perfil lorentzia:

4 2
__q { (@,/2) } [3.24B]

N 6reoctm?®| (o, —wy)* +(r /2)

abs

3. Dispersioé de Rayleigh (®e,y << ®o)

A freqiiencies molt per sota de la freqiiencia de ressonancia, entrem en el domini de
la dispersi6 de Rayleigh. En aquest regim:

4 4

a)e a)e

2 2\2 2 2 4
(0] —wp) +7°w,

Expressem la seccio efica¢ de dispersié de Rayleigh corresponent com a

q4w4
e
O pioioh == [3.24C]
Rayleigh 2.4 2 4

67e,c M a,



Emissié de llum i interaccidn entre llum i materia

Aquest régim es caracteritza per una secci6 eficac de dispersié proporcional a la
quarta potencia de la freqiiéncia que, per posar un exemple és responsable del color
blau del cel.

log(o)

| resonant
|
|

Rayleigh ' P \_  Thomson

log(®)

Figura 3.6Diferents régims de la secci6 eficag de dispersié

3.3.2 Transferéncia de poténcia des d'un camp extern

A mesura que l'energia es dispersa cap enfora de I'atom, 1'energia del camp incident
disminueix. Podem calcular la transferéncia de poténcia a partir del camp eléctric a
I'atom:

transfer = Fext V= _quxt X= Eext : p [325]
Com que es tracta d'un producte bilineal dels camps, haurem d’avaluar-lo utilitzant
valors reals:

1
— ), 1 ), 1) )z QRG]
transfer _Z|:Eext Pt Eext ‘D +Eext ‘D +Eext P :|

Els camps oOptics i el moment dipolar oscil-len a freqiiéncies molt grans de 1'ordre de
10" Hz; per tant, la poténcia instantania és un valor mitjd i no una magnitud
fisicament accessible. El primer i el quart termes d'aquesta expressié tenen una

mitjana de zero, mentre que el segon i el tercer s6n complexos conjugats entre si.
Aixi, la transferéncia de poténcia mitjana s'escriu com

(Pransr) = %RE[EEQ) ] [3.26]

De les equacions [3.21D] i [3.21E], obtenim

NS qué_) /m
p =i, —————
(0 — o)) +iym,
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(e ) =5 Ol [Eof ((@hmopyivo, || IS w2
transfer -

= Reli 2 22, 2 2 2
2 m (wp—a)) +y o] 2m | (-

2\2 2 2
(0] we) +7/we

Aix0 ho podem expressar en termes de la intensitat incident:
2 2
q7y o,

(Pransir ) = o] (@} —a + yzwjfi"c [3.27]

La seccio efica¢c d'extincidé es defineix com la relacié entre la transferéncia de
poténcia i la intensitat incident:

- <P"ﬂ"3f€’> _ @ y @ [3.28]

o Iinc gOcm (a)(z) _weZ )2 +72a)82 '
Hem comentat diferents propietats relacionades amb la radiacié de dipols simples,
aixi com la interaccio entre camps externs i dipols simples. En aquest cas, no hi ha
altres mecanismes possibles perque es produeixi cap transferéncia d'energia a
l'entorn, de manera que l'energia total transferida al dipol hauria de radiar
necessariament cap a l'exterior. Amb aquest argument, podem veure que, per a un
sol atom, la seccid eficac de dispersio i extinci6 haurien de ser iguals. La comparaci6
d'aquestes dues magnituds ofereix una manera alternativa d'obtenir una expressio
per al coeficient de decaiment de 1'emissid espontania. Fent ’equivaléncia de les
equacions [3.23B] i [3.28]:

4 4 2 2 2 2 2 2
q a)e — q 7/0)3 = 7/ — q a)e — /,loq a)g
6rsim’ct  g,cm 6rs,me’  6mme

3.3.3 Interaccio de la llum amb N atoms

Considerarem breument alguns dels efectes de I'ona optica EM que interactua amb
una col-lecci6 d'atoms. En aquest cas, nous mecanismes d'energia alliberada dels
atoms excitats poden comportar noves transicions no radiatives. Es més, s'ha de tenir
en consideracio els diferents mecanismes d'eixamplament de 'amplada de linia i els
efectes de camp local també podrien ser importants, entre alguns altres efectes.

Observem un feix de llum que travessa una cel-la plena d'un gas. Cadascun dels
atoms realitzara oscil-lacions forcades (tal com s'ha explicat en els apartats anteriors)
mentre que la intensitat de la radiacié disminuira al llarg de la direcci6 inicial de
propagacid. L'efecte net de la pérdua d'intensitat de 'ona incident s'anomena extincio
i es pot descriure mitjangant una seccié eficac d'extincié de la mateixa manera que
I’hem derivada anteriorment en el cas d’un sol atom. Per tal de derivar una expressio
per la dependéncia de la intensitat de la llum en funcié de la distancia dins del medi,
considerem una lamina prima de la cel-la, de longitud Ax i perpendicular a la direccio
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de propagacio. Si la densitat del nombre d’atoms a la lamina és N, la pérdua de
radiacio electromagnetica s’expressaria:

u(x+Ax)—u(x)~—-NP,

transfer

At=-No, I(X)Ax /¢

on Gex és el coeficient d’extincié d’un sol atom i At és el temps que triga a travessar
la lamina. Dividint per Ax i obtenint el limit Ax— 0, n’obtenim ’equaci6 principal:

du _ _No-extl(x)

dx c
Aquesta equacio es pot transformar en una equacié del canvi d'intensitat reconeixent que
I(x)=c-u(x)
I No,I I(x)=1,e “ext* 3.29
a—— O-ext —> (x)— Oe [ . ]

Aquesta relacio és la Llei de Beer-Lambert, que defineix 1'extincié d'una ona optica
amb la distancia dins d’'un medi material.

El coeficient d'extinci6 total, o.ex, es defineix com N vegades la seccio eficag d'extincio
d'un dipol sol, amb unitats de m™.

L'extincié de la llum en la direcci6 de propagacié es deu principalment a dos
processos diferents: la dispersio i 'absorcié:

aext = ascat + aabs

Dispersio

El procés de dispersid correspon a l'emissio forcada de radiacié de cada dipol
individual, tal i com hem estudiat anteriorment, i condueix a una redistribucié de la
radiaci6 incident. Distingim els seglients tipus diferents de dispersio.

Dispersio elastica: La freqiiéncia de radiaci6 emesa és igual a la freqiiencia de I'ona
incident.

Dispersio de Rayleigh (1 << 1): Emissi6 proporcional a w* i isotropa.

Dispersi6 de Mie (1>1): Emissi6 independent de la freqiiencia i dirigida
principalment en direccié cap a endavant.
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Dispersié de Mie,
Grans particules

=

e Direcci6 de la llum incident

Dispersi6 de Rayleigh Dispersi6 de Mie

Dispersio inelastica: Quan hi ha estats vibracionals o fonons presents en el medi,
la freqiiencia de la llum dispersa pot ser diferent de la de la llum incident. Els dos
tipus basics sén la dispersié Raman i la dispersi6 de Brillouin.

En la dispersié Raman, la diferéncia d'energies entre els estats inicial i final correspon
a alguna transici6 vibratoria del medi. L'espectroscopia Raman és una de les
técniques més sensibles que s'utilitzen actualment en la tecnologia fotonica i té
moltes aplicacions diferents. En la dispersié de Brillouin, la diferéncia d'energies
correspon a l'excitaci6 fononica a la xarxa.

Dispersio Dispersio Dispersio Dispersio
Rayleigh Stokes Raman Anti-Stokes Raman  Stokes Brillouin
'?‘ - +*---T T / S I W I
| |
L |
| e amanes s A W AN I

Absorcio

L'energia incident es transfereix als dipols i es converteix en energia térmica, actstica
o vibratoria interna dins del medi. L'absorcid té lloc a freqiiencies properes a les
ressonancies del medi. Les transicions de ressonancia tipiques per als materials que
son transparents en el domini visible es troben a les parts ultraviolada (ressonancies
electroniques) o infraroja (vibracions i rotacions) de I'espectre.

Per als medis densos, els efectes de 1'absorci¢ i la dispersié sén molt més rics i més
complicats, requerint un estudi en profunditat que va més enlla de 1'abast d'aquest
curs introductori. No obstant aixo, hi ha un aspecte particular d'aquesta interaccié
que val la pena de comentar. Des del punt de vista de l'electrodinamica classica, una
ona de llum que incideix en un medi forca 'oscil-lacié dels dipols elementals del
medi, que emeten llum. El camp resultant en el medi sera la suma de la radiaci6 de
totes les carregues i del camp incident. Quan el medi és homogeni, s’aplica el
teorema d’extinci6 d’Ewald-Oseen: quan una ona EM incideix en un medi
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homogeni de contorn nitid, s'extingeix dins del medi mitjancant el procés d'interaccié
i és substituida per una ona que es propaga pel medi a una velocitat i una direccié
diferents de les de I'ona incident.

Aquest resultat impressionant permet definir una trajectoria particular per als feixos
de llum en medis transparents densos. Quan el medi no és completament homogeni,
les inhomogeneitats provoquen una mica de dispersio residual i propagacié rectilinia.

3.4 Equacions de Maxwell en medis macroscopics

Després d'estudiar el procés de generacié de llum i la interaccié entre atoms
individuals i camps externs, ara encarem el problema d'una ona EM que es propaga
per un medi compost per un nombre molt més gran d'atoms. En aquest cas, cal tenir
en compte les interaccions entre totes les particules carregades presents al medi. El
nombre de carregues en una unitat de volum de materia (10%-10* atoms/cm? en
medis densos), fins i tot en gasos diluits (normalment > 10®atoms/cm?), fa que resulti
poc practic d’intentar seguir les interaccions individuals amb cada carrega. El camp
microscopic total en qualsevol punt del medi és la superposicié de tots els camps
microscopics generats pels atoms en resposta al camp incident. El camp resultant
mostra grans fluctuacions aleatories d'un punt a un altre.

No obstant, quan estem interessats en els valors de camp en regions molt més grans
que les mides atdmiques tipiques, podem obtenir una bona representacio dels camps
macroscopics resultants determinant els valors mitjans dels camps microscopics
sobre volums que haurien de ser grans per tal d’incloure un nombre prou elevat de
carregues, ja que aixi s'obté un camp que es comporta bé. Els valors també han de ser
inferiors a la longitud d'ona perqué puguem definir una distribuci6 efectiva del camp
eléctric com una variable continua a l'espai.

Per a ones lluminoses, els camps macroscopics s'obtenen fent la mitjana sobre volums
amb dimensions de l'ordre d'1 nm?. En aquest sentit, podem passar a les magnituds
macroscopiques que hem obtingut en el procés de fer la mitjana.

Camps macroscopics:
B =— [ e(F.0dr B0 =1 [ BF.0dr
oAV, oAavy,

i podem definir la densitat de carrega macroscopica i els corrents d'una manera
similar.

Escrivim les equacions macroscopiques de Maxwell per a aquestes magnituds
efectives mitjanes:

113



114

Fotonica. Curs introductori

V.B=Lmaer [3304] ap=-98 [3.30C]
&o ot
- _o - OE
V-B=0 [3.30B] VAB= i, Jiaero +,u0805 [3.30D]

on la carrega macroscopica i les densitats de corrent compleixen l'equacié de
continuitat que expressa la conservacid de carrega sobre un volum macroscopic:

pmacro

at +v'jmacro:0

La carrega total i les densitats de corrent inclouen els efectes de les carregues lligades
iles lliures. Podem separar aquestes dues contribucions per expressar-les:

pmacro = pfree + pbound

]macro = ]free + -]bound

L'efecte de les carregues lligades es pot descriure adequadament a través d’una
densitat de polaritzacié existent al medi, P:

Phround = -V-P

Els corrents lligats poden sorgir per la variacié temporal de la densitat de polaritzacié
o per l'existéncia de moments magnétics en el medi, donant lloc a una densitat de
magnetitzacié macroscopica, M:
jbound :Z—IZ-FV M
on definim

P=Np y M=Nm
Amb N sent la densitat atomica, p el moment dipolar atomic i m el moment magnetic
atomic. Aquestes densitats de polaritzacié i magnetitzaci6 es creen en el medi
mitjancant l'acci6 del camp EM extern incident.

¢ Nota

Encara que la separacio entre carregues lliures i lligades és d'alguna manera
arbitraria i que es poden utilitzar altres enfocaments de la teoria electromagnética,
tot i aixo s'adopta habitualment per descriure els processos d'interacci6 llum-mateéria.

L'efecte dels corrents generats pels electrons lliures del material, impulsats pels
camps externs, s'expressa generalment en termes de conductivitat del material, c:

j free =0E
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Tenint en compte aquestes definicions, podem reescriure les equacions de Maxwell
incloent aquestes magnituds d’aquesta manera:

Reagrupant alguns termes:

V(0B +P)=pj

- (B - - O(e,E+P
Ho ot

A continuacié definim noves variables que descriuen la resposta de la materia a
l'excitaci6 luminica.

Desplagament eléctric: D=¢,E+P (C/m?)
. o5 B o
Intensitat magnética: H=—-M (A/m)
Ho
Pel que fa a les variables recentment definides, obtenim les equacions
macroscopiques de Maxwell (en abséncia de carregues lliures; pfree = 0):

V.D=0 VaE=-B
ot . [3.31]
6320 ﬁ/\FIZG E E

3.4.1 Equacions d'ona per a medis materials

A partir de les equacions de Maxwell, ara podem derivar les equacions d'ona
corresponents que descriuen la propagacio dels camps electrics i magnetics pel medi.
Com hem fet amb les equacions microscopiques corresponents, comencem prenent
I'operador rotacional de I'equacio [3.30C]:

- . - 8B - O(u,H+uM
VA(VAE)z—vAZ_I::_vAM

ot
- OF *°D oV AM)
VAVAE)=—p,0c—- -
AV AE)=-u,o o Ho o Ho o
o a@l}vm}
VANV AE)+ i, 0—+ 10 ¢ =—
( )+ to or Hofom = Ho o
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D'aquesta manera s'obté una equacié d'ona per al camp electric:

62E ajoun
P = —p, —oound [3.32A]

. - OE
VA(VAE)+ u,c—+ u.&
( )+ tg o HHo%o Y

Comparant aquesta expressié amb I'equaci6 d'ona al buit [1.4C], podem comentar a
continuacio alguns aspectes relacionats amb la preséncia de materia, a part del trivial
efecte de substituir el camp microscopic pel seu valor mitja macroscopic.

— L’expressio V A(? AE ) generalment no es redueix a I'operaci6 laplaciana, ja

que en virtut de resultats anteriors la divergéncia del camp eléctric generalment
no s'esvaeix (sobretot quan es propaga en medis no homogenis o birefringents).

— La preséncia de conductivitat dona lloc a perdues de conductivitat en el medi,
que s'expressen en termes de la primera derivada del camp.

— El corrent de densitat lligat actua com a font no homogenia de I'equacié d'ona.

De manera analoga, podem derivar una equaci6 d'ona per al camp magnétic prenent
l'operador rotacional de la intensitat magnética:

- o o - - - 0D

V/\(V/\H):V/\O'E+V/\E

@/\(@/\B):ﬂoa(ﬁ/\ﬁ)+,uogom+,uo§/\2—1:+,u06/\(§/\]\71)
L'equacié d'ona del camp magneétic és
- . B ’B .
V/\(V/\B)+yoa(2—t+,uogoa@—2:,uOV/\jbmmd [3.32B]
t

No existeixen solucions analitiques generals per a les equacions d'ona per a corrents
de densitat lligada arbitraris. Per entendre millor els mecanismes d'interaccié entre
llum i mateéria, hem de considerar més profundament la relacié entre els camps
incidents del medi, la polaritzaci6 generada i la densitat de magnetitzacio.

3.4.2 Equacions materials

Les equacions materials defineixen la relacio, no només entre el camp eléctric que
actua sobre el material i la densitat de polaritzacié generada, sind que també entre la
intensitat magneética i la magnetitzacid resultant del medi.

La densitat de polaritzaci6 del material és generada per les oscil-lacions atdmiques
degudes a l'acci6 impulsora del camp eléctric incident, tal com s'ha explicat
anteriorment. La resposta estacionaria a la radiaci6 monocromatica incident és una
funcié del camp eléctric que actua sobre el dipol. Si apliquem un sol impuls al dipol
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(que, al limit, es pot suposar que és una funci6 d'impuls delta) en lloc d'una ona plana
monocromatica, la resposta sera una oscil-laci6 amb decaiment exponencial. La
polaritzacié induida per una sola estimulacié s'anomena susceptibilitat eléctrica.
La resposta no instantania del dipol oscil-lant a un sol impuls significa que la resposta
del dipol a un camp aplicat no és local en el temps.

Per a un camp electric arbitrari incident en el medi, la densitat de polaritzacio6
resultant es pot escriure com una expansio en serie en termes de les poténcies de E:

t
P(F.t)=¢, j 2t —t)E (7.t )dt' +
- [3.33A]
tl tZ
D F -t t—t')E,(F.t')E, (F.t',)dt', dt'
+&, Zix (T, 1 5) ;R DE (Lt Lde’,+..

Aqui, els indexs i, j i k corresponen a les coordenades cartesianes x, y i g, i per tant es
déna per fet el sumatori dels indexs repetits. Els limits d'integraci6 van des de l'infinit

negatiu fins al temps ¢. El limit superior reflecteix la relacié causal entre Pi E.

Aquesta relacio es pot escriure a l'espai de freqiiéncia fent la transformada de Fourier
en el temps, donant aixi lloc a 'expressio

P(F,0) =&, 1" (F,0)E,(F,0) + Y &0 25 (Fo0 = 0g + 0, )E (F,05)Ey (F0;) - [3.33B]
S.T

En escriure aquesta expressio, no considerem el cas més general, ja que estem
assumint una resposta espacialment local. Aquesta hipotesi s'ha de reconsiderar en
les situacions en que els camps presentin variacions molt grans a distancies curtes.
Per aquestes situacions, s’ha de considerar una resposta no local. Per tal d'escurcar la
notacio, ometrem la dependéncia espacial de les expressions segiients, pels casos en
que s’assumeixi aquesta resposta localment espacial.

En diverses situacions reals, aquesta expressio es pot simplificar molt depenent de les
caracteristiques del camp eléctric incident o del tipus de medi.

Definim les seglients situacions concretes:

A. Resposta lineal/no lineal

Quan els camps incidents s6n molt intensos (comparables als camps atdmics que
actuen sobre els electrons), la resposta dels dipols esdevé no lineal. Aixi, els termes
de segon ordre i superiors poden ser significatius a ’hora de descriure el procés
d'interaccio entre llum i materia. En aquest cas, descriurem el procés com a no lineal
i utilitzarem l'expressié completa. Un exemple d’aquest cas pot ser quan un pols laser
molt intens incideix sobre el medi amb intensitats de I'ordre de GW/cm? Tot i que
aquest tipus d'interaccié és molt important en molts estudis de fotonica reals, en
aquest curs introductori no entrarem en els efectes no lineals.
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Quan les intensitats del camp eléctric incident s6n més baixes, podem suposar una
resposta lineal del sistema; la densitat de polaritzacid corresponent esdevé:

P(t)=¢, j 2= t)E; (¢)dr’

—0

Pi (a)) = goli(jl)(w)Ej (a))

[3.33C]

B. Medis isotrops i anisotrops

El medi és isotrop quan la densitat de polaritzacio6 resultant no depén de la direccio
de propagaci6 o de l'estat de polaritzacié del camp eléctric incident. Exemples de
medis isotrops son els gasos, els liquids, els solids amorfs i els cristalls amb simetria
cubica.

En aquestes situacions, la densitat de polaritzaci6 generada és paral-lela al camp
eléctric incident i el caracter tensor general de la susceptibilitat es simplifica a un
escalar:

B(t)=¢, [ zV(t-tYE@)dr

—0

[3.33D]
P(0)=¢, 7 (@)E(w)

Quan el medi és anisotrop, la densitat de polaritzacié ja no és paral-lela al camp
electric incident i s’ha d'utilitzar l'expressi6 més general amb el tensor de
susceptibilitat electrica. Aixo passa, per exemple, quan s'estudia la propagacio de la
llum en cristalls sense simetries ctibiques.

C. Medis dispersius i no dispersius

La resposta del medi a qualsevol camp optic amb una extensio6 finita en el temps no
sempre sera instantania i, en conseqiiéncia, s'hauria d'utilitzar la convolucié quan es
treballa en el domini temporal.

No obstant, en el cas d'un camp eléctric monocromatic incident en un medi, es pot
suposar que el medi no és dispersiu, és a dir, que té resposta instantania. En aquest
cas, I'expressi6 és idéntica en el domini temporal i freqiiencial:

P(t)=£,x,"E; ()
B(®)=¢,x,(0)E ()

0™

[3.33E]

D. Medis homogenis i no homogenis

En un medi no homogeni, la susceptibilitat electrica tindra una dependéncia espacial
i, per tant, la densitat de polaritzacié dependra de la posicié. La preséncia d'aquestes
no homogeneitats pot ser deguda a algunes impureses presents en el medi que donin
lloc a la dispersio, per exemple; o bé es poden construir artificialment per tal de
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modificar intencionadament les propietats optiques del material. Aquest ultim és el
cas dels cristalls fotonics, on la relacio de dispersi6 es pot alterar fortament per la
preséncia de la periodicitat, donant lloc aixi a un control sense precedents sobre les
propietats de propagacio de la llum en els medis en qué es basen molts dispositius i
sensors de corrent.

En aquest curs ens centrem a estudiar la propagacio en medis homogenis, ometent
aixi la dependéncia espacial de la susceptibilitat electrica.

L'expressié de les equacions materials, doncs, s'’ha de definir per cada cas d'estudi
particular, deixant la seva forma més general a situacions en qué no tenim
coneixements previs de la naturalesa de la interaccié.

El cas més simple d'interaccié entre llum i matéria es produeix per a la propagacio de
la llum en régim lineal en un medi homogeni, no dispersiu (o utilitzant radiaci6
monocromatica) i isotrop. En aquest cas, le dispersi6 del material s’expressa
d’aquesta manera:

P=¢,7VE [3.34A]

Pel que fa la magnetitzaci6 del material, una susceptibilitat magnética es defineix
simplement mitjancant 'expressio segiient:

M=y, H [3.34B]

No considerarem altres relacions més complexes, ja que generalment assumim en
aquest curs que el nostre medi no és magnétic.

3.4.3 index de refraccié

En el cas que ens ocupa, un cop hem establert 'equacié material que defineix
l'augment de la densitat de polaritzacié d'un medi en resposta al camp eléctric que hi
incideix, podem definir la interaccié en termes de noves propietats del medi: index
de refraccio i constant dielectrica.

L'index de refraccio és la propietat més important per caracteritzar opticament un
medi determinat i la seva expressié depen fortament de les propietats del material.
Deduim l'expressié per al cas de medis lineals, homogenis, no dispersius i isotrops.

Amb aquests suposits, les equacions materials corresponen a les expressades a
[3.34A], que es poden substituir en I'equacié d'ona [3.32A] per donar:
O’E 0| e, xVE) - -

- o = OE
VANVAE)+u,o0—+ 6, ——=—p, — +VaAay H
(VAE)+ o o Hofopr T THoy, ot Ko

Reordenant alguns termes i substituint I'equacié per I'operador rotacional de la
intensitat magneética, tenim:
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- . - OE O*E ol - e, 1+ z™E)
VANVAE)+ 10—+ 16,1+ 7V __ 90|y e+ x )E)
( )+ 1y ot Hoto(1+ 1 )8t2 ﬂoxm@t{ ~
Donant com a resultat
- -
ﬁ/\(ﬁ/\E)Jr:uo(lJfﬂ(m)Gaa_f“‘,Uo«';“o(1+;((1))(1+;(m)(2ZEZ()
t

Per a definir noves magnituds fisiques associades a un material concret utilitzem:

Permitivitat eléctrica relativa: g =1+

Permeabilitat magnética relativa: 4 =1+y,

Constant dieléctrica: e=g,e, =g,(1+ V) i

Permeabilitat magnética: = pgp, = 1+ x,.)

Podem escriure expressions alternatives per al vector de desplagament eléctric i el

camp magnetic com:
D=¢E
DTen [3.35]
B=uH

Per al cas del desplagament eléctric, cal recordar que estem en el cas particular dun
medi lineal, isotrop, no dispersiu i homogeni. Definim una expressié més general per
al camp de desplacament en termes del camp eléctric amb

t
D,(t)= J.gij(t—t')Ej(t')dt'
(Les conseqiiencies més importants pel que fa aquesta qiiestio, les explorarem al
capitol 5).
Amb les noves definicions, 'equaci6 d'ona es pot simplificar a
O’E
or*

IO, OE
V/\(V/\E)+,uaa—+,u€
t
Tenint en compte que un feix monocromatic incideix sobre el medi:
E=Re[¢ES” (F)e ' ]
En aquest cas, les derivades temporals es poden avaluar facilment:

VANV AES)—ioucES” -0’ usES’ =0

VANV AES) -0 e, {gr + ii}ﬁ‘gf) =0
we,
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Definint la constant dieléctrica relativa generalitzada per una freqiiencia o:

by =6 Hi——=1+,V +i-7- [3.36A]

e, e,

L’index de refracci6 per la freqiiencia o, n(o):
2 _ _ @ ,: 0
n“(w) = E =pu,A+ " +i—) [3.36B]
e,
L’index de refraccié definit d’aquesta manera és una quantitat complexa:

n(w)=n,,,(o)+in,, (©)

real

Pel que fa a 'index de refraccid, ’equaci6 d’ona és:

2 2
VAV ABS) -2 peo

La relacio de dispersié en el material es defineix d’aquesta manera:

_n(@o n,, (oo o n,, (@)o
c

k(w)

= real(w) + ikim (w) [337]

que ens condueix a l'equacié basica per estudiar la propagacié de feixos en medis
materials, coneguda com equacié de Helmholtz per a medis materials:

VAV AED)-K (0)ES” =0 [3.38]

Comparant aquesta equacié amb la obtinguda al capitol 2, podem veure que 1'efecte
del medi és substituir el vector d'ona al buit, k,, pel vector d’ona del medi k = nk,.
Una conseqiiéncia immediata d'aixo és que les solucions que hem trobat al capitol 2
per la propagacié en el buit son també solucions per a la propagacié per un medi
homogeni només substituint k, per k. Concretament, l'expressié d'ona plana en un
medi esdevindra:

BEOF,0) = éE((;)ei(k;’—wt) _ éEgr)el((nre +iny, YkgF—ot)

ED(F ) = éEgr)e—nimkofei(nreEof—wt)

A partir d'aquesta expressio, podem descriure les conseqiiéncies segiients.

1) L'efecte de la part real de 1'index de refracci6 és el de canviar la velocitat de fase
dels fronts d'ona a partir del seu valor en el buit, c. La velocitat de fase es pot expressar
generalment com
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[0 C

kreal (a)) - nreal (w)

vphase (a)) = [3 3 9A]

2) La preséncia del terme imaginari de I'index de refracci6 donara lloc a una amplitud
exponencialment decreixent de I'ona plana dins del medi. A les freqiiéncies per les
quals el medi és transparent, aquest terme imaginari s'esvaeix i 'ona es pot propagar
pel medi sense absorci6. Utilitzant la llei de Beer-Lambert definida a [3.29] per a una
comparacié directa de la intensitat de I'ona plana, podem definir el coeficient
d'extincid en termes de l'index de refraccié imaginari:

M [3.39B]

a,, (@)=2n, (0)k, =
Si considerem que el medi és perfectament homogeni, I'efecte de la dispersi6 sera el
de generar I'ona que es propaga per l'interior del medi, segons el teorema d'Ewald-
Ossen. Aleshores, la pérdua d'intensitat es deura principalment a l'efecte de
I'absorcid. En aquestes circumstancies, el coeficient d'extinci6 sera igual al coeficient
d'absorcio. Per tant, utilitzarem principalment el terme coeficient d'absorcié.

Com hem vist, I'index de refraccié del medi és la principal propietat que descriu el
procés d'interacci6 entre llum i materia. Es crucial per determinar la dependéncia
amb la freqiiéncia per tal de justificar correctament la resposta del medi a les ones de
llum de freqiiéncia canviant. Tot i que una derivacié detallada ha d'utilitzar un
tractament mecanic quantic, la dependencia de freqiiencia correcta s'obté a partir
d'un tractament classic simplificat basat en el model de Lorentz (vegeu I'Apéndix C
per més detalls). A 'apartat segiient, derivarem l'expressié de I'index de refraccié en
situacions especifiques.

3.4.4 Derivacio classica de I'index de refraccio

La derivaci6 classica de l'index de refracci6 mitjancant el model d'oscil-lador de
Lorentz es basa en una derivacié microscopica de la constant dieléctrica relativa
generalitzada i en 1'is de 'equacié [3.36B].

A partir de 'expressio

. 2 real | s _im
|:nreal + lnim:| = /ur |:geﬁ’ + lgeﬁ" :|
en resulta

2 2 _ _real
n.m—

- &
el m [3.40A]
anealnim = geff

n

Aleshores s'obté una expressio per a I'index de refracci6 real i imaginari:
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real real 2 im 2
& off + geff + geff

real — )
[3.40B]
2 L\2
e} + (el
nim = 2

L'expressié particular de I'index de refraccié depen de les propietats del material, que
es reflecteixen en les relacions [3.33]. A continuaci6, analitzarem algunes situacions
concretes.

index de refraccio en medis dieléctrics diluits

En medis dieléectrics, la resposta del material es deu a les carregues lligades i, en
conseqiiéncia, a la susceptibilitat eléctrica del material. En aquests materials no hi ha
carregues lliures, de manera que la conductivitat del material s'esvaeix i la constant
dielectrica relativa efectiva es redueix a

1
geff=1+;((>

A més, si tenim en compte que el medi esta diluit, com per exemple en una cel-la de
gas a baixa pressio, l'index de refraccié s’apropa a 1 i podrem derivar una expressio
simplificada per a I'index de refraccio:

(1)
)

nt =t ) =\ 0k ) = 1+ 2

Considerant un material no magnetic (i = 1), n’obtenim

1) (¢Y)]
~ 14 Kreal i _Xim_
real~1+ l n;, =
2 2

n
Per aconseguir 'expressié de la susceptibilitat electrica, comencem amb el model de
Lorentz de 1'oscil-lacio electronica de I'atom. En la situacio més senzilla, considerem
que volem obtenir l'index de refracci¢ a freqiiéncies properes a una tinica ressonancia
atomica (aproximacié a 'atom de dos nivells). Per a un gas diluit, podem considerar
que el medi és homogeni i isotrop. L'equacié de la densitat de polaritzacié P = Np es
pot obtenir directament a partir de l'equaci6 del moment dipolar [3.21B] i
multiplicant-la per N. La soluci6 s'obté directament com a [3.21E]:

P = Np es pot obtenir directament a partir de I'equacié del moment dipolar [3.21B] i
multiplicant-lo per N. La solucié s'obté directament com a [3.21E]:

Nq* /m

2
(@]

Plw)= E(w)

-0°)-iyw

La susceptibilitat eléctrica s'obté directament mitjancant [3.33E]:
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P(w) = Nq*lem o

£,E(w) (0} -0*)-iyo - (0} -0*)-iyw

2(@)= [3.41]

on la freqiiéncia de plasma, o,, es defineix com w,*> = Nq*/e,m. Separant aquesta
expressiod en les seves parts real i imaginaria, tenim

2 2 2
o (0 —w”) 2
L, p "0 : yow
Zreal_H'Zim -

+i
2 2\2 2 2 2 2\2 2 2
(0] —") +y o (0] —") +y o

A partir d'aquest resultat, finalment podem escriure I'expressié de l'index real de
refraccid i el coeficient d'absorcio:

2 2 2 2 2
o, (0, — o) 2n, @ Yo,
o= im =

" 2[(503 —0*)? + }/2602:| c c|:(a)§ —w*)? +y2w2}

real ~ 1+

La figura 7 mostra un grafic d'aquestes funcions. El coeficient d'absorci6 és diferent
de zero a les regions properes a una ressonancia atomica. El pendent de I'index real
de refraccié augmenta en funcié de la freqiiéncia a la regié fora de ressonancia, que
s'anomena regi6é de dispersié6 normal (on/dw)>0. A freqliéncies properes a la
ressonancia, el pendent canvia de signe a la regi6 anomenada dispersi6 anomala de
I'index de refracci6 (on/ow)<0.

Si volem obtenir I'index de refraccié en una regié de freqiiencia on hi ha més d'una
ressonancia, podem estendre aquest formalisme introduint més ressonancies a
I'expressié de susceptibilitat i introduint els factors de forca discutits pel que fa a
l'equaci6 [3.15B]:

1V(@=3 o,

2 2 .
T (0, —0)~iy,0

1 ()

Dispersio
normal
[ —width=Y
—_ Dispersio
anomala

Figura 3.7 Parts reals | imaginaries de I'index de refracci6
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index de refraccio en medis densos

Quan observem la interacci6 entre llum i materia en medis dieléctrics densos (amb
conductivitat zero), no podem considerar que el camp extern aplicat sigui el camp
que actua sobre els atoms del material. Segons l'electrodinamica classica, I'expressio
del camp local s'obté com a correcci6 del camp incident:

- - P
Elocal =E+ 3
€o
En aquest cas, ’equacio [3.21] canvia a
d’P  dP Nq*
2 +7—+Cl)§P= Elocal
dt dt m
Nq® P
(a)j—a)z—i}/a))Pz g =
m 3¢,
Utilitzant les relacions P = g,%VE, obtenim
ey ey 2
3 10}
(a)(f—a)z—i;/a))x(l):a)p2 1+2— - X ="
3 3+xW (0] —0°)—iyw

Emprant n? = 1+y3®:

2 2
n° -1 _ @,

"2 3[(@3 —a)z)—iya)}

Aquesta expressid s’anomena relaci6 Clausius-Mossotti i es pot estendre
directament per incloure més ressonancies, tal i com hem fet anteriorment:

L’index de refracci6 de materials s’expressa normalment en termes de la longitud
d’ona en lloc de freqiiéncia. Pel que fa la zona visible, I'index de refracci6 a la zona
de dispersio normal s’expressa d’aquesta manera segiient, que anomenem l’equacié
de Sellmeier:
2
n’ (A)=A+ 1231 + 2D
A*-C A°-E

Exemple: Index ordinari de refraccio del cristall BBO:

0,0184

. —0,015542
A%2-0,0179

n2 =2,7405+
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index de refraccié en conductors

En aquest darrer exemple, es descriu 1'index de refraccié d'un conductor caracteritzat
per un valor de conductivitat molt gran de c. Per obtenir la resposta del medi a I'ona
EM incident, haurem d'estudiar l'acci6 sobre els electrons de conducci6. Aquest
sistema es pot considerar un plasma d'electrons lliures, tal com es descriu
classicament utilitzant el model de Drude:

%, pd&_E [3.42]

dt? dt m
Aquest model es diferencia del model de Lorentz anteriorment considerat en dos
aspectes importants. En primer lloc, el moviment de les carregues lliures no esta
restringit a la proximitat d'un atom determinat per 1'accié del potencial de Coulomb,
de manera que es poden moure al llarg del cristall mentre es comporten com un gas
d'electrons. En segon lloc, el moviment oscil-latori dels electrons en resposta al camp
electromagneétic aplicat s'amorteix i la constant d'amortiment no esta relacionada
amb cap resposta amortida dels orbitals electronics sin6 amb l'energia perduda a
causa de les col-lisions amb la xarxa atomica. Aquest amortiment constant també es
pot expressar en termes del temps de relaxacié t que tipicament és de 10™ s a
temperatura ambient.

r=1/r

Utilitzant aquest model, podem obtenir una expressio per a la conductivitat del medi. El
moviment dels electrons dona lloc a un corrent de conducci6 que es pot expressar com

Jo=—N;qv=- fq)?:aE

on Nyés la densitat d’electrons lliures del metall. Sota camps impulsors periodics amb
freqiiencia externa o, esperem que la solucio estacionaria determinada corresponent

al desplacament i la velocitat dels electrons també sigui periodica: 17 =v(Je ™.

Escrivim ’equaci6 [3.41] en termes de velocitat d’aquesta manera

~(g/m) )

o

dt m I'-iw

obtenim una expressid per al corrent de conduccio, que és

2 2 2
o N.q /mE(+) _ g0, g 0,0 )
¢ —io ° @ +T? o +T% | °

on introduim la freqiiéncia de plasma per les carregues lliures: a)if =N fqz [em.

La conductivitat s'obté directament d'aquesta relacio:
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8Oa)pfr ) goa)pf

®* +T? ®* +T?

o(w)= [3.43]

Finalment, podem determinar la contribuci6 que fan els electrons lliures a la
constant dieléctrica efectiva i a I'index de refraccio, utilitzant especificament [3.36A]

. 2 2 2 2 2
o @y ) a)pfl" L Oyt . 0T

+i =
&0 o+ o(@*+T?) 1+’ o(l+0’c?)

ng

En el cas dels valors de conductivitat molt grans, i suposant que les carregues lligades
tenen una contribuci6 negligible, la constant dieléctrica efectiva ve donada per les
expressions

2 2 2
greal =1- wPfT : gim — (()pfl'
&) 1+ w*7? &) o1+ 0*7?)

a partir de les quals podem obtenir 1'index de refraccié.

El comportament dels conductors depén fortament del valor de la freqiiéncia de
conducci6 del camp electromagnétic excitant respecte de la freqiiéncia de plasmai el
temps de relaxacio. A continuaci6 establim algunes propietats generals basades en
els resultats anteriors.

a) Freqiiéncies grans (0 >>T —> ot >> 1)

1)
real im _q_ 0
En aquest régim, es compleix la condici6 &, of e 1 Egp =1 _a)z

La primera caracteristica important dels conductors en aquest régim és que passen
de ser altament reflectants a ser transparents quan la freqiiéncia de conduccio esta,
respectivament, per sota o per sobre de la freqiiéncia de plasma dels electrons lliures.
A freqiiéncies properes a la freqiiéncia de plasma, el vector d'ona sera

_no \/70) NCE —a)f

c c

que esdevindra imaginari a frequenc1es per sota de la freqiiéncia de plasma, donant
lloc a una ona evanescent dins del medi. Al mateix temps, la constant dielectrica
esdevé negativa en aquest regim, per la qual cosa les relacions [3.40B] ens duen a la
condicio nim >> Nrear.

En aquestes condicions, la reflectivitat del conductor (per una incidéncia normal)

_| _1| (nreal B 1)2 + nizm
|}’l+1| (nreal +1)2 +n’i2m

~1
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és propera a 1, una de les propietats caracteristiques dels conductors.
b) Freqiiéncies baixes (o<I' - wt<1)

Aquest regim és tipic de les freqiiéncies de l'infraroig i hi domina la component
imaginaria de la constant dieléctrica (proporcional a la part real de la conductivitat).

real : lm

geff <<6'eﬁp 1 =

Eq = Logy
En aquestes condicions, la constant dielectrica relativa efectiva [3.36A] esdevé

purament imaginaria:

2
real (w) wPf r

&, (0]

(@)=

Utilitzant les expressions [3.40B], obtenim

zm
@ff real
real 28 w

El valor gran de 'index de refraccié imaginari dona lloc a un coeficient d’absorcid
gran en el medi. Habitualment, la radiacié optica s’absorbeix fortament en materials
metal-lics a distancies de 'ordre de 1/a = ¢/2n;»®. Aquesta distancia s’anomena
profunditat de pell (skin depth) i ve donada per

c

2n,, (0)w Za);pm)

amb una forta dependéncia de la freqiiéncia.

El valor de la freqiiéncia de plasma depén de les caracteristiques del conductor. Per
exemple, metalls nobles com I’Au o ’Ag tenen freqiiéncies de plasma a la regio UV i,
en conseqiiéncia, es tornen altament reflectants i opacs a la regi6 visible. A
freqiiéncies del rang visible properes a la freqiiéncia de plasma, les seves propietats
es veuen fortament afectades per les transicions entre bandes resultants de les
carregues lligades. Per descriure correctament les propietats optiques d'aquests
metalls a la regi6 visible, hauriem d'utilitzar la relacié general [3.36B] per considerar
l'accié de les contribucions tant dels electrons lligats (Lorentz) com dels lliures
(Drude).

En canvi, elements com 1'TTO (0xid d'estany i indi) tenen una freqiiéncia de plasma
a la regié infraroja (al voltant dels 1.200 nm), fent-los transparents a les freqiiencies
optiques. Aquesta propietat important afavoreix 1'as de I'ITO en diverses aplicacions
que requereixen eléctrodes transparents.
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3.5 Relacions d’'energia en medis materials

La conservacié de l'energia en preséncia de medis materials es pot descriure de la
mateixa manera que s'ha descrit al capitol 1 per a les relacions energetiques en el buit.
En aquest cas, apareixen termes addicionals a causa de l'energia necessaria per
polaritzar i magnetitzar el medi. La derivaci6 detallada es desenvolupa en la
col-leccié de problemes que donen I'equacio per a la conservacié d'energia:

V-S+—"L=—— uM—+
ot ot Ot ot ot

. . ou 1{ oM - 08H 0P —aﬁ} -
2| o b

S’apliquen les segiients definicions.

Vector de Poynting en un medi material: S=F A H

1 - -
Densitat energética del camp EM en el medi: u, = E[D -E+B-H J

El terme entre claudators representa el treball realitzat per polaritzar i magnetitzar
el medi per unitat de volum i temps.

A partir de les equacions de Maxwell i de la definici6 del vector de Poynting, podem
obtenir I'expressi6 de la intensitat d'una ona plana que es propaga per un medi amb
index de refraccio n (vegeu Problemes resolts):

2

1
I :Egocn Eg*)

3.6 Problemes resolts

Problema 3.1

Dos dipols puntuals, lineals i harmonics oscil-len amb una amplitud, p, i una
freqiiéncia, w, idéntiques. Tots dos se situen a l'origen del nostre sistema de referéncia i
oscil-len al llarg de diferents orientacions. El primer dipol oscil-la al llarg de l'eix z,
mentre que el segon dipol oscil-la al llarg de l'eix y. Utilitzant l'expressié general dels
camps radiats d'un dipol genéric, p= poci, aproximacio dipolar eléctrica (longitud

d'ona llarga) i l'aproximacié de la zona de radiacio, tenim

é ::‘;’;[m(m&)]

rad
Bmd _ AP [&/\ﬁ}
47 Re
Escriu l'expressio dels camps eléctrics i magnétics radiats totals i la intensitat total al

llarg d'una direcci6 arbitraria en el pla xy (utilitza coordenades esfériques per definir la
direccié d'observacio, ii).
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Solucio

Qualsevol direccié d'observacié a I'espai es pot expressar habitualment en termes de
components esferics, com i1 = (cos@sin 0i + singsin 9} +cos 49]2) . En aquest problema,
el nostre pla d’observacio és el pla xz, per tant ¢ = 0 (en general, tot I'espai esta
totalment cobert si deixem ¢e[0,27r] and 06[0,71’:| . Amb aquesta convencio, el

nostre cas hauria de prendre ¢ = 01i ¢ = 7 per cobrir tot el pla xz. Pero en lloc de fer
aixo, agafarem ¢ = 0 i deixarem 6 e [0,272'] ).

Al pla xz-, la nostra direccié de propagacio es defineix per @i =(sin 6i +cos HIE)

Camps del dipol 1: Per aquest dipol, &1 =k, realitzar els productes vectorials ens

dona:

o mBr a1 b S
€ud = - [u AT A dl)] “IrR sin k)
= Dy s oD

bt =L 1 d Al sin@j

rad 47ch[d1 J 47Re J

A

Camps del dipol 2: En aquest cas, d, :j’ o1

rad

bra = :zulfc [&2 Aﬁ] B

&2 f;i[u/\(u/\d )]

HoP (cos i —sin GIQ)
47 Rc

El dipol harmonic es pot expressar com p‘*(t') = pff)e’i“”' ,on t’ és el temps retardat

t’=t—R/c, i les derivades es tenen en compte respecte del temps retardat. D’aquesta
manera:

2 (+) 2 (+) l(kR ot)

p=-o"p,’e —w’p,’e

Els camps radiats totals s'obtenen com la suma dels camps radiats pels dos dipols.
Utilitzant els resultats anteriors, obtenim

2 (+) L
e = ol (—sin@cos@i + j+sin’ 9k>el<ksm9x+kmsaz_m)
4R
ZPH) (ksinOx-+k cos 0z—at)
() _ oW o - . “ . r i(ksin Ox+kcos Oz—wt
b, = —cosdi —sinédj +sin Qk)e
47ch

La intensitat total ve donada per I'expressid
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- 2 i j k
5 5O O
1 e Ab 1 H|P, | @ . .
Imt:ERe | tot “’t| =5 2 OZRZ —sinfcosd 1 sin? || =
16
Ho TR —cos@ —sin@ sin@
2
(+) 4
1, |p87| @ . .
0 02R2 ‘(sin6?+sin3¢9)i+(sin26’0056’+c0s9)k‘=
327°R°c
2
(+) 4
1, |p8[ @ 5 .
=20 02 - (1+sin29)‘sin9i+cosﬁk‘
327°R°c
2
(+) 4
1,5 @
tot = ”T(l +sin” 0)
327°R°c

Solucié6 alternativa en el sistema de coordenades esfériques

El sistema de coordenades esfériques utilitza els vectors unitaris @, @iy i U,
Aquests s'expressen en termes de la base cartesiana com

U, :M:sin&cosﬁ+sin6’sin¢j+cos&l€
|oF / or|

ﬁ¢ :M:cos¢cos6’f+cos&sinqﬁj’—sin&lg
|67 / 04|

. OF/o8 . A

i, =————=—singi +cos

" lorjag] OO

amb ¥ =r(cos¢gsin i + sin gsin 6’}' +cos 912) .

Invertint aquest sistema, obtenim la relacié entre la base cartesiana i I'esférica:

i =sinfcosgu, —singu, +cosdcosgu, [ =sinfi, +cosdu,
Jj=sin@singu, +cosgu, +cosOsingi, Enelplaxz: j=u,
k=cos@u, —sinu, k =coséu, —sinoi,

Dipol 1: Direccié d’observacié i =1, i direcci6 d'oscil-laci6 del dipol
&1 =coséi, —sinoi, — &1 AU=sinfi, i ﬁ/\(ﬁ/\fil):sineﬁ¢

Dipol 2: Direcci6 d'observaci6 it =1, i direcci6 d'oscil-lacié del dipol &2 =1,

dy AU =1 i A DALy =~y
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Incloent aquests resultats en les expressions dels camps, els camps eléctrics i
magnetics totals es poden expressar d’aquesta manera

2 (+)
(1) _ H, DD A .~ N i(kR-ot)
€, —#(% —sin6ii, e

2. (+)
o) _ M@ Py L an s i(KR-ot)
btot —W( Sln¢9u¢ ug)e
I la intensitat total com

4| 4| )

H()UJ pO B ~ Haﬂ) pﬂ .
o = ﬁ|(l+sm2 0)ii, | =——————(1+sin" 0)
32n°Rc 32n°R°¢

Problema 3.2

Un atom d’hidrogen emet radiacié de freqiiéncia =4-10" rad /s . Suposant que el
desplacament maxim del moment dipolar és x, = 510" m, calculeu el factor
d'amortiment degut a la reaccié de radiacio i la poténcia mitjana total radiada per
l'oscil-lador.

Solucio

La constant d'amortiment corresponent a l'expressio classica del coeficient de
decaiment espontania ve donada per

g w2

~ 6rmc
on m és la massa reduida de 1'atom, que és amb bona aproximaci6 la massa de
l'electro, i q és la carrega de l'electr6. Substituint directament els valors del problema
donen

1
y=10"s" 5>T===10"s
4

La potencia mitjana total radiada per l'oscil-lador amortit és

4 22

_ ,LIDCU q xo -yt _ 10712, ~10%¢
(pmd>_We =1.8210 ¢
Problema 3.3

Una caixa plena d'una col-leccié d'atoms idéntics s'il-lumina per una ona EM plana
que oscil-la a la freqiiéncia w, E = E‘f)*)e’i“’t . La interaccié dels atoms amb l'ona es

pot descriure pel model de Lorentz convencional sense necessitat d'utilitzar la correccid
de camp local, tot i que utilitzarem una constant d'amortiment yo que inclou els
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diferents mecanismes de pérdua. La transferéncia de densitat de poténcia (mitjana)
entre el camp extern i el medi es descriu per la formula

(e =5/

on P=-Ngx ésla densitat de polaritzacié del medi i N la densitat de I'atom. Se suposa

que les condicions d'interaccié son homogénies, isotropes, no dispersives i lineals.

a) Escriu una expressio per <Ptransfer > , expressada en termes de susceptibilitat material,
2P, i la intensitat incident.

b) Utilitzant el model de Lorentz i assumint que lunica freqiiéncia de ressonancia
rellevant per descriure la interaccidé és a, escriu una equacié per a la densitat de
polaritzacié. A partir d'aquesta equacio, obté una expressié per a la susceptibilitat del
material . Particularitza aquesta expressié per al cas d'una interaccié gairebé
ressonant, assumint que la freqiiéncia externa és molt propera a m, o= @, .

¢) Substitueix l'expressio per la susceptibilitat obtinguda en el punt b) per determinar la
transferéncia de poténcia entre el camp extern i el medi en funcié dels parametres del
medi i de la intensitat incident.

Solucio

a) La densitat de polaritzacié per a un material homogeni, isotrop i no dispersiu en
régim lineal ve donada per

Pe VE

El valor mitja de la transferéncia de poténcia ve donat pel valor mitja del producte
del camp electric i la derivada temporal de la densitat de polaritzacié. Tal i com hem
vist en aquest capitol, el valor mitja del producte de dos camps reals es pot obtenir a
partir de la seva representacié complexa:

(Prar ) = %Re { E® .dl;_(t_)}

La representacié complexa de la densitat de polaritzacié s'obté considerant el caracter
complex de la susceptibilitat:

(+) _ @® 4, W pH) ,—iet =) _ @O _ 5, D) ot
PV =& (Lo TiXin VE, €7 > P =& (Moo — X VE, €

real im real

La derivada temporal és

dP®’ M i O\ ot
. . -) i
=lwe, (Zreal ~Wim )Eo e

La transferéncia de poténcia mitjana:
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Wg I?
2. W i@ D, Xim |Zo
(lim +llreal j| 2

EO

(=)
()38 £ | L],
A partir d'aquesta expressio, veiem que la part imaginaria de la susceptibilitat
controla la transferéncia d'energia entre la llum incident i la col-lecci6 d'atoms. En
condicions de susceptibilitat imaginaria negligible, I'energia no és absorbida pels
atoms sind que generalment es dispersa i la part transmesa pateix un retard de fase
que estara determinat per la part real de la susceptibilitat.

Tenim una ona plana que il-lumina el medi; la seva intensitat és

1
I :EEOC

2

EO

mc

ila transferéncia de poténcia mitjana es pot reescriure com

(1)
P = Pin
transfer [ — c inc

b) Per trobar una expressié per a la susceptibilitat en un cas quasi-ressonant, partirem
de l'equaci6 [3.41], que hem derivat a I’apartat 3.4.4:
2 2

. N N
£ on, op és la freqliencia de plasma a); -4
a)z)—iytma) &,m

2
Cl)o—

@ —
En una interaccié quasi-ressonant, @, ~@ , podem aproximar el terme en el
. 2 2 _ ~ —_ .
denominador (‘% - )— (0, + o), -0)=20,(0, -0):
2

wp 2 2600 (a)o B a))_ij/totwo

; 7 2 2 2 2
2600 (a)o _w)_lytotwo 40)0 (0)0 _a)) + 710t %o

2P0~

Reescrivint aquesta expressio com

2 .
@, 20 (0,-0)]y,, +io
Z(l)(w)z p ttz -

ytot (20)0(500_50)/7;0;) +a)0

podem veure que la part imaginaria té un perfil lorentzia centrat en la freqiiéncia de
ressonancia:

2
w__“% 1

" a)oytot 1 + (2((00 - a)) / ;/tot )2

¢) Finalment, podem substituir la relacié de susceptibilitat imaginaria en I'expressio
de la transferéncia de poténcia:
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2
a)wp I inc

OV 1€ 1+ (20, - @) 7,,)’

<ptransfer >

Problema 3.4

Una ona EM plana incideix sobre un dipol oscil-lant forcant aquest a oscil-lar.
Determineu el valor mitja de la forca magnética F = —q(fc A Bw) exercida pels camps

sobre el dipol i calculeu la pressié de radiacié en ressonancia utilitzant l'expressié

ra

P.= i (o, éslaseccio efica¢ d'extincid de l'oscil-lador de dipol forcat i q = 1,6-1"° C).
O

ext

Solucié

Com que la forca és un producte bilineal de vectors, el valor mitja es pot calcular en
termes de la seva representacié complexa:

= 1 - =
<F> = ERe[—qx(” A Béx[)]
El moviment de I'electrd és oposat a la direccié del camp eléctric, de manera que la
direcci6 de la velocitat de l'electr6 és x = x(—é) :
~EO B =i VB [enb =i VB

on utilitzem el caracter transversal de 1'ona plana. Com podem veure, la forca
s'exerceix en la direccio de propagaci6 de l'ona.

La velocitat de l'electro es pot calcular considerant el model de Lorentz i assumint
que la forca electrica és molt més gran que la forca magnética:

2 — —
d_x+ y@+ a)gfc = —iEm
de* ' dt m
(carrega de I’electrd: —q).
P T _ Ar(+) —iot . = _ AN L (+)  —iot
Escrivint E, , = Re[eEo e ] i X= Re[(—e)xo e J
obtenim una equacio per al modul del desplacament:

d®x™ dx 2 9 o
ar T ar T Ty

Amb solucié
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(+)
x(+) — qu /m

—iot
e

(a)o2 —-0*)—iyw
la derivada temporal dona

(+) 2 2y 4 i (+)
x(*) =_i qEO @ (a)o - )+l}/a) —iot — qu @
m (a)j—a)z)2+yza)2 m[(wj_a)z)z+72w2J

yo—i(a) - o) e
[ ]

E(—) )
: p(=) _ o iot
1B, = . e

La forca magneética és per tant

|2

7\ _1 () 4 q'70’ |E,,
<F>_2Re[qx+B ]u_ch[(wj—a)z)e;erza)zJu

2
que, pel que fa a la intensitat incident I, = ¢ c|E,, / 2, s’expressa
<F>= q27w2 I = aextIinc
me,c’ [(wj &) + yza)zJ " ¢

on utilitzem l'equacio [3.28], que defineix el coeficient d'extincio.

Finalment, podem calcular la pressi¢ de radiacio:

p AF) I

rad -

Oy C

Aquesta expressio és equivalent a la presentada al capitol 1.

Problema 3.5

Dedueix l'equacio de conservacio d'energia en medis macroscopics
Solucioé

Comencant per les equacions macroscopiques de Maxwell

- - OB . - = - oD
VAEZ—E 1 VAH:JCDnd_'_E

feu el producte escalar de la primera equacié per H i de la segona per E :

ﬁ-(ﬁAE)z—H-%
E-(ﬁAﬁ)zE-jmd+E-%
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Utilitzant la identitat V- (E‘ AH ) =H-(VAE)-E-(VAH), obtenim la relacio

= o - 0B - 0D - -
V(ErH)=-H-—-E-—=-E-j
( N ) ot ot ]cond

equivalent a 'equacid [1.15A] en preséncia de matéria, on definim el segiient.
Vector de Poynting: S=E A H

P e
Ritme de canvi de la densitat d'energia del camp eléctric: :;E =E %—D
t t

dw
Ritme de canvi de la densitat d'energia del camp magneétic: d_M =H —
t

Aquesta relaci6 general es pot particularitzar de maneres diferents, depenent de com
es considerin les equacions materials.

Per exemple, inserint la relaci6 general B = ;1017 + ,uoﬁ iD= SOE +P, podem
reescriure l'equaci6 de conservacié d'energia (valida per a medis isotrops no
dispersius) com

- 10(u,H* +¢,B>) oM -0P - -

V-S= g Y _E.
2 ot Ho ot Jeona

on el primer terme del costat dret es redueix al ritme de canvi temporal de la densitat
d'energia electromagnetica en el buit, amb M = 0 i P = 0. El segon i tercer termes
corresponen al treball realitzat per magnetitzar i polaritzar el medi.

La mateixa equacid es pot expressar de formes diferents:

|

ﬁ.gz—ﬁ.a——é-a—D—E"}cond: 6(B'H)—a(E'D)-i-Ba—H'i‘Da_E_E.jcond:
ot ot ot o o o
_ LABAED) (pod 10BH)) (0F 1AE-D) g5

Definint de la densitat d'energia del camp electromagnétic en el medi com

w,, =>(B-H+D-E)

i utilitzant de nou les relacions materials B = ,uOFI + ,uOIVI i D= goE + P, l'equaci6

anterior es pot escriure com

~ . ow . oM - 6H . 0P -0E -
_l[HaM_MaHj_l(EaP_PaEJ :

V-S+—an — - i - |- F.
ot ot | 2\ ot ot Jeon

ot 2

El primer i el segon termes de la dreta representen el treball realitzat per unitat de
volum i unitat de temps per polaritzar i magnetitzar un medi en un régim no lineal
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d'interacci6. Aquests termes serien nuls en el cas d'una interacci6 lineal, donant lloc
al'equacio

- ow I
V- S=—-"_F.j
ot Jcond

que equival a 'equacid [1.16A] en el buit.

Problema 3.6

La constant dieléctrica complexa del semiconductor tel-lurur de cadmi (CdTe) a 500 nm
ve donada per £, =8.92+i2.29. Calcula, per aquesta longitud d'ona:

a) la velocitat de fase de la llum que es propaga pel CdTe
b) el coeficient d’absorcio

¢) la reflectivitat per una incidéncia normal

Soluci6

a) Per obtenir la velocitat de fase, hem de calcular I'index de refraccié del material a
partir dels valors de la constant dieléctrica complexa:

, 2 2 , 2 2
nreal — \/greal + greal + gim =3.01 nim — \/_greal + greal + gim =0.38

2 2

Velocitat de fase:

v=—"-0.99610°m /s
n

real
b) El coeficient d'absorcié depen del valor de la part imaginaria de 1'index de refraccié:
_2n,0 4nn,

a= = "™ —9.510%m™
c A

¢) La reflectivitat per una incidéncia normal ve donada per I'expressio

2 . . 2 2
R _|n_1| _ (nreal _1) + Ny, (nreal _1)_lnim — (nreal _1) + Mim

|n + 1| (Mo + D +iny, (M +D=in, (n, +1)* +12,

Substituint directament els valors de 1'index de refraccio,
R =0,2579.

La reflectivitat del CdTe a una longitud d'ona de 500 nm i una incidencia normal és
R =25.79%.
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Problema 3.7

La part real de l'index de refraccié d un material donat és ny.a = 1,53 a la longitud d'ona
de 590 nm i absorbeix o dispersa el 98% de la llum incident a una profunditat de 2 um.
Quina és la constant dieléctrica complexa del material a aquesta longitud d'ona?

Solucid

La llum que es propaga en el material absorbent segueix la llei de Beer-Lambert:
I(z)=1,¢""

A una distancia de 2 pm, absorbeix el 98% de la radiaci6 incident, de manera que es

transmetra un 2% i I(L)=0.021I,:

0.02I, =T,e ™" >a = _1n(£02 =1956011.5m "

L'index imaginari de refracci6 estd directament relacionat amb el coeficient
d'absorcio:
_2n, @ _ 4rn,, _da

a= —m 5p =="=9.1810""
c A A

La constant dielectrica es calcula directament a partir de 1'index de refraccio:

2 2
greal = nreal - nim =2.332
gim = 2nrealnim =0.28
Problema 3.8

Una placa amb costats paral-lels feta de vidre optic té un index de refraccio n =
Nreat+inim. El gruix de la placa és molt més gran que la longitud de coheréncia de la llum
que l'il-lumina, de manera que els efectes d'interferéncia son insignificants i podem
sumar simplement les intensitats a cada interficie.

a) Calculeu la reflectivitat i la transmissio totals de la placa en preséncia d'absorcié,
expressades en termes de reflectivitat en una sola capa R.

b) Si, a més, el medi és molt absorbent, de manera que les reflexions multiples sén
insignificants ( aL >> 1) determineu la transmitancia i reflectancia de la placa en
aquesta situacio.

Solucié

La reflectivitat a la interficie dependra de 1'index de refraccid a cada costat i de I'angle
d'incidencia. Per exemple, la reflectivitat per una incidéncia normal en una superficie
que separa l'aire i en un medi d'index n ve donada per l'expressid utilitzada al
problema S3.6 c). Suposem que coneixem la reflectivitat, R, de la interficie en les
condicions del problema.
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Al capitol 1, vam considerar la interaccié d'una ona coherent en un medi en capes,
on varem utilitzar la superposicio de camps reflectits i transmesos juntament amb les
condicions de contorn per derivar els coeficients de reflexi6 i transmissio.

En aquest problema, la il-luminacié és incoherent, de manera que hem d'afegir les
intensitats a cada interficie.

Si la intensitat incident és Ii,c = 1, la intensitat reflectida des de la primera interficie
és Iy = R i la intensitat transmesa en aquesta interficie és I+ = (1—R). Com que el
medi és absorbent, la intensitat a través d'una longitud del cristall compleix la llei de

Beer-Lambert I(L)=I(0)e **.

a) Per calcular la reflectivitat total i la transmissié, hem de tenir en compte les
multiples reflexions del feix dins de la placa.

La figura mostra les primeres reflexions i transmissions juntament amb el valor de la
intensitat a cada pas, tenint en compte que la intensitat incident és 1.

=1 ) aAd n=1
= n=HN,,+in, =N, +i—
a7

real im

)

Rd (I_R)Z effmi

g | BB R*(1- R)e™*
R(-Ry e
R}U:WM R—pe=
R*(1-R)e*** R (-R)e*“ R*(1- RV &
R(1—-R)*e™*
R R(lR:)e‘M R(1-R)e ™

La reflectivitat total s'obté sumant tots els termes deixant la placa a l'esquerra.
Inspeccionant els pocs termes que es mostren a la figura, aquesta suma es pot
expressar com

e

R=1I,/I,, =R+RA-R) e Y RMemet

m=0

Sumant aquesta serie geométrica, obtenim



Emissié de llum i interaccidn entre llum i materia

12(1__13)2672aL
+ 1— RZeZaL

R=R
De la mateixa manera, la transmissio és

ol & - 1-R)*e“*
TZIT/Ii,,CZ(l—R)Ze aLZRZmeZmaL:( )

2 —2al
m=0 1-R%e

En el limit d'absorci6 zero, es pot comprovar que la condicié R+T =1 es manté.
En el cas general, aquestes expressions ens permeten obtenir la intensitat absorbida
atravésdelarelacio I, =1, —1,-1,
b) En aquest cas, la quantitat de Ilum reflectida a la segona capa
I.,=RI,=R(1-R)e*" sassumeix que ja és insignificant sota el nostre
plantejament.
La intensitat que transmet la placa (recordeu que només estem considerant un reflex) és

I,=I1,A-R)=1-R)ye**

que correspon al primer terme de la série que hem obtingut al punt a).

La suma de la radiacio reflectida i transmesa és

I,+I, =R+(1-R)’e™ ™ =R+e " —2Re™*" +R% "
=1-(1-R-(1-R)e™**)—(Q-R)Re™**

La intensitat absorbida és iguala I, =(1-R)(1- e “")y=1-R—(1—-R)Re *t

I +I,+I, =1-(1-R)e “" ~1peraL>1

Problema 3.9

La densitat de poténcia transferida des d'una ona plana EM externa que oscil-la a la
freqiiéncia @i una col-leccié d’atoms idéntics s’han descrits per al problema S3.3. Un
model més refinat, el model d’equacié de velocitat, s’utilitza per descriure la interaccio
de la llum amb els atoms. En I’'anomenada aproximacio de dos nivells, suposem que la
freqiiéncia del camp extern, w, és molt propera a una transicio ressonant, a,,, en els
atomsdel medi i que els canvis de poblacié a altres nivells es poden negligir. El ritme de
canvi de les poblacions dels dos nivells involucrats en la transicio ens ve donada per:

dN, dN,

dt = dt =W,N, =W, N,

Aqui Wy, i Wa; es defineixen com els ritmes d'absorcio i de transicio estimulada
respectivament, en un sistema no degenerat W;,=W,,. Aquesta equacio descriu
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l'augment de poblacio del nivell superior pel procés d'absorcio i el seu esgotament pel
procés d'emissio estimulada. Demostreu que dins d'aquest model el ritme de transici6
estimulada en aquest sistema es pot expressar en termes de la seccio efica¢ d'extincio dels
atoms individuals del medi.

Solucio

Segons I’enfocament semi classic, els atoms es descriuen per un hamiltonia atomic
amb estats propis estacionaris, caracteritzats per la seva energia E=#® i per un
conjunt de nombres quantics. L'estat j reflecteix com n’esta, de poblada, una
col-lecci6 d’atoms segons una densitat determinada N;.

La densitat d'energia del medi (en el cas dels dos nivells) es pot expressar com
u=N,E, +N,E, .Sotala influéncia de I'ona EM externa, I'estat de I'atom pot canviar

mitjancant transicions entre els nivells d'energia, que conduiran a una variacio
temporal de les poblacions.

L’absorci6 de fotons a una velocitat W12 augmenta la densitat d'energia del medi per
unitat de temps per una quantitat W i@, mentre que l'emissi¢ estimulada

disminueix la densitat de poténcia en una quantitat W, e . Per tant, la transferencia
de poténcia neta entre els dos estats induits pel camp extern es pot expressar com
du

<Ptrans> = E =Wy,ioN, =W, hoN, = WZlhw(Nl -N, )

] - dN 1 du
aqui hem utilitzat el fet que —=——

dt hodt

A partir d’aquest resultat podem establir una comparacio directa entre aquest resultat

il'obtingut al problema S3.4.

<P > “s T W, ho(N, —N.)
= . = a) J—
ransfer O,V 1+ (2(6()0 - a))/ytot )2 * 1 ’

A partir de I'equaci6 [3.17], podem reescriure la freqiiencia de plasma en termes del
coeficient de decaiment de I'emissi6 espontania:

2 2 2 2
_ @ %% _767¢’N
67rmgoc3 67c’N P wj
Per a l'aproximacié de dos nivells, les possibilitats de transici6 depenen de la
diferencia de poblacid, de manera que podem suposar que la variable classica N,

corresponent a la densitat de dipols, es pot substituir per N=(N;-N»).

Amb aquest canvi
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2 —
<Ptransfer> = w63”c = ' Ii""’ (Nl NZ) 2 = u/lzha)(Nl _NZ)
a)o}/tot 1+(2(a)0_w)/7/tot)

I obtenim una expressid per a la probabilitat de transicié:
_ 6”C27/ Iinc

e 1o (oo, ]

12

Per relacionar aquesta expressid amb la seccio eficag d'extincié hem de considerar la
seva dependéncia de freqiiencia en condicions quasi-ressonants. Partint d’aquest
enfocament, I'equacié [3.28] es transforma i dona

LV 1 7 1
gem  2o,(w, - o)) +yp,00 €My 1+2(w,—w)/7,,)

[

ext

Utilitzant de nou 'expressio de la velocitat de decaiment de 1'emissié espontania,

_ybrc? 1
D) 2
D ¥ tor 1+(2(a)o _a))/ytot)

ext

Aquest resultat es pot substituir en ’expressié perque el resultat de Wi, sigui

inc
=0 .
t
“ ho,

12 =0, ¢

Aqui ¢=1, / ha, correspon al flux incident de fotons. Aquests resultats mostren

inc

que la probabilitat d'emissid o absorci6 estimulada és proporcional a la secci6 eficag
de dispersio6 de I'atom unic i al flux incident de fotons.

Per al cas dels estats energetics degenerats amb factors de degeneracio g; i g,:
&

Wyp=="W, =0, ¢
&

El ritme de canvi de la poblacié atomica es pot expressar, alternativament, segons els
coeficients d'Einstein. El coeficient d'Einstein d'emissi6 estimulada, B,;, definit com
dN dN

—1__"2_B .uN
dt dt a2

es pot obtenir en termes del coeficient d'extincio, utilitzant la relacié entre la

intensitat i la densitat d'energia

dN,
dt

I
=W,N,=0,¢N,=0,,—N, =0,

cu
hao ext wszleuNz
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3.7 Problemes plantejats

P3.1 Un unic dipol lineal, situat a 1'origen del nostre sistema de referéncia, amb
amplitud constant, p,, gira en el pla xOy en sentit contrari a les agulles del rellotge al
voltant de I'’eix Z amb una velocitat angular constant, m. Utilitzant 'expressi¢ general
dels camps radiats d'un dipol genéric, p = poa , per un dipol eléctric (longitud d'ona

llarga) i 'aproximaci6 de la zona de radiacio, tenim

é = :‘;’; [an@nd)]

b =228 [dnd]

Escriu I'expressio dels camps eléctrics i magnetics radiats totals i la intensitat total al
llarg de l'eix Z.

P3.2 Per descriure correctament les propietats dispersives dels metalls nobles a la
part visible, la funci6 dielectrica ha de tenir en compte les contribucions tant dels
electrons lliures com dels electrons lligats al metall. L'expressiéo de la constant
dieléctrica inclou una contribuci6 de tipus Drude i dos termes de dispersi6 ressonant
de tipus Lorentz. Un model que descriu el comportament dispersiu de I'or entre 200-
1200 nm s’expressa:

- 6.965> 4.25? 5.5°
8(0)):1— ~2 . ~_~2 2 . -~ 2 . ~
@ +i0.0573w @ —-3.75"+il 420 w-5 +il. 420

Aqui o= 1/ A ,on A s’expressa en micres.

Representa les diferents contribucions per separat i descriu el comportament
observat respecte de la situacié on s'inclouen tots els termes. Descriu l'efecte de les
ressonancies de tipus Lorentz en la relacid de dispersio global, indicant els valors de
les dues longituds d'ona ressonants dels oscil-ladors de tipus Lorentz.

P3.3 Trobeu la relacié de la poténcia total radiada per un oscil-lador dipolar quan
emet amb les longituds d'ona A; = 400 nm i A, = 700 nm en el regim de dispersi6 de
Rayleigh.

P3.4 Obteniu I'equacié d'ona per a la intensitat magneética, H, a partir de les equacions
macroscopiques de Maxwell per a un medi que és homogeni, isotrop, no dispersiu i
en el régim lineal.

P3.5 Per un medi dieléctric sense conductivitat, doneu una expressio de la part real
de l'index de refracci¢ i el coeficient d'absorcio en termes de les parts real i imaginaria
de la susceptibilitat eléctrica per a:
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a) un medi poc absorbent que satisfa la relacié y,, <1+ 7,4

b) medis fortament absorbents, per als quals y,,, >1+ y,.,

P3.6 Entreu a la web http://refractiveindex.info/ i comproveu l'index de refraccié dels
materials seglients: BK7, meta (CH4) i or (Au). Comenta les diferéncies trobades.

P3.7 Una interficie llisa i plana entre un metall amb relativa permitivitat &, i un altre
de dieléctric sense perdues amb permitivitat relativa g, poden suportar modes de
superficie localitzats anomenats plasmons de superficie. La relacié de dispersio per
una polaritzacio6 incident transversal magnética (TM) ve donada per

ﬁ — ko 8m‘9d

&, +&,
Aqui B és el component del vector d'ona al llarg de la superficie. La freqiiéncia del
plasmo superficial correspon a una ressonancia d'aquesta relacié de dispersio i
correspon també a un pol en I'expressié de . Trobeu el valor de la freqiiéncia del
plasmo superficial en el cas d'una interficie entre un metall sense pérdues amb
freqiiéncia de plasma o, i l'aire.

P3.8 a) Obteniu una expressié per a la transmissio (de la llum amb incidéncia
normal) a través d'una lamina com la descrita al problema resolt S3.8, en un medi
molt absorbent. (aL.>>1), en qué podem negligir els multiples reflexos damunt la
propia lamina.

b) Utilitzeu la formula derivada del punt a) per obtenir la transmissié d'una lamina
de silici de 10 um de gruix a la longitud d'ona de 633 nm (ns(633)=3,8823+i
0,019589).

P3.9 a) L'absorci6é d'un medi optic es pot quantificar en termes de la densitat optica
(DO), que es defineix com

OD =-log,, [%j

Demostra que aquesta expressio és equivalent a OD =0.434aL

b) Calculeu la transmissié i la DO a través d'un conjunt de dues plaques idéntiques
de GaAs de 20 um de gruix per a la radiaci6 incident amb una longitud d'ona de 1.064
nm i amb incidéncia normal (Ngaas=3.4622+i 0,014163).

P3.10 Repetiu el problema P3.7 ara prenent per cas un metall amb pérdues I' = 0.1w,

(Utilitzeu les expressions pels medis conductius derivades a I'apartat 3.4.4)
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Introduccio

Al capitol 3 hem establert les relacions materials entre diferents tipus de medis. La
solucié de 1'equaci6 d’ona per al cas dels cristalls isotrops mostrava que les solucions
d’ona plana corresponen als modes normals de propagacid per aquests medis.
L’efecte del medi isotrop es reflecteix en forma de la relacié de dispersio, k(w) =
n(o)k,, on I'index de refraccié és independent de la direccié de propagacio:

m om

E® — g gita—on EW = g giti-or)
o

Dl )l
Ut

Figura 4.1 Modes de propagaci6 dins d'un cristall

Aquestes solucions existeixen per a qualsevol direccié de propagacié i estat de pola-
ritzacio i corresponen als modes de propagacié en medis isotrops, com ara el vidre,
els gasos, els liquids i els cristalls amb simetria ctbica.

En el cas general dels solids cristal-lins, el medi és anisotrop, i observem que les
propietats optiques depenen de la direccié de propagacid a dins del cristall i de I'estat
de polaritzacio.

En els medis anisotrops, la densitat de polaritzacio, P, que es genera en el medi per a
un determinat camp eléctric incident no és paral-lela al camp eléctric i, en conse-
qiiencia, el vector de desplagament, D, tampoc és paral-lel a E. Aixd es deu al fet que
l'estructura cristal-lina de la xarxa impedeix el desplacament lliure dels electrons en
totes les direccions de l'espai. L’angle entre els vectors D i E s'anomena angle de
birefringéncia.
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Aquest fet té algunes conseqiiéncies immediates, que es deriven directament de les
equacions de Maxwell.

1) Suposant que no hi ha carregues lliures:
VD=0 VB=0
Quan s'expressen en un espai reciproc, aquestes relacions tenen una importancia ge-

ometrica clara: el vector de desplacament i el camp magnétic sén sempre perpendi-
culars a la direccid de propagacié del vector d’ona.

2) En materials no magnetics, la intensitat magnética (H) és paral-lela al camp mag-
nétic (B). A partir de la definici6 del vector de Poynting, veiem que l'energia circula
en la direccié perpendicular al pla que conté E i H. Com que E no és paral-lel a D,
podem arribar a la conclusi6 que, en medis anisotrops, la direcci6 del flux d'ener-
gia no és paral-lela a la direcci6 de propagacio del front d’ona.

La figura 2 resumeix 'orientacio relativa i les direccions de propagacié de les dife-
rents magnituds.

D

6 f
T > Vector d’ona, k
—-'—"““1»-.,__\
_\> Vector de Poynting S
B.H(= Mk"“‘-ﬂ-—. -

\

Figura 4.2 Orientacio relativa i direccié de propagaci6 d’algunes magnituds rellevants

4.1 Modes normals de propagacié per medis birefringents

Per estudiar la propagacio de la radiacio6 optica a través dels cristalls, comencem de-
rivant 'equaci6 d’ona per als medis anisotrops, lineals, homogenis, monocromatics,
no-conductors (¢ = 0), i no-magnétics (i, = 1). Segons aquestes condicions, I'equacio
d’ona es llegeix

5=

‘;’3 =0 [4.1]

v/\(ﬁ/\E)huo

La relacié entre D i E per a la radiaci6 anisotropa i monocromatica és
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D,(0) = £, E (@) + £, 1" (0)E (0) = £, (5; + 2" (@) E (@) = £,6,(0) E ()
En endavant, ometrem I'argument de la freqiiéncia suposant que sempre estem par-
lant de feixos monocromatics. El tensor dieléctric que relaciona el vector de despla-
cament i el camp eléctric és

Sistema de referéncia generic: sistema de referencia cristal-lografic,
E €y &y e, 0
_ @ _| o ' ' —
gij_é‘i}‘dklij T Em fy - &= 0 &,
En €4 €4 0 0 &,

En un sistema de referéncia genéric, hauriem de retenir els nou components. Pel fet
de triar un sistema de referencia cristal-lografic, 1a matriu esdevé diagonal, on l'eix g
s’anomena eix optic. En aquest sistema:

D =¢,0,6E =¢,6,E [4.2]

o%ijeiij — Co%iiti
Suposant solucions d’ona plana per al camp eléctric i el vector de desplacament:
E= éng)ei(EﬁM) i D= &Dg“)ei(lzifwt)
i utilitzant [4.2], 'equacié d’ona [4.1] s'escriu aixi:
ik A (ik A E')—yoa)zf) =0
[4.3]

k-(k-E) =K’ E + tty£,0°E =0 |k (k E )~ (k> — k. &, )E; =0

0 “ii

Aquesta equacid, que és equivalent a I'equaci6 d’ona, és I'equacio de Fresnel, que
també es pot expressar com a matriu de la forma T4E; = 0:

ke, —k* +k2 k.k, k.k, E) (0
2 2 2
kK, ke, —K* +k k,k, E,|=|0 [4.4]
kk, kk, ke, —K*+k2 || E, ) (0

El sistema té una solucio no trivial si det(T) = 0. El determinant ve donat per l'expres-
sio

k(e k2 + 5yk; +ek2) -k [ki (6,6, +&.6,)+ k; (6,6, +&,6,)+ k(g6 + €8, )] +
+kpe e e, =0

x“y“z

[4.5]

Les solucions a aquesta expressio corresponen als valors del vector d’ona per als di-
ferents modes normals de propagacio en el medi.
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Solucions basiques

Els cristalls es poden classificar en els grups segiients segons la simetria de la seva
estructura cristal-lina.

A. Cristalls isotrops
Classe cristal-lina: ciibica

Aquests cristalls es caracteritzen per un valor tnic de la constant dielectrica, inde-
pendentment de la direcci6 de propagacié ex = ¢, = &, = &

B. Cristalls uniaxials

Classes cristal-lines: hexagonal, tetragonal, trigonal

Entre el cristalls uniaxials, podem distingir dos valors diferents de la constant dielec-
trica:

— Ordinari: eo: = €x = €y

— Extraordinari: g, = ¢,
El valor extraordinari correspon al valor al llarg de I’eix optic.
C. Cristalls biaxials
Classe cristal-lina: monoclinic, triclinic i rombic

En els cristalls biaxials, tots els termes de la constant dieléctrica son diferents: e, #¢,
#¢g,

Ens centrarem a analitzar els modes normals de propagacio de cristalls isotrops i ani-
sotrops, pero en aquest curs no entrarem en detall en un cas més complex com sén
els cristalls biaxials.

4.1.1 Solucions de mode normal per a cristalls isotrops
Per als cristalls isotrops, tots els coeficients son iguals i I'expressio [4.5] es redueix a
k*sk® - kf 28°k* + k;‘g3 =0
k* —2¢ek’k’ +kie* =0
que es pot reescriure com
(k* —¢gk2)* =0
Per tant, les solucions per al vector d’ona so6n

k=+e k, =+nk, [4.6]
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En el cas dels medis isotrops, sabem que el mode normal de propagacié correspon a
un vector d’ona uniforme amb un index de refraccié6 homogeni, n, que depén de la
freqiiéncia, perd que és constant en totes les direccions.

4.1.2 Modes normals de propagacio per a cristalls uniaxials

El determinant de I'equacio6 de Fresnel per al cas dels cristalls uniaxials s'expressa en
termes de les constants dieléctriques ordinaria i extraordinaria:

kK*(e,kt +e,k2)-ki(kiel + ke, e, +kie, ) +kyere, =0

Z or-e or-e
Si agrupem alguns termes, tenim

k*(e k? +gekz2)—k25 (kjgor +k§ge)—kékzgwge +k*e?e =0

or "L o0 “or 0“or%e
L'expressid es pot escriure de la manera segiient:

k) -k*c e (k*—& k*)=0

2 2 2
(gorkL +gekz )(k _EOY [ 0 or-e or o
i finalment s'expressa aixi:
(k* =&,k e, kT + &,k —¢,,6,k5)=0 [4.7A]

or e

on el vector d’ona transversal ve donat per k =k; +k; .

L’expressio [4.7A] té dues solucions diferents en funci6 de com cada paréntesi
s’iguala a zero.

A. Mode ordinari de propagacio, ko

k2 —e,ki=0 — |k, =1%¢, k, [4.7B]

Aquesta soluci6, anomenada mode ordinari de propagacid, correspon a un cas de
tipus isotrop amb un index de refraccié constant, n,, donat per

Index ordinari: n, =\l¢, [4.7C]

B. Mode extraordinari de propagacio, k.

El mode extraordinari de propagacio, k., el trobem a partir de la relacié

2 2 2 _
gorkeL + gekez - kOgorge =0

que es reescriu en la forma

2 2
keJ_+ ez :kz

()
ge gor

[4.8A]
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Per tal de trobar l'expressio per a 'index de refraccié extraordinari, suposem que el
vector d’ona es propaga en una direccid generica que s'expressa en coordinades esfe-
riques:

Ee =k, (cos¢sin i + sin gsin 0} +cos0k)
on triem l'eix z orientat al llarg de I’eix optic.
El modul del vector d’ona extraordinari és k. = n.k,, aixi que:
k2, =k +k;, =nikg(cos® gsin® 6 +sin” gsin® 0) = nlkg sin’ 6
2 27,2 2
k., =n;kycos” 0

L’equacio [4.8A] s’expressa de la manera segiient:

n2sin?@ n’cos’0
+ =1
& &

e or

donant aixi la forma final a I'index de refraccid extraordinari. Contrariament al mode
ordinari, 'index de refraccié extraordinari depén de 1'angle de propagacio respecte de
l’eix optic:

1
n(0)=— [4.8B]
sin®@ cos® 6

+
£ £

e or

Aquesta expressio té valors concrets en dos angles de propagacio especifics:

At 0=0° — n,(0)=,¢, =n,
At 9=90° — n,(90)=,[¢, =n,

Tots els cristalls uniaxials es caracteritzen per aquests dos index diferents, que estan
definits per les constants dieléctriques ordinaria i extraordinaria. A partir d’aquests
valors, classifiquem els cristalls uniaxials com

— Cristall uniaxial positiu: cristall amb n, > n,

— Cristall uniaxial negatiu: cristall amb n.< n,

I definim la birefringéncia del medi: |n.-n,|

Per als modes ordinaris, el valor de I'index de refraccié per a les diferents direccions
de propagacio es pot representar com una esfera; i per als modes extraordinaris, com
a un el-lipsoide de revolucié al voltant de I'eix optic.

La figura 3 mostra el grafic dels indexs de refraccié d’ambdos tipus de cristalls. Per a
qualsevol direcci6 de propagaci6 geneérica, definida per 1'angle azimutal respecte de
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’eix optic, 6, les interseccions amb la circumferéncia i I'el-lipse ofereixen els valors
dels indexs de refracci6 ordinari i extraordinari en aquella direccié de propagacid
concreta.

Els grafics de la figura 3 corresponen a un valor concret de la longitud d’ona. Com
hem vist en capitols anteriors, la dispersi6 del material és la que causa la dependéncia
de la dependéncia dels indexs de refraccié amb la longitud d’ona; per tant, 'expressio
més genérica per als indexs de refracci6 extraordinari i ordinari és la seglient:

z » o A Z . o n
: u d u
ne(0
Nor C( ) Ilc({)) Tor
.
Nor Ne A Ne Nor 2
Uniaxial positiu Uniaxial negatiu

Figura 4.3 indexs de refraccié ordinari i extraordinari per als cristalls uniaxials positius | negatius

Mode ordinari: n_(®)=./¢, (®) - k,(0)=n,(0)k,

Mode extraordinari: n,(®,0)= - - k,(0,0)=n,(0,0)k,
sin” @ . cos’ 6
e (o) ¢, (o)

En un régim de dispersi6é normal, 'index de refraccié augmenta amb la freqiiéncia,
de manera que es poden representar diferents el-lipses per a diferents longituds
d’ona. Per a qualsevol cristall concret, els valors dels indexs de refraccio, no(L) i n.(1),
es poden trobar en llibres de text d’optica estandard, com ara Palik, E.D. (1998).
Handbook of Optical Constants of Solids. Academic Press.

Els models normals dels cristalls uniaxials es poden expressar respecte els indexs de
refracci6 de la manera segiient:

Mode ordinari: Ef):) =¢ EW exp[i(Eorf - a)t)]

or~—0or

[4.9]
Mode extraordinari: Eé” = éeE(()Z) exp[i(ke? - a)t)]
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4.2 Estat de polaritzacio dels modes normals

Una vegada hem obtingut les expressions per a la relacié de dispersi6 corresponent
als modes extraordinari i ordinari, podrem passar a determinar les direccions de po-
laritzacié de cadascun d’ells. Per fer-ho, partim de 1'equacio de Fresnel [4.4] a fi de
trobar els valors dels autovectors corresponents.

4.2.1 Casisotrop
En el cas dels cristalls isotrops, tenim e, =g, =g, =¢ i k* = k,’
Si substituim en [4.4] ens dona
k2 kk, kk |E 0
k k., ki kk, | E, |=0
kk, kk, kz2 E, 0

A partir d’aquesta relacié obtenim:
k.E, +kE, +kE =0 - [4.10]

Aquesta relacié recupera el resultat ja conegut del cas isotrop: el caracter transversal
del camp eléctric respecte de la direcci6 de propagacio del front d’ona. Qualsevol estat
de polaritzacio es pot definir per aquesta solucio, ja que I'equaci6 de Fresnel no im-
posa cap restriccio en aquest cas.

4.2.2 Cristalls uniaxials
1. Mode ordinari

Aquesta solucié 'obtenim prenent una direccid de propagacié arbitraria dins del cris-
tall (definida en termes de coordinades esfériques, amb I’eix z corresponent a 1'eix
optic). El vector d’ona ordinari s’escriu de la manera segiient:

Eor =n, k ii=\/¢, k, (cosgsin 6i +sin gsin 9}' +cosOk) =

=k, (cosgsin 6 +sin gsin @] + cos Ok)

L’equacio de Fresnel en aquest cas és

2 2 2
kO gor - kor + kom korx kory kOVx kOVZ Eorx 0
2 2 2
kory korx kU gor - kor + kory kOVkaVZ EOW = 0
2 2 2
korzkonc korz kory ko &~ kor + korz E‘”’Z 0

que dona com a resultat les tres equacions segiients:
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cos® ¢sin® OE,,, +sin’ OcosgsingE,,, +cosgsindcosdE, =0 [1]
sin” OcosgsingE,, +sin® gsin’ OF,  +singsinfcosOE,, =0 [2]
k;, cosgsin@cosOE,, +k;, singsinfcosOE, , +[k; (n; —n;,)+k;, cos’ ]E, =0 [3]
A partir de [1], obtenim
. cosf . 4
E, cosg+ E,, sing + ing E,. =0 [4]
i [3] es pot reescriure
202 2
ki(n; —n) N cosf .. _ 0

org orzg

E, cosg+E, sing+

k2 sinfcos@ sin@

Si utilitzem [4], ’equaci6 es redueix a:
2 2 2
kO (ne - nOr )EOFZ = 0

Com que, en els cristalls uniaxials, n. és diferent de n,, s’ha de complir que Eo, = 0.

Per tant, a partir de [4], obtenim

B o
Zomx _ —sing [4.11A]
E,, cos¢
Llavors, el vector unitari de polaritzacio per als modes ordinaris és
e, = —singi +cosg] [4.11B]

Sent perpendicular als dos, @ i k,a partir d'aquest resultat, podem concloure que el
mode ordinari sempre es polaritza en la direccié perpendicular al pla que
conté I’eix optic i la direccié de propagacié del vector d’ona (pla d’incidéncia).

2. Mode extraordinari
Per a aquest mode, tenim les relacions

Ee (@) =k,n,(0)i=k,(6)(cosgsin gi + sinqﬁsin@j +cos 912)

amb

[4.12A]

g@ gor

s 2 2
kﬁzkf(@){sm ¢9+cos 6’}

L’equacié de Fresnel per als modes extraordinaris fa
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kj gor - kez + kex
ko ke

kez kex

k k E,

kex key ex ez 0
K¢ E_ (=]0
0

2 2
0 or_ke +key

k, k

ez ey

key kez ey
2 2 2
ko €~ ke + kez Eez

En aquesta expressid, substituim 1'expressio [4.12A] per obtenir les tres equacions
seglients:

;2

26,8070 5 5 2,72 2 g2 2 2 ; 2 ;

k; "’gi-rke cos” 0 —k; +k; cos” ¢sin Q}Eexﬂce sin Qcos¢51n¢Eey+ke cosgsindcosVE, =0 [5]
e

.2
g, sin” @
2 2 s 2 Sor
k; sin 0cos¢51n¢Eex+{keg
e

+kZ cos® 6-k +k’ sin® ¢sin’ 0} E,+k;singsinfcosE, =0 [6]

[7]

e

gor

2
17
k? cosgcos Osin O, +k; cosOsin Osin gE,, +{ke2 sin?0+k> ﬂ_k: +k cos’ H}Eez =0

que es poden reescriure, respectivament, com

s 2
[gor sin“ @

—sin® @sin? ¢1E€x +sin” @cosgsin gE,, +sindcos gcosdE,, =0
£

e

& sin’*@
sin’ cosgsingE,, +| —————sin’ Ocos’ ¢ |E,, +singsinfdcosOE,, =0
89
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2
. . . g cos“ 0
cosgcosdsindE,, +cos49$1n951n¢Eey +—-——E, =0
i les podem simplificar més, obtenint
Sor 2 . cosgcosd
——-—sin“¢ |E,_ +cos¢singE, +———E,_ =0 8
{ g, 4 & #singk,, sin@ % 18]
. .
cosgsingE, +| —2—cos’ ¢ |E, "'ME% =0E [9]
g, Y sin@
. &, cosd
Cos¢E,, +singE, +———E, =0 [10]
7 g, sin@
Si fem 'operacié [8]-[10]-cos¢, tenim
£ £ &g, cos¢gcosd
Zo 1|E, +M 1--¢|E, =0 — |E, :_¢ .
g, sind £, &, sind
I a partir de I'operacio [9]-[10]-sin¢, tenim que
£ i £ g, singcosé
Cu_y|p, 4SOCOSON) Ee\p oy g, = GSNO0S0
g, sind £, v &, sin@
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A partir d'aquestes relacions, podem trobar facilment una expressio per a 'autovector
extraordinari:

k

Ee :[cosﬁcos¢l¢+ cos&sm¢j_ sinf j

gor gor 88

- {cos@cos¢l¢+ cosesm¢]q_ sm¢91€j

Aquest vector és perpendicular a la direccié de polaritzacié del mode ordinari. Per
tant, es troba en el pla d’incidéncia. Podem comprovar que el mode extraordinari
es polaritza en la direccié tangent a 'el-lipse de I'index de refraccié extraor-
dinari.

4.3 Propagacio dels raigs per cristalls uniaxials

En un cristall uniaxial, un raig de llum es propaga amb el vector d’ona orientat al
llarg d’una direcci6 determinada (expressada en coordinades esferiques, on l'eix z
correspon a l'eix optic del cristall):

i = (cos ¢sin 6i + sin gsin 6 + cos ok)
Podem definir un vector unitari que és perpendicular a aquesta direcci6 i que es troba
en el pla d’incidencia (el pla conté @ and k):

1, =(cosgcos i + singcos 0} —sindk)

A partir dels resultats que hem obtingut anteriorment, podem resumir de la manera
segiient els estats de polaritzacié dels dos modes normals que es propaguen en el
medi.

Mode ordinari: es polaritza en el pla perpendicular al pla d’incidéncia.
e, =(—singi +cosgj)
Mode extraordinari: la direcci6 de polaritzacio es troba en el pla d’incidéncia i és

tangent a I’el-lipse d’index de refracci6 extraordinari en el punt on el vector unitari
u fainterseccié amb l'el-lipse. El vector unitari extraordinari forma un angle o res-

pecte del vector perpendicular i, .
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[cos@cos¢l¢+ cosHsinqﬁj._ sinHlej

gor gor ge

e, =
cos’@ sin’é@
2 + 2

gor 88

En conseqiiéncia, 'angle de birefringéncia es pot calcular a partir de la relacio

cos® @ . sin® @

2 e 2
. g & g cos“O+¢ sin“ 0
e,-U =Cosd — CoSo= o € - ¢ or
\/cosz 6 sin*@ \/52 cos® @+ &2 sin® @
+ e or
2 2
80" ge

4.3.1 Propagacio de I'energia del raig

Una vegada coneixem la direccié de polaritzacié dels modes, podem calcular la di-
reccié de propagacié dels fronts d’ona de I’energia, que estan associats al vector de
Poynting. Per a les ones monocromatiques planes, trobem la relacio

= Eor (éor /\flor): E‘or ﬁor ﬁor u

EOV

IjIOr

(e, n(une,))=

on h, correspon a la direcci6 del vector d’intensitat magnética. Aixi doncs, els fronts

d’ona de I'energia (perpendiculars a S), en aquest cas, es propaguen de forma pa-
ral-lela als fronts d’ona de fase (perpendiculars a i ).

Per al mode extraordinari:

H,|S

e

5, =B L)@, k) =B )@ A 80 B S0 |

(ee A e

e e

Ccoso coso

amb
. U-sinde,

¢ cosd

on definim el vector unitari en la direccio del vector de Poynting per al mode extra-
ordinari. Per producte escalar directe, podem comprovar que aquest vector es pro-
paga forma un angle & amb la direcci6 de propagacié del front d’ona:

. u-i—-sinde, - 1-sin’o

S, u= =C0So

coso coso

La figura 4 resumeix tots aquests aspectes per als cristalls uniaxials negatius i posi-
tius.
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v

Nor

Figura 4b Direccid de polaritzacid i vector de Poynting del mode extraordinari

Per les ones extraordinaries, ens trobem amb el resultat sorprenent que els fronts
d’ona d’energia no es propaguen en paral-lel als fronts d'ona de fase, sin6 que formen
un angle entre ells igual a I’angle de birefringéncia. Aixd comporta una separacié
espacial dels modes ordinari i extraordinari a mesura que es propaguen per dins del
cristall uniaxial. Aquest efecte s’anomena separacié espacial (spatial walk-off).

Ens podriem preguntar quin és el mecanisme que genera les dues solucions normals
quan un feix d’'un medi isotrop incideix sobre un medi uniaxial. Aqui oferim només
una resposta parcial a aquesta pregunta, ja que un plantejament més elaborat ja s’es-
capa del proposit d'aquest llibre.

A lainterficie, la llei de Snell s’hauria d’aplicar per a cada mode per separat. Si supo-
sem que 'index de refraccio del medi incident és 1, tenim

sin@, =n_, sing,
sin@, =n,(6,)siné,
Els modes ordinari i extraordinari es generaran només si la direcci6 de polaritzacié

corresponent esta present en el feix incident (a dins del pla d’incidéncia per al mode
extraordinari i perpendicular al pla d’incidéncia per al mode ordinari).
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4.3.2 Solucié grafica

Una soluci6 grafica permet determinar la direccié de propagaci6 dels modes ordinari
i extraordinari generats a la superficie de separaci6 entre un medi isotrop i un d’ani-
sotrop.

El metode general per al cas de la propagacio d’isotrop a isotrop es resumeix de la
manera segiient:

1. A partir del punt d’incidencia en la superficie, dibuixem dos cercles amb radis
proporcionals als indexs de refracci6é corresponents. Dibuixem el feix incident
amb l’angle d’incidéncia adequat i I’allarguem fins que faci interseccié amb el
cercle de I'index Rinc.

einc

Rinc=ninc

Rt

2. Dibuixem una linia paral-lela a la direccié perpendicular a la superficie que
passa a través del punt d’intersecci6.

3. El feix transmes es pot dibuixar des del punt d’incidéncia en la superficie fins a la inter-
seccio de la linia dibuixada en el pas 2., amb un cercle d’un radi proporcional a 7.
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Aquest mateix procediment general es pot utilitzar per tracar els raigs generats a la
superficie entre medis isotrops i anisotrops. En aquest cas, el cercle i 'el-lipse haurien
de dibuixar-se en el medi anisotrop. El vector d'ona i les direccions de propagacié
d’energia resultants dependran de com es talli la superficie respecte de I'eix optic del
cristall. Els exemples seglients mostren la tendéncia general.

La trajectoria dels vectors d'ona extraordinari i ordinari per a un cristall uniaxial po-
sitiu es resumeix en les figures segiients. També s’indica 'estat de polaritzacié de cada
mode (cal recordar que la polaritzaci6 extraordinaria és tangent a I’el-lipse en el punt
d’interseccio).

La propagaci6 de l'energia (en la direccid del vector de Poynting) és perpendicular a
la direcci6 de polaritzaci6 del camp eléctric i no coincideix amb la direcci6 de propa-
gacio del vector d’ona per al mode extraordinari, com veiem a la figura.

direccio de
_} leix optic

'ée ordinari =~ e
extraordinari Vector de Poynting Vector de Poynting
extraordinari ordinari

Exemple 1. Uniaxial positiu amb I'eix optic perpendicular a la superficie incident

Direccio
g de I'eix optic

Direcci6
de l'eix optic

Vector de Poynting

N extraordinari
Vector d'ona

Vector d'ona ® ordinari Vector,dé Poynting
extraordinari ordinari

Exemple 2 Uniaxial positiu amb I'eix optic paral‘lel a la superficie incident
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direccio de
/ l'eix optic

direccio de
/ T'eix optic

vector d'ona
: . ordinari
vector d'ona Vector Poynting Vector Poynting
extraordinari extraordinari ordinari

Exemple 3 Uniaxial positiu amb una direccid arbitraria de I'eix optic

4.4 Aplicacions de la propagacio6 d'ones en cristalls uniaxials

4.4.1 Retardadors

Les propietats dels cristalls uniaxials que hem comentat constitueixen la base del fun-
cionament dels retardadors. Els retardadors son uns dispositius que s’utilitzen per
canviar l'estat de polaritzacié dun feix de llum polaritzat incident.

Un retardador esta compost de cristalls uniaxials tallats de forma que el seu eix optic
queda paral-lel a la superficie del retardador, com podem veure en la figura 5.

Y
Eix optic

Ne > Nor

Figura 4.5 Un retardador fet a partir d'un cristall uniaxial positiu introdueix una fase relativa entre els compo-
nents ordinari i extraordinari del feix incident.

En aquesta configuracié, un feix que es propaga al llarg de 1'eix OX i incidint en di-
reccié normal a la superficie genera dos modes que es propaguen per dins del cristall.

— Mode ordinari: polaritzat al llarg de la direcci6 de I'eix OY.

— Mode extraordinari: polaritzat al llarg de la direcci6 de 'eix OZ.
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Al mateix temps, s’han de complir les condicions segiients:

— Els modes ordinari i extraordinari es propagaran de manera col-lineal en la di-
reccié OX.

— L’index de refracci6 del mode extraordinari pren el seu valor maxim, n,(90°) =
n.; mentre que I'index del mode ordinari és n,,.

Si suposem que I'ona incident té un estat de polaritzacio arbitrari, la seva representa-
cienel plax=0¢s

o) ior 3 igy | p—icot

E; —[Eore rj+E,e ek}e
Aquest feix es convertira dins del medi en dos modes mutuament ortogonals, amb
cada component propagant-se amb diferents velocitats de fase: vor = ¢/nq i Ve = ¢/ne

A causa d'aquesta diferéncia en la velocitat de fase, els modes es desfasaran (retardats
en la fase u respecte de I’altra) a mesura que es propaguen per dins del cristall. Si L
és la longitud del cristall, el camp a la sortida és

EM — |:Eorel¢or elkorL} +E, el¢e elkeL];:|e’iwt

out
que es pot reescriure de la manera segiient

E® = [ E j+E.e P ,2} ol (kor L=t +4.)
or e

out

on & = d.—dor és la diferéncia de fase relativa inicial i 8z = (ke—kor)L és la fase relativa
introduida pel retardador.

Podem fer una interpretaci6 fisica d'aquest resultat si tenim en compte l'estat inicial
de polaritzacié respecte de l'eix ordinari (OY). Com s'explica al capitol 1, i en relacio
amb aquest eix, 1'estat de polaritzacié ve donat per

N S i5 r A i5 . ~
¢, =(E, j+e’Ek)=E (cosOj+e” sinok)
2 2 2
on E]=E +E,

La transformacio del vector Jones inicial per part del retardador es pot escriure en
forma de matriu de la manera segiient:

e, (L) w1 0 cosd
=er i i o -
e, (L) 0 €% || €”sin@
on definim la matriu de Jones del retardador R(8z,L), que depén del valor de la fase
relativa introduida pel retardador:

€,,(L)=R(6,,L)e,

(n,-n,)27L

6,=(k —k )L=
R(e or) ﬂ,

[4.13]
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A partir d'aquests resultats, podem concloure que, per a un determinat cristall, la
longitud del retardador pot seleccionar-se per obtenir la diferencia de fase desitjada
entre els components ordinari i extraordinari. En conseqiiéncia, per seleccionar 1'es-
tat de polaritzacié de 'ona de sortida, utilitzem

0,, =0+,

També podem veure que I'efecte del retardador depén de la longitud de ’ona.

En concret, trobem els dos retardadors segiients que s'utilitzen molt en qualsevol sis-
tema amb control de polaritzacié.

A. Lamina de mitja ona

Per a una determinada longitud d’ona, se selecciona la longitud d'una lamina de mitja
ona per introduir un retard relatiu 6z = 7. Si substituim aixo6 directament en I'equacio
[4.13] ens dona

n, =N, Z”Li/z L A

—> =
2 12 2

T =
ne _nor

L'efecte del retardador sobre una llum polaritzada linealment i sobre una llum pola-
ritzada circular incidents s’obté directament coneixent la fase del retardador introdu-
ida.

La polaritzacié lineal es converteix en una llum polaritzada lineal que és girada res-
pecte de la llum incident, amb la qual cosa canvia el seu angle de polaritzacié de +6
a —0 (mesurat respecte de I’eix ordinari). Cal tenir en compte que la rotacié de la
polaritzacié lineal també es pot obtenir amb polaritzadors lineals simples (llei de
Malus). No obstant, I'energia de 'ona incident no canvia quan s’utilitza una lamina
de mitja ona.

En general, les lamines de mitja ona s'utilitzen quan volem fer girar I'eix de polarit-
zaci6o d'un feix de llum; mentre que els polaritzadors lineals tnics s’utilitzen quan
volem modular la intensitat d'un feix de llum.

Fix extraordinari (Z) Eix extraordinari (Z)
/
¢"
o, Eix ordinari (Y) ! S » Eix ordinari (Y)
a
Polaritzacid lineal IN Polaritzacio lineal OUT
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Eix extraordinari (7) Eix extraordinari (Z)
p

[

Cj\ Eix ordinari (Y) Eix ordinari (Y)

Polaritzacié lineal IN Polaritzacid lineal OUT
Figura 4.6 Efecte d'una lamina de mitja ona sobre un feix de llum amb polaritzacié lineal (dalt) i circular (baix)
Quan la llum polaritzada circular incideix sobre la lamina de mitja ona, la seva direc-

cio6 de rotacié s’inverteix i canvia de polaritzacio circular dreta a circular esquerra, i
viceversa.

B. Lamina de quart d'ona

Una lamina de quart d’ona introdueix una diferencia de fase relativa de 6z = n/2, que
correspon a un gruix del retardador de

n, =N,

2L
T _ Mg A

- . Y |
2 l 4ne_n’or

Les lamines de quart d’ona s'utilitzen sovint per convertir la polaritzacié lineal en
polaritzaci6 circular, i viceversa (com veurem amb més detall en la recopilacio de
problemes).

Eix extraordinari (7) Eix extraordinari (Z)
/
[
/4 .. G ; 2
» Eix ordinari (Y) Eix ordinari (Y)
Polaritzacid lineal IN Polaritzacié lineal OUT

Figura 4.7 Efecte d'una lamina de quart d’ona sobre un feix de llum amb polaritzacié lineal

4.4.2 Conservacio de moment lineal utilitzant cristalls uniaxials

Una altra aplicacié important dels cristalls uniaxials és quan els utilitzem per acon-
seguir la conservaci6é del moment durant les interaccions entre ones de freqiiencia
multiple. Aquesta conservacié de moment permet transferir energia de manera efici-
ent entre les ones mitjancant un procés d'interaccid no lineal i s’utilitza molt en la
tecnologia fotonica.
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La conservacié de moment, també anomenada coincidéncia de fase, s'expressa com
una relaci6 entre els vectors d’ona de les freqiiéncies involucrades. A continuacio,
presentem un exemple de les relacions de conservaci6 de moment. En aquest exem-
ple, suposem una propagaci6 col-lineal de les ones (poden océrrer situacions més
complicades i el lector interessat en aprofundir em aquests temes pot consultar la
seccio de bibliografia recomanada).

Exemple

La interacci6 efectiva entre una ona de freqiiéncia ® i una ona de freqiiéncia 2o re-
quereix que es compleixi la condici6 segiient:

2k(w) =k(2w)
La relacié es tradueix en una condicié entre indexs de refraccio:
2n(w)w/c=nRw)2w/c queportaa n(w)=Qw)

Generalment aquestes condicions no es poden complir a causa de la dispersio dels
materials. En ’area de dispersié normal, 'index de refraccié augmenta de manera
monotona amb la freqiiéncia; de manera que no existeix la possibilitat de conservacié
de moment en materials isotrops normals. No obstant aixo, aquestes condicions si
que es poden donar en els medis anisotrops per a algunes direccions de propagacio i
per a alguns estats de polaritzacié concrets.

Per veure com és possible aix0, consulteu I'exemple 1. Si dibuixem en un grafic els
indexs de refraccid en freqiiéncies @i 2o utilitzant un cristall uniaxial positiu, podem
veure que hi ha una direccié de propagaci6 concreta en qué I'index extraordinari a ®
és igual a 'index ordinari a 2m.

— Nod(®), ne(@)
5{/ = == Nor(20), ne(20)

~,

-
D 2
L T L

Uniaxial positiu

Figura 4.8 Angle de coincidéncia de fase per a la SHG en un cristall uniaxial positiu

En aquesta direccid concreta, Opy, obtenim

n,(,0,,)=n,(2w)
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A partir d’aquesta expressio de I'index de refraccio, podem obtenir la relacid per I’an-
gle amb fase coincident:

1 1 . sin®(G,,,) . cos’(Gy,) 1

n(@.0,,) n,>Q0) @) (@) nQo)

Després d'escriure sin*(0) = 1—cos?*(0), s’obté la condici6 d’angle de fase coincident

1 1
2 2
n: (2 n
cos ()= T2 L@

n (o) n(e)

La condici6 requerida la compliran dos feixos amb freqiiéncies ® i 2« i amb una po-
laritzacié adequada, propagant-se en aquesta direcci6 concreta.

A la recopilacié de problemes s’hi aportara d’altres exemples addicionals.

4.5 Problemes resolts
Problema 4.1

S’utilitza un cristall de quars per construir un retardador. L’index de refraccié com a
funcié de la longitud d’ona ve donat per l'expressio

1.07044083- 1> 1.10202242- 1>
njr(ﬁ):1.28604141+ 07044083-4 + 020 A (A en microns)

2% -1.00585997-102 2% -100

1. 24-° 1.15662475-1°
nf(ﬂ):1.28851804+ 09509924-1 + 56624754 (A en microns)

2% -1.02101864-102 2% -100

a) Representa en un tinic grafic 'index de refracci6 ordinari, U'index de refraccio extra-
ordinari i U'index extraordinari d’una ona que es propaga en un angle 8 = 300 per dins
d’un cristall amb una longitud d’ona d’entre 400-1.100 nm.

b) Calcula quin és el gruix del cristall necessari per construir una lamina de mitja ona
per a una longitud d’ona de 600 nm.

¢) Quina és la diferéncia de fase introduida per aquest retardador en una ona plana
d'una longitud d’ona de 500 nm amb una incidéncia normal sobre la superficie? Obtin-
gues l'estat de polaritzacié del feix transmes si incideix amb la polaritzacio lineal for-
mant 40° amb l’eix ordinari del retardador.

Solucio

a) Els indexs de refraccid ordinari i extraordinari del quars es representen a partir de
I'equacio de Sellmeier com una funci6 de la longitud d’ona. L’index extraordinari, .,
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correspon al valor de I'index de refracci6é del mode extraordinari quan es propaga per
un pla perpendicular a I’eix optic (6 = 900).

Per representar I'index de refracci6 del mode extraordinari propagant-se en un angle
0 = 309, utilitzem I'expressio

1 1
n,(0,4) =

—>n,(30,4) =
\/(sin H/ne (/”t))2 + (cos 19/11”(/1))2 \/(sin30/ne (/1))2 + (cos 30/nw (/1))2

1.57 -

nor

ne
1.565 — — ne@Eo?)

index de refraccié n
in
]

n
=

1.535

1.53 ! ! !
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2

Longitud d’ona

El grafic mostra nor, 1. i n.(30). Com que n. > n,,, sabem que el quars és un cristall
uniaxial positiu.

b) Amb I’equacio de Sellmeier, i per 600 nm, obtenim n.(600) = 1,5529 i n,(600) =
1,5438

La diferéncia de fase introduida pel retardador és

(n,(A)—n,, ()2
2

0 (A) = (k (D) =k, (D)L =(n, (1) —n,, (A)k,L =

El gruix del cristall es calcula directament a partir d’aquesta expressio. Si tenim en
compte que 6, =z per a unalamina de mitja ona, tenim

I A 60010
2(n,(1)-n,, (1) 2(1.5529-1.5438)

=3.2967-10°m =32.97 um

¢) Com que la fase del retardador depén fortament de la longitud d’ona, una lamina
de mitja ona dissenyada amb una longitud d’ona especifica es comportara diferent
per a una altra longitud d’ona.

Si tenim dues longituds d’ones diferents, les fases relatives introduides pel retardador
en aquestes dues longituds d’ona s6n
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27LAR, 27LAn,

0r(4) :T and 0,(4,) = where An, =n,(4,)-n,,(4,)

2
i les seves ratios son

So(A)  Ang -2,
5,(4,) An, -2,

Si tenim en compte que &, (600) =7 , el retard de fase per 500 nm es calcula a partir

d’aquesta expressi6 i de I'equacié de Sellmeier:
An_,,600

5,(500) =5, (600)—2—=1.21x
Any, 500

Problema 4.2

Una ona optica que es propaga al llarg de Ueix OX incideix sobre una lamina de mitja
ona, l’eix ordinari de la qual esta orientat en la direccio OY mentre l'eix extraordinari
es mou en la direccié OZ. Troba la polaritzacié de ['ona de sortida quan la polaritzacio
de l'ona incident sigui:

a) Polaritzada linealment al llarg de ’eix ordinari

b) Polaritzada linealment al llarg de Ueix extraordinari

¢) Polaritzada linealment formant un angle @ amb l’eix ordinari
d) Polaritzacio circular dreta

e) Polaritzacio circular esquerra

Solucio

L'expressié per a ’ona plana que es propaga en la direccié normal a la lamina d’ona
(I'eix OX) i amb components E,, i E. al llarg de les direccions ordinaria i extraordina-
ria, respectivament, és

ES(x)=(ES j+ Ei”l%)ei(kﬂx*”t) =(E,, j+en Eelg)ei(k"xfwtw‘)

on o, = ¢y — ¢, ésladiferéncia de fase inicial. Definim el nostre vector Jones incident

en funci6é d'aquestes direccions, tenint en compte que el nostre eix horitzontal es
troba al llarg de la direcci6 ordinaria de la lamina d’ona i l'eix vertical al llarg de la
direcci6 extraordinaria.

L'acci6 de la lamina d’ona ve donada per la matriu del retardador general amb
op=(k,—k, )L=r:
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L'estat de polaritzacio de sortida ve donat per 1'accié d’aquesta matriu sobre el vector
Jones incident en cadascuna d'aquestes situacions:

1
a) En aquest cas, ¢, = (OJ i I'amplitud del camp d'incidéncia és E.

L’ona d’entrada ax=0és ES”(0)= E, je' %"

. 1 01 ; 1
. — ~ k, L k. L
El vector Jones de sortida: e, =R, , -¢, =e"* (0 _J{O] =e"r [O] .

Com és d'esperar, quan la polaritzacié de ’ona incident es troba al llarg de I'eix ordi-
nari, no hi ha retard de fase relatiu entre els components ordinari i extraordinari. A
més, 'ona de sortida manté l'estat de polaritzacio6 lineal amb una fase afegida, k..L, a
causa del medi de gruix L.

i(p +k, L-t)

El feix de sortida és E{')(L)=E,, je

0
b) En aquest cas, el vector Jones de I'ona incident és ¢, = [1] , amb amplitud de camp

E..

. 1 0})O . 0 . 0
El vector Jones de sortida: e, = e'kork =elorl = ¢'korktm) .
ou 0 -1J{1 -1 1

Utilitzant la relaci6 6, =(k, =k, )L=7 >k, L+r=k,L,

Obtenim

out out

. 0 A
_ ezkeL [ ] i E(+) (L) — Eekez(yfx +k,L-ot)
1
De manera similar al cas a), 'estat de polaritzacié no canvia i s’afegeix una fase addi-
cional al camp, k.L.

¢) En aquest cas, el camp eléctric incident no és paral-lel als eixos ordinari o extraor-
dinari, aixi que tenim una barreja de components ordinaris i extraordinaris a dins del
retardador. Si el camp eléctric incident té€ una magnitud E,, els components ordinaris
i extraordinaris corresponen a les projeccions al llarg dels eixos corresponents, do-
nant
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R cosé
E,=E cosf i E,=E sinfd amb un vector Jones ¢, = {siné’]

i E¢(0)=E, (cos8j] +sin Ok)e" "

) 1 0 0 . 1] . -0
Acci6 del retardador: €, = e " C?S =elorl CO_S =elorl C?S< )
out 0 -1l sin@ —sin@ sin(-0)

Escrit d’aquesta manera, veiem que 1’ona de sortida esta polaritzada linealment i que
forma un angle de —0 respecte de I’eix ordinari. L’accié del retardador consisteix a
produir una rotacio total de l'estat de polaritzaci6é en un angle 20. La rotaci6 es pro-
dueix sense perdua d'intensitat de I’ona incident.

i(, +k, L—ot)

El camp de sortida és EC")(L)= E (cos 6] —sin0k)e

. 1(1
d) En aquest cas, e, =—[ j iE =E,=E.

-

(1 0oY1(1) ,,1(1
L'acci6 del retardador és ¢, , = elfork ( J—[ ] = ¢/l —[ J

0 -1/ J2li

i la polaritzacio de sortida és circular, canviant de circular dreta a circular esquerra.

e) L’tltim cas és just el contrari del cas d), és a dir, el retardador canvia la polaritzacio
circular esquerra incident a la polaritzacio circular dreta.

5 kel 1 0)1 (1 :eikmLL 1
out 0 -1)/2li NG

Problema 4.3

Un selector de polaritzacio circular es construeix mitjancant una combinacio d'un re-
tardador de quart d’ona seguit d'un polaritzador lineal orientat a 45° respecte dels eixos
del retardador. Troba la matriu de polaritzacié per a aquesta configuracio i analitza la
polaritzacié transmesa per a la polaritzacié circular esquerra i dreta incident.

Solucio

Un selector de polaritzacid circular és un dispositiu que transmet la llum d'una de-
terminada direccio6 de rotacié de la polaritzacio circular i que bloqueja la llum amb
una polaritzacid circular en la direcci6 de rotacié oposada. Aquest dispositiu es cons-
trueix combinant dos polaritzadors en serie: una lamina de quart d’ona i un polarit-
zador lineal orientat a 45°.
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Com hem explicat a la seccid 4.4.1, el retardador de quart d’ona actua sobre una ona
polaritzada circular incident transformant-la en una ona polaritzada lineal orientada
a +45%0 —459, en funcid de la direcci6 de rotacié. Per tant, el polaritzador lineal situat
a 450 hauria de bloquejar la radiacié per a una de les dues situacions. L'orientacié del
polaritzador lineal determinara si tenim un selector de polaritzacié circular dreta o
circular esquerra.

Per comprovar que aquesta configuracié funcioni, introduim les matrius correspo-
nents a aquests elements.

s , g, |10 M4 g, [1 0
Lamina de quart d’ona: Ry =e™ 0 o —>R ,=e"" 0 i

2

) , cos’d  cos@sind 1(1 1
Polaritzador lineal: P, ()= — P, (45°%)=—
cos@sin@  sin’@ 2(1 1

L’accié combinada s’obté a partir d’'una multiplicaci6 directa de matrius:

[ :PL(450)'Rzz/2 'éin =Sy 'éin ,

Podem veure immediatament que, quan actua sobre els estats polaritzats circulars
incidents, obtenim

H

slo) o)

i que Sk correspon al selector de polaritzacié circular dreta.

Per obtenir la polaritzacid circular esquerra, hem de canviar 'orientaci6 del polarit-
zador lineal:

o 11—1i¢106i¢0y1—i
SL:PL(_45 )Rﬂ/ZZE -1 1 e 0 i = 2 -1 i

que no dona, en aquest cas, cap transmissio, si la radiacié incident és circular dreta;
i llum polaritzada linealment a —459, si té polaritzacio circular esquerra:

sl o) sl
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Problema 4.4

Imagina una ona plana amb polaritzacio arbitraria i modul de |E,| = 1V/m, definit pel
seu vector Jones:

A cosd
e =| .
" | e“sin@

Els parametres de Stokes sén una manera alternativa d'expressar l'estat de polaritzaci6
d'una ona lluminosa. Aquests parametres es poden calcular experimentalment mesu-
rant la intensitat transmesa de l'ona lluminosa a través de diferents elements. Calcula
la intensitat transmesa de l'ona incident a través dels elements segiients:

— Polaritzador lineal a 0°: I(0)

— Polaritzador lineal a 90°: 1(90)

— Polaritzador lineal a 45°: I(45)

— Polaritzador lineal a —459: I(-45)

— Selector de polaritzacié circular esquerra: I(L)
— Selector de polaritzacié circular dreta: I(R)

Obtingues l'expressio general per als parametres de Stokes definits en funcié de la inten-
sitat d'incidencia, I,, com:

5, = 1(0) ; I(90)
5= 1(45); 1(~45)
5 I0-I®)

Io
Solucié

2
La intensitat d’incidencia d’'una ona plana és I = 8OC|E | / 2=¢c / 2.

Transmissioé a través dels diferents elements.

a) Polaritzador lineal a 0°:

_ 1 0)f cosé 1
eout = i5 s = COSQ
0 0/ e“sind 0

. . 1
La intensitat transmesa: I(0) = —goc(eo -e
2

# 1
) = E,s‘occos2 0.

ut out

b) Polaritzador lineal a 90°:
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_ 0 0)f cosd s . (0
e = 5 =e“sind
0 1) e“siné 1

—_— *

. 1 _ 1 .
i 1(90)= Egoc(eout e, )= Eezocsm2 0.

¢) Polaritzador lineal a 45°:

_1(1 1) cos@ | 1[cos@+e’sind) cos@+esing| 1 (1

e == 4 =— ‘ =——- - >
ot 211 1) e?sin@]| 2|cosf+e?sing 2 V21

La intensitat transmesa en aquest cas €s

NG NR 2

d) Polaritzador lineal a —450:

- 11 -l cosd _cosH—emsin@L 1
- ol-1 1 )| e“sing 2 J2l-1

Si repetim els passos del punt c), obtenim

1 cos@+e“sind | cos@+e " sind 1 1+2cos@sinfcosd
I(45):Egoc =—¢,C .

I(~45)= %eoc{

1 —Zcosé’sinﬁcos5J
5 .

e) Per veure l'efecte del selector circular esquerre, utilitzarem els resultats del pro-
blema anterior, Problema 4.3, per obtenir

- cos@ :ei"’vr(cose—iei&siné’)(i 1
out "L ¢ gin @ V2 L\E -1

La intensitat transmesa s’obté després d uns pocs passos algebraics:

1 cos@—ie” sind [ cos@+ie ™ sind 1 1+2cos@sin@sind
I(L)=E¢€‘OC = o :

=—¢&C
V2 V2 2 2

f) L'efecte del selector circular dret s’obté de la mateixa manera:

¢ =S .6 _er (10 cosf ) ¢ (cosh+ie”sing)| 1 (1
o TR 2 (1 i) €“sing N2 NAE!

1—Zcosﬁsin951n6j
2

I(L) :%goc(
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Si apliquem directament les definicions en termes dels components del vector Jones,
les expressions per als parametres de Stokes sén

S, = (I(O) - I(9O))/IO =cos” #—sin* 6 = cos(20)
S, = (1(45)—1(—45))/10 =2cos#sinfcosd =sin(20)cosd
S, = (I(L)—I(R))/IO =2cos#sinfdsin o =sin(26)sin o

A partir d'aquest resultat, podem confirmar que es manté la relacio Sl2 + 522 + S32 =1.

Aixi doncs, els punts que indiquen I'estat de polaritzacié d’'una ona es poden situar al
llarg d’una esfera unitaria (esfera de Poincaré).

Problema 4.5

L'estat de polaritzacié d'un feix es defineix a partir del que anomenem sistema de refe-
réncia del laboratori, que es defineix per dos eixos ortogonals fixats a la taula dptica,
que s’anomenen eixos horitzontal (H) i vertical (V). L’angle € del vector Jones associat
es defineix a partir de l’eix H. Es pot inserir un retardador en la trajectoria del feix, amb
el seu eix ordinari formant un angle arbitrari respecte de ’eix horitzontal. Descriu l'e-
fecte del retardador i troba la matriu associada a aquest cas més general.

Solucié

L'efecte del retardador s’ha definit préeviament en termes dels components ordinaris
i extraordinaris incidents sobre el retardador i, per tant, la matriu Rs (presentada en
aquest capitol) s’expressa en el que anomenem el sistema de referéncia del retarda-
dor, definit per dos eixos ortogonals en les direccions dels eixos ordinari i extraordi-
nari del retardador.

eor

Qualsevol vector Jones de polaritzacio incident é,, =( J sera transformat pel retar-

e

dador d'acord amb laregla e , =R 50 e, -

Fins ara, hem analitzat el cas simplificat en qué el sistema de referéncia del laboratori
i el del retardador coincidien. En aquest problema, explorarem una situacié més ge-
neral que ocorre sovint en casos reals, en qué el retardador €s rotat en un angle v
respecte del sistema de referéncia del laboratori.

El nostre vector de polaritzacié inicial en el sistema de referencia del laboratori es pot
e

escriure aixi: e = "
eV

El vector en el sistema de referéncia del retardador es relaciona amb aquest per mitja
d'una rotacio del sistema de coordenades en un angle v i, per tant, ho podem escriure
aixi:
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e cos sin e
éir;t :W(l//)éllzb _>{ urJ:{ . v V/J( H]
e, —siny  cosy || e,

on W(y) és la matriu de rotacié.

L'efecte del retardador es pot aplicar al sistema de referéncia del retardador, i dona

out —

—ret __ ~ret _ ~lab
7 R; € =R Ww)e,

Per acabar, convertim el nostre estat de polaritzacié de nou al sistema de referéncia
del laboratori aplicant una rotacié de —y:
Elab _ W(— )Eret _W(— )R W( )élab _ Rz// élab
out — Ve = .4 Sp Ve, = S in

A partir d'aquesta expressio, podem veure que el vector Jones de sortida en el sistema
de referencia del laboratori es pot obtenir a partir del vector Jones incident en aquest
sistema de referéncia mitjancant una transformacioé unitaria de la matriu del retar-
dador:

cosy —sin A 1 0 cos sin
RY =W(-y)R, W(y) =[ v ‘”Je“‘wL s ][ v ”’]

& R siny  cosy 0 e“r || —siny cosy

i0 . . i,
RVl cos’y +ersiny  cosysiny(1—e' %)
. — e or
) . io . i,
R cosysing(1—e®)  sin’y +e'% cos®

Problema 4.6

Pensem en una ona plana que esta polaritzada linealment al llarg de Ueix vertical en el
sistema de referéncia del laboratori. Utilitzem una lamina de mitja ona per fer rotar
l'estat de polaritzaci6 de 'ona. El retardador és rotat amb el seu eix ordinari formant
un angle = 300 respecte de l'eix horitzontal. Obtingues el vector Jones de polaritzacié
després del retardador.

Solucio

. 0
El vector Jones incident en el marc de referéncia del laboratori és é.°° = [J

Si el retardador no és rotat, aquest estat hauria de correspondre a la incidéncia al llarg
de I'eix extraordinari. En conseqiiéncia, no s’observara cap canvi de polaritzacio a la
sortida, com s’ha comentat a la seccio Problema 4.2 b).

Com que el retardador ha estat rotat, el seu efecte sobre I'estat de polaritzacio del feix
incident s’obté per aplicacio directa del resultat del Problema 4.5:
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—lab _ 1p304lab__ ik, L
Cout = R;r e, =¢€ -

cos’30-sin*30  2cos30sin30 |(0) , . 2¢0s30
=g o
2c0s30sin30  sin®30-cos®30 |( 1 sin? 30 — cos? 30

Si reescrivim aquesta expressio:

Slab _ ik L sin60 _ gl cos30 _ gl cos(-30)
out —c0s60 —sin30 sin(-30)

A banda d’un terme de fase addicional, que no influira en la intensitat, en aquest
resultat podem identificar que I'ona transmesa estara polaritzada linealment i for-
mara un angle de —30° respecte de 1'eix horitzontal. Com que I’angle respecte de 'eix
era de 90° a I'entrada, el retardador ha fet rotar la polaritzacié incident en 120°.

Aixo0 correspon al doble de I’angle que forma I'estat de polaritzacié incident respecte
de l'eix ordinari del retardador (60°), i va d’acord amb el que es descriu a la figura 6
(més amunt).

Problema 4.7

Una ona plana es propaga al llarg de l'eix z amb un estat de polaritzacié caracteritzat
pel vector Jones, definit pels parametres @ = 30° i & = 7/6 rad. Per transformar-la en
una ona polaritzada linealment al llarg de la direccié horitzontal (eix x), utilitzem dos
retardadors col-locats en série. En el primer retardador, podem seleccionar qualsevol
valor de la fase ok del retardador, controlant el voltatge que li apliquem al dispositiu. El
seu eix ordinari esta alineat al llarg de la direccié horitzontal i el voltatge aplicat a
aquest retardador s'ajusta per obtenir una ona polaritzada linealment a la sortida. El
segon retardador és una lamina de mitja ona, que s’utilitza per rotar 'ona polaritzada
linealment després del primer retardador per obtenir l'estat de polaritzacio lineal horit-
zontal desitjat a la sortida.

a) Per tal d'assolir aquest objectiu, quina fase s'hauria d’introduir al primer retardador
i quina orientacié hauria de tenir leix ordinari de la lamina de mitja ona respecte de
l'eix horitzontal?

b) Per obtenir llum polaritzada circularment a la sortida, substituim la lamina de mitja
ona per un retardador diferent (mantenint el primer retardador que hem triat en el punt
a). Segons el principi de funcionament dels retardadors, justifica quin tipus de retarda-
dor es necessita en aquest cas, aixi com lorientacio respecte de la direccio horitzontal.

Solucié

Aab cos30

a) El vector Jones incident e~ = oi7/6 correspon a la polaritzacio el-liptica.

sin30
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Accié del primer retardador: aquest retardador s’orienta amb el seu eix ordinari al
llarg de la direcci6 horitzontal i la seva matriu ve donada per

(prendrem ¢or = 0 sense perdre el caracter general).
El feix transmés després del primer retardador és

cos30

T
. amb 6 ,=—+6
e%out gin 30} out g R

5 ~lab
Cun =R, €, :[
Per obtenir polaritzacions lineals, tenim dues solucions possibles:
0,,=027,.56,=6,,-7/6=117/6

O,y =37, >0, =0, —m/6=57/6

Per 0, =117/6, ¢l feix transmeés estara polaritzat linealment, amb 6 = 300.

Per 6, =57 /6, el feix transmes estara polaritzat linealment, amb 6 = -30°.

L’orientacié del segon retardador la podem obtenir sense calculs tenint en compte
I'efecte de la lamina de mitja ona sobre la llum polaritzada linealment: la polaritzacio
lineal del feix transmés girara en un angle 2o respecte de la polaritzacid incident, on
a és I'angle de 'ona incident respecte de I'eix del retardador.

Seguint aquesta regla per obtenir la polaritzacié lineal en direccié horitzontal, hau-
riem de col-locar I'eix del retardador en

w=15° per 06,=117/6
y=-15° per 6,=57/6
Aquest resultat es pot obtenir a partir del resultat general derivat a Problema 4.5.

L'efecte d'un retardador rotat es pot expressar en termes de la matriu R” . Per a la

cos2y  sin2y J

lamina de mitja ona, aix0 se simplifica a R,"z’ =| .
Sin2y  —cos2y

Per 6, =11x7/6:
1 cos2 sin2 cos30
g =Ry -8 | = OV PR T
" T 0 sin2y —cos2y || sin30

cos2y cos30+sin2ysin30=1— 2y =30 >y =15°
sin2y cos30 —cos2y sin30 =0 — g2y =tg30 -y =15°
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Per 6, =57/6:

—lab _ py  slab 1) (cos2y  sin2y cos(—30)
eout _Rzr -e‘l'n - i .
0 sin2y  —cos2y )| sin(-30)

cos2y cos30—sin2ysin30=1— 2y =-30 > =-15°
sin 2y cos30 + cos2y sin30 =0 — g2y = —1g30 >y =—-15°

b) Per a la polaritzacio circular J,, =¥z /210 =450, aix0 s’aconsegueix si el retarda-
dor és una lamina de quart d’ona i si la llum polaritzada linealment incident esta
orientada a 45° respecte de I’eix ordinari.

Per 6, =117 /6, el feix incident esta polaritzat a 30, aixi que el retardador hauria de

col-locar-se amb l'eix ordinari en un angle y =—15° respecte de I'horitzontal.

Per 6, =57/6, el feix incident esta polaritzat a —30° i el retardador hauria de col-lo-

car-se amb l'eix ordinari en un angle y =—75° respecte de I'horitzontal.

Aquest resultat el podem comprovar directament utilitzant la matriu del retardor girat

Problema 4.8

S'utilitza un cristall uniaxial negatiu, KDP (fosfat dideuteri de potassi), per generar un
senyal de segon harmonic (SH) en la longitud d’ona Asy = 532 nm a partir d’'una ona
fonamental a Ay = 1.064 nm. Volem calcular I’angle de fase coincident en les dues con-
figuracions segiients:

— Coincidéncia de fase de Tipus I: la condicié de la conservacié de moment que s’ha
de satisfer és 2k(1064) = k(532). Troba l'unica possibilitat de polaritzacio per a

ambdos feixos i troba l'angle de coincidéncia de fase.

— Coincideéncia de fase col-lineal de Tipus II: en aquesta configuracio, en la longitud
d’ona fonamental amb diferent polaritzacié, dos feixos es barregen de manera
col-lineal per generar radiacio en la longitud d’ona SH. L'eficiéncia del procés ve
regida  per la relacié de la conservacio del moment
k,,(1064)+k,(0,1064) = k(532) . Troba la polaritzacié del feix SH i calcula l'angle

de coincidéncia de fase.

Indexs de refraccié de KDP: nor(532) = 1,5123, ne(532) = 1,4705, nor(1064) = 1,4938 i
ne(1064) = 1,4599.

Solucié

En el procés de generaci6 d'un segon harmonic (SHG), volem transferir energia del
feix fonamental al segon harmonic. Una transferencia d'energia efectiva entre ones
requereix que I'energia i la conservacié del moment sigui simultania.
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Quan s'estudia la llum en termes de fotons, la seva energia és E =/ la seva quan-
titat de moviment és p = hik . La conservacio d’energia requereix que dos fotons de la

freqiiéncia fonamental es destrueixin per tal de crear un foté en la freqiiéncia de se-
gon harmonic. Aix0 es pot escriure de la manera segiient:

a)SH = 2a)fund _>ZSH :ﬂ'ﬁmd /2 .

La conservacié del moment és una relacié entre els vectors d’ona de les ones que
interaccionen. En una interacci6 col-lineal, totes les ones es propaguen en la mateixa
direccid i podem escriure una relacié escalar. Aquesta condicié de conservacié del
moment es pot satisfer de diferents maneres, perd la més facil és la configuracié de
Tipus I.

Configuracié de Tipus I
Per a un procés de SHG, la configuracié ve donada per la relacié

2kfund = kSH

Aquesta relacio es pot expressar en termes de I'index de refracci6 en cada longitud
d’ona:

2 2 4
2n fund =gy =Ngy >N fng = Psy
A A
‘fund SH ‘fund

on s'ha utilitzat la relaci6 de la conservacio d'energia.

A partir d’aquesta expressio, podem veure que la conservacié del moment en aquest
procés requereix que I'index de refracci6 de les dues longituds d’ona sigui el mateix.

Aquesta condicid esta prohibida en els materials isotrops, a causa de la dispersio dels
materials. Tanmateix, si que es pot complir en materials anisotrops sota unes condi-
cions concretes de l'estat de polaritzacid i de la direcci6 de propagacio per a les ones
que interaccionen a dins del cristall.

La idea global és que, per complir aquesta condicid, la polaritzacié del fonamental i
del SH ha de ser diferent. A més a més, la variacio de 'index de refraccio extraordinari
amb angle permet, en algunes situacions, trobar un punt per satisfer la condicié de
conservacié de moment requerida (coincidéncia de fase).

Com que l'index de refraccié augmenta amb la freqiiéncia en un régim de dispersio
normal, sempre passara que

n, (fund)<n, (SH) i n,(fund,0)<n,(SH,0) .

La figura mostra un grafic per al cristall uniaxial negatiu genéric en dues situacions
diferents.
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— Sila birefringéncia del medi es massa petita (grafic de 1'esquerra), les corbes del
fonamental i del SH no intersequen en cap angle. En aquestes condicions, el
cristall no ens serveix per assolir la coincidéncia de fase.

— Si la birefringéncia del medi és massa gran (grafic de la dreta), la corba del SH
ordinari i la del fonamental extraordinari intersequen en una determinada di-
reccio de propagacié. En aquest punt, se satisfa la condici6 de conservacié del
moment.

Ordinari ~ ------
Extraordinari

Direccio de la
coincidéncia
de fase

Figura 4.9 Coincidéncia de fase de Tipus |

A la figura, podem veure que la coincidéncia de fase per als cristalls uniaxials nega-
tius sera possible si n,(fund) > n.(SH).

A partir dels valors dels indexs de refraccié de KDP a 1064 nm i a 532 nm: n,(1064)
=1,4938 > n(532) = 1,4705. En la configuracio6 de Tipus I, aquesta condicié es manté,
i és possible la coincidencia de fase en KDP per a I’angle de propagaci6 que satisfa la
condici6:

n, (1064)=n,(532,0,,,)
Si substituim l'expressi6 per a I'index de refraccié extraordinari com a funcié de l'angle:

I 1 _sin®@,,  cos’6,, 1-cos’0,, cos’O,,
n,’(1064) n2(532,6,,) n’(532) n’(532) nX(532) n’(532)

1/n% (1064)—1/n*(532
oS’ Oy, = [, 10641/ n; 532)
1/n2,(532)-1/n2(532)

=0.5677 — OpF =41.1°
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Configuraci6 de Tipus II

Per a la interaccio col-lineal de Tipus II, tenim una barreja dels modes fonamentals
ordinarii extraordinari que es propaguen de manera col-lineal. A partir de la condicié
de conservacio del moment, podem trobar la relaci6 entre els indexs de refraccié:

k,, (1064) + k, (1064,0) = k(532)

n, (106427 n,(1064,0)27 n(532)2x n,,(1064)+n,(1064,0)
+ = —>n(532)=
1064 1064 532 2
L’index de refracci6 de SH ha de ser el valor mitja del seu valor ordinari i extraordi-

nari. Per tal que es compleixi aquesta condicio, la birefringencia del cristall hauria de
ser prou gran. Aquesta situacio es mostra de manera grafica en la figura segiient:

Ordinari ~ ------
Extraordinari

SH

... Direccié
tall N < TipusIPM
Sk h .
| ., Direcci6
8 Y% TipusII PM
11 . L
eP

[l
1
[} 1
Il
[

A la figura podem veure que I'index de refracci6 de SH ha de ser extraordinari. En
I’angle de coincidéncia de fase, el seu valor es troba entre els indexs ordinari i extra-
ordinari del fonamental, aixi que se satisfa la condici6 del valor mitja de I'index que
se’n deriva.

n,, (1064)+n,(1064,65 )
2

La condici6 de PM de Tipus II és n, (532,05, ) =

Alafigura veiem que l'angle d’interaccio de Tipus II sempre sera més gran que I’angle
de coincidéncia de fase de Tipus I.

L’angle de coincidencia de fase també es pot calcular de manera numerica. El grafic
segilient representa la funcié f(6)=2n,(532,0)-n,(1064)—-n,(1064,0) com una
funci6 de I'angle 6. El valor de I'angle de coincidencia de fase es pot obtenir amb el

grafic, ja que

f(0,,,) =0, per una coincidencia de fase propera a 60°.
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4.6 Problemes plantejats

P4.1 Una ona optica es propaga per dins d'un quars en una direccié definida pels
angles 0 = 20° i ¢ = 300. La longitud d’ona en el buit és de 800 nm i 'amplitud del
camp és de E = 100 V/m. Escriu una expressio per als modes normals ordinari i ex-
traordinari que es propaguen per aquest medi. Troba la direccié del vector de Poyn-
ting per a cadascun d'aquests modes.

P4.2 Una ona optica d’una longitud d’ona de 589 nm té una incidéncia normal sobre
la superficie d’un retardador de calcita (no = 1,6583; n. = 1,4864).

a) Quin és el gruix minim del cristall que es necessita per obtenir un retard de fase
relatiu entre els components ordinaris i extraordinaris de 7t; /4 i 7w/2?

b) Per a una ona d’entrada polaritzada linealment a 6 = 450 respecte de I’eix ordinari,
calcula l'estat de polaritzacio a la sortida del retardador per als tres casos que es plan-
tegen en la pregunta a).

P4.3 Una lamina de quart d’ona esta orientada de manera que el seu eix ordinari es
troba damunt de I'eix OY i el seu eix extraordinari al llarg de I'eix OZ. Una ona inci-
dent es propaga al llarg de l'eix OX. Troba la polaritzaci6é de ’ona de sortida quan
l'estat de polaritzacié incident sigui:

a) Polaritzacio lineal al llarg de I’eix ordinari

b) Polaritzaci6 lineal al llarg de I’eix extraordinari

¢) Polaritzacio lineal formant un angle 6 amb I’eix ordinari
d) Polaritzacio circular dreta

e) Polaritzacio circular esquerra
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P4.4 Una ona plana amb polaritzacid lineal incideix sobre un selector de polaritzador
circular (vegeu el problema resolt Problema 4.3). Estudia 1'efecte d'aquest polaritza-
dor com a funcié de I'angle de ’'ona polaritzada linealment incident.

P4.5 Construim un selector de polaritzacid circular tal com s’explica en el problema
resolt S3. En un determinat moment, el polaritzador lineal comenca a girar amb una
velocitat angular constant ®. Determina 1'estat de polaritzacié transmeés per a la po-
laritzacié circular dreta incident.

P4.6 Una lamina d’ona feta a partir d’un cristall uniaxial positiu té un eix optic pa-
ral-lel a la superficie de la lamina i perpendicular al pla d’incidéncia. Aquesta lamina
introdueix un canvi de fase relatiu 6, =(n, —n,, )k L per a un feix amb una inciden-

cia normal sobre la superficie. Canviem I'angle d’incidencia de zero a un valor de 6in.
a) Descriu les trajectories del feix ordinari i extraordinari en el retardador.

b) Troba una expressio per al canvi de fase relatiu en aquest cas.

P4.7 Els filtres espectrals amb una amplada de banda espectral molt estreta es poden
obtenir mitjangant cristalls birefringents. Un filtre de Solc es fa mitjangant un nom-
bre enter de parells de retardadors inserits entre els polaritzadors creuats de manera
que la seqiiencia d’orientacions de I’eix ordinari de cada parell de retardadors res-
pecte de la direcci6 del polaritzador horitzontal inicial ve donat per [6,—8]. La se-
qiiéncia total d’elements és [0°,0, —6,...,06,—6, 90°].

a) Troba la matriu corresponent a un determinat parell de retardadors.
b) Troba la matriu per al filtre de Solc amb un tnic parell de retardadors.

¢) Si els retardadors sén lamines de mitja ona, determina la intensitat transmesa per
a la radiaci6 incident que esta polaritzada linealment al llarg de I’eix horitzontal.

P4.8 Un cristall de quars s’utilitza per generar radiacié a 400 nm (segon harmonic) a
partir de radiaci6 a 800 nm (fonamental) a través del procés de generacié de segon
harmonic. Els indexs de refraccio del cristall a aquestes longituds d’ona sén n,(400)
= 1,5577, n/(400) = 1,5673, n.(800) = 1,5383 i n.(800) = 1,5472. Descriu i justifica la
possibilitat d’obtenir la coincidéncia de fase requerida utilitzant aquest cristall.

P4.9 Un cristall uniaxial positiu s'utilitza per obtenir la coincidencia de fase en el
procés de convertir la radiacié d'un feix amb una longitud d’ona de 1.064 nm al seu
segon harmonic a 532 nm, utilitzant una configuracié de coincidéncia de fase col-li-
neal de Tipus II. En aquesta configuracio, la radiaci6 incident és una barreja de les
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ones polaritzades ordinaria i extraordinaria a 1.064 nm. La condicié de coincidéncia
de fase és

k,, (1.064)+k,(1.064) =k(532)

a) Comenta quin estat de polaritzacié de la radiacié de segon harmonic és I'inica
possibilitat que satisfa la condici6 de coincidéncia de fase.

b) Determina 'angle de coincidéncia de fase en aquesta configuracié. Els indexs de
refraccio son nq(1.064) = 1,535, n(1064) = 1,544, n.(532) = 1,538 i n.532) = 1,549.

P4.10 Un cristall DKDP (uniaxial negatiu) genera radiacié UV a A; = 354,67 nm a
través del procés de generacio de la freqiiencia suma utilitzant la superposici6 de la
radiacio a A, = 1064 nm i A, = 532 nm. Per obtenir una conversio eficient, s’han de
complir les condicions seglients:

Conservacio de I'energia: @, + o, = @,
Conservacié del moment: k_,(1064)+k_ (532) =k, (354.67,0,,,)

Troba l'angle de coincidencia de fase, tenint en compte que la interaccid és col-lineal,
aixi que tots els feixos es propaguen en la mateixa direccio.

AM(nm) Nor Ne
1.064 1,4928 1,4555
532 1,5085 1,4690
354,67 1,5263 1,4841
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Propagacio de polsos de llum

Introduccio

Als capitols anteriors hem tractat exclusivament amb la radiacié6 monocromatica. El
capitol 1 aborda les solucions basiques de I'equacié d'ona; el capitol 2 desenvolupa les
solucions de feix paraxial per a la localitzacio espacial transversal de la llum i el capi-
tol 3 tracta el problema de I’aparici6 de certa dependéncia temporal degut a I'emissié
atenuada dels emissors de dipol simple. Quan considerem la superposici6 d'oscil-la-
dors atenuats de diverses fonts (normalment al voltant de 10'® atoms/cm?), les fases
aleatories donen lloc a una emissié continua de llum amb fluctuacions afegides de-
gudes al caracter estadistic del procés d'emissid. Aquesta és 'emissié de llum carac-
teristica de les fonts naturals com ara el sol. Les fonts térmiques emeten en un
espectre de freqiiencia ampli (per exemple, el Sol emet des de I'infraroig fins a 1'ultra-
violat), encara que la llum no s'emet en forma de pols de llum, siné de forma conti-
nua.

Aquesta emissio és completament oposada a la de les fonts laser modernes, que eme-
ten polsos de radiacié amb durades de I'ordre de picosegons, nanosegons o femtose-
gons a un ritme de repeticid determinat. Aquests polsos tenen una poténcia molt gran
i s'utilitzen ampliament en un gran nombre d'aplicacions de la fotonica, com ara les
telecomunicacions, el processament de materials o la cirurgia meédica, entre d’altres.

En aquest capitol aprendrem la definicié basica dels polsos de llum i com es propa-
guen en materials dispersius. De la mateixa manera que durant la propagacio els fei-
xos de llum pateixen una difraccio, veurem que I'efecte que produeix la dispersio és
un allargament temporal dels polsos.

En primer lloc, considerem com podem obtenir un pols a partir de la superposicid
d'ones monocromatiques de diferents freqiiencies. Una ona monocromatica repre-
senta una solucio temporal infinita de I'equacié d'ona. Si afegim dues ones monocro-
matiques amb freqiiéncies lleugerament diferents,» i @+ Aw,obtenim un senyal

modulat que mostra la modulaci6 caracteristica per una freqiiéncia igual aAa)/ 2.
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Afegint més i més freqiiéncies amb una relacid de fase ben definida entre elles, obte-
nim una amplitud moduladora que es fa més estreta a mesura que la banda de fre-
qliencia s'amplia. Tanmateix, el confinament de camp desapareix quan la relacid de
fase entre les ones és aleatoria. Aquesta dependéncia de fase entre les diferents fre-
qliencies és fonamental per tal de discernir entre un pols de llum (per exemple, emés
per lasers ultracurts) i una font d’emissié continua de banda ampla com és el Sol. El
mecanisme responsable de fixar les fases suposa un gran aveng en el camp de la foto-
nica de les ultimes decades.

5.1 Descripcié matematica dels polsos de llum

El camp electric corresponent a un pols de llum s'expressa matematicament com una
funcié dependent del temps. Com hem apreés, la llum es propaga tot oscil-lant a fre-
qiiéncies molt elevades de 1'ordre de 10*° Hz. Aix0 ens permetent d’expressar el nostre
pols amb una aproximacié que anomenem quasi-monocromatica, concretament com
a ona portadora a una gran freqiiéncia optica, modulada en el temps per una ampli-
tud temporal:

E(z.0)=E{" (z.)e” ™

on Eo(z t) representa I'amplitud complexa, que també es coneix com a amplitud de
pols temporal, i w, és la freqiiéncia portadora.

La validesa d'aquesta aproximacié es pot justificar tenint en compte el periode duna
sola oscil-lacio del cicle: T=27/w~2-10""s. Aquesta expressio sera valida per a dura-
des de I'amplitud de pol majors que T (en aquest capitol no tindrem en consideracio
la dependéncia transversal dels polsos de llum, ja que com més detallada sigui la de-
pendéncia espai-temps, més complexitat afegirem). D’aqui en endavant suposarem
que el nostre feix es pot considerar espacialment homogeni en el pla transversal.

De moment, prendrem en compte les propietats del pols de llum en el plaz =01 ens
concentrarem en les propietats basiques de la seva dependéncia temporal. Més enda-
vant en aquest capitol, considerarem els efectes de la propagacié del pols. L'expressio
del pols de llum es pot escriure en relacio a la seva amplitud real i fase temporal, que
s6n [Eo™(t)| i p(t), respectivament, en aquesta representacié complexa:

ED(t)= B (e ! = ‘Eé*) (t)‘ei(ﬂ(t)e_i%t [5.1A]
El camp eléctric real ve donat per la part real del senyal analitic, com és habitual:
E(t)=Re[E™ ()] [5.1B]

En aquest capitol passarem per alt els efectes de la polaritzacié i, per tant, ometrem
de les expressions el caracter vectorial dels camps.
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La intensitat temporal del pols és proporcional al modul al quadrat de I'amplitud real:

[
1() o ‘EO+

Una forma alternativa d'escriure el pols de llum és expressant la funcié d'ona escalar
en funcio de la intensitat:

UD (1) =JI(t) Pt [5.1C]
[ ]
osh ]
0 —~.~W\/W\W Wﬂm\«w~i
osh ]
4l |
0 20 20 0 2 0 60

Figura 5.1 El camp eléctric d'un pols de llum mostra les rapides oscil-lacions de la freqiiéncia portadora modu-
lada per I'amplitud temporal.

A T’hora de treballar amb polsos, és generalment aconsellable de treballar dins 1'espai
de freqiiencies, que es relaciona amb l'espai temporal mitjancant una transformada
de Fourier. Definim la representacio de freqiiencies del camp temporal com

E(w)= ]O E®e™dt <  E@) =i ]0 E(w)e ™ do [5.2]

—o0

Aquestes expressions representen matematicament el fet fisic que un pols es pot ob-
tenir com una superposicié coherent de diferents freqiiencies. El camp electric que
apareix en aquestes relacions correspon al camp electric real i, per tant, la seva trans-
formada de Fourier, E(w), sera complexa. La realitat del camp temporal imposa una
relacio6 entre el component negatiu i el positiu de la transformada de Fourier:

E(-w)=E(»)"

Per tal de treballar amb representacions complexes dels camps temporals, definim la
part positiva del camp espectral:

E(w) if >0

EW —
(@) {0 ifw<0
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La transformada de Fourier (TF) d'aquesta funcié és complexa i correspon a la repre-
sentacio analitica del camp eléctric real. Aixo vol dir que les funcions EV(t) i E (w)
son un parell de Transformades de Fourier, TF, complexes:

ED(0)= [ V(e dt < E“)(t):i [ ED(@)e ™ de [5.3]

—0

Si per a I'expressio E®(t) factoritzem un terme oscil-latori proporcional a la freqiién-
cia portadora, obtenim:
1% “i(a— i 1 % . »
EP@)=— j E®) (w)e (o= )tgmiont g, | 2 j E®) (@, + Qe ¥ dq e
27 = 27 =

[5.4A]
on definim la freqiiencia desplacada Q = w-wo.

Comparant les equacions [5.1A] i [5.4A], reconeixem que el terme entre claudators
és'amplitud complexa temporal. La transformada de Fourier de I'amplitud complexa
és, per tant, la versi¢ desplagada de la transformada de Fourier del camp eléctric:

Eg)(t):% [EV@e ™0 o BEYQ-=[EP0ed  [5.48]

—0 —0

on el terme E(Q)s’escriu d'aquesta manera simplificada, tot i que fa referéncia a
I'amplitud complexa corresponent a la freqiiéncia real ® = Q+wo.

En la majoria de casos, utilitzarem aquesta notacié per referir-nos a 1'evoluci6 de
l'amplitud de pols, obviant el fet que la funcié analitica total s'obté multiplicant I'am-
plitud per I'exponencial de la freqiiéncia portadora (de manera similar al que hem fet
en la derivacio de les solucions d'ones paraxials). Amb aquestes consideracions en
ment, expressarem el pols de llum ja sigui en l'espai temporal com en l'espai de les
freqiiéncies.

Pols de llum en la representacié temporal:

EO(0)=[ES 0] Ve = 10y | ES (0 [5.5A]

on
— |Eo™(t)| és I'amplitud temporal de pols;
— o(t) és la fase temporal i
— I(¢) és la intensitat de pols.

El pols de llum en la representacio espectral:
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B9 (0, + Q) =|E @] D = S(Q) | B (Q)‘Z [5.5B]

on
- ‘ Eiﬂ(g)‘ ¢és I'amplitud espectral de pols;

— y(Q) és la fase espectral i
— S(Q) és l'espectre del pols.

5.2 Duradaiamplada de banda del pols

Tal i com hem vist al capitol 2, en tractar amb feixos gaussians, no hi ha una unica
expressio per definir el radi del feix. De la mateixa manera, podem utilitzar diferents
expressions per definir la durada del pols o I'amplada de banda de 'espectre. Si els
polsos temporals tenen un perfil d'amplitud gaussia, podem definir les durades de
pols 1/e, 1/e* 0o FWHM, tal i com hem fet amb el radi del feix optic. Per als perfils de
pols que no siguin gaussians pero que tinguin un perfil suau d’un sol pols, es pot
utilitzar generalment la convencié de FWHM. Per als polsos amb formes més com-
plexes o perfils amb multiples pics, definim la durada general del pols com la desvia-
ci6 estandard:

At= <t2 > —<t>2

amb

T £ I(t)dt

(f)==—

j I(t)dt

—0

Es defineix una expressi6 equivalent per obtenir I'amplada de 1'espectre que defineix
el rang de freqiiencies presents al pols.

5.2.1 Producte amplada de banda-temps (TBP)

El producte amplada de banda-temps d’un pols (TBP, de “time-bandwidth product”
en anglés) depén de la seva fase temporal i espectral. En general, es compleix:

TBP=A7-AQ=>K [5.6]

on K és una constant que depen del perfil de pols concret. Aquesta és una expressio
general que relaciona els parells de transformades de Fourier.
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El valor minim del TBP correspon a la situaci6 en que les fases temporal i espectral
siguin zero o constants quan totes les freqiiencies que formen el pols s'afegeixen en
fase. El pols en aquest cas es denomina limitat per la transformada de Fourier i
representa la durada minima de pols que es pot assolir per a un espectre de freqiién-
cies determinat.

Pols limitat per la transformada de Fourier: At = K/AQ

Una fase espectral dependent del temps significa que els diferents components de la
freqiiéncia del pols es solapen amb certa diferéncia de fase relativa entre elles. Tal i
com hem mostrat anteriorment, aixd comporta un allargament del pols.

Pols amb fase temporal o espectral no constant: At > K/AQ.

» Exemple 1: TBP d'un pols gaussia limitat per la transformada de Fourier
Un pols gaussia amb durada de pols (1/e) en amplitud 1, s'escriu com
EO(n)=E,e %
Durada del pols: At =7,

Per obtenir 'amplada de banda, calculem 1'amplitud espectral:

D i i L 2,2
E(()Jr)(Q): IEé+)(t)ethdt:Eo Ie t /TO ethdt

—0 —0

La integral es pot resoldre utilitzant

J e A g 2Bl ﬁeBz/ 4 (Re(4)>0)
Ja

—0

Obtenim
ad _ 02,2 02 5
EO(Q)=Ear,e T g Jrr,e /@)

L'amplada de banda és per tant

AQ =2/, i TBP=2

» Exemple 2: TBP d'un pols gaussia amb dependéncia de fase temporal quadratica

El pols en aquest cas s'expressa com

2,
——2(1+la)
EX()=Ee
0 (]

L'amplitud espectral s'obté per transformada de Fourier directa:
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023
i (+) L

ED@= | Eg”(t)eiﬂtdt:Me ai+ia)
o0 1+ia

Separant I'amplitud i la fase en la funcié exponencial, obtenim l'expressio

0272 0272
) —=0_
E, \/7_”'03 4(1+a2)el4(1+a2)

EQ (@)= .
1+ix

L'amplada de banda de la freqiiencia s'obté directament de 'amplitud gaussiana:
QZ
Vi+a®

EV(@oe AP with AQ=>

TO

El TBP sera:

TBP = At-AQ =21+ &*

A partir d'aquest resultat, podem inferir que, per a un contingut de freqiiéncia fix
(amplada de banda de freqiiéncia fixa), un pols amb dependéncia quadratica tem-
poral de la fase temporal resultara en un pols més llarg, amb una durada que sera

Vi+a? vegades més llarg que un pols limitat per la transformada de Fourier amb
la mateixa amplada de banda.

TBP=K
iSS
Freqiiéncia
TBP>K
Temps Freqiiéncia

Figura 5.2 Dos polsos gaussians d'espectre identic i fases diferents. (Dalt) pols limitat a la transformada de
Fourier. (Baix) pols amb una dependéncia quadratica de la fase que condueix a polsos més llargs en el domini
del temps per a un espectre donat.
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5.3 Freqiiéncia instantania i xirp

En la secci6 anterior hem vist que un pols optic es pot expressar com una ona plana
temporalment modulada amb una freqiiéncia portadora (wo). Aquesta freqiiéncia
normalment s'associa al maxim de 1'espectre del pols. En aquesta seccio, explorarem
més de prop el paper que juga el terme de fase temporal en la distribuci6 temporal
del camp eléctric.

Les variacions rapides de la fase temporal poden modificar la freqiiencia instantania
a través del pols, portant a efectes de modulacio de freqiiéncia.

El pols de llum es pot expressar en termes de les seves amplitud i fase total:

EO () =[E0)

ei(/’([)e_iwot — ‘Eg”(t)‘e_i(%t_@(t)) — ‘E(()+)(t)‘e—iq)(t)

La freqiiéncia instantania del pols es defineix mitjancant la relacio

_ do(t) o - do(t) [5.8]

a)inst (t) dt o dt

Aquesta definici6 ens permet veure que, quan la fase temporal de I'amplitud, ¢(t) és
constant o zero, la freqiiéncia instantania és constant a través del pols i que correspon
a la freqiiéncia portadora. Aquest és el cas dels polsos limitats per transformada de
Fourier que es mostren a la figura 1. Qualsevol dependencia temporal de la fase tem-
poral comportara un canvi en la freqiiéncia instantania.

Escrivint la fase temporal de forma genérica, tenim l'expansio
1 1
p)=p, +ot +5(p2t2 +§(o3t3 +...
Utilitzant [5.8], la freqiiéncia instantania esdevé
L >
0,, (=0, —p, —p,t —E¢3t —-...
Quan la freqiiéncia instantania depen del temps, el pols esdevé modulat en freqiien-

ciaies diu que és un pols amb xirp.

En el cas que @2 >> ¢3,04,..., la freqiiéncia instantania varia linealment amb el temps
i el pols passa a anomenar-se pols amb xirp lineal. En aquest cas, definim el coefi-
cient de xirp C mitjancant la relacié

w,,, ()=, +Ct [5.9]
on ®y = We-¢1 i C = —@,. Les dimensions de C son [T]721i es solen expressar en {52,

ja que l'efecte del xirp sobre els polsos generalment esdevé més significatiu per als
que tenen durades de 1'ordre de femtosegons.
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Els polsos amb C > 0 es diuen polsos amb augment de xirp, ja que la freqiiéncia
instantania augmenta amb el temps. Els polsos amb C < 0 es diuen polsos amb dis-
minucio de xirp, ja que la freqiiéncia instantania disminueix amb el temps.

La figura 3 mostra una representacié de polsos amb augment i amb disminuci6 de
xirp. La presencia de xirp en un pols indica inequivocament que el pols no esta limitat
per la transformada de Fourier.

o

o

l HM

05 I‘II‘H{ | 0_1
\ h\ —

\.wl‘ i, | ‘ H 'W‘
| \” '”“\

III
‘ }\I'
60 -40 20 200 40 60 60
Temps Temps

Figura 5.3 Polsos amb augment lineal de xirp (esquerra) i amb disminuci6 (dreta)

Pel cas dels polsos gaussians, la representacié matematica d'un pols amb xirp lineal
correspon a l'expressio de I'exemple 2 (per al cas concret ¢o = ¢ = 0):

(1+la) ot
EX()=E.e K e '

Podem identificar que I’expressio6 correspon a un pols augment de xirp amb coeficient
de xirp:

La variable a (sense dimensions) es diu parametre de xirp del pols gaussia i, a conti-
nuacio, veurem que els polsos de llum tenen un augment de xirp a mesura que es
propaguen en medis dispersius.

5.4 Propagacio de polsos optics en medis dispersius

Els medis dispersius es caracteritzen per un index de refraccié n(®w) que depen de la
freqiiéncia. Aquesta dependéncia de la freqiiencia afecta el comportament d'un pols
optic que es propaga en tal tipus de medi. Com hem vist, qualsevol pols es pot des-
compondre en una s€rie de components de freqiiéncia que, quan s'afegeixen cohe-
rentment entre ells, constitueixen el perfil del pols. Un canvi en I'index de refraccié
implica un canvi en la velocitat de fase i, per tant, podem deduir que els diferents
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components espectrals canviaran les seves fases relatives en la propagacio. La conse-
qiliencia final d'aquest desfasament és l'aparicio del xirp del pols i 'allargament del
pols en el temps. Per descriure aquest fenomen, considerem un pols de llum amb
amplitud inicial E“(0,¢); el nostre objectiu sera calcular 'evoluci6 del pols al llarg de
la distancia de propagacio E®)(z,t).

El punt de partida per estudiar la propagacié del pols és la relaci6 de dispersio del
medi:

_ n(w)w

k() [5.10A]

Suposant que es tractés d’una representacié quasi-monocromatica, 'amplada de
banda tipica de I'amplitud de pols hauria de ser molt més petita que la freqiiéncia de
Iamplitud portadora, AQ < @, . En conseqiiencia, podriem desenvolupar la relacio

de dispersi6 al voltant de la freqiiencia portadora:

k(w)=k(w0)+{ak} (w—w0)+l{azk} (@—@) +... [5.10B]
) 2 80)2 @,

o0

Expressat alternativament en termes de Q, tenim

o] ] o Y 2K o
k(Q)_k(O)J{ﬁwLQ+2szl Q +... [5.10C]

Les expressions que inclouen ’expansi6é amb derivades fins a segon ordre de freqlien-
cia constitueixen els anomenats models de propagacié de pols d'aproximacié de se-
gon ordre.

Els termes entre paréntesis son essencials per a la teoria i es relacionen amb la velo-
citat de grup i el coeficient de dispersié de la velocitat de grup del pols, tal i
com es descriu a continuacio.

Velocitat de grup (u)
La velocitat de grup del pols es defineix com

()~ { E3 }1 _ {a)dn(a))/da) . n(a,)}1
ow

C C

u(w)=

n(w) + dn(w)

do

0]
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Com que l'index de refraccié normalment s'expressa en funcio6 de la longitud d'ona,
ens és més practic reescriure la velocitat de grup en termes de la longitud d'ona. Uti-
litzant la relacié

do  2rmc

a)=27zc//1 = YO__ 2= % 41 = w/do=—21/dA
i~ 2 A

(on A es refereix a la longitud d'ona en el buit), podem escriure

u(2) = ¢ [5.11A]

dn(A)
di

n(A)-A1

Aquesta expressié ens permet obtenir la velocitat de grup per qualsevol longitud
d'ona a partir de I'expressio del seu index de refraccio.

Coeficient de dispersio de la velocitat de grup (g)

El coeficient de dispersio de la velocitat de grup es pot expressar respecte de la velo-

citat de grup:
o) = a_lz :i{ 1 }: 21 du()
00" | dolu® | 1(e) do

Aquest parametre relaciona el canvi en la velocitat de grup amb la freqiiéncia. A con-
tinuacid, podem distingir els seglients dos régims diferents.

Dispersio de velocitat de grup normal: en aquest régim, la velocitat de grup disminu-
eix amb la freqiiéncia, de manera que els components de baixa freqiiéncia viatgen
més rapidament que els d’alta freqiiéncia

Dispersié de velocitat de grup anomala: la velocitat de grup augmenta amb la fre-
qiiéncia, de manera que els components d’alta freqiiencia viatgen més rapidament
que els de baixa freqiiéncia.

Per obtenir un grafic d'aquesta funcid, el millor sera repetir el que hem fet per la
velocitat de grup i expressar-la novament en funcié de la longitud d'ona:

2| d*n(A)
= w4 5.11B
8(4) zﬁcz{ Y } [ ]

Les unitats d'aquest coeficient sén s?/m, pero sovint s'expressen en fs?/mm.

En termes de u i g, la relacié de dispersio fins al segon ordre s'escriu de la manera
segiient
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k(w, +Q):k(a)o)+g+%g0§22
u

o

Equacio basica de propagacié del pols

L'equacié que defineix la propagaci6 d'un pols de llum en un medi dispersiu s'obté a
partir de I'equacié d'ona general derivada al capitol 3, suposant un medi isotrop, dis-
persiu, homogeni i no conductor:
)=
D
0 2
ot

6A(§/\E)+,uo

Tractant-se d’'un medi dispersiu, la relacio entre el camp electric i el desplacament
eléctric pel cas d'interaccio lineal és

D(F,0) =2, [ &(F,t—t)E(t)dr’

—0

Introduint aquesta expressié a I'equacié d'ona i utilitzant 1'expansié de la relaci6 de
dispersio al voltant de la freqiiéncia portadora, s'obté una equacid per a la propagacio
del pols. El tractament detallat estd més enlla de 'ambit d'aquest curs introductori
(els lectors interessats poden trobar els detalls, per exemple, al llibre Diels, J.C., i Ru-
dolph, W. (2006). “Ultrashort Laser Pulse Phenomena, Second Edition” (Academic
Press). L'equaci6 resultant és

A2 [ A2 2
i+1 0 Lz o0 i1 90 10 E(()*)(t',z')—D:O
oz uot' 2 ot? 2k, _az'z u® ot?

[5.12]

po L C k) ED W)
2k, = m! | oo” ot

@y

on el terme D inclou termes de dispersié d'ordre superior. Quan la durada dels polsos
és més gran que unes desenes de femtosegons, aquest terme es pot negligir en fer
servir 'equaci6 de propagacio de polsos amb dispersi6 de fins al segon ordre.
Aquesta equacio s'expressa en el sistema de referéncia de laboratori (z’,t’), pero es pot
simplificar si introduim un sistema de coordenades local (z,¢) i el marc de referéncia
retardat, que és un sistema de referéncia que es mou amb el pols a velocitat de grup
u. El canvi de coordenades del nou sistema es dona per

z=7
t=t-z/u.

En condicions en qué les variacions de 'amplitud de pols en distancies de I'ordre de
la longitud d'ona o en temps de I'ordre del periode optic son molt més petites que el
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valor de 'amplitud mateix (aproximacié de variaci6 lenta de ’amplitud, SVEA, en
l'espai i el temps), obtenim l'equacié simplificada:

8ES"” ig 0*E'
o 189 _ [5.13]
oz 2 ot

Aquesta és 'equacié basica que utilitzarem per determinar l'efecte de la propagacio
en un perfil de pols temporal donat.

La solucié general d'aquesta equaci6 es pot obtenir més facilment a I'espai de fre-
qliencies. En termes dels seus components espectrals, 'amplitud del pols electric s'es-
criu com a [5.4B], on ara afegim la dependéncia de la variable de propagacio6 z:

ES(z,6)= i [ B9z e d [5.14]

Substituint aquesta expressio a [5.13]:

w (ABH) . 2
L PJOET B e | g g
2r = | 0Oz 2

Aquesta relacié és certa per a qualsevol amplitud arbitraria si compleix

o) .
OE * _ ngZ E~,(+) _

0
0z 2
La solucié d'aquesta equacid es troba facilment:
3 5 182
EW(z,0)=E"(0,Q)e 2 [5.15]

Escrita com a

F(+) =(+) . ig02z/2 ..
E(z,Q)=E"(0,Q)H(z,Q),la funci6 H(z,Q)=e rep el nom de funcié de
transferéncia de la propagacio de polsos en medis dispersius.
L'equaci6 general en el domini del temps s'obté directament a través de [5.14].

Una inspecci6 detinguda de la solucid ens pot donar una pista fisica dels efectes sobre
qualsevol pols que es propaga en un medi dispersiu. Considerem un pols inicial amb
una amplitud de pols arbitraria en z = 0; E,*(0,t). Per transformada de Fourier di-
recta, obtenim I'amplitud espectral i la fase:

EW 0,Q) = ‘E”-(+) (O’Q)‘eil//(O,Q)

~ 2
i el seu espectre S(0,Q) = ‘E“)(O,Q)‘ .
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Aplicant el resultat [5.15] a aquest pols, observem immediatament les segiients con-
seqliéncies:

— Degut a l'efecte de la propagaci6 afegim un terme de fase a I'amplitud espectral
inicial. Com que aquest terme de fase no canvia el valor absolut de I'amplitud
complexa, I'espectre del pols no es modifica durant la propagacié. Aixo
significa que no s'afegeixen noves freqiiéncies a I'espectre del pols.

— La fase espectral a la sortida sera la mateixa que a I'entrada més la que s'afegeix
per l'efecte de la propagacio:
O’z
V(@) =y O+~
Aquest terme de fase és proporcional a la distancia propagada i al quadrat de la fre-
qiiencia. Aquesta fase de freqiiéncia quadratica donara lloc a una fase temporal qua-

dratica en el domini del temps, com s’ha vist préviament a l'exemple 2 i, en
conseqiiéncia, esdevé un pols amb xirp.

En el régim de dispersié normal de la velocitat de grup, g > 0 i el pols experimenta
un augment de xirp durant la propagacio; mentre que en el regim de dispersi6 ano-
mala de la velocitat de grup, g <0, el pols experimenta una disminucid de xirp.

— Com a conseqiiéncia del desfasament dels diferents components espectrals, el
pols s’allarga temporalment

— Per g =0, el pols es propaga sense distorsions en el medi.

La preséncia de dispersio de la velocitat de grup (g) déna lloc a un desfasa-
ment de les diferents freqiiéncies que componen el pols. Com a conseqiiéncia
d'aquest desfasament, el pols esdevé un pols amb xirp i s’allarga durant la
propagacio.

» Exemple 3: Propagaci6 d'un pols gaussia inicialment limitat per la transformada
de Fourier en un medi dispersiu

Considerem el pols inicial
) L2
E,”(0,t)=E,e /%

Hem calculat la seva amplitud espectral per z = 0 a l'exemple 1:

x 2/2 ks
EY0.0)=[Ee”’ [%ei%gs | - Jze 4

—0

L'amplitud espectral propagada a distancia z ve donada per [5.15]:



Propagacio6 de polsos de llum

180%2 Qz{f—igzz}
EO(,0)=EP0.Q)e 2 =E,, e

La solucié propagada en el domini del temps es pot trobar directament:

® —QZ{TX lgﬂ

1 —iQt
ES(z,t)=—E,z,\z [ K 4oy
2 -
La integral es pot resoldre utilitzant [5.7]:
2
&, 1
E 472
E(()+) (Z’t) = _O\/;To —ﬂ-e
27 i &
4 2
Reordenant el termes, obtenim
2
E r2(1- i )
ES(z,0)=——=2—=e
1-i—
D
T2
on definim la longitud de dispersi6 de la velocitat de grup, Lp: L, = 2—" :
8
Aquesta expressio es pot reescriure com
N iatg(ZZ/LD) o y 27
T RS ) BLy+S )
(+) — D
E”(z,t)=E, - e D e
LD

definint els parametres segiients.

2
Durada del pols: 7(z)=7, [1+ Z—z
LD

L
Parametre de xirp: a(z)=——"—-—

zZ(1+—2)
z

Desplacament de fase: £(z) = atg( % )/2
D
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El pols gaussia després d’una distancia z es pot escriure com

_ 2 _i[a(z)tz _ cf(z)]
EX(z)=E, |—e "@e g
[ [ T(Z)

Aquesta expressio és bastant semblant a la que hem obtingut pel feix optic gaussia
al capitol 2.

La solucio de 1'equacié de propagacio [5.13] es pot obtenir en el domini del temps
escrivint la transformada inversa de Fourier de I'equacio [5.15]:

1 %= i 17 -~ £
B (z,0)=— [ BV (2, Qe da=— [ EV(0.0e 2 edO
27 =, 27 =

L'amplitud espectral per z = 0 es pot escriure en termes de I'amplitud de pols per
z = 0, obtenint

—o0 | —0

1 %1% g i& .
E((;')(z,t):—J. .[E(()*)(o,t')e’m dt'te 2 e 4o
27

Intercanviant l'ordre d'integracio, reescrivim aquesta equacio en la forma
7 12 #2 oen
EV(z0)= [ ESP(0.1) Eje 2 e g0 gy

—0
Definim la funcio

1 0 l'gQZZ . 1 0 )
h(t,7)=— je 2 oG- — IH(z,Q)e"Q’dQ
2 2 =,

que correspon, per tant, a la funcié de resposta del pols, o propagador tem-
poral dels polsos de llum en medis dispersius. Com es fa evident en aquesta
expressio, la funci6 de resposta del pols i la funcié de transferéncia sén un parell
de transformades de Fourier.

EW(zt)= j h(t—t',2)ES”(0,t)dt’ 5.16]

—0

Un cop feta la integral, la funci6 de resposta del pols es pot expressar alternativa-
ment com

-2 )
1 0r —ngz e it /(ZgZ)

Exl—igz ¢ - N —i27gz

h(z,t)=
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A partir d’aquestes expressions, podem observar 'estreta similitud entre la solu-
cié general de I'equacio d'ona parabolica per als feixos (que trobem resumida al
final del Capitol 2) i la solucié de I'equaci6 de propagacié de pols en 'aproximacio
de segon ordre de la dispersi6, que hem derivat aqui. La formulacié matematica
d'aquests dos problemes és, de fet, molt semblant, i en ambdds casos I'origen fisic
de 'ampliaci6 de les solucions és el resultat d'un desfasament, ja sigui de les dife-
rents ones planes (feixos) del feix de llum, o bé dels feixos monocromatics (polsos)
que formen el pols de llum.

[

5.5 Problemes resolts

Problema 5.1

L'index de refraccié de la silice fosa ve donat per l'expressié

0.6961663 - 1° N 0.4079426 - 1* +o.8974794-/12

nz(,i)=1+ 2 2 2 2 2 2
A% —0.0684043 A°—-0.1162414 A% —9.896161

Obtingueu un grdfic de les magnituds segiients en el rang de 400 nm a 2.000 nm.

— Velocitat de fase
— Velocitat de grup (u)
— Dispersio de la velocitat de grup (g)

Solucié

A partir de I'equacio de Sellmeier, podem obtenir informacio rellevant sobre les pro-
pietats dispersives optiques d'un cristall determinat.

L'index de refracci6 correspon a la part real d’n:

1.475
1.47
1.465
1.46

= 1.455
1.45

1.445

1.435 s s e
0.4 0.6 0.8 I 1.2 1.4 1.6 1.8 2

longitud d’ona (microns)
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La velocitat de fase es defineix com V(1) = c/ n(4), mentre que la velocitat de grup es

c

~dn(d)
n(A)-1 )

pot calcular a partir de l'expressié u(4) =

0.7 -
———  velocitat de grup
——  velocitat de fase

0.695 |-

0.69 |

0.685 -

0.68

0.675 -

velocitat (unitats de c)

0.67 |

0.665 -

0.66 I I I I
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

)
=

longitud d’ona (microns)

2 [dn(h)
2zc| dA?

El coeficient de dispersi6 de la velocitat de grup g(1) =
150
100

50 -

g(fs ? /mm)
(=1

-100 -

(%]

150 | | 1 1 1
0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8

longitud d’ona (microns)
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Problema 5.2

Un pols optic, amb disminucio de xirp, amb amplitud temporal gaussiana i longitud
d'ona central portadora A, = 800 nm, té un producte de la longitud de banda temporal
(TBP) de valor +AQ = 3.5, on 7 és la durada del pols a 1/e en amplitud de l'amplitud
de camp Eo(t), i AQ2 és 'amplada de banda de la freqiiéncia corresponent a 1/e de la
seva transformada de Fourier Eo({). L'amplada de banda de freqiiéncia del pols és de
AQ = 3-10" rad/s.

a) Calculeu la durada del pols, el coeficient de xirp, el parametre de xirp i la freqiiéncia
instantania del pols en aquest instant de temps.

b) Determineu l'amplada de banda de la freqiiéncia de l'espectre a la FWHM i expres-
seu-la com una amplada de banda de longitud d'ona, AL

¢) Expliqueu breument com es pot comprimir aquest pols i doneu el valor de la durada
minima del pols que podriem obtenir després de la compressio.
Solucié

a) La durada del pols es pot calcular directament a partir del TBP, ja que coneixem
I'amplada de banda del pols:

_TBP _ 35

r=—=—""_=1.167-10 ®s=116.7 fs
AQ  3.10"

Per als polsos gaussians, el TBP és igual a 2 si la durada del pols i 'amplada de banda
estan definides a 1/e en amplitud. Com que el valor del TBP és de 3,5, sabem que el
pols és un pols amb xirp; i com que es tracta d’'un disminucio6 de xirp, el valor del
parametre de xirp és negatiu.

A Texemple 2 de la secci6 5.2, hem derivat I'expressid per al TBP dun pols amb xirp.
A partir d'aquesta relacid, podem obtenir el parametre de xirp:

2
TBP =2 1+a2—>|a|= (T%Pj ~1=1.436

Per al nostre pols amb disminuci6 de xirp, el parametre de xirp és a =-1,436.

P (1+ia)

Escrivint I'expressio del nostre feix gaussia com EO(” (t)=E_e @ el coeficient de
xirp s'obté com a

2
c=2%_21110" f5>
TZ

La freqiiéncia instantania és
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2
o, ()=, +Ct= %C +Ct=(2.35-2.11-10"*t)fs" , amb ¢ donat en fs.

b) L'espectre es pot expressar com

20 20
S =|E, V(@) =E2e 8 =5,¢ 2
o o o

Per obtenir I'amplada de banda de la freqliencia FWHM, busquem el valor de l'espec-
tre amb valor S(Q,,)= SO/2 :

207, 2
1 - 2Q In2
Z=e A 4n2=""2 %Ql/z:\/—n -AQ
2 AQ? 2

La FWHM és AQ_,. =20, =~/2In2-AQ=3.5310"rad /s,

que es pot expressar com una amplada de banda de longitud d'ona utilitzant la relacié
entre Qi A

2 2
Q=" sA0=-"" A1
2{2
yRING)
|A/1| = =11.9810"m=12nm
2re

¢) El fet que el TBP del pols sigui superior a 2 indica que aquest pols no esta limitat
per la transformada de Fourier. El pols es podria comprimir si el deixem propagar-se
per un medi que compensi el xirp present en aquest pols. Com que el pols ha experi-
mentat una disminucié de xirp, necessitem un medi que introdueixi un xirp positiu
(coeficient GVD positiu g). La longitud del medi necessaria per compensar el xirp
inicial s'explicara en un dels problemes segiients.

La durada minima del pols s’assolira quan el TBP sigui igual a 2, i llavors

2
T . =——=66.67fs
min AQ f
Problema 5.3

Un pols gaussia amb durada de pols ti parametre de xirp « es propaga en un medi amb
un coeficient de dispersié de la velocitat de grup g. Determineu l'expressio de l'amplitud
de pols com una funcio de la distancia z propagada en el medi i, a partir d'aquesta
expressio, obteniu la durada del pols com una funcié de z.
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Solucié
L'expressié de 'amplitud de pols gaussia per z = 0 és

—(1+la)
ES(0t)=Ee ™

Per calcular el camp propagat, utilitzarem el formalisme de la funci6 de transferén-
cia. Comencem calculant I'amplitud espectral del pols:

» 2 (1+ia) — Q%2
~ - j E Nt a0
EP0.0)=[Ee © e‘Qtdt:—;Hae 4(Lricr)

on hem utilitzat la integral J e

—0

(Re(A)>0).

T —AX?-2Bx . ﬁeB%
Ja

La propagacié de 'amplitud espectral s'obté directament multiplicant-la per la funcio6
de transferencia:

gz 2z
EN(z)=EP(0.e 2 = E,rx 4<1+W>
° ? (1+106)1/ 2¢

La solucid en l'espai real s'obté fent la transformada de Fourier:

B0 = [ B (2.0 d0
2r

—00

Aquesta transformada de Fourier es pot avaluar utilitzant la mateixa integral d’abans.
Després d’uns pocs passos algebraics, arribem al resultat final, que es pot expressar
amb la forma

) T . 2t(z ) 7{%&2@ ;mta"[lfa/j/DL H
4 T D
E,"(z,t)=E, |——e " e

7(z)

on introduim la durada del pols i el parametre de xirp del pols en termes de la longi-

tud de dispersio de la velocitat de grup L, = 7 / 2g:

7(2)=1 JHMZ LJEArad) \/1 2-sign(@g)lalz z2(1+a*)

2 2
D LD | D| LD

i(1+0:2)+05

a(z)=—-2=
2 2
1+2az+z (lera )
LD LD
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Problema 5.4

Comengant amb ['expressi6 de la durada del pols d'un pols gaussia que posseeix un xirp
inicial i que es propaga en un medi dispersiu amb el coeficient g de dispersio de la velo-
citat de grup (GVD) obtingut al problema 5.3, completeu el segiient.

a) Trobeu les condicions que condueixen a una compressio inicial del pols.
b) Calculeu el TBP en la posicié inicial.

¢) Trobeu la distancia on la durada del pols és minima, aixi com el TBP en aquell punt.

Solucio

a) La representacid del pols gaussia per z = 0 s’expressa en funcio6 de la durada inicial
del pols, Ti, i €l parametre de xirp inicial, a:

7t2(1+iot)

) _ w
E;”(0,t)=E,e

. N 2
El coeficient de xirp inicial és C, = _(21 .
T

in

En propagar-se en el medi dispersiu, la durada del pols, el parametre de xirp i el coe-
ficient de xirp canviaran d’acord amb els resultats obtinguts al problema S5.3. El me-
canisme fisic que condueix a aquest procés és el desfasament dels diferents
components de freqiiéncia del pols durant la seva propagacio, pel fet que tenen velo-
citats de propagacio diferents. Aixo condueix a un allargament general del pols du-
rant la propagacio. No obstant, en algunes situacions, el pols es pot acurtar quan entra
dins del cristall, assolint aixi una durada de pols minima a una distancia determinada
dins del cristall. Més enlla d'aquest punt, el pols comenca a augmentar la seva durada
de nou.

Per analitzar les condicions que condueixen a aquest comportament, comencem amb
I'expressid de la durada del pols derivada en el problema anterior:

2 2 2-sign(ag)lalz 72 2
f(z)zfin\/1+%Lz+L;f0‘):Tin\/l+ gn(ag | | Lz (1;La )
L, b |Ly| i
La longitud d'ona portadora del nostre pols dictara si estem en el régim de GVD nor-
mal (g > 0) o en el regim de GVD anomal (g < 0). A més, el xirp inicial del nostre pols,
a, pot ser positiu (pols amb augment de xirp) o negatiu (pols amb disminuci6 de xirp).

Una inspeccié de I'equacio de la durada del pols mostra que el primer i I'dltim terme
seran sempre positius, cosa que conduira a I'allargament del pols. No obstant, el se-
gon terme pot ser positiu o negatiu, depenent del signe dels coeficients gi o.. Ditd'una
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altra manera, I'expressid s'ha escrit en funcio del signe del producte d'aquestes dues
magnituds, conduint per tant a les dues situacions diferents segiients.

— sign(g-a) >0

Aquesta condici6 es dona quan un pols amb augment de xirp inicial es propaga
en un regim de GVD normal, o bé quan un pols amb disminucid de xirp inicial
es propaga en un regim de GVD anomal.

En aquesta situacio, el pols augmenta la seva durada des del principi. La durada
del pols augmenta més rapidament que en el cas on el pols no té xirp inicial (pols
limitat per la transformada de Fourier).

— sign(g-a) <0

Quan es compleix aquesta condicio, el segon terme esdevé negatiu i el pols co-
menga a disminuir la seva durada quan entra al cristall. La ra6 d'aquest com-
portament és que els components de freqiiéncia del pols, inicialment fora de
fase, comencen a posar-se en fase a causa de l'efecte de la dispersio del material.

Per comprimir un pols amb augment de xirp inicial, ha de propagar-se en el
régim de GVD anomal, mentre que per a un pols amb disminucié de xirp inicial
passa el contrari.

La figura mostra l'evoluci6 de la durada del pols en un medi dispersiu normal (g > 0)
per a xirp zero, positiu i negatiu.

~]
—_
(]
w

b) Per obtenir el TBP inicial:
TBP, =1,,-AQ
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Hem de calcular l'amplada de banda del pols:

P (1+ie) — Q2
E-(+)(O Q) =[Ee 7, eiQtdt _ Eofin T 674(1+ior) _
0 ’ - o - . -
et V1+ia
Q%2 | Qz‘riznot arctan(a)J
[ _ in_ _
_ Eofin T 4(1+o¢2)e {4(“0!2) 2

- (1+C(2)1/4

.arctan(a)

1
onusem +1+ia =(1+a*)"*e 2

A partir d'aquesta expressio, obtenim 1'amplada de banda de la freqiiéncia:

21+ a?

Tin

AQ =

i TBP, =2V1+a’.

¢) Per calcular la distancia de compressié maxima (durada de pols minima), assumim
que estem sota les condicions inicials adequades, és a dir, sign(g-o.) < 0, i 'equacié6 de
durada del pols és

2la|1z Z(1+a’
T(Z)=z’m\/1— ] A )

2
L) L
El minim es trobara a la posicid

dr(z) _ 0 d(z*(z)/72) _

0
dz dz

2|a| 2z, (A+a’) _|a|-|LD|_ |0‘|'7i2n
|LD|+ mng 07t = 2lgla+a?)

La durada minima del pols correspon a la durada del pols en aquesta posicio dins del
cristall:

2|06|Zmin 22 (1+a?) T,
V=7 1— 'min — in
") J P AN

El factor de compressi6 és
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77:—:—
Tn  Nl+a?
7,  2V1+a’
AQ= : =2
\/1+oc2 Tin

Aix0 indica que el pols en aquesta posicid esta limitat per la transformada de Fourier
i té la minima durada de pols possible per a I'amplada de banda donada.

El TBP en aquest punt és TBP . =7,

Es possible aconseguir una compressié addicional, per exemple, augmentant I'am-
plada de banda del pols. Aix0 és possible mitjancant interaccions no lineals en el pro-
cés anomenat modulacio de fase no lineal.

Problema 5.5

L'amplitud d'un pols gaussia limitat per la transformada de Fourier amb una durada

2/ 2
7, (1/e en amplitud) ve donada per l'expressié E® )= Epe e/ .

L'autocorrelacio d'intensitat del pols es defineix com 1,.(r)= I IMI(t—7)dt.

—0

Demostreu que, per al pols donat, aquesta funcio té un perfil gaussia i obteniu el valor
de la seva amplada maxima a mitja alcada (FWHM).

Solucio

La intensitat del pols és proporcional al quadrat de I'amplitud de camp electric:
212

1'2
It)=Ie ™
on I, és la intensitat maxima.

Substituint directament la intensitat en la integral d'autocorrelacio, obtenim

B 2(t-7)? 272 22 20 4ot 22 4 4
2 2 2 2 2 2 2 2 2
_ Ty . Ty _ 72 Ty Ty Ty To _ 72 Ty Ty Ty
I,.(0)= one Ie dt=1I’e Ie e cecdt=1Ile Ie e°dt
—00 —00 —00

Resolent la integral:

2/ 4
_22? sy R 2
2 TN 42 I'tNr 2 2
. 7, 0 o _"0"0 Ty _ T,
I,.(t)=Ie ° ——e =————e ° =I,,e °
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La funcié d'autocorrelacié també mostra un perfil gaussia, que és V2 vegades més am-
ple que el perfil d'intensitat.

Per obtenir el FWHM, busquem el valor de rpel qual la correlacié pren el valor Iaco/2:

2
) 5
—IAC"—I e ® S5In2=22 40 7 2
5 aco T T2 =T

0o

i ri‘gHM =27, =27,VIn2 .

Problema 5.6
Un pols gaussia es propaga per un material dispersiu amb coeficient GVD de g a la fre-

qiiéncia portadora del pols. La representacié mostra la freqiiéncia instantania a l'en-
trada i a la sortida del cristall.

Winst-MWo Winst—Wo

a) Explica com sera l'aparenca espacial del pols que entra al cristall.
b) Quin és el signe del coeficient GVD en aquest material?

¢) L'amplada de banda de freqiiéncia de l'espectre (1/e en amplitud) és AQ = 7-10%
rady/s, i la durada del pols a l'entrada del cristall és de 50 fs. Quina és la durada del pols
(1/e en amplitud) a la sortida del cristall i quin és el valor del parametre de xirp inicial,
ao?

Solucio

a) Com es pot veure a les representacions, la freqiiencia instantania a l'entrada del
cristall disminueix amb el temps. Aix0 indica que el nostre pols inicial ha experimen-
tat inicialment una disminucié de xirp. Un pols xirp que disminueix es pot represen-
tar tant com una funcié del temps, com una funcié de I'espai. Donat que el temps es
mesura en relaciéo amb la ubicacié del maxim, els temps negatius corresponen a la
part del feix que es produeix abans del maxim i, per tant, es troba espacialment a la
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part frontal del feix. Les representacions temporals i espacials estan, doncs, inverti-
des, i cal estar sempre atents a qué s’esta representant a I'eix horitzontal quan s'uti-
litzen aquest tipus de representacions.

Un pols que ha experimentat una disminuci6 de xirp representat a l'espai:
Al | ‘

ull | JH Iy

"MH

b) Com es pot veure en la representacio, el pols incident ha experimentat una dismi-
nuci6 de xirp. No obstant aix0, a la sortida, la freqiiencia instantania desapareix, la
qual cosa indica que no té xirp. Com que el xirp inicial ha estat compensat pel mate-
rial, aquest hauria d'introduir un xirp positiu. Aixo correspon a un GVD normal i, per
tant,a g > 0.

¢) El pols de sortida esta limitat per la transformada de Fourier i aix0 significa que el
seu TBP té un valor ben definit. Si prenem el (1/e) com a criteri d’amplitud per me-
surar la durada i 'amplada de banda del pols, obtenim

TBP,, =7, - AQ=2

out

o

r =2 285710 55=28.57 fs
AQ

Per obtenir el parametre de xirp, utilitzarem el fet que el TBP a l'entrada correspon a
un pols amb disminuci6 de xirp i hauria de ser

TBP, =7, -AQ=2\1+a?,

Com que el pols ha tingut una disminucio6 de xirp, el parametre de xirp és negatiu,
per tant

2 AQ?
a, =—|——-1=-1.436
4
Problema 5.7

Un pols de llum quadrat de durada 7, i longitud d'ona portadora w, esta representat
per lafuncié E(+) (t) = E5+)e_iwt — Eorect(t/'[o )e—la)ot ,

213



214

Fotonica. Curs introductori

) 1 per |x| <al/2
on la funcié rect(x / a) =
0 per |x| >a/2

Calculeu l'espectre del pols S(€J) i el seu producte ample de banda-temps, TBP.

Solucio

L'amplitud espectral del pols s'obté directament a partir de 'amplitud del camp tem-
poral:

© ) rO/Z
E® Q)= J' E(()+) (t)ethd[ _ J' Eoe’Qtdt

—00 710/2

[ 7,0

i gl &% 00 2E sin 5
EV(@Q)=-"2e 2 —¢ 2 |=——~
iQ Q

sin(rOQ/Z)

. T Q
—ZTOEOSIHC £
7,Q/2 ( 2 ]

E® Q)= 7,E,

L’espectre és

S(Q) = |E(Q)|2 = r2EZsin? (2,0/2)

T
C M —tmr—>Q =+

Els zeros de 1a funcio sinc es troben en m

o

Definint 'amplada de banda com la amplada total del pic central, que es defineix com
la distancia entre els zeros per mi-n,, obtenim

r0=0,-q =2~

Z-O

Amb aquesta definici6, obtenim TBP =7, -AQ=4rx

Una altra definici6 possible per a la amplada de banda és utilitzar el FWHM.

Com que la funci6 sinc?(x)=1/2 per x=0.4437 , obtenim Ax =0.8867

FWHM

2:0.8867 1.7727w
FWHM — =

En el nostre cas, AQ

z-O z-O

i TBP=7,-AQpm, =1.777
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Problema 5.8

Un sistema laser femtosegon emet un tren de polsos a una freqiiéncia de repeticié de frep
= 10 KHz. La poténcia mitjana emesa per aquest laser es mesura amb un detector lent,
amb un valor de Pav = 500 mW. Es pot considerar que cada pols té un perfil de feix
gaussia amb una durada de pols (1/e en amplitud) de 7, = 50 fs.

a) Calcula l'energia per pols.

b) El perfil espacial del feix és de tipus top-hat, amb una distribucié d'intensitat espacial
constant sobre un radi w, = 1 mm. Obteniu l'expressio per a la poténcia instantania
P(t) i la poténcia maxima per pols.

¢) Calcula la intensitat maxima dels polsos emesos per aquest ldaser.

Solucio

a) Per calcular I'energia per pols, considerem que la poténcia mitjana mesura l'ener-
gia equivalent emesa per una font continua (CW) en 1 segon. Donat que aquesta
energia ha de distribuir-se entre el nombre de polsos determinat per la freqiiéncia de
repeticio, 'energia per pols s’obté per la relacio:

E e = ]I:ﬂ =50 ,uJ/pulse

rep
b) Com que el feix té una dependéncia temporal gaussiana i una distribucio espacial
constant, podem escriure una expressio per a la intensitat (distribucié d'energia per
unitat d'area i temps) com una funcio de la posicio i el temps:

28

7,

2
I(r,t)=11e * forr<w,

0 forr>w,
La poténcia instantania s'obté directament de la distribuci6 d'intensitat:
L P

w,

o0 0 T 3
P(¢)=II(r,t)2ﬁrdr: ‘[Ioe © 2zrdr =1 zwle
0 0

RTUR S 2
La poténcia maxima correspon al seu valor maxim: P, =zw,I .

¢) La integraci6 temporal de la funci6 de potencia instantania déna l'energia total per
pols:

2
E= [ P(tydt= [ zwile * alt:;zwj]oM

. 0 V2
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o . T |z
on fem servir la integral gaussiana I e dt=,|~.
o

La intensitat maxima es pot obtenir a partir d'aquesta expressio:

EV2
I, :—\f=2.54-1014 W /m? =25.4 GW [ cm?

3/2,,,2
T WOTO

Utilitzant aquest valor, podem calcular la poténcia maxima per pols mitjangant la
relacio: P = ﬂwzlo =0.798 GW .

5.6 Problemes plantejats

P5.1 Una font de laser emet polsos gaussians limitats per transformada de Fourier
amb una durada de pols de 50 fs (1/e d’amplitud) a una longitud d'ona de de A = 800
nm. Aquestes polsos es propaguen a través dun cristall SBN de 2 cm de longitud. El
coeficient GVD d'aquest cristall per 800 nm és g = 439 fs?/mm.

a) Obtingueu I'amplada espectral AQ i AA del pols que entra al cristall.

b) Calculeu la durada del pols i el coeficient de xirp a la sortida del cristall.

P5.2 Un pols gaussia, amb una durada de pols inicial t, = 100 fs i una longitud d'ona
de 800 nm, es propaga a través de silice fosa (fused silica).

a) Si el pols inicialment esta limitat per transformada de Fourier, trobeu la durada
del pols i el coeficient de xirp C després duna distancia de z; = 5 mm, z, =05cm I z;3
=5m.

b) Obtingueu I'espectre del pols.

¢) Calculeu el TBP per les distancies especificades a ’apartat a).

P5.3 Un pols sense xirp amb longitud d'ona central de 1.550 nm i durada de 10 ps es
transmet a través d'una fibra optica de silice fosa.

a) Determineu el coeficient de dispersi6 de la velocitat de grup i la longitud de dis-
persio de la velocitat de grup (utilitzeu I'equaci6 de Sellmeier del problema S5.1).

b) Determineu la durada del pols i el parametre de xirp a una distancia L = 100 km.

¢) Si es vol tornar comprimir el pols fins a 'amplada original de 10 ps utilitzant una
altra fibra feta d'un material amb dispersié normal i un coeficient de dispersio de la
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velocitat de grup de g = 127,45 fs*/mm, determineu la longitud de la fibra que s'ha
d'utilitzar.

P5.4 Un pols gaussia es propaga a través d'un medi dispersiu amb xirp inicial a. El
signe del producte del coeficient de GVD i el xirp inicial és negatiu (sign(g-a) < 0),
indicant que el pols es comprimira inicialment. Si coneixem la distancia per la qual
la durada del pols sera minima i el valor de la durada de pols minima, completeu el
segiient.

a) Determineu el valor del coeficient de xirp del pols a 'entrada al cristall.

b) Calculeu la durada de pols i 'amplada espectral a I'entrada al cristall.

P5.5 Un pols gaussia amb una durada de pols de 1/ e en amplitud 1, i amb fase inicial
zero es propaga per un medi amb coeficient de GVD g. Obtingueu l'expressio de l'am-
plitud temporal del pols i la intensitat a una distancia z utilitzant el formalisme de la
funcio de resposta de pols, tal i com es defineix a I'equacio [5.16].

P5.6 El camp eléctric d'un pols gaussia limitat per transformada de Fourier es descriu
[2

2
%o

per l'expressio ESP(t) = E e

a) Expressa el camp electric E,"(t),, la intensitat I(¢) i 'amplitud espectral £~ (Q)

en termes de la durada del pols a amplada maxima i mitja algada en intensitat ¢ .

b) Calculeu el TBP d'aquest pols, expressat en termes de la durada del pols a amplada
maxima a mitja alcada (FWHM) i de 'amplada de banda espectral a FWHM.

P5.7 Calculeu la durada del pols (expressada com a FWHM en intensitat) i 'amplada
de banda espectral de freqiiéncia (a FWHM), associades als polsos que tenen una

amplada de banda espectral angular (a FWHM) de
AL =5nm,AA=30nm i AA=100nm

P5.8 Un sistema laser femtosegons emet un tren de polsos a una freqiiencia de repe-
ticio de f

rop = 76 MHz . La poténcia mitjana emesa per aquest laser es mesura amb un

detector lent, amb un valor de P,, = 1,6 W. Es pot considerar que cada pols individual
té un perfil de feix gaussia amb una durada de pols (1/e en amplitud) de t, = 110 fs.

a) Calculeu l'energia per pols.

b) El perfil espacial del feix és gaussia, amb un radi (1/e en amplitud) de w, = 1 mm.
Considerem que aquest radi de feix es manté constant per tota la durada del pols
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(aquesta suposicio implica que I’abast espacial del nostre pols al llarg de 1'eix de pro-
pagacio és molt més curt que la distancia de Rayleigh associada a les dimensions
transversals del feix gaussia). Obteniu l'expressié per a la poténcia instantania P(t) i
la poténcia maxima per pols.

¢) Calculeu la intensitat maxima dels polsos emesos per aquest laser.
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Fenomens basics de difraccio

Introduccio

Les solucions més basiques de I'equacié d'ona, és a dir, les ones planes i les ones es-
feriques, son representacions matematiques que rarament trobem en feixos optics
reals. Aix0 es deu al propi caracter multiemissor de radiacio optica de les fonts de
llum reals. D’aquesta manera, els fronts d'ona Optics es modifiquen en propagar-se
per medis no homogenis, o per reflexié6 damunt de superficies que no son perfecta-
ment planes i reflectores, o per molts altres fenomens. La propagacié d'aquests fronts
d'ona optics per l'espai lliure els modifica encara més i d'una manera que no és trivial.
Per controlar els feixos optics en qualsevol dispositiu aplicat, és fonamental entendre
com es propaga el feix a través del sistema Optic. En algunes situacions, el fet d’abor-
dar aquesta tasca des de la perspectiva de I'0ptica geomeétrica pot resultar un eina
eficag per dur-la a terme. No obstant aixo, en la majoria de situacions, ens caldra un
tractament més rigorés. Els fronts d'ona més complexos es poden obtenir per super-
posicid coherent d'ones monocromatiques planes i 'estudi d'aquests fenomens és la
base de I'0Optica de Fourier. En aquest capitol, considerarem amb més detall els efectes
de la superposicio d'ones planes monocromatiques (i també de les ondicules, tal i com
veurem), donant lloc aixi a solucions de feix localitzades transversalment a la direccio
de propagaci6. L'efecte fisic basic que provoca canvis en els fronts d'ona optics durant
la propagacié s'anomena difraccio.

La difraccié consisteix a estudiar I'evolucié dels fronts d'ona optics espacials en siste-
mes Optics generics, imposant aixi unes limitacions sobre la resolucié final d'aquests
sistemes. En aquest capitol, introduirem els conceptes basics de la teoria escalar de
la difraccié amb les aproximacions de Fresnel i Fraunhofer.

El procés de difraccid es pot estudiar des de dues perspectives diferents i per tant
disposem de dues formulacions diferents, que veurem a continuacié.
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1. Equacions integrals de Kirchhoff-Rayleigh-Sommerfeld de la propaga-
cio de feixos optics

El postulat basic és el principi de superposicié de Fresnel: cada punt d'un front
d'ona optic en un instant concret del temps actua com a font secundaria dun front
d'ona esferic amb la mateixa freqiiéncia (ondicula). L'amplitud del camp optic per
qualsevol punt situat després del front d'ona sera el resultat de la superposicié de
totes les ondicules previes tenint en compte la seva amplitud i les seves fases relatives.

eikR
E, j E, TK(a)ds

x

El terme K(o) s'anomena factor d'obliqiiitat i té en compte la propagaci6 per un angle
determinat.

La teoria general basada en aquest principi ve donada per la teoria escalar de la di-
fraccid, elaborada per Kirchhoff, Rayleigh i Sommerfeld. El resultat principal d'a-
questa teoria proporciona la pertorbacié optica en un punt determinat de l'espai, Py,
que és causada per la distribuci6 optica en un pla anterior E(P1) = U(P; )exp(—imt):

P
ol _
== i'm
fi '
I
ik A
U(P()) :%J‘J'U(H)Mcos(nrm )ds [61]
Wy s "o

on An és la longitud d'ona en el medi i les diferents direccions s'expliquen a la figura.
Aquesta expressio és la formulacié matematica del teorema de Fresnel.

2. Representacio de l'espectre angular

Una forma alternativa d'estudiar els efectes de la difraccio és la de representar 1'es-
pectre angular mitjancant I'expansié d'ona plana dels camps optics i el concepte de
freqiiéncia espacial.
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Aquest enfocament és molt similar a I'adoptat en el tractament de la propagaci6 de
polsos optics. Per tant, és més adequat per a aquest curs. Les seccions posteriors a
aquest capitol aprofundiran en la formulacié d'aquests conceptes. La nostra intencié
és la d’introduir els conceptes basics de la teoria de la difraccid i de '0ptica de Fourier
(podreu trobar una elaboracié més detallada sobre aquest tema al llibre Goodman,
J.W. (1998). Introduction to Fourier Optics. McGraw-Hill).

6.1 Representacio de I'espectre angular dels feixos optics

Tal i com hem vist al capitol 2, I'equacié basica que regeix la propagacié d'un feix
optic monocromatic en medis isotrops és 'equacié de Helmholtz:

I R VE=0 R N

VAVAE-K*E=0 — V’E+k’E=0 [6.2]
Observem la propagaci6 d'un feix optic monocromatic al llarg d'una direcci6 deter-
minada, que considerarem com l'eix OZ. Suposant que la pertorbaci6 lluminosa és
generada per fonts situades a la regi6 espacial z < 0, volem determinar 1'evolucio6 del
front d'ona optic en el semiespai z > 0. En particular, determinarem la relacid entre
els perfils del feix per diferents plans z.

z=0

region I

] } |
El(x.y.()) J /

E(x.yv.z)

/

Figura 6.1 Propagacié del camp per la regié z > 0

La representacio de l'espectre angular es basa en una descomposicié de la pertorbacio
lluminosa en un pla z determinat en termes d’ones planes. Per trobar aquesta relacio,
suposem que el nostre feix optic permet una descomposicié de Fourier en 2D en el
pla transversal:

E(7,t) = éE(x, y,z)e !
E(x,y.2)= [ [E(f,.f, e I g e

on fy i fy sén les freqliéncies espacials associades al camp.
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(1) Per tal de simplificar la notacio, ometrem en aquest capitol el superindex
(+) en els camps que indiquen la representacié complexa; tampoc tindrem
en compte els efectes de polaritzacié. En la resta d'aquest capitol, ens
referirem només a la dependéncia espacial de I'amplitud E(x,y,z), suposant
que el camp total es pot expressar directament a partir d'ella com

E(F,t)= éE(x,y,z)e_iwt

Substituint directament 1'expressio [6.3] en 'equacié de Helmholtz [6.2] obtenim

= |0’ 17[ X+
1] # @V (2 + fIE(f o f )+ RE(, £2) |27 ap ap —o

Aquesta relacid es compleix per a qualsevol distribuci6 de camp arbitraria si el terme
entre claudators desapareix. Escrivim aquesta relacio de la segiient manera

azE b 2 ~
(gxzfy Z)-‘rWzE(fx,fy,Z):O [64A]
Z

amb w’ =k* -(27)*(f + f;) .

El valor de w pot ser real o complex, en funcié dels valors de les seves freqiiéncies
espacials:

Je-@or(ier) - (2+fs [zi]
= d [6.4B]

2
. 2 2 2 2 2 2 k
WQ@IP(F2+ -k o (f; +fy>>(5
La solucié general de I'equacio [6.4A] és

E(f,f2) =alf,. £, )™ +b(f,. f,)e ™

Per tal de representar solucions fisiques del camp, hem de tenir en compte la geome-
tria del nostre problema. Si busquem solucions que siguin valides per tot el pla se-
miinfinit z > 0 (propagant-se cap a la dreta), aleshores b(f,f,) = 0 (ja que, per z > 0,
el terme exponencial augmentaria exponencialment quan w es tornés imaginari). En
canvi, per a solucions valides que es propaguen cap a l'esquerra en el pla semiinfinit
z > 0 (en aquest cas, hauriem de tenir en compte les fonts situades a z > 0), necessi-
tarem a(f,f,) = 0. La solucié completa correspondria a una radiacié confinada entre
dos plans on hi tenim una superposici6 de llum que es propaga en direccions oposades.
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Prendrem en consideracié les solucions que es propaguen en el pla semiinfinit z > 0
i, per tant, b(f,f,) = 0. Després d'escriure w de forma lleugerament diferent, tenim

WD > (e

m m [6.4C]
. 2 2 1 2 2 1
l,(fx +fy)—E - (f; +fy)>g

Obtenim una solucié per al camp propagat com:

w=2rm — m=

E(x,y.2)=[ [E(f,.f, e e af, = | [aCf.f, Yeoi2mmz g 2E et [y g d,

[6.5]
L'expressid es pot invertir per obtenir, per z =0,

7i2ﬂ(fxx+fyy)dxdy _ E(fx’fy’o) [6.6]

a(fe.f,) = | [ECxey,00
A partir d'aquesta expressio, podem veure que a(f.,f,) representa la transformada de
Fourier 2D del camp de llum per z = 0 i que, en conseqiiéncia, inclou la informacid
dels components de freqiiéncia espacial que inicialment estaven presents en el nostre
feix (I'espectre angular espacial inicial del camp de llum).

Per tant, l'efecte de la propagacié queda expressat en el factor exponencial
exp(i2nmz). Aquest factor disminueix exponencialment per a freqiiéncies suficient-
ment altes quan (fi>+f,%) > (1/A%). Aquestes freqiiéncies s'anomenen modes evanes-
cents i no contribuiran al camp per z > 0, representant aixi una peérdua en la
resolucié del camp de llum original durant la seva propagacié per l'espai lliure.

Per tant, podem entendre la propagacio6 de I'espai lliure dels camps optics de llum de
la seglient manera.

— Qualsevol distribucié del camp de llum en un pla determinat z = 0 es pot des-
compondre en un conjunt de components de la freqliencia espacial (el seu es-
pectre angular espacial inicial), a(f..f).

— Cada component de la freqiiéncia espacial que es propaga evoluciona segons
I'equacié [6.4A], adoptant una fase exp(i2nmz), que augmenta amb la distancia
de propagaci6. Aquesta fase és diferent per a cada freqiiéncia espacial, de manera
que els diferents components es desfasaran durant la propagacié, donant lloc aixi
a un eixamplament transversal del perfil inicial, que anomenem difraccié.

— Les freqiiéncies més altes es redueixen exponencialment i no contribueixen a la
formacio del nou front d'ona, cosa que condueix a una perdua de resolucié. Les
freqliéncies evanescents son les que compleixen la relacio
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Modes i
esvanescents 1 "7

La conseqiiencia d'aquest limit és que no podem propagar per ’espai lliure els detalls
de qualsevol imatge més petita que la longitud d'ona a distancies més grans que la
propia longitud d'ona. La propagacio per l'espai lliure es comporta com un filtre pas-
sabaix de freqiiéncies espacials.

¢ Nota

Les tecniques de generaci6 d'imatges a distancies no més grans que unes poques lon-
gituds d'ona ens permeten de obtenir imatges a resolucions de pocs nanometres, que
estan molt més enlla del limit de difraccio, ja que poden captar la informaci6 dels
modes evanescents en capturar la imatge. Aixo constitueix la base de I'optica de camp
proper, un camp de recerca molt actiu dins de la fotonica.

La propagaci6 del camp de llum també es pot formular com una funcié de resposta a
I'impulsional (o un propagador de camp) si inserim la relaci6 [6.6] a [6.5]:

E(x,y,z)= J-J-{J-J-E(x,’y,,O)e—i27r(fxx'+fyy')dx,dy} ei27r(fxx+fyy+mz)dfxdfy

—o0 —o0

Invertint I'ordre d'integracio:
ECx,y,2) = j.[E(x,’y.’o){fIeiz;zmzeizn(fx(x—x')+fy(y—y'))dfxdfy}d),dy,
> ’w [6.7]
E(x.y.2)= [ [h(x=x"y -y 2)E(x',y’0)dx'dy

La funci6 de resposta impulsional de la propagacio per l'espai lliure es defineix
com

h(x.p.)= [ [e2mee 2 It g af [6.8]
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6.1.1 Larepresentacio angular com a superposicio d'ones planes

Hem formulat el problema de la difraccid tenint en compte les freqiiéncies espacials,
el significat fisic de les quals tractarem en una secci6 posterior. El mateix problema
es podria abordar com una superposicié d'un conjunt d'ones planes.

Preneu una ona plana amb amplitud unitaria que es propaga en una direcci6 arbitra-
ria; el seu vector d'ona s'indica amb un vector unitari expressat en termes dels cosinus
directors:

i =(cosai +cos f3j+cosyk)
on a, B iy son els angles entre # i els eixos OX, OY i OZ, respectivament.
Com que aquest vector és unitari, cos” & +cos® f+cos’ y =1.

L'ona plana es pot escriure com

cosa ., Cos ,
x+7ﬁmﬂyj i2% f1-cos2 a—cos? B z

~ i27
U :eik;7 :eik(xcosa+ycosﬁ+zcos;/) —e [ Ao e 'm [6.9]
En identificar les freqiiencies espacials fx i f, amb

f.=cosa /A, ify:cos[)’//im [6.10]

l'altim terme de 1'expressio es pot reescriure com

2—ﬂ\/1—cosza—coszﬁ z:z—”\/l—(/lmfx)2 ~(4,f,) z=2% %—fxz ~f) z=22mzg
ﬂ’m lm ﬂ’m

Amb aquestes relacions, podem interpretar I'equacié [6.5] en termes d’ones planes.
El camp eléctric en el pla z es pot considerar format per una superposicié d'ones pla-
nes amb amplituds a(fs.f,). Cada freqiiéncia espacial es relaciona amb un angle de
propagacio particular a través de 1'expressio [6.10].

D’acord amb aixo, el camp propagat a z, donat per l'equacio [6.5], es pot interpretar
com una superposicié d'ones planes formant angles a. i § respecte dels eixos OX i OY,
respectivament. Les freqiliencies propagades son aquelles en qué m té un valor real i
I'amplitud de cada ona plana és proporcional a la transformada de Fourier del camp
per z = 0, a(f.fy). L'expressio [6.5] es pot escriure en funcié d’aquests angles de pro-
pagacio:

E(x,y,2)= H%a(cosa /A,,cosf /A, )eianzeik(cosax+cosﬂy)dCosadcosﬁ [6.11]
m

Aquesta expressio correspon a la representacio de I'espectre angular del camp de
llum.
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6.2 El concepte de freqgiiencia espacial

De la mateixa manera que podem pensar que un pols optic estd format per una su-
perposicio de diferents freqiiéncies temporals, qualsevol distribucié de llum en un
pla determinat es pot entendre com una superposicio de diferents freqiiéncies espa-
cials. Una freqiiéncia espacial f; es pot associar a un patré amb amplitud cos(2nfx) i,
per tant, amb periodicitat espacial A, = 1/f. Aixi, les freqiiéncies espacials més altes
s'associen a periodes més petits.

La primera qiiesti6 que ens hem de plantejar és com relacionar aquest concepte amb
la propagacié d'ones planes en angles definits d’acord amb I'equacio6 [6.10]. Podem
veure aquesta correspondencia de les dues maneres segiients.

1. Des del primer punt de vista, podem veure com es poden obtenir diferents fre-
qliencies espacials transversals per superposici6 d'ones planes d'una longitud
d'ona determinada An.

Preneu dues ones planes que es propaguen pel pla xz formant angles +o i m-a
respecte de 1'eix OX. El camp total s'escriu com

. . L . cosa .
E;Z))T _ Eoez(kcosax+31naz) +Eoe‘( kcosax+sinaz) ZZEO cos(27 x)elksmaz

m
La superposici6 d'aquestes dues ones genera un patr6 periodic de fr = coso/An,
que correspon a la freqiiencia previament definida. El periode més petit que es
pot obtenir amb aquestes ones es correspon al cas o = 0, on les dues ones gene-
ren, en contrapropagar-se, un patré amb periode f, =1/A_ . =1/4,.

max min
D'aquesta manera, cada freqiliencia espacial es pot relacionar amb un angle de

propagacid concret de l'ona plana.

2. Des del segon punt de vista, volem destacar el fet que un patré periodic determi-
nat pot generar I'emissi6 d'un parell d'ones planes amb angles de propagacié ben
definits segons la relaci6 [6.10]. Si prenem una diapositiva amb funci6 de trans-
mitancia T = cos(2nfx) que es troba il-luminada per una ona plana de longitud
d'ona An, el camp transmés consistira en una superposicié de dues ones emeses
en angles o i m-o, com veurem a les properes seccions.

Qualsevol objecte amb una transmitancia arbitraria es pot obtenir com a superposicid
de patrons de cosinus periodics amb freqiiencies diferents. D'acord amb aquesta idea,
el camp transmeés resultant es pot entendre que s’ha format per una superposicio d'o-
nes planes. Els detalls de la figura estan relacionats amb les freqiiéncies grans, tal
com es representa esquematicament a la fotografia segiient, que mostra la imatge ori-
ginal i algunes imatges filtrades corresponents a freqiieéncies baixes i altes.
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fi=1/A=cos0. / Am

Espai de baixes Espai d’altes
frequéncies frequéncies

Figura 6.3 Contingut de freqiiéncia d'una imatge

6.3 La connexio entre la representacio de I'espectre angular i la teoria
escalar de la difracci6 de Rayleigh-Sommerfeld

Per tal de trobar la relaci6 entre la representacié de l'espectre angular (superposicio
d'ones planes) i la teoria de Rayleigh-Sommerfeld (superposici6é d'ondicules esféri-
ques), comencem amb la representacié de 1'espectre angular d'una ona esférica sor-
tint, que presentem aqui sense cap demostracio:

elkr

_ .[ J‘ieiZﬂ'mzeiz”(fxx““ny’) df.df, 6.12]
ro J'm

La derivacio parcial respecte de z ens dona
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ikr © i
aﬁ(e ]:—271' J. J~elzﬂmzelZﬂ(fxerny)dfxdfy =-2rh(x,y,z)
z\r —o

La funcio de resposta a l'impuls es pot escriure com

1 0(ekr 1 0e* |a
e L[] Lefer e

Zﬂﬁzk r 2ror| r 6_z
amb r=+/x*+y*+z°.

Després de derivar s’obté:

ikr
h(x,y,2)= —i{ik —1Fe
2

[6.13]
r\|\r r

Per tal d’utilitzar aquesta expressio a [6.7] per obtenir E(x,),z), cal utilitzar la funcié
desplagada h(x-x’,y-y’,z), on les coordenades (x’y’) corresponen a punts del plaz =0
i (xy) a punts del pla d'observacio.

amy RGP TG 7

Obtenim I'expressié per a la funcio6 de resposta impulsional:

1[. 1 ZeikR
h(x-x'y-y'.,2)=—|ik——|=
( y-y.z) 27Z'|: R}R R

Amb aquesta expressio, obtenim la relacié general:

1% o ) 1]z eikR
E(x,y,z) :E:[OJ‘E(X sy ,0)|:lk—E:|E

dx'd
R Y

El factor entre claudators es simplifica quan la distancia d'observacid és R >> A,

{ik —%} =ik , donant lloc a la férmula de difracci6é de Rayleigh-Sommerfeld:
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eikR

dx'dy’ 6.14
R y [6.14]

E(x,,2) =l_i/1 T IE(x',y’,O)%

Aquesta expressio correspon a la formulacié matematica del principi de superposicio
de Fresnel. El camp propagat a g es pot obtenir a partir de la distribucié de camps per
z = 0. Aquesta formulaci6 és valida en 'aproximacié escalar i es pot simplificar amb
subjeccio a alguns suposits que condueixen a la teoria de la difraccié segons les apro-
ximacions de Fresnel i Fraunhofer. Aquesta formulacié es desenvolupara més enda-
vant a la secci6 segiient.

6.4 Teoria de la difraccié en I'aproximacio de Fresnel i Fraunhofer

En aquesta seccio, considerarem la difraccio a partir d'una obertura finita (o escletxa)
de mida caracteristica ¥ i il-luminada per llum monocromatica. La transmissié des
de I'obertura, situada a z = 0, ve donada per

E(x',y,0) = B, (x',y",0)-£(x',y) = E,,. (x",y 0)|t(x’, y)] €YD [6.15]

on t(x’y’) és la funcié de transmitancia de la pantalla (o diapositiva) i Ein(x,y’0) és
el camp incident a la diapositiva, que pot representar variacions en amplitud o fase.
Per a pantalles opaques, suposem que la funcié de transmitancia pren valors 1 quan
la llum es transmet i 0 quan la pantalla l'atura.

Considerem els efectes de difracci6 a la regi¢ paraxial, on es compleixen les condici-
ons segiients.

— El pla d'observacié es situa a distancies z > X.
— Laregi6 d'observacié d'interés en el pla z és propera a l'origen (x = 0; y = 0).

En aquestes condicions, R es pot desenvolupar com

RZZJ1+(""")2+(Y‘J")2 R

ZZ

. 1+;<x—x’)2+(y—y'>2 _1{<x—x'>2+(y—y'>2} o

z? 8 z?
Segons l'aproximaci6 de Fresnel, conservem termes fins al primer ordre per a les dis-
tancies R = z i fins al segon ordre per als termes de fase. La funci6 de resposta a I'im-
puls es pot simplificar en
(x4 (y-y)?

ikR ik [
1 ze ~ 1 el elk 27
iAR R il z

h(x-x"y-y',z)=
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Amb aquesta aproximacio, obtenim de [6.14]:

elke [(x X2 +(y- y)z}

E(x,y,z)— j [EGx.y'.00e 22

dx'dy’

Reescrit després de desenvolupar els termes dins dels claudators per donar la for-
mula de la difraccié de Fresnel, tenim

lkZ 17( 2

K (c2ay?) —ikaryy)
B(xy.2)=1 € j JECx

x',y',0)e 2% e dx'dy'| [6.16]

Aquesta és l'equacid basica per obtenir el front d'ona propagat pel pla z d'una distri-
bucié de camp determinada per z = 0 en l'aproximacio6 de Fresnel, que s'utilitza am-
pliament en optica fisica. A la figura 4 es mostra un exemple de propagaci6 de camp,
on una ona plana uniforme il-lumina una pantalla amb una escletxa d'amplada w. A
distancies properes a 'obertura, el perfil del camp canvia fortament durant la propa-
gacio. Aixo s'anomena regio de camp proper. A distancies més grans, el pols difrac-
tat adquireix una forma de perfil constant i la seva dimensié augmenta linealment
durant la propagaci6. Aquesta regi6 s'anomena camp llunya o regié Fraunhofer.

N

Regi6 de camp proper Regi6 de camp llunya

Figura 6.4 Difracci6 a partir d'una obertura rectangular

El patré de difraccié en la regié de camp llunya (o Fraunhofer) s'obté a partir de la
férmula de difraccié de Fresnel quan s'imposa una condicié addicional.

k(x?+y?
Regi6 Fraunhofer: z >> % ,

on (X*4)"?)max €s refereix a I'extensié maxima de la distribucié de camp inicial al pla
z=0.

a2+
En aquesta regio, el factor exponencial e 2z de [6.16] es pot aproximar per 1 i
es simplifica en la férmula de difracci6é de Fraunhofer:
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ik(xz +y2) 5
kzo 2z —i7% (ox'+yy')
E(xy.) = [ [E(y 0 dx'dy’
1z - [6.17]
i(kz+%zyz)) .
e -
E(X,}’:Z):.—E( x° ’O) . X
i1z Ledy =gl :%z

El patré de difracci6 a la regié Fraunhofer és proporcional a la distribucié de la trans-
formada de Fourier al pla d'obertura (z = 0), on les freqiiéncies espacials corresponen
a la transformacio f, = x/Az i f, = y/Az. Aquesta transformacid significa que caldria
calcular la transformada de Fourier i després substituir les corresponents freqiiéncies
espacials fx i f, per aquestes transformacions per tal d'obtenir el camp en funcio6 de
(xy.2).

» Exemple 1: Difracci6 per una obertura rectangular de dimensions Lx X Ly

Considereu una obertura rectangular de dimensions Lx i Ly il-luminada per una
ona plana uniforme. La transmitancia al pla z = 0 es pot escriure com

E(x',y',0)= rect[lj . rect{L]
L L
x y
amb

L
X 1 |x| <=
rect (L—J = f .
* 0 |x| >—*
2
Per obtenir el patro6 de difraccié de Fraunhofer [6.17], calculem la transformada
de Fourier:

E(fx,fy):_[IVeCt(I)f—’]rect[LL’Je_iz”(fxx'+fyy')dx,dy,:
) . y

L./2 Ly /2
—i t, —i2zf,y" .
— J‘ e l272'fxx dx J‘ e fyy dy
~-L./2 —Ly/Z

Avaluacio de les integrals:

(e 7 lxlx _ o7 fxly (e*i”fyLy _ vy ) _sin(zf,L,) sin(zf,L,)
—i27f, —i27rfy B zf, 7Z'fy

B(f,.f,)=

E( S fy) = LxLysinc(ﬂ f.x)sinc(z fy y) with sinc(a)=sin(a)/a

El patré de difraccié de Fraunhofer:
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2 2
lkz(1+w)

2z

E(X,y,Z)ZeT

L.x 7L
L.L sine("2 S )sine 22
Yy /1Z

i el patré d'intensitat

2 712
L L x 7L
I(x,y,2)=1,—%sinc® L ) inc?| 222
1272 Az Az

on I, = (1/2)gocn per les ones planes que il-luminen la diapositiva.

La funcio sinc(a) té valors zero a les posicions a = +mmr amb m = 1,2,3,..., i el seu
valor maxim es produeixaa =0

sincix)
15 ".\
Il|l "I
.
flf.h o
I 1
) 1
| \
fost |
| 1
| 1
| |
] 1
| DA |
| 1
| 1
) 1
) 1
| o2p |
| 1
- N T ~
1 1 % 1 1 1 1
T 7 x
-15 _'_)[\ \=5 I'-, 5 .'"f \r{{‘_ 15
S oaf \/

El patré d'intensitat mostra zeros a les posicions

% Az
X ceros = mz Yieros =M I

Objecte Patrd de difraccio de Fraunhofer

Figura 6.5 Patrd de difracci6 d'una obertura rectangular
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» Exemple 2: Difraccié d'una xarxa d'amplitud sinusoidal

Per aquest exemple prenem una obertura rectangular amb una transmitancia
d'amplitud sinusoidal il-luminada per una ona plana. El camp al plaz = 0 és

1 . .
E(x',y',0)= —+mcos(27rfox') rect>—rect-2—
2 2 Lx Ly

que es pot escriure com el producte de dues funcions:
E(x",y,0)=T(x")-P(x',y")

on la funcié P defineix la mida global de 1'objecte i s'anomena funci6 de pupil-la.
La transformada de Fourier d'aquest objecte ve donada per la convoluci6 de les
transformades de Fourier:

E(f.f,)=[T(f)®P(f,.f,)]

on

~ 1 m m

T(f,) =§5(fx)+zc'>‘(fx —fo)+15(fx +1)
P(f,.f,)=L,Lsinc(zf,L,)sinc(z f,L,)

Quan realitzem la convolucié, obtenim la transformada de Fourier per a aquest
cas:

E(f..f,.0)=

L L m m
XZ y sjnc(zrfyLy ) {sinc(;zfox )+ 5 sinc(z(f, - f,)L, )+ 5 sinc(z(f, + f,)L, )}

També obtenim el patré de difraccié de Fraunhofer:

ikz(1+xzz%y2) IL I

4 Ly

E(x,y,z):e - = Ysine(—2)-
ilz 2 Az

zL.xX. m L m L
- si ) +—si ~(x—-f AZ) |[+—si “(x+f A
{smc( Tz ) 5 s1nc{ e (x-f, Z):| 5 s1nc{ e (x+f, z)}}

Si la funcié original es defineix sense la funcié de pupil-la (amb extensid infinita),
el patrd de difraccié de Fraunhofer mostra tres funcions delta per x = 0 i x = tfpAz.
Aquest resultat sembla no ser fisic, a causa del comportament singular d'una fun-
cio6 delta. No obstant aixo0, es pot veure que quan es considera la funcié de pupil-la,
el patrd de difraccioé de la funcié de pupil-la apareix a la posici6 de les funcions
delta.
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1 Intensitat

normalitzada

- Lx -
0.
T X
L
—=| 22/ }=— —=| /L b=

—Azlg == 2 Aty x

Figura 6.6 Patré de difracci6 d'una xarxa d'amplitud sinusoidal
|

6.5 Transformades de Fourier per lents: introduccié al processament
d'imatges

La férmula de difraccié de Fresnel s'aplica sempre que vulguem trobar el camp pro-
pagat a una distancia determinada si es coneix el camp per z = 0, incloent la propa-
gacio a través de diferents elements optics ara com lents o obertures. Un resultat molt
important s'obté quan estudiem la propagacié del camp transmeés per una escletxa de
transmitancia T(x’,y’) que esta il-luminada per llum monocromatica coherent.

Si considerem la nostra lent situada a una distancia d’ del pla de I'objecte (z = 0), la
distribuci6 de camp en el pla focal posterior de la lent s’obté de la manera segiient (de
la qual veurem una derivacio detallada a I'apéndix F del final del llibre).

ik a-Dyx24y?)

ik
B(xy.d+f)=Ae? S E(f,.f,)

Fe=xIAf3f,=yI2f

A partir d'aquesta expressio, veiem que la transformada de Fourier d'un objecte
es situa a la seva distancia focal posterior. A més, si I'objecte es situa a la distancia
focal frontal, els factors de fase s'anul-len i el camp en el pla focal és

E, Y. f+ )= AE 3Oy csageg, -yins [6.18]

Objecte Lent Pla Fourier

£ I

4

Figura 6.7 Transformada de Fourier per una lent
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Aquesta propietat de les lents es pot utilitzar de moltes maneres diferents per mani-
pular o extreure informacié d'una imatge determinada introduint canvis en el seu
espectre optic.

6.5.1 Exemples basics de processament del senyal: el correlador 4 f

El correlador 4 f constitueix el sistema de processament de senyals més basic i con-
sisteix en un conjunt de dues lents d'identica distancia focal, f, separades per una
distancia de 2f. El pla d'entrada es troba a una distancia f a I'esquerra de la primera
lent i el pla de sortida esta a una distancia f'a la dreta de la segona lent. Podem ima-
ginar el funcionament d'aquest sistema de la segiient manera. La primera lent realitza
la transformada optica de Fourier de 1'objecte situat al pla d'entrada. El pla de Fourier
esta situat a una distancia fde la primera lent. La segona lent realitza la transformada
optica de Fourier del camp situat al pla de Fourier, que es situara en el pla de la
imatge.

objecte lent pla de Fourier lent imatge
1 [

4 4

Figura 6.8 Correlador 4f

Actuant sobre 'espectre espacial situat en el pla de Fourier, podem modificar I'as-
pecte de la imatge que surt del sistema.

A continuaci6 es mostren alguns exemples basics de processament de senyals.
1. Filtratge espacial

Si eliminem part de I'espectre de freqiiéncies de I'objecte col-locant unes mascares o
obstacles en el pla de Fourier, la imatge reconstruida pot manipular-se com es mostra
ala figura.
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objecte lent pla de Fourier lent imatge

P Escletxa ‘
horitzontal \

OERT T

El filtratge espacial és una tecnica d’is molt estes per a I'obtencid de feixos optics
d'alta qualitat espacial. El feix laser propagat a través de sistemes optics adquireix
modulacions d'alta freqiiéncia a causa de la preséncia de pols o mitjancant la difrac-
cio a través de petits obstacles, adquirint aixi un aspecte granular que s'anomena pi-
gallat (speckle). Per a moltes aplicacions, és desitjable un feix espacial uniforme, per
al qual es pot netejar el feix col-locant un diafragma circular amb el diametre adequat
al centre del pla de Fourier del correlador 4f. El diafragma bloqueja les altes freqiién-
cies, i el feix reconstruit sembla molt més homogeni, com es veu a la figura.

objecte lent pla de Fourier lent imatge

" pinhole

Figura 6.9 Filtratge espacial

2. Millora de les caracteristiques de la imatge: microscopia de contrast de
fase

Molts objectes altament transparents tenen una funcié de transmitancia per a la qual
l'amplitud és gairebé constant, introduint principalment variacions de fase en el
camp incident. Quan aquests objectes s'observen a través d'un microscopi el contrast
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és molt baix i dificilment es poden veure perque la llum incident sobre ells es trans-
met principalment sense variaci6 i una quantitat de llum molt petita es difracta a
causa de les variacions de fase. Zernike va resoldre aquest problema, que previament
impedia I'observacié microscopica dels microorganismes.

Prenem un objecte altament transparent amb una funci6 de transmitancia que es pot
expressar com #(x,y) = e~ 1+idp(x,y).

La intensitat transmesa per l'objecte és, per tant, gairebé constant si les variacions de
fase sén petites: I ~ 1+¢*(x,y)+... = 1 i la imatge resultant mostra molt poc contrast.

La tecnica de Zernike transforma les variacions de fase en variacions d'intensitat
aprofitant el concepte de processament d'imatges. En el pla de Fourier, aquest tipus
d'objectes té un senyal fort a la freqiiéncia zero i components febles a altres freqiién-
cies, donats per

E(f,.f,)=5(f,.f,)+ FT(ig)

on FT significa transformada de Fourier. Col-locant un retardador de fase amb & =
+1/2 a la posicid de freqiiéncia zero, el camp resultant al pla de Fourier és

E,(f.f,)=15(f.f,)+ FT(i$)
Que, després de la propagacié al pla de la imatge, resulta en
E, () =i+ig(x,y) = L, (x,y) =1+ 26(x,y) + ¢* (x,)

El terme lineal que apareix a la intensitat de la imatge augmenta considerablement
el contrast final de la imatge.

objecte lent pla de Fourier lent imatge

I
I
|
!
I

‘ B - E— - _—

Figura 6.10 microscopia de contrast de fases

237



238

Fotonica. Curs introductori

3. Sintesi espectral

Col-locant mascares de transmitancia al pla de Fourier, és possible realitzar tota una
série d'operacions sobre I'objecte de la forma:

2

I(x,y)=K _[_[E(x’,y’)-m(x—x',y—y’)dx'dy’ [6.19]

on I(x,y) és la distribuci6 d'intensitat en el pla de la imatge, K és una constant com-
plexa, E(x’,y’) és la distribuci6 de camp en el pla de l'objecte i la funcié m(x,y) té en
compte l'efecte de la mascara.

El principi de funcionament d'aquest procés, anomenat sintesi espectral, és més
facil d’observar en el pla de Fourier.

La distribucié de camp de l'objecte en el pla de Fourier ve donada per
K E(x/2,f,y/2,f)

En aquest pla també col-loquem la nostra mascara, la transmitancia de la qual és
proporcional a la transformada de Fourier de la funcié mascara m(x,y):

K,i(x/ 2, .91 2, f)

A la sortida del pla de Fourier, la distribucié de camp és el producte d'aquests dos
camps:

(6, y)=K,K, E(x/A f.yl 4 /A f.yl A f)

Fourier plane

L'efecte de la segona lent sobre aquesta distribucié de camp dona com a resultat la
intensitat donada per [6.19] en el pla de la imatge.

Amb aquesta idea basica, es poden fer diferents operacions sobre 1'objecte mitjancant
I'ts de la mascara adequada. Aquestes mascares es van implementar per primera ve-
gada mitjancant 'enregistrament directe en plaques fotografiques (filtres de Vander
Lugt) i en realitat es poden realitzar mitjancant la inserci6 de moduladors espacials
de llum en el pla de Fourier o fins i tot directament mitjancant 1ds de mascares ge-
nerades per ordinador i processament digital.

Un exemple concret d'aquestes técniques és el reconeixement d'objectes. Si la mas-
cara és la transformada de Fourier d'un objecte donat, aleshores 1'equacié [6.19] cor-
respon a la funci6 de correlaci6 creuada. Si I'objecte incident coincideix amb el que
s'ha utilitzat per generar la mascara, obtenim un pic al pla de la imatge.
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objecte correlacio creuada

Objecte a reconeixer

3
3 4
8

Figura 6.11 Reconeixement numéric mitjangant operacié de correlaci6 creuada

6.6 Limit de resolucio en sistemes optics

En les seccions prévies a aquesta no s’ha tingut en compte la limitacié de la mida de
cap obertura en sistemes Optics i en aquest curs tampoc es tractara en detall. L'efecte
de I'obertura finita s'introdueix mitjancant 1as de funcions de pupil-la.

La funci6 de transmitancia de I'objecte es multiplica aixi per la funci6 de pupil-lai el
patré de difraccid corresponent en l'aproximacié de Fraunhofer vindra donat per la
convoluci6 de les transformades de Fourier de 'objecte i la funci6 de pupil-la:

Eo(x7y) = E(st)P(x,}’)

Patrd de difracci6 de Fraunhofer: E,(x,y) = KE(f,. f,)® P(fo. £,)| 1 xrs s =i 2
x m<Jy

Considerem I'exemple més simple d'una ona plana il-limitada amb una transformada
de Fourier determinada per una funci6 delta, és a dir, un sol punt en el pla de Fourier.
Quan una obertura circular de radi R bloqueja 1'ona plana, el patré de difracci6 canvia
des d'un sol punt per mostrar el patr6 de difraccié d'una obertura circular que con-
sisteix en una funcié de Bessel (veure 'apéndix E) amb un diametre de disc central
d'1,22 Anf/R, que es sol anomenar funcié d'Airy.

A l'exemple 2 d'aquest capitol, i com també s'ha explicat anteriorment a la secci6 4,
la funcié de transmitancia amb perfil sinusoidal mostra un patré de difraccié de
Fraunhofer format per tres funcions delta col-locades a x = 0 i x = +Angf,. Quan s'a-
fegeix la funci6 de pupil-la, el resultat és que la FT de la funcid de pupil-la es convo-
luciona amb la de l'objecte i, per tant, cada funcid delta és substituida per la FT de la
funcid de pupil-la.

Aquest és un cas general en els sistemes Optics, on les pupil-les i els diafragmes dels
diferents elements donen lloc a patrons de difracci6 en els camps propagats, que di-
fuminen les imatges i, per tant, causen una pérdua de resolucié. Intentem avaluar la
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separacié minima entre dues fonts puntuals a una distancia z d'un sistema d'imatges
de diametre D de manera que aquestes fonts es puguin resoldre en el pla de la imatge.
El criteri de resolucié de dos punts establert per Lord Rayleigh s'ha utilitzat com a
factor de qualitat en sistemes Optics amb fonts incoherents, particularment en apli-
cacions astronomiques. El criteri de Rayleigh afirma que aquests objectes es resolen
bé amb el sistema limitat per la difraccié quan el centre del disc d'Airy generat per
una font cau sobre el primer zero del disc d'Airy generat per la segona. Per tant, la
separacié minima resoluble de les imatges geometriques és

0614,z 12222

R D

Figura 6.12 Criteri de Rayleigh separaci6é minima distingible entre dues fonts puntuals fotografiades
per una lent de diametre D

6.7 Difraccio a partir d'una matriu d'elements periodics
Per tal de definir les caracteristiques basiques del patré de difraccié de Fraunhofer en
matrius d'elements periodics, considereu les segiients funcions i operacions basiques.

La funcié comb correspon a un conjunt de funcions delta separades a intervals re-
gulars:

comb(x) = i o(x—n)

Per representar un conjunt de funcions delta separades per una distancia a, fem ser-
vir la funci6é comb escalada:

comb(x/a)= i 5(%—11): i 5[x—naj

a

n=—o0 n=—wo
La transformada de Fourier d'una funcié comb és també una funcié comb:

FT[comb(x / a)] =a-comb(f a)

1. Elmostreig és una operaci6 que proporciona el valor d'una funcié determinada
en un interval d'espaiat regular dins del periode a (valor de la funci6 a les posi-
cions x = na):
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S(f(x),a)=éf(x)comb(x/a)=lf(x)25(x_naj=2f(na)

a

a

2. Larepeticié dona una repeticié periodica d'una funcio particular (que anome-
narem funci6 de cel-la unitaria) per les posicions x = na:

C(f(x)a)= %(f(X) ®comb(x/a))=  f(x—na)

(x)

Qualsevol matriu periodica 2D d'elements de cel-les unitaries es pot escriure de
la manera segiient:

A(x,y)= {g(x,y) ®icomb(£,l)} -P(x,y)
ab ab

on g(x,y) és la funcid de la cel-la unitaria, a,b son els periodes en les direccions x1iy, i
P(x,y) és la funcio de pupil-la, que correspon a la forma i mida total de la matriu.

El patro de difraccié de Fraunhofer d'aquest objecte sera proporcional a la seva trans-
formada de Fourier:

E(x.y.2) o< &(f,.f,)-comb(af,.bf,) |® P(f f)) ;s cot i
El patré de difraccio consisteix en una matriu 2D d'elements periodics amb les se-
glients caracteristiques.
— La periodicitat de la matriu és A.z/a i Az/b a les direccions x i y, respectivament.
— L'element repetit és la transformada de Fourier de la funcié de pupil-la.

— La intensitat de cada element és proporcional al valor de la transformada de
Fourier de la funcié de cel-1a unitaria en aquest punt concret.
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» Exemple: El patr6 que es mostra a la figura esta format per un conjunt d'obertu-
res circulars de radi 7, que formen un patré rectangular de periodes espacials a i
b en les direccions x i y, respectivament. La funcié de pupil-la és un rectangle de
mides Lx i Ly. Aquesta matriu periodica es pot representar com

E(x,y,0)=| circ(r / r,)® %comb [f%ﬂrect(%j rect [Ll]

a . y

<

-
»

El patré de difracci6é de Fraunhofer:

®

E(x,y,2) = ~comb(afx,bfy)

. 0
i1,z v 4,2

® LxLysinc(ﬁ f.L,)sinc(r fyL

. iﬁ(x2 +y2)
ok 22 {rz J,Q2rrry | 2,,2)

y ) |fx =x/2p25  fy=y/2y2

que es pot escriure com

J.Qrrr, [ A . .
E(x,y,z):KMoZsmc[ﬂ(ﬁ—g)LxJ%:smc(iz(ﬁ—%)Ly]:
K J,Qrrry [ 4,2)

vy 4,2 -
L 7L A
D sinc Ty D sine| —X{ y- m <
ryl A,z 5 A2 - AnZ b

on K inclou totes les constants. El patré de difraccié es mostra a la figura segiient.

A, 2N
a
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6.8 Problemes resolts

Problema 6.1

Calculeu el patré de difraccio de Fraunhofer d'una pantalla amb doble escletxa il-lumi-
nada per una ona plana monocromatica amb amplitud E, = 1 V/m.

Solucio

El sistema de doble escletxa esquematitzat a la figura esta il-luminat per una ona
plana amb intensitat uniforme.

La distribucié de camp en el pla de I'objecte ve donada pel producte de I'ona il-lumi-
nadoraila funcio de transmitancia. En el nostre sistema de coordenades escollit, s'ex-
pressa com

By 0) = Lt v x'-a/2 x'+a/2 y'
0 (X5Y50)=1-t(x',y") =| rect T + rect T -rect L_y

Per calcular el patro de difraccio de Fraunhofer, hem de calcular la transformada de
Fourier d'aquesta distribucié:

E(fx,fy,o) = [Lxsinc(ﬁfox )e’iszafx/2 + Lxsinc(erxfx )eisz”/2 JLysinc(;rLyfy)

on utilitzem la propietat de desplacament de la transformada de Fourier (veure 1'a-
péndix D).
Aquesta expressio es pot reescriure com

E(fx f,,0)= LxLysinc(ﬁfox )sinc(ﬂLyfy )Zcos(ﬂafx ) utilitzat

El patré de difraccid de Fraunhofer a una distancia z és
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i| 7+ 2+zy
E(x.y.2)= QT[fo,fy’O)];; "
ik[z+x22+zy ’ ]
E(x,y,2)= eTzLxLysinc[ ﬂijJsinc[ ”j:;y]cos( Zazx j

La intensitat del patré de difraccio:
1 AL*I? L x 7L
I(x,y,2) = (—SOCJ Y gine?| 22X |sine? v cog?| T
2 2%z 2z 2z 2z
La distribucio de la intensitat al llarg de 'eix x és

AP I? L x
I(x,O,Z)=(lgon Y gine?| 222X |cos? [ﬂj
2 A7 Az Az

Els zeros de la funci6 sinc apareixen a les posicions s i la separacié entre minims és

zero 1 °
Lx
- . 2m+1)Az . -
Mentre que els zeros de la funci6 cos apareixen a x ., = i% i la separacio
a
f Az
entre minims és Ax__ =—.
zero a

Com que a > L, la distribuci6 d'intensitat mostra la funci6 oscil-ladora cos? (TJ
4

L
modulada per la funcié sinc® (ﬂl—"xJ .
74

IR | —

Distribuci6 de la intensitat de la doble escletxa
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La funcié periddica cos*(max/Az) correspon al patré d'interferéncia de la doble es-
cletxa i seria el patré d'intensitat en el cas limit d'escletxes infinitament estretes. La
mida finita de I'escletxa produeix el patr6 de modulacio, que és responsable de la forta
disminucio del patré d'intensitat a distancies axials del centre |x| > Az/Ly.

Problema 6.2

Calculeu el patré de difraccio de Fraunhofer d'una pantalla amb tres escletxes d'am-
plada Lyialcada L, > L, separades per una distancia D entre els seus centres i il-lu-
minades per una ona plana monocromatica amb amplitud E, = 1 V/m.

Solucio

La distribucié de camp en el pla z = 0 ve donada per la funcié de transmitancia, ja
que esta il-luminada per una ona plana uniforme d'amplitud unitaria:

E(x',y',0)=|rect X +rect x—d +rect x+a rect s
L, L, L, L

La transformada de Fourier és

E(fx,fy,o) = LxLysinc(ﬁfox )sinc(;zfyLy )[1 4o 1270 | i27af } _
= LxLysinc(ﬁfox )sinc(;rfyLy )(1 +2cos(2rzaf, ))

La funci6é 1+ 2cos(x) es pot reescriure en la forma
1+2cos(x)=1+ 2(2cos2(x/2)—1) = 4cosz(x/2) ~-1= 3—4sin2(x/2)

~ 3sin(x/2)—4sin3(x/2) ~ sin(3x/2)
- sin(x/2) B sin(x/2)
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donant
~ sin(37zaf )
E(f..f,,0)=L L sinc(zf L, )sinc(zf L |——=
by 0= LiLsine(ef, L, Jsine(ef, 1, )2 20
El patré de difraccié de Fraunhofer:
ik{z+%]
e ~
E(x,y,2) =—————— E(f,..£,0) |1, /22
idz fy=y/2z
Substituint la transformada de Fourier
ik| z+x2 +y2]
e [ 22 _(zLx). (7L sin(37rax//1z)
E(x,y,2)= +LxLy51nc sinc -
iz Az Az s1n(7zax/ ﬂz)

Obtenim la distribucié de la intensitat del patré de distribucio de Fraunhofer

2
L.L L L sin(3zax/Az
I(x,y,2)= l(900 5 ine? | T |gine?| 222 ( / )
2 lZZZ ﬂ,

z Az sin(ﬁax/ ﬂz)

En comparar aquest resultat amb l'obtingut en el problema anterior, observem que
la funcié moduladora és la mateixa. Aixo es deu al fet que les dimensions i la forma
de cada escletxa sén idéntiques. La transformada de Fourier de I'escletxa (cel-la uni-
taria) dona el patré de modulacié, mentre que les oscil-lacions rapides de la intensitat
es generen per la distribucié periodica de les escletxes a la matriu, és a dir, el nombre
d'escletxes i la separacio entre elles. Si la separacio és la mateixa, les posicions maxi-
mes seran les mateixes, tal i com podem observar comparant les funcions normalit-

zades cos2(7rax//1z) (linia continua) i (sin(37rax/lz)/ 3sin(zax/2z))*  (linia

discontinua).

L'increment del nombre d'escletxes redueix I'amplada dels maxims. A mesura que
augmenta el nombre d'escletxes, els pics esdevenen cada vegada més i més estrets.
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La intensitat del patré de difraccié de Fraunhofer a l'eix

. 2
1(x,0,2) = (lg Cj LiLZy sinc? (ﬂLxx] Sln(37rax/lz)
20 jvzzz Az sin(ﬂax//lz)

es mostra a la figura segiient.

o ML

Patr6 de difraccié per 3 escletxes

Problema 6.3

Calculeu el patré de difraccié de Fraunhofer d'una pantalla rectangular de costats
L.x Ly, il-luminada per una ona plana monocromatica d'amplitud unitaria.

Solucié

Contrariament als problemes anteriors, on la llum es transmet per les obertures rec-
tangulars, en aquest problema tenim una pantalla opaca de forma rectangular que
bloqueja el cami de la llum.

La funci6 de transmitancia ara s'escriura com t(x',y,0)=1—- rect(x/ L, )rect( y/ Ly) .

Com que l'ona il-luminadora és uniforme amb amplitud unitaria, la distribucié de
camp és igual a aquesta funci6 de transmitancia. Per calcular el patré de difracci6 de
Fraunhofer, calculem la transformada de Fourier:

E(f,.f,:0)=06(f,.f,) - L L sinc(xL_f, )sinc(;rLyfy )

I el patro de difraccio de Fraunhofer:
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ik[eri)62 +y2 ]
2z
. L L
E(x,y,z)=e— o i,l +el”LxL sinc X sinc v
ilz Az Az Y Az Az

Aquest patr6 de difraccié és molt similar al patrd de difraccié d'una obertura rectan-
gular, que correspon a l'obertura complementaria, excepte per la preséncia d'un punt
fort a I'eix i un factor de fase addicional.

Es tracta d'un resultat genéric conegut com a principi de Babinet, en el qual el patré
de difraccio d'un cos opac és idéntic al d'un forat de la mateixa mida i forma, excepte
per la intensitat blobal del feix cap endavant.

Problema 6.4

La llum blanca incideix en una xarxa de difraccié amb freqiiéncia espacial f = 800 li-
nies/cm.

a) En quin angle apareixera la llum vermella si té una longitud d'ona de 620 nm en el
segon ordre de difraccié?

b) Si la xarxa de difraccié és rectangular amb dimensions Ly i L, < Ly, expliqueu quali-
tativament l'aspecte del seu patré de difraccié.

Solucio

a) El patr6 de difraccié d'una xarxa de difraccié correspon a un cas particular de di-
fraccio per objectes periodics.

En aquest cas senzill, no considerem ni la forma de I'escletxa ni la mida de I'obertura
finita i la xarxa es modela simplement com una funcié6 comb de 1'espaiat adequat.
També considerem obertures infinitament llargues al llarg de la direcci6 vertical, de
manera que no considerarem la dependéncia d‘y en aquest problema.

L'espaiat entre linies és a = 1/f = 0,00125 cm = 12,5 um.
Suposant una il-luminaci6 uniforme, la distribucié de camp fora de la xarxa és

E(x',O):lcomb[x—’j:l i 5(£—nj:l i 5{x'—naJ: i o(x'-na).
a a a a

a n=—ow n=—ow a n=—w

La transformada de Fourier dona
E(fx,O) =comb(af,).

El patré de difracci6é de Fraunhofer:
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El patr6 de difraccié apareixera al llarg de 1'eix x com un conjunt de maxims situats a

.. Az - . ‘s
les posicions Xy =tm—,0onm=0,1,2,... €s 'ordre de difraccio.
a

L'angle de propagacié d'aquests maxims es pot calcular, suposant que el pla d'obser-
vacio sigui z > a:
siné,, zx—’”:mi:m/lf
z a
Pel que fa a 'angle o respecte de l'eix x: cose, =Af = f=cosq, / A, d'acord amb les

notes de la seccio6 6.2.
— 112

m=1

s T xmal=)_z,»";|

fr— m=-1

:
|
|
I

m=-2

Difracci6 d'una xarxa de difraccid infinita

En el nostre cas, la longitud d'ona 620 nm en el segon ordre de difracci6 apareix a
I'angle

sin@, =2 f =0.0992 - 6, =5.69°

b) En un cas més realista, la xarxa de difraccié té una obertura finita. L'efecte d'in-
cloure I'obertura al patro de difraccio és que les funcions delta es substitueixen pel
patré de difraccioé de I'obertura. El patro de difracciéo comptaria amb una distribucié
periodica de patrons d'intensitat de la forma

249



250

Fotonica. Curs introductori

L
I oc sinc? #Lx sinc? vy
Az Az

A més, la forma particular de cada escletxa individual també introduiria una modu-
lacié del patré d'intensitat global proporcional al patr6 de difraccié de la funcié de
forma d'escletxa.

Problema 6.5

Una ona plana de llum amb unitat d'amplitud i longitud d'ona A = 446 nm incideix
normalment en una escletxa d'amplada L, = 1 mm i alcada L, = 3 mm. Es munta una
lent a una distancia f darrere de l'escletxa (f és la distancia focal de la lent) i es col-loca
una pantalla en el seu pla focal posterior a una distancia f = 100 cm després de la lent.
La mida de la lent és prou gran com per poder negligir els efectes de l'obertura finita
imposada pel diametre de la lent.

a) Trobeu el patro de difracci6 en el pla focal de la lent.

b) A quina distancia x (en cm) del centre del patré de difraccié de l'escletxa apareix el
quart minim al llarg de l'eix x?

¢) Canviant la longitud d'ona, observem que el tercer minim del patro de difraccié apa-
reix ara a la posicié trobada a 'apartat b). Quina és la nova longitud d'ona?

Solucio

a) El sistema estd muntat en una configuracio f-f. La propagaci6 de Fresnel dels fronts
d'ona en aquesta configuracié mostra que, en el pla focal de la lent, tenim el patré de
difraccié de Fraunhofer de I'objecte amb un terme de fase afegit, que s'anul-la per d
= d’ = f(veure I'apéndix F per més detalls).

Aixi, fer servir aquesta configuraci6é ens dona una manera d'obtenir el patré de di-
fraccio de Fraunhofer en un pla fix: el pla focal posterior de la lent.

El patr6 de difraccié de I'escletxa s'escriu com

_L ~ _LxLy . ”Lxx . ”Lyy
E(x’y’f)_iﬂf[E(fx’fy’O)Jg‘;ﬁ;_ T smc( Af ]smc[ 2f J

El que podem veure a la pantalla és el patrd d'intensitat:

rr L 7L
I(x,,f)= lgoc <7y cinc?| T |gine? | 220
270 Af if
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b) Els minims del patré d'intensitat al llarg de I'eix x es produeixen als zeros de la
funcid sinc al quadrat:

7L X

Af

=tmr per m=1,2,....

441

X

El quart minim apareixa x, = =1.7810"m=1.78mm

c¢) En canviar la longitud d'ona que il-lumina I’escletxa, la posici6 dels minims canvi-
ara segons la férmula donada:

! :imﬂ
" L

X

X

Les condicions del problema fan necessari que x, = x';:

ﬂ:ﬂ_)ﬂ':ﬂ2594,67nm
L, L 3

X X

Problema 6.6

Escriviu les expressions de la funcio de transferéncia obtingudes mitjancant l'equacié
d'ona paraxial per a feixos i la representacio de l'espectre angular. Comenteu les sem-
blances i diferéncies entre aquestes dues funcions de transferéncia i mostreu el limit en
qué ambdues expressions son coincidents.

Solucié

La funcio de transferéncia, H(f.f,z), relaciona els components de freqiiéncia del
camp en diferents posicions dels sistemes lineals:

E(f,.f,:2)= E(f,.£,:0)- H(f,.f,.2)

La funci6 de transferéncia associada a I'equacié d'ona paraxial per a feixos:

(+) .
an _va E(+) =0
oz 2k T°

Aix0 ja es va deduir al capitol 2 (eq. [2.15]):
'(k,zcﬁ-k;)z
~ ~ -1 ~
Eo(+)(fx’fy’z):E<+)(fx’fy’0)'e 2k :E(+)(fx’fy’0)'e

—iAn(fi+f})z

El camp total propagat a distancia z en I'aproximacio6 paraxial ve donat per
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BDG L fo2) = e “ED(f foo0) = B (f f 0).ei(kz—/1ﬂ(ff+fy2)z)
x? y’ 0 x? y’ 0 x° y,

Quan considerem la representacio de l'espectre angular, comencant amb l'equacié de
Helmholtz podem obtenir directament la funcié de transferéncia mitjancant I'equa-
cio [6.5]:

; 1 2 2
~ ~ . ~ 272, || fx +f
EOS, f )= ED(f, f, 06> = EO(f f 00 VF 2+5)

La funci6 de transferéncia en I'aproximacio6 de I'ona paraxial és sempre un terme de
fase pura, mentre que la representacié de l'espectre angular també conté termes eva-

I . o (2, 2y L
nescents per a freqiiencies prou grans que compleixen la relacio ( f; + 7 |>—
A

Aquests camps evanescents es propaguen al llarg de la superficie de 1'objecte i, per
tant, no compleixen el criteri de paraxialitat de propagacié proper a l'eix de propaga-
cio. A la regi6 paraxial, les freqiiéncies espacials implicades haurien de ser petites,
donant lloc a un factor de fase pur en la funci6 de transferéncia.

A més, la condicié complerta per les freqiiéncies espacials relacionades amb els an-

gles de propagacio en la relacié paraxial és ( fx2 + fy2 ) < % i podem escriure

. /fLZ(xZ 2)
[P ey WA

Amb aquesta aproximacio, obtenim

= = i(kg=Ar(f3+£7))

E(+)(fx’fy’z)=E(+)(fx’fy’0)'e ’

que coincideix amb l'expressi6 obtinguda segons I'aproximacié de I'ona paraxial. Una
conclusid particular d'aquest limit és que 'aproximacié paraxial no es pot utilitzar
per estudiar la propagacié de distribucions de camp que contenen components de
freqliencia molt grans de l'ordre o propers a 1/A.

Problema 6.7

En un filtratge espacial que utilitza una configuracio de correlador 4f, volem eliminar
les altes freqiiéncies del nostre feix optic corresponents als valors superiors a 1/(251).
Les lents utilitzades en el nostre dispositiu sén objectius de microscopi de X20 amb dis-
tancia focal f=8mm. Trobeu la posicio en el pla de Fourier on es situara cada freqiiéncia
espacial i el radi de l'obertura que hem d'utilitzar per filtrar el nostre feix.
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Solucié

En una configuracié de correlador 4f, el patré de difraccié de Fraunhofer es situa al
pla focal posterior de la lent transformadora, que en aquest cas és l'objectiu del mi-
Croscopi.

Suposant que la nostra distribucio inicial de camp és E(x',y',0) i negligint els
efectes de les obertures finites dels objectius en el pla de Fourier, obtindrem una dis-
tribuci6 de camp donada per l'expressid

EV ey, )= A E(f.f,20) |r=y2r
f,=y/2f

El factor d'escala ens permet relacionar cada punt del pla focal amb una freqiiéncia
espacial determinada:

x=fAf L y=[fAf

A una distancia determinada: r = \/ x*+y =Af \/ 2+ y2

Les freqiiéncies espacials f; = f, = 1/(25)) es situaran 6 apareixeran llavors en el pla
de Fourier a

A2 _\2

=0.45mm =450um
51 257 a

Per eliminar les altes freqiiéncies, tal i com es desitja, s'ha de col-locar un diafragma
de 450 micres al pla focal de la lent. Es modificara el camp propagat després del dia-
fragma, ja que faltaran les freqiiencies altes. En el cas de tenir una distribucio inicial
de camp consistent en un feix gaussia amb fortes modulacions d'alta freqiiéncia,
aquesta técnica ens permet “netejar” el feix, eliminant les altes freqiiencies i obtenint
un feix gaussia molt més homogeni a la sortida.

Problema 6.8

Dues lents de diametre D1 i D2 i igual distancia focal, f, s'utilitzen per obtenir imatges
de dos punts col-locats a una distancia molt gran. Suposant que la llum procedent de
cadascun dels objectes es pot aproximar mitjancant una ona plana en arribar a la lent,
determineu quina és la separacio angular minima que es pot mesurar en cada cas.

Solucié

Una lent amb diametre infinit hauria d'enfocar una ona plana perfecta en un unic
punt del pla de Fourier si totes les aberracions es poden corregir perfectament. Fins i
tot en el cas de les lents amb aberracions perfectament corregides, el diametre finit
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de la lent imposaria una condicié limitant a la resoluci6 dels objectes llunyans, a
causa del patrd de difracci6 induit per la funci6 de pupil-la de la lent.

Una ona plana que il-lumini una lent de diametre D perfectament corregida donara un
patré de difracci6 en el pla focal corresponent a la funcié d'Airy (veure 1'apendix E):

2
J. (zDr/ A
I(r,f)« 1—/f
Dr/z/lz
El diametre del punt central seria ¢ = 1.224f
2

Aplicant el criteri de Rayleigh, la minima separaci6 resoluble entre les imatges, s,
correspondria a la meitat d'aquest diametre. Aixi, el maxim del patré de difraccio d'un
dels objectes coincideix amb el primer zero del patro de difraccié de l'altre:

¢ _122Af

2 D

Donada aquesta distancia, la minima separacié angular resoluble entre els objectes
distants és

s 1224

min f D

Utilitzant aquesta relacid, la separacié angular minima resoluble mitjancant lents de
diferents didmetres sera

_eminl —&% —&9
0 - D minl ~ D min2
min2 1 1

6.9 Problemes plantejats

P6.1 Un objecte unidimensional és il-luminat per radiaci6 de longitud d'ona A,. L'ob-
jecte té elements perioddics de periodes espacials en la direccio x: Ax = Ao/5. Determi-
neu l'amplitud dels components de Fourier de I'amplitud de camp per a aquesta
freqiiéncia particular per z=2X..

P6.2 Un objecte bidimensional, il-luminat amb radiacié monocromatica de longitud
d'ona Ao, té una periodicitat que dona freqiiencies espacials maximes de f, = 0,5/,
en la direccio6 x. Trobeu el rang de components de freqiiencia en la direccio y per als

quals els components de Fourier corresponents E(O,S /2, fy,z) , corresponen a mo-

des de propagacio.
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P6.3 Comenteu la regié de validesa de I'aproximaci6 de Fresnel, que és la regio al
llarg del pla transversal per a la qual la contribuci6 dels termes de tercer ordre i ordre
superior en I'expansié binomial de R produeixen canvis de fase molt inferiors a 1 rad
quan s'introdueixen a la férmula de Rayleigh—Sommerfeld (equacié [6.14]).

P6.4 Una escletxa d'alcada L,=0,3mm i amplada L,=0,1mm és il-luminada per radi-
acio de longitud d'ona A,=462nm. El pla d'observacid es situa a una distancia de
D=2m. Determineu si el patr6 de difracci6 resultant compleix la condici6 d'estar a la
regi6 de difraccié de Fraunhofer (camp llunya). Calculeu el patr6 de difraccié de
Fraunhofer i determineu 'amplada angular del maxim d'intensitat central en la di-
reccio x.

P6.5 Una pantalla opaca té dues escletxes de 0,10 mm d'amplada i 0,5 mm d'altura,
separades per una distancia (entre centres) de 0,25 mm i il-luminades per una ona
plana monocromatica de 532 nm de longitud d'ona. El pla d'observacid es situa a una
distancia de D=5m. Determineu el patré de difraccié de Fraunhofer i calculeu quan-
tes franges il-luminades apareixeran dins del pic central de difraccio.

P6.6 Trobeu el patr6 de difraccié de Fraunhofer de la distribucié en dues escletxes
(que es mostra a la figura) quan esta il-luminada per una ona plana d'amplitud cons-
tant unitaria.

P6.7 El diametre d'un telescopi d'observatori és de de 5 m.

a) Determineu el limit de resolucié angular per les longituds d'ona de 400 nm, 500
nm i 600 nm.

b) Quina és la distancia minima entre dos objectes col-locats a la superficie de la lluna
que pot resoldre aquest telescopi per les longituds d'ona donades?
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P6.8 Una llum blanca incideix en una xarxa de difraccié6 amb 1.000 linies/cm. En
quin angle apareixera la llum vermella si té¢ una longitud d'ona de 650 nm en el pri-
mer ordre de difraccio?

P6.9 La llum que emet una lampada de sodi té dues components espectrals per les
longituds d'ona 589,5923 nm i 589,9953 nm. Si fem servir una xarxa de difraccié amb
10.000 linies/cm.

a) Quina sera la separacié entre aquestes dues linies en una pantalla col-locada a una
distancia d'l1 m de la xarxa?

b) Suposant que l'obertura esta total i homogeniament il-luminada, quina és I'ober-
tura minima necessaria per resoldre aquestes dues linies a aquesta distancia (tenint
en compte que estem en el régim de difraccié de Fraunhofer)?

P6.10 Un conjunt de forats circulars amb radi R es situa al llarg d'una linia horitzon-
tal, amb els seus centres separats per una distancia fixa D. Tota la cadena lineal de
forats té una longitud total L i esta il-luminada per una ona plana monocromatica
uniforme. Expliqueu qualitativament l'aspecte general del patr6é de difraccié de
Fraunhofer corresponent.

P6.11 Calculeu el patré de difraccié de Fraunhofer d'una pantalla amb N escletxes
d'amplada L, i alcada L,>L,, separada per una distancia D entre els seus centres i

il-luminada per una ona plana monocromatica amb amplitud E,=1V/m.

P6.12 Una xarxa de difraccid consisteix generalment en una certa distribuci6 perio-
dica de la funcié de transmitancia amb un periode determinat. Considereu els tres
tipus diferents de escletxes segiients que suposem que s'estenen infinitament en les
direccions x i y, amb una distribucio periodica 1D al llarg de I'eix x.

1 2
— Xarxa de difraccié amb transmitancia: t(x) :E{l +m- cos(Lxﬂ .
a

— Xarxa de difraccié amb obertures d'amplada negligible (tipus delta), separades
per una distancia a.

— Xarxa de difraccié amb obertures rectangulars d'amplada Ly, separades per una
distancia .

Si considerem que cadascuna d'aquestes obertures estd il-luminada per una ona
plana uniforme d'intensitat constant, calculeu els seus patrons corresponents de di-
fraccié de Fraunhofer.

Comenteu qualitativament com es modificaria el patré de difraccié de cadascuna d'a-
questes estructures en considerar una obertura circular de radi R>a que limiti la
mida efectiva de les nostres reixetes.
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A. El laser

La teoria del laser, que és un acronim de I’anglés de light amplification by stimulated
emission of radiation, amplificaci6 de llum per emissi6 estimulada de radiacio, va ser
formulada per Bassov i Prékhorov a Russia, i Townes i Schawlow als Estats Units.

La primera maquina laser va ser construida per Maimann el 1960 utilitzant un cristall
de rubi. El laser és una extensié natural del maser, que es va utilitzar com a font
d'radiaci¢ infraroja. Des de la invencié d'aquesta font, el camp de la fotonica i les
seves aplicacions han crescut considerablement. El laser és un equivalent optic a un
amplificador electronic amb retroalimentacié que consta d'un medi d'amplificaci6 i
un ressonador.

La recerca sobre la radiacié termica de finals del segle XIX constitueix el primer pas
cap a la comprensi6 dels sistemes atomics. Bohr postula el segiient. 1) Els atoms
poden existir en estats estacionaris caracteritzats per un conjunt discret de valors
d'energia possibles, E1, E,, .... En aquests estats, els atoms ni emeten ni absorbeixen
energia. 2) La radiaci6 emesa o absorbida per l'atom correspon a la radiaci6
monocromatica de freqiiéncia

Ej—Ei:ha)ij

on 7 ¢és la constant de Planck i E;, E; son nivells genérics d’energia atomica on
E;>E,. Els atoms emeten i absorbeixen energia en quantitats discretes, que reben el

nom de fotons.

A Tarticle “On the quantum theory of radiation” (“Sobre la teoria quantica de la
radiaci6”), Einstein parla sobre la interacci6 dels atoms amb la radiacié térmica i
postula els processos basics de la interaccié llum-materia. Suposem que un gas format
per una col-lecci6 d’atoms idéntics, en qué cada atom té un parell de nivells d’energia
E, i E; que satisfan la condicié E, —E, =/ . Les transicions que conserven energia

es poden produir entre els nivells 1 i 2: els atoms emeten o absorbeixen fotons amb
freqliencia o, fent possible aquest salt entre els nivells 1 i 2. En presencia de llum amb
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una densitat d'energia u(w) determinada, les probabilitats d'absorcid i emissi6 de
fotons es defineixen de la manera segiient.

a) Emissié espontania: Un atom al nivell 2 té una probabilitat finita de decaure
espontaniament al nivell 1, emetent un foté6 amb energia %® en una direcci6
arbitraria. La probabilitat per unitat de temps que aquest procés es doni és de

Psp =4,

b) Absorcid estimulada: L'atom absorbeix un fot6 de freqiiéncia o i fa un salt del
nivell 1 al nivell 2. La probabilitat per unitat de temps que aquest procés s’indueixi
per radiacid és

Pabs = Blzu(w)

¢) Emissié estimulada: La presencia de radiacié a la freqiiéncia ® indueix o
estimula una transici6 del nivell 2 al nivell 1 a un ritme proporcional a la densitat
d'energia radiant. El fot6 emés s’emet en el mateix estat que el fot6 incident que
estimula la transicio. La probabilitat d'emissié estimulada per unitat de temps és

P, = Bmu(w)

Els coeficients d'Einstein A, B i Bz; depenen de les propietats dels dos estats atomics.

L'efecte d'aquests processos basics en les poblacions dels nivells atomics es pot
estudiar sota la suposici6é que el nombre total d'atoms és prou gran com perque els
processos d'absorcié i emissio individuals produeixin una dependéncia temporal
suau de les poblacions, el ritme de canvi de les quals es pot definir a través de les
equacions de canvi (rate equations):

dN dN

d—tl = —d—t2 = N2A21 + BZIM(C())NZ —Blzu(w)Nl

on estem donant per fet que les transicions tenen lloc només entre els nivells 1 i 2.

Per a una col-leccié d'atoms en equilibri amb la radiaci6 térmica, el ritme de canvi
net ha de ser zero, i obtenim

AZI/BZI _ A21/321
B BN N 3, 3,

u(w) =

on les poblacions dels nivells en estat d'equilibri térmic compleixen la distribucié de
Boltzmann:

_ (E,~E)/kT _ _ho/kT
Nl/Nz—e > =e ,

on k és la constant de Boltzmann.
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Prenent el limit d'aquesta expressi6 per T — o, obtenim que B, =B,, (aquesta

relacié es compleix per als nivells de poblacié no degenerats). Per al cas dels nivells
degenerats amb degeneracions g; i g», es compleix la relaci6 més general

8B, =8B,
En el limit 7o < kT (o —0) , la densitat d'energia ha de correspondre amb la

férmula classica de Rayleigh-Jeans:

2
@

2.3
TC

u(w,T)= kT

D'aix0 es dedueix la relacio entre el ritme d'emissié espontania i estimulada:

B21 ”203
Aquesta relacio explica les dificultats a ’hora de construir una font de llum basada
en I'emissio estimulada. La dependéncia de la freqiiéncia proporcional a o* estableix
que, a mesura que la freqiiéncia augmenta, és més dificil aconseguir una situaci6 en
que l'emissio estimulada prevalgui sobre el ritme d'emissié espontania. Tot i que
aquesta relacio s'ha derivat en condicions de radiacié térmica, resulta ser una relacié
general entre aquests coeficients.

Posant totes aquestes relacions juntes, obtenim 1'expressio
o’ ho

7r2c3 eha)/kT -1

u(w,T)=

que correspon a la llei de radiaci6 de Planck.

Per fabricar un laser, no fem servir la radiacié isotropica lligada a la radiacié térmica,
sind una radiacié direccional que amplificarem per emissié estimulada.

Per calcular el ritme d'amplificacié aconseguit en el medi actiu (cristall, liquid o gas)
d'area transversal S, suposarem que aquest esta il-luminat per una ona plana. El
volum contingut en una lamina de gruix dz és dV = S-dz i, essent N el nombre d'atoms
per unitat de volum, podrem expressar el nombre d'atoms del volum dV com a dN =
N-dV. D'aquesta quantitat, una fraccié6 dN; = NidV, poblaria el nivell i = 1,21 N =
N1+N2. Segons el model d'Einstein, la poténcia total de radiacié de l'element de
volum del medi determinat és igual a

dP =dPy +dP} ~dP%* = A, hwdN, + B, hou(w)dN, - B,,hou(w)dN,

La intensitat espectral I(®) es relaciona amb la densitat d’energia espectral de la
manera seglient:
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dE(w) dE(w)-dz

Sdt — dv-dt
ila intensitat total d’'una font d’amplada de banda espectral (considerada estreta) A®
vé donada per I=I(w)Aw=cu(w)Aw . L'increment d’intensitat de la llum en la

dl(w) = u(w)-c

lamina dz és
_dp_dp
S dv

I
dI dz=| A, N +B(N,-N,)— |hawdz
|: 21 2 2 1 CAC{)
on utilitzem la relacié entre I’absorcio i els coeficients estimulats. Si la intensitat
s’amplifica de manera que es pugui ignorar el terme d’emissi6 espontania, obtindrem

dI =Gldz — 1(z) = Ie%
on G és el coeficient de guany G = B(N, —N,)iw/cAw .

Aquesta expressié mostra que 1'amplificacié de la llum només es produeix per N, >
N;. Aquesta condici6, coneguda com inversio de poblacid, és una condici6é necessaria
per aconseguir 'emissio laser. En condicions normals de radiacié termica, la poblacié
dels nivells d'energia més baixos és sempre més gran, de manera que el medi, en lloc
d'amplificar-la, absorbeix la radiacié incident.

Per tant, el primer requisit d’un laser és aconseguir la inversi6 de poblacid. Aixo
normalment s'aconsegueix il-luminant el medi actiu amb llum (bombeig Optic)
mitjancant descarregues eléctriques, corrents electrics o bé reaccions quimiques.

Mitjan¢ant un ressonador extern, es torna a injectar al medi la intensitat amplificada,
aconseguint millorar el procés d'emissié estimulada fins al punt d’aconseguir una
emissio de radiacio estable. L'emissi6 laser requereix que el guany en el medi estigui
per damunt de les pérdues. Si prenem un sistema simple amb una longitud de cavitat
L en que les pérdues només son causades pels miralls de sortida del ressonador, amb
valors de reflexiéo R; i R», la condicié de laser s’assoleix quan es compleixen les
segiients condicions.

Condici6 d'amplitud: RleeGL >1
Condicio6 de fase: L= nﬂ/2, n=1,2,3....

Resumint, un laser requereix un medi actiu en qué s'aconsegueixi la inversié de
poblacié mitjancant el mecanisme de bombeig. La inversié de poblacié produeix una
gran quantitat de fotons a través d'un procés d'emissid estimulada que els emet en el
mateix estat quantic (direcci6 i fase), i els ressonadors externs produeixen una
retroalimentacié, que permet que el guany superi les pérdues, obtenint aixi una
emissio estable.

Cada tipus de laser es diferenciara segons el medi de guany que utilitzin, la
configuracio de la cavitat implementada i 'esquema de bombeig.
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Les caracteristiques basiques de la radiacié laser d’ona continua (CW) sén les

segiients:

—  Altamonocromia: les amplades de banda relatives de l'ordre de A v/ v ~10° s6n

tipiques per als lasers d’ona continua; en sistemes estabilitzats es poden obtenir

valors molt més grans.

—  Alta direccionalitat: 'emissio laser de forces lasers s’apropa a un feix gaussia.

— Alta coheréncia espacial i temporal: possibilitat d'obtenir fenomens

d'interferencia.

Moltes de les aplicacions actuals de la fotonica requereixen I'ts de fonts d'alta
intensitat o amb polsos de durada ultracurta. Podem fer que els lasers emetin polsos
a través d’'un mecanisme de bloqueig de fase. Mitjancant aquestes i altres tecniques
com l'amplificaci6 de polsos amb xirp, en molts laboratoris podrem fer servir
habitualment lasers que emeten polsos tan curts com uns pocs femtosegons o
poténcies de TW/ cm?. A la bibliografia, els lectors interessats hi podran trobar una

serie de referéncies especifiques que cobreixen ampliament la teoria dels lasers.

B. Radiacio classica de dipols elementals

Dipol elemental

Un dipol electric elemental esta format per dues particules 7N
carregades de manera oposada, separades a una distancia petita. ‘_
Donada la posici6 de la particula carregada negativament respecte % ) i
a la particula carregada positivament ( X ), el moment dipolar AT
elemental es defineix com p=—-gx = p& . \ Jr/,.:

En electrodinamica classica, I'emissio de radiacio
electromagnética d'un dipol elemental s'obté a partir de les
equacions de Maxwell a nivell microscopic:

ob(F,t)

T.6¢.0=LTD () GasFE.=— -
&

o

V-b(#,t)=0 (2)  VAbF)=u jiFt)+ue,

(3

0e(7,t)
ot

“4)

(1) A partir d’aquest punt no tindrem en compte la dependéncia espacial i
temporal dels camps a les epxressions.
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Potencials

D'acord amb les equacions (1) i (2), els camps eléctric i magnétic sempre es poden
expressar en relacid les segiients funcions addicionals, que anomenem potencials
electromagneétics

o
Il

Potencial vectorial a: Vad (5

Potencial escalar : e= —?¢—aa—ctl (6)

Substituint aquests potencials a les equacions de Maxwell (3) i (4), obtenim les
equacions de moviment pels potencials:

0 5 a_—P
Vip+—(V-a)=—F
¢ 6t( ) "

o

Els potencials electromagnetics no sén unics, ja que podem utilitzar un parell de
potencials determinat per definir un nou parell de potencials valids mitjancant la
substitucié

i'=d+Vy
. Oy
P=9-——

Cada selecci6 d'un (a,$) constitueix una transformacié gauge.

Les transformacions més comunes son les segiients.
Gauge de Coulomb: V-G =0

Gauge de Lorenz: V-d+ €, Z—f =0
En el gauge de Lorenz, les equacions de moviment dels potencials es poden escriure
com
2
v2¢ — W€, % __P
o &,
2=

~ o‘a
Vid-pz, ot

Les solucions generals d'aquestes equacions s'expressen en funcié dels potencials
retardats:
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R R

g0 = [POLRID oy Gy = 2o [JLRIS gy
4re, 5, 4rs,

R=[f-F'

Els problemes de radiacio classica es poden resoldre amb aquestes equacions. A partir
d'una distribucié donada, es calculen els potencials i s’obté el camp electromagneétic
resultant a partir de les equacions (5) i (6).

Potencial de vector de Hertz

Podem obtenir la radiacié dels dipols de manera alternativa a partir d'un nou
potencial: el potencial de Hertz.

En les equacions dels potencials, els termes de partida els proporcionen les carregues
elementals i les densitats de corrent. Aquestes es posen sempre en relacio a I'equacio
de continuitat:

v.j+2L g
ot

Per a un moment dipolar eléctric, p, podem expressar les relacions corresponents

com

= - Op
=-V-p and j=—
P p J ot

Definint un nou potencial (IT) a través de les relacions

- ol ) VII
T

SO

obtenim una equacié de moviment del nou potencial:

~ 25 _ p(F,t—R/c
VI-ue, o ~p  que té com a solucié —T1(F,t) 1 u
ot 47 v R

Un cop s'ha trobat la solucio per al potencial vectorial de Hertz, els vectors de camp
eléctric i magnetic resultants s'obtenen com a

aioblﬂvﬁ@nwaﬁl;g
‘. ot
b(F,0) = 1, [V A—"]
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Exemple: camp electromagneétic d'un dipol de Hertz elemental

Prenem un dipol eléctric lineal elemental a la posicié r, oscil-lant al llarg d'una
direccié fixa amb un moment dipolar corresponent expressat per la relacio

p(F,t) = p(t)5(F 7, )d

La soluci6 del potencial de Hertz associat a aquest moment dipolar és

_ 1 A
II(r,t)=——p(t—R/c)d R=|F-r
(Fy=——P(t=R/c) -,

Els camps eleéctric i magnétic corresponents s’obtenen mitjancant la substitucid
directa a les expressions mostrades anteriorment:

_ ol
e=—V[V-II]-pu,
; Ho o
- 12 p& o* :
e=—V ()] - -
& [ 47zR] (

(1) Simplificarem les expressions ometent la dependéncia (t—R/c) de p
;1o (Vp)d pd _ pd
6‘0 47R 47z R)| "oarr

(1) Tenim en compte que d es constant i que p és una segona derivada

temporal avaluada en el temps retardat.

Per avaluar aquestes expressions, fem servir les equivaléncies matematiques

op(-VR)_ pR . 1. R
Vp(t-R/c -2 vy ==
( ) o ¢ CR (R) R?
aleshores
5 1 Y de_de]_’uD pd _ 1 [(Vp)dRerV(dR)erdR? 1
47rg0 cR* R 47R  4rme, cR’ cR? c R?

(V)R  pV(dR) de( ]
R’ R’ R’

Ara, considerarem que
V(AR) =dA(VAR)+RA(V Ad)+(dV)R+(RV)d =

=(£ﬁ)1§=(dxi+d 94vdDR=4d
ox Yoy ‘oz
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5o 1 _pR(dR)+ﬂ+de(—2R _pR(dR)+pd par 3R -3R - pd
4zs,” ¢R® cR> c¢ | R* R* R R 47R
s L B 3p, p. by, bd
e= +22 R(AR)—| Z+ L |d]-u 2=
drg, [( ‘R cR4 R’ j (@R)= (R CRZJ ] ’47R
o1 (B 3p 3PJA” (p p b’]A
e=—| L+ 22 P IR@ER)-| £+ L+ P |g
drs, (CZR cR* R R® cR* ¢’R ]

El camp magnétic resultant es calcula a partir de 1'expressio

b(F,t) = ﬂo[ﬁAM]
ot
h=to [V pdj “O[pv d+v[ij&J:ﬁ[(ﬁp)lA&+pﬁ(l]A&]
dr R | 4r\R R Ar R R
foHo| ZDRAD) P(RA) | Mo D @nR)
Ar cR? R? 4z cR R2

Resumint, el camp electromagnetic dun dipol de Hertz és

= L[ P30 30 \aaRy (B, B Bg
4re, \c’R cR* R R* cR* 'R p R
. p R
b= dAR
47r[cR Rz)( M)

En la zona de radiacié (per a la qual I << A << R), els unics termes que fan una
contribucio significativa sén aquells que sén proporcionals a (1/R). En aquesta zona,
podem escriure els camps de radiacié com

rad

rad —

_ P L [R(dR)-d] = (R ARAA)
4R

dAR
47ZR(/\)

Aquest camp es pot escriure en funcio de les direccions unitaries dels camps eléctric

i magneétic:
L psinG ¢ = (cosfcosgx + cosdsin gy —sin 07)
€rad :047‘3 b =(-singx +cos¢y)
o _MDPsing R =(sin@cos¢x + sin Osin ¢y + cos 6z)
" 4xcR d=%
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C. Model de Lorentz d'oscil-lacio de I'electro

En el model de Lorentz d'oscil-lacié de l'electr6 s'estudia l'accié d'un camp electric
incident sobre un atom prenent en compte el moviment oscil-latori impulsat del
navol electronic, la qual cosa déna lloc a un moment dipolar i un vector de
polaritzacié donats:

Les suposicions basiques d'aquest model son les segiients.

L'electrd es mou respecte a la seva posicié d'equilibri amb un potencial U(x), que
es pot expandir en una série de Taylor:

2 3
U(x)=U(0)+x au) [ LlefdU) | 1,1dU)
dx x=0 2 de x=0 3! dx3 x=0

El moviment de l'electrd és amortit per l'efecte de les pérdues de radiacio, que
s'inclouen fenomenoldgicament en el model a través d'un terme de friccio:
= dx(t
F, - p&®
dt

El moviment de l'electr6 és impulsat externament pel camp eléctric (un model
més refinat també inclou el terme de forca magnética, que és molt més petit que
l'efecte del camp eléctric sota 'aproximacio dipolar eléctrica; la inclusié del
camp magnétic introdueix una resposta no lineal):

(1) q és la caruega del proto, g =1,602x10" €

Per obtenir les equacions basiques que regeixen el moviment electronic, partim del
seglient model de la interaccié d'un sistema (electré—protd) amb un camp eléctric
incident:
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- mF+mr
Centre de masses: R=—¢¢ "1
m,+m,

Posicio relativa de I'electré respecte al nucli (prot6): X =1, -,

Equacions de moviment sota l'accié del camp aplicat:

2

= qE(F, )+ F,, (%)

2—

r - -
——=—qE[,,t)+F,(X)
dt? e

on Fen (X)= —Fne(fc) és la forca de Coulomb entre l'electrd i el proto.

En termes del centre de masses i la posicio relativa de I'electrd, aquestes equacions es
poden escriure com a

MC;—R:—q[ (R+m,%/M.t)-E(R- mx/Mt)J

2=
d — = q{ “E(R+m x/M t)+

dt M E(R-m x/M t)}?ne(ic)

on M és la massa total M=m, +m, , i m és la massa reduida del sistema
m:memn/Mzme.

En el domini optic, la variacié de 1'amplitud del camp sobre distancies molt més
petites que la longitud d'ona es pot considerar molt petita (dimensions atdomiques i

moleculars tipiques). Podem expandir el camp eléctric com una serie de Taylor
respecte de la posicié del centre de masses:

2=

~—qXVE(R,t)=%-VE(R,t)
2=

m’fitx —qE(R,t)+F, (%) + 1\_4 e 5. VE(RL)

En l'aproximacio del dipol electric, el camp és constant per tota dimensio de 1'atom,
donant-nos el terme VE(R,t)~0. Partint d’aquesta suposicié, el camp eléctric no
altera el centre de masses i l'equacié de moviment de la posici6 de l'electrd es
simplifica a

2 -

mZT); =—qE(R)+F, (%)

Quan l'electrd és pertorbat per I'acci6é del camp eléctric extern, l'efecte de la forca
interna (interaccié de Coulomb) entre 1'electr6 i el nucli es pot assumir que 1'electro
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respon al camp extern com si estigués lligat al seu nucli per un potencial harmonic
U(x) que ja hem definit més amunt. Aixi doncs:

F(§)=-VU(x)= —x(dZUJ —lx{‘m]j "

dx’ 2 dx’

Quan el camp electric extern és prou feble, la interaccié és lineal i només és rellevant
el primer terme. Per camps més forts, 1'electrd esta sotmeés a interaccions no lineals i
haurem d'incloure més termes. Com que les derivades s'avaluen al voltant de la
posici6 d'equilibri del moviment no pertorbat de 'electrd, que correspon a un punt
d'equilibri estable, la segona derivada és positiva i la escrivim com a

d’U 5
PR =mw,

Tal i com hem vist anteriorment, el moviment de 1'electr6 es veu amortit per 'efecte
de les perdues de radiacid, que s'inclouen fenomenologicament en aquest model
classic a través d'un terme de friccié. Tenint tot aixd en compte, obtenim 1'expressio
final del model de Lorentz en I'aproximacio del dipol electric

2= -

X g 2. o dX
m——=—qE(R,t)-mw X —b—
O (R,t) —ma, o

Aix0 sovint s’escriu en la forma

- ~ B
d_x+yg+a)§)?:w
dt? dt m

amb y=b/m

D. Propietats basiques de les transformades de Fourier

Podem expressar una funcié complexa determinada E(t) com una superposicié en
base a funcions complexes exponencials:

E(t)= L T E(w)exp(—iot)dw = T E(f)exp(—i2z ft)df
27 2

La funcié E(®) correspon al pes per cada freqiiéncia i és la transformada de Fourier
de E(t), amb una variable que és la freqiiéncia w(rad/s) o {Hz). La relacio6 entre E(t)
i E(w) es pot invertir per tal d’obtenir

E(w)=FT[E()]= T E(t)exp(ict)dt

E(t)=FT'[E(w)]
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Propietats basiques

— Linealitat: Donades dues funcions complexes G(t) i H(¢) i dos escalars a, b,
llavors

FT[aG(t)+bH(t)] = aFT[G(t)]+ bFT[H(t)] = aG(w) + bH(w)

—  Similaritat: FT[G(at)]:ﬁG(Q)
a a

. FT[G(t-a)]=G(w)exp(ioa)
Desplacament temporal/freqiiencial: .
FT7'[G(w—-b)] = G(t)exp(—ibt)

-~  Teorema de Parseval: I|G(t) P dt= j |G(w) | dw

— Teorema de convolucio:
FT[G(6)* H($)] = FTIG(OIFT[H ()] = G(o)H (@)
on el simbol * es refereix a I'operacié de convoluci6
G *H(t)= [G)H(t—t)dt
- Teorema de la integral de Fourier:
FT[FT'[G(w)]]= FT[G(1)] = G(w)
FT'[FT[G(1)]]= FT'[G()] = G(1)

Parelles basiques de Transformades de Fourier

cos(w,t) %[5(w—wo)+ So+a,)]

rect(t) = = |t| <1/2 sinc(w/2) = sin(w/2)
0— |t| >1/2 /2

xp(-t) Jrexp(-a’ /4)

Una integral util que es relaciona amb les funcions gaussianes:

o0
L Nz
je AT e B = T2

°, Ja

B2
exp(;); Re(A)>0
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E. Patro de difraccio d'una obertura circular

El patré de difracci6 d'una obertura circular es pot trobar a partir d’aquesta expressio
general
ol ”57’2 B
E(x,y,2)="——e % [E(f,.£,0)]
1z fX:},x/z
fy:iy/z
La funci6 de transmitancia d'una obertura circular de radi r, és

1->r<r,

circ(r/r))= {

0—>r>0

Aixi, la distribuci6é de camp si I'obertura és il-luminada per una ona plana uniforme
és E(x,y,0) = Acirc(r/r,).

Calculem primer la transformada de Fourier de I'obertura circular:
E -2
E(fx:fy,o):IIACiVC(V/ro)e L ”(fxx+fyy)dxdy

Per resoldre aquesta integral, és millor fer servir coordenades polars:

x=rcosf f.=f cos¢
y=rsinf _)fy = f,sing

E(f,,O) - IIACiVC(V /r, )e—i27rrf,(cosﬁcos¢+sin9sin¢)rd9dr
2 27

E(f,,0)= [ Acirc(r /1, )rdr | e~ 27 (cos0cosgsinGsing)
0 0

La solucié de la segona integral inclou la funci6 de Bessel d’ordre zero:

27
J‘ e—zZ;zrfr COS(9—¢)d9 — 27rJO(27rrf,)

0

Introduint aquesta solucio, tenim que
~ r()
E(f,,0) = [ Ar2z] (27rf, )dr
0

Aixo0 es resol aplicant el segiient canvi de variables:

x=2zxrf, >r= X L dr= dx
2rf, 2z f

r r
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271, f, A X, =271, f, i AO
E(f.,0)= j A— O() 2F "2 { xJ, (x)dx =—2 ; 271,71, f.)

on hem fet servir la segilient soluci6 a partir de funcions de Bessel de primer ordre:
Xg
[ 27, () = x, 7, (x,)
0

Aixi, el patro de difraccio de Fraunhofer de l'obertura circular s'expressa com

lkZ ikr? ikz lkr
~ Ae
E(xy0)=t—e 2 [E(f.£,0]  =25e?| 1 @mf)
/11 foave  AZ 1, _
x=AXIZ r fr‘%z
fy=/1y/z
Ae‘kZ 11{7;' 2 1,2z [ Az)
E(x,y,2)= e
Az rr, | Az
J (2
El patrd de difracci6 és proporcional a la funcié d'Airy: M
x
Aquesta funci6 té els primers zeros a x =+0.61 >r == 06142
r

0
D’aquesta manera, el patré de difraccié d'una obertura circular de radi ro és una

_1.222
funcid d'Airy, amb un diametre entre zeros de ¢ =2r = <.
o
Ji(2r0)
o
w
Nav {} 1A 2
0]
e (=L)
0.61 | 1.62 Az;
1.12

Patré de difraccié d’una obertura circular
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F. Transformades de Fourier mitjangant lents

En aquest apendix, mostrarem que podem obtenir una implementacié optica de la
transformada de Fourier mitjancant lents individuals i aplicant la férmula de
difracci6 de Fresnel.

Prenem la propagaci6é d'una distribucié de camp general que esta generada per un
objecte amb una funci6 de transmitancia arbitraria il-luminada per un camp
incident:

E(x"y’) = Emc(x',y'ao)'t(x'ay')

L’objecte se situa a una distancia d’ a 'esquerra d’una lent de distancia focal f, i volem
determinar el camp resultant a una distancia d a la dreta de la lent.

£
K (xy) t(x",v)

d’ g ) d

e e ——————

{}::.}".U)

(x,yp,d) (x,y.d+d)

Després de la propagacid del camp inicial per una distancia d’, 1a distribucié de camp
just abans de la lent s’obté mitjancant la férmula de difraccié de Fresnel:

k
ikd'eﬁ(xlz"—ylz) 0

ck o0 2y 2T '
. e D i (x2y2) —i (X XY Yy
E(x,y,d )ZT I JE(X ,y',0)e 24 e A dx

'dy’

on (x;,y;) corresponen als punts del pla just abans de la lent. La lent introdueix una
dependéncia quadratica de fase en el feix optic, com ja hem vist al capitol 2 (aquest
resultat es va derivar a l'aproximaci6é paraxial, que també es compleix en les
condicions de Fresnel). Si suposem que la lent no introdueix variacions d'intensitat
(no hi ha reflexié ni absorcid), la transmitancia per part de la lent és

ikDe—%(xmf)

t(x,y)=¢e , sent D el gruix de la lent.

El camp a la sortida de la lent és

E (XY d") = E(x, y,,d)-4(x, y,)-P(x;,y,)
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on P(x,y:) és la funci6 pupil-la de la lent i té en compte la mida finita de I'obertura.
Si suposem que la lent és prou gran, l'efecte d'aquesta pupil-la es pot ignorar, de
manera que P=1.

Aplicant de nou la formula de Fresnel, el camp que surt de la lent a una distancia d sera

2
 lkdg12 S Ca ol i (e Md(xlxwly)
E(x,y,d+d")= I IEout(x,,yld )e dx,dy,

iA,d

Utilitzant les expressions anteriors, el camp es pot escriure en base al camp inicial:

. R 2 k L2 '
kD pik(d'+d) k(x +y )o | i (x2+y?) 71/1,,"d' )
E(x,y,d+d)=———¢ E(x',y',0)e 24 e dx'dy’
Y _ﬂidd' II .[.[ Y Y
.k{l 1 1} 2
in] ot |+ yP) —1—(xlx+yly)
p2dd T Tod dx dy,
Definim l:$+%—l i canviem l'ordre d’integracio per obtenir
w
271' x' x Y.y
ikD ,ik(d'+d) 4 + - (iy+7)xl+(7v+7)yl}
E(x,y,d'+d)=e e z (x y)” ” 2W(xl yl | @ T dx,dy,

—22d'd

2d( 24y2)
-E(x',y',0)e

—2Bx

La integral entre claudators és del tipus j e e dx, i es pot avaluar facilment

—00
com vam fer en capitols anteriors:

kL _lzl{fz %

2 i—x
[ex e Fm

—00

~L2—i
21

xl 0 7[
d dJ dxl,J‘el w ﬂ'm

Expandint els claudators i reordenant els termes, obtenim I'expressié

sk w2 0
E(xpd+d)=—"_elk(Drdd)pl2d =)
i dd

- ik
_ J~ J~ Gy O)ezlfdv(l_%)efﬂﬁ( FXfy)) g iy’

- AL
fx*wyfyfm

Aquest és un resultat general que relaciona els camps perz=0iz =d + d’. Quan el
pla d'observaci6 després de la lent és el pla focal de la lent (és a dir, quan d = ),
obtenim el resultat clau
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d=f-o>w=d’
ik(D+d'+d) iﬁ(lfi)(xayz)
E(x,y,d+d’):we_— 2 f )
ia,dd

_TJ‘E(x. yv O)e*i2”(fxx'+fyy')dxydyy
s Y N
5= P

El camp al pla focal d'una lent correspon a la transformada de Fourier del
camp incident, que s’avalua a f, = x/Anf; fy = y/Anf i es multiplica per un
factor de fase quadratic.

En el cas particular de d = d’ = f; el factor quadratic s'anul-la i obtenim

Welk(D+d +d)

EGoyf+D=AEGoly O L powing| A= @a
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